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Capitulo 1

Matrizes e sistemas lineares

1.1 Matrizes

Definicao 1.1 Chama-se matriz a uma tabela com m linhas e n colunas, cons-

tituida por ntimeros, chamados de elementos da matriz.

Uma matriz serd identificada por uma letra maitiscula e um elemento dessa
matriz serd indicado pela letra mintscula correspondente, acompanhada de
dois indices ¢ e j, onde o primeiro indice indica a linha em que tal elemento
se encontra e o segundo indice a coluna onde o mesmo se encontra. Dessa
forma, uma matriz A com m linhas e n colunas costuma ser representada,

simbolicamente, por

A= (aij)mxn~

Assim, abrindo a notacao matricial acima, escrevemos
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Por exemplo, considerando a matriz B3yxo abaixo

2 -1
B=1|4 0|,
3 7

temos que
e by, o elemento da linha 1 e coluna 1, vale 2;
e bhio, 0 elemento da linha 1, coluna 2, vale —1;
e ctc.

Observe que a matriz B dada acima possui 3 linhas e duas colunas, por
isso escrevemos B3yxo. Dada uma matriz A,,xn, dizemos que que m X n é o

tamanho ou a ordem da matriz em questao.

Quando m = n, ou seja quando o numero de linhas é igual ao nimero de
colunas, dizemos que a matriz é quadrada, e nesse caso os elementos a;; formam
a diagonal da matriz, também chamada de diagonal principal. Quando m # n,

dizemos que a matriz é retangular.

1.1.1 Tipos especiais de matrizes
Nessa secao vamos apresentar os principais tipos de matrizes.

(a) Matriz nula. E uma matriz quadrada ou retangular, onde todas as

entradas sao nulas. Por exemplo,

0 0 0 0 0 0 0 0O
= e e =
2x2 0 0 2x4 2x4 000 0

Quando definirmos a soma de matrizes veremos que a matriz nula cor-

responde ao neutro aditivo.

(b) Matriz diagonal. E uma matriz quadrada onde a;; = 0 se i # j.

Exemplo:
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Uma outra forma de denotar essa mesma matriz é D = diag (2, —1,8).

(¢) Matriz identidade. E uma matriz diagonal (e quadrada) definida por

Is = diag(1,1,1) =

S O =
o = O
— o O

No caso quando forma uma matriz n x n, temos

1 0 0 0
0 1 0 0
I, =diag(1,1,1,...,1) =
——
' 0 0 0 .. 1

Uma outra maneira de denotar a matriz identidade de ordem n é escrever
I = (8ij)nxn, onde

1,se 1=

0,se 1 #£j

Quando definirmos os produto de matrizes, veremos que esssa matriz

(51']' =

corresponde a unidade multiplicativa, i.e., é o neutro multiplicativo.

(d) Matriz triangular inferior. E a matriz quadrada A = (a;;) tal que
a;; = 0, se i < j. Ou seja, é uma matriz onde acima da diagonal as

entradas sao todas iguais a zero. Por exemplo, a matriz

2 00
T=]1-1 3 0
0 2 8

é uma matriz triangular inferior.

(¢) Matriz triangular superior. E a matriz quadrada A = (ai;) tal que
a;; = 0, se 4 > j. Ou seja, ¢ uma matriz onde abaixo da diagonal as

entradas sao todas iguais a zero. Por exemplo, a matriz

T =

(e

2
5
0

S = W
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é uma matriz triangular superior. Note também que a matriz identidade

I,, é ao mesmo tempo triangular inferior e superior.

1.1.2 Operagoes com matrizes

No que segue, vamos definir a adigdo de matrizes, o produto de uma constante
por uma matriz e o produto de matrizes. Tendo em vista que precisaremos
recorrer a notagao de somatério, por ser mais compacta, vamos definir inicial-

mente esse conceito.

Defini¢cao 1.2 Seja F(n) uma expressdo qualquer que depende de n € N.

Definimos o somatdrio com k de 1 até um indice n fixado, dos F(k) por

> F(k)=F(1)+ F(2) + F(3) + ... + F(n).

n
k=1

Assim, se F(n) = n?, temos, por exemplo, que

5
D F(k)=) K =1"+2"4+32+42+5>=1+4+9+16+ 25 = 55.
k=1 k=1

O somatério goza das seguintes propriedades: sejam F(n) e G(n) duas ex-

pressoes que dependem de n e o € R, temos

k=1
(c) Y (F(k)+G(k)) =Y _ F(k)+ > _ G(k).
k=1 k=1 k=1

Todas essas propriedades sao muito simples de provar, bastando abrir a de-

finicao de somatorio. Deixaremos a encargo do leitor.

Definicao 1.3 Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn de mesmo
tamanho, e k € R, definimos a soma de matrizes e o produto de um escalar por

uma matriz, respectivamente, por

A+ B = (aij)mxn + (bij)mxn = (@ij + bij)mxn,



M. Zahn 5

k-A= (k : az’j)mxna
parai € {1,...m} eje{l,..,n}.
Ou seja, somar duas matrizes de mesmo tamanho é o mesmo que somar dois

vetores e multiplicar uma matriz por um nimero real é o mesmo que multiplicar

um vetor por um escalar.

2 0 1 —4
Assim, por exemplo, dadas as matrizes A = ( 1) e B = (2 9 )’

A+B:<2 0>+<1 4>:<3 4)7
-3 1 2 2 -1 3
2 _
_7A__7< 0)_(14 0>.
-3 1 21 —7

Definicao 1.4 Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)nxp, definimos

temos que

o produto entre A e B, e escrevemos A - B, & matriz C' = (¢;j)mxp, onde

n
Cij = g @ik - brj.
k=1

Repare que para o produto A - B esteja bem definido é necessério e suficiente
que o nuimero de colunas da primeira matriz seja igual ao ntimero de linhas da

segunda. Isto permitird efetuar um produto entre linha e coluna.

Vamos ser mais claros na definigao acima: abrindo as matrizes, teremos

a1 a2 @13 ... Gip bin b2 biz ... by
A.B= a21 a2  Aa23 a2n bar by bas b2p _
ml Am2 Am3 Qmn bnl bn2 bn3 bnp
C11 Ci12 (13 Cip
| €21 C22  C23 Cop
- b
Cm1 Cm2 Cm3 Cmp

onde
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n
o cii=ai bt +ap-bar + .o+ ar, b = E a1k - bri;
k=1

n
e cip=ai-bia+ai2-baa+ ...+ ay, - b= E a1k - bra;
k=1

e etc.

De forma geral, para determinar o elemento c;; do produto C' = A- B, olhamos
para a linha i de A e a coluna j de B, e entao efetuamos o produto do primeiro
elemento da linha 7 com o primeiro elemento da coluna j, e somamos co o
produto do segundo elemento da linha ¢ com o segundo elemento da coluna j, e
assim por diante, até somar com o produto do ltimo elemento da linha ¢ com

o ultimo elemento da coluna j, ou seja,

n
Cij = E @ik - bij.
k=1

)

2 -1

1 2 3
Por exemplo, dadas as matrizes Asyg = (2 ) O) eBsxo=10 4
B 11

temos que
o2 o3y (2 !
A-B( ) 0 4 | =
2 -1 0
1 1
B 1-2+2-04+3-1 1-(-1)+2-443-1 (5 10
2:24(-1)-04+0-1 2-(-1)+(-1)-440-1 4 —6
Convém observar que, neste caso, Asxs - B3xs resulta numa matriz 2 x 2. Ja o

produto Bsys - Aayxs resultard numa matriz 3 x 3. Ou seja, em geral o produto

de matrizes nao comuta, ou seja, em geral temos que
A-B#B-A.

De fato, pode acontecer que o produto A - B esteja definido, mas o produto

B x A nao esteja sequer definido. Por exemplo, se Asy3 € Bsyxg4, temos que
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A - B estara bem definido, mas B - A nao tem sentido, verifique!

Outro fato importante a ser observado é que dada uma matriz A, «,, temos
que I, é neutro multiplicativo a direita de A e que I, é neutro multiplicativo

a esquerda de A, ou seja,
Apxn - In=A e Iy, -Apxn=A

Definicao 1.5 Dizemos que duas matrizes A = (aij)mxn € B = (Dij)mxn, de

mesmo tamanho, s&o iguais se a;; = b;;, Vi € {1,2,...,m} e Vj € {1,2,...,n}.

Ou seja, da mesma forma que estabelecemos uma igualdade de vetores (dois
vetores s@o iguais quando as componentes de mesma posigao sao iguais), temos
que duas matrizes sao iguais quando seus elementos de mesma posicao forem

iguais.

Para verificar uma série de propriedades envolvendo igualdade de matrizes,

mostramos a igualdade entre seus elementos de mesma posigao.

Teorema 1.6 (Propriedades algébricas das matrizes) Sejam A, B, C matrizes

e a, 3 € R. Entao, valem as seguintes propriedades (onde elas estiverem bem

definidas)
01) A+ (B+C)=(A+B)+C.
02) A+ B=B+ A.
03) existe uma matriz 0 tal que A+0=0+ A=A (matriz nula).

04) para toda matriz A, existe uma matriz B tal que A+ B = 0. Denotamos
B =—-A.

05) existe uma matriz I tal que A-I=1-A=A. (matriz identidade)
06) a(A+ B) = aA+ aB.
07) (a+ B)A = aA + BA.

08) A-(B+C)=A-B+A-C.
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09) A-(B-C)=(A-B)-C.
10) a(A- B) = (aA) - B= A - (aB).

Observacgao 1.7 Note que a propriedade 04) nos motiva o conceito de dife-
renc¢a entre matrizes. Ou seja, dadas duas matrizes A e B, de mesmo tamanho,

podemos definir a diferenca entre A e B pondo
A—B=A+(-B),

que nao deixa de ser parecido com a maneira que definimos a diferenca de dois
vetores. Mas cuidado, a matriz —A nao recebe o nome de “simétrica”! Matriz

simétrica é um conceito bem diferente e o veremos na Definigao 1.11.

Demonstracao da Proposicao. Faremos a prova de algumas apenas e dei-

xaremos as demais para o leitor.
01) A+ (B+C)=(A+B)+C:
Escreva B+ C = S, onde S = (s;;5) é tal que
845 = bij + ¢45.
Dessa forma, escrevemos
A+ (B+C)=A+5=T= (t;y),
onde
tij = a5 + Sij.
Por outro lado, escreva A+ B = Z, onde Z = (z;;), tal que
2ij = a5 + byj,
Dessa forma, escrevendo
(A+B)+C=Z+C=W = (wy),
onde

wij = zij + cij = (aij + bij) + ¢ij = aij + (bij + ¢i) = aij + si5 = tij.
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Assim, concluimos que w;; = t;5, Vi, Vj, ou seja, W =T, o que mostra que
(A+B)+C=Z4+C=W=T=A+5=A+(B+0C),
provando 01).
05) Existe uma matriz I tal que A-I =1- A = A (matriz identidade):

De fato, tome A = (a;j)nxn € considere I = (;j)nxn- Entdo, escrevendo

A-I=C, temos que

n
Cij = E ik '5kj = a;1 '61j + a;o - (Szj + .ot ag - (Sjj + .o Fain - 6nj = Qij,
k=1

pois 0;; = 1sei=j e d;; =0sei#j. Ouseja, concluimos que
Cij = Qjj, V’L,] c {1,2, ...,n},

ou seja, mostramos que
A-IT=C=A.

Analogamente mostramos que I - A = A. Isso prova 05).
08) A-(B+C)=A-B+A-C:
Dadas as matrizes Apmxn, Bnxp € Cnxp, €screva
S=B+C,
e denotando S = (s;)nxp, onde
855 = bij + ¢y ,

temos

A- (B + C) = Aan . S'rLXp = Tm><pa
onde N
tij = Zaik © Skj- (11)
k=1
Por outro lado, denote

A-B=Pyyp ¢ A-C=Quxp,
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onde
n n
bij = E aie-be; e qij = E Qe - Coj-
=1 /=1

Dessa forma, temos que
A-B+A-C=P+Q=R,

onde cada elemento 7;; dessa matriz é dado por

n

n n
i =i+ Qg = @ie by + Y air-cgg = Y (aig - by + i - cgj) =

/=1 =1 =1
n n
= E aie(bej + o) = E Qi - Se5 = tij,
—1 =1

ou seja,
rij =tij, Vi € {1,2,...m}, Vj € {1,2,...,p},
ou seja, mostramos que R =1T), i.e.,
A-B+A-C=R=T=AB+0C).

(A-B)-C=A-(B-0).

Dadas as matrizes A = (@ij)mxn, B = (bij)nxp € C = (Cij)pxq, Mostraremos
que
(A-B)-C=A-(B-C).

Escreva M = (A - B)mxp € W = (B-C);xq. Assim, temos que os elementos

m,; de M e w;; de W sao, respectivamente, dados por

n p
Mmij =Y ik -brj e wij =Y bir-cyj. (1.2)
k=1 =1
Note que, denotando

(A-B)-C = (M)mxp - (Chpxg = (Flmxq;
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usando (1.2) temos que cada elemento f;; de F' é dado por

p
fig = mig-cej = Z (Zazk bke> eoj =
/=1 = Vi

P n
(@ik - bre - coj) =

(=1 1k=1
p n n P n P
= E g @ik - (bre - coj) E E i - (bre - cej) = E @ik E bre-cej | =
=1 k=1 k=1 0=1 k=1 =1

= i ik - W
k=1
Por outro lado, denotando
A (B : C) = Amxn Wan = Gqu,
onde

n
= E aik - Wk = fij-
=1

Como g¢;; = fij, Vi € {1,2,...,m} e Vj € {1,2,...,¢q}, concluimos que as

matrizes F' e GG sao iguais, ou seja, que

(A-B)-C=F=G=A-(B-C).

Obs. Na prova acima usamos uma propriedade “comutativa” para somatorios,

ou seja, vale a propriedade

ZZFu =YY F(i, ),

i=1 j=1 Jj=11i=1

onde F'(i,j) é uma expressdo qualquer que depende dos indices i e j.

Como um bom exercicio, prove essa igualdade.
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1.1.3 Matriz transposta

Definicao 1.8 Dada uma matriz A = (a;;j)mxn, definimos a matriz transposta

de A , e denotamos por A?, a matriz definida por
At = (aji)nxm'

Em palavras, dada uma matriz A, a transposta de A, A’, é a matriz na
qual sua primeira linha de A? corresponde & primeira coluna de A, e assim por

diante, ou seja, linhas se transformam em colunas. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.9

Proposicao 1.10 A transposi¢ao de matrizes goza das sequintes propriedades

(onde elas estejam bem definidas):
01) (A" = A. 03) (A+ B)! = A" + B'.
02) (k-A)t =k-A', onde k € R. 04) (A-B)t = B'- A"

Demonstragao. Faremos a prova de 01), 03) e 04) e deixaremos as prova de

02) para o leitor.

01) (A4t = A.

Seja aj; o elemento da linha i e coluna j de A.

Entdo aj; é o elemento da linha j e coluna i de A’

Por fim, transpondo novamente, concluimos que a;; é o elemento da linha i e
coluna j de (A%)!.

Portanto, concluimos que, A = (A?)*.

03) (A+ B)t = A + Bt

Escreva C = A + B. Entédo, basta mostrar que

C'= A"+ B".
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Sendo C' = A + B, temos que o elemento c;; da linha ¢ e coluna j de C' é dado

por

Cij = aij + b”

Logo, o elemento ¢;; = a;; + bj; é o elemento da linha j e coluna i de C*.

Do mesmo modo, a;; é o elemento da linha j e coluna i de A e bj; é o elemento

da linha j e coluna i de Bt. Ou seja, concluimos que
C'= A"+ B

04) (A-B)t = Bt - At

Tome Ayxn € Bpxp € escreva Cp,xp = A - B. Entao, o elemento ¢;; de C é

dado por
n
Cij = Y ik - bij.
k=1

Vamos mostrar que C* = Bt - A?,

Denotando por cﬁj o elemento na linha 4 e coluna j de C*, temos que

n n n
t o o t gt _ t
Cij = Cji = E :ajk bri = E ay; - by = E by, - ag;,
k=1 k=1 k=1

onde a}ij é elemento de A’ e bf, é elemento de B'.

Por outro lado, definindo M = B! - A, com elemento

n
_ t t
mi; = E by - Akjs
k=1

segue de (1.3) que c‘;j = m;;, ou seja, concluimos que
C'=M=B"- A,

e como C = A - B, segue o resultado.

Definicao 1.11 Dizemos que uma matriz A é simétrica quando A’

A é anti-simétrica quando A = —A.

(1.3)

= Aeque
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Por exemplo, é facil ver que a matriz identidade I é simétrica, e que a matriz

2 -1 3 0 2 -1
A=1]-1 4 0] também é simétrica. J4 a matriz B= | -2 0 3
3 0 5 1 -3 0

é anti-simétrica.

Exercicios
. 1 2 . t t . .
1. Seja A = 5 ) , encontre as matrizes AA" e A*A, se existirem.
. 2 a? t
2. Seja A= . Se A = A, encontre o valor de x.
2c—1 0

3. Dadas duas matrizes simétricas n x n A e B.

(a) Prove que A + B é simétrica.

(b) Prove que se AB = BA, entdo AB é simétrica.

1.1.4 Matrizes inversiveis

No estudo de fungoes foi dado um importante conceito de fungéo inversa. Re-
lembrando, considerando X e Y dois conjuntos nao vazios, dada uma funcao

f: X =Y, dizemos que f é inversivel se existir uma funcao g : Y — X tal que
fog=idx e go[f=idy,

onde idy : X — X, idx(x) =x eidy : Y = Y, idy(y) = y sdo, respectiva-

mente, as fungoes identidades de X e de Y.

Nesse caso, dizemos que g é a inversa de f e denotamos g = f~1. (e também,
g sera inversivel e sua inversa, g~ !, serd f).

Existe, no estudo de matrizes um tipo de matriz que desempenha um papel
analogo ao da fun¢ao inversa, chamada de matriz inversa. Do mesmo mosdo
que nem todas as fungdes sdo inversiveis (somente aquelas que obedecem a

defini¢do acima), temos que nem todas as matrizes possuirao inversas. No caso
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de matrizes, a composicao da definicao acima sera substituida pelo produto de
matrizes e as fungoes identidades, que fazem o papel da unidade da composicao
de fungoes, serao substituidas pela equivalente unidade do produto de matrizes,

ou seja, a matriz identidade I. Ou seja, isso nos inspira a definicdo que segue.

Definicao 1.12 Dizemos que uma matriz quadrada A é inversivel se existir

uma matriz B de mesmo tamanho tal que
A-B=1e B-A=1
Nesse caso dizemos que B é a inversa de A, e escrevemos B = AL,

E claro que, pela definigao acima temos que B também serd inversivel e sua

inversa serd B~! = A.

Note também na definicao que uma conditio sine qua mon para que uma

matriz tenha chance de possuir uma inversa é que ela deve ser quadrada.

Do mesmo modo que a inversa de uma funcao, quando existe, é tnica, vale
também a unicidade da matriz inversa, quando esta existir. Ou seja, temos o

resultado:

Proposicao 1.13 Se A for uma matriz inversivel com inversas B e C, entdo
B=C.

Demonstragao. Sejam B e C' ambas inversas de A. Assim, como B ¢ inversa
de A temos que
B-A=1

Multiplicando-se a direita por C, vem
(B-A)-C=1-C=C,
e por associatividade, obtemos

B-(A-C)=C.
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Mas como C também ¢é inversa de A, temos que A - C' = I, e com isso, a

igualdade acima fica
C=B-(A-C)=B-1=B=(C=B,

e isso prova a unicidade de inversa, como queriamos.

O

Proposicao 1.14 Valem as seguintes propriedades para uma matriz inversivel

(b) (k-A)~L=k=1- A1 onde k € R\ {0}.

Demonstracgao.

(a) Como por hipdtese A é inversfvel, temos que existe inversa A~! tal que
A-A'=Te At A=1

Mas entdo, temos que A~! também ¢ inversivel, com inversa (A1)~ = A.

(b) Basta observar que

(EA)ET'A™Y =k Y (EAAT = (kTR (A- AT =1-T=1,

(E7YA™ Y (RA) = k(E A DA = (k)AL A) =1-T=1,

e entdo temos que kA é inversivel, com inversa (kA)~! = k1471

]

Proposicao 1.15 Sejam A e B duas matrizes quadradas inversiveis de mesmo

tamanho. Entdo, o produto A - B também ¢é inversivel, com inversa

(A-B)y'=B"1t. A"
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Demonstragao. De fato, como A e B sao inversiveis com inversas dadas,
respectivamente, por A~! e B~!, basta efetuar os produtos, usando a associa-
tividade:

(A-B) B A HY=AB-BHYA ' =A-T- A=A A" =1,

(B AHYA-B)=B (A" AB=B"1'1-B=B"1'-B=1,

o que mostra que A - B també é inversivel, com inversa (A-B)~! = B71. A7L

O

1.1.5 Poténcias de matrizes

Motivados pelos conceitos de produto de matrizes e de matriz inversivel, pode-

mos definir:

Definicao 1.16 Seja A uma matriz quadrada. Definimos as poténcias de A

pondo
A =1
€
A"=A-A-...-A, VneN.
—_—
n fatores

Quando A for inversivel, definimos as poténcias negativas de A por

AmM=AYr =41 41 AL

n fatores

Segue diretamente dessa defini¢do a Proposicao abaixo, cuja demonstracao

fica como exercicio para o leitor:

Proposicao 1.17 Seja A uma matriz inversivel. Entao, para n € N fizado,
A™ € inversivel, e

(At = (A7)
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Exercicios

: a b\ . .
1. Prove que a matriz A = J é inversivel se, e somente se, ad—bc # 0.
c

Neste caso, mostre que a inversa é dada por

1 d —b
A= .
ad — be <—c a )

2. Mostre que, se A for uma matriz invertivel, entao A* também é invertivel,
com (Ah)~! = (A-Ht

3. Suponha que A seja uma matriz inversivel. Mostre que se AB = AC,
entdo B = C. Dé um exemplo de uma matriz ndo nula A tal que AB =
AC, mas B # C.

4. Se A e B sao matrizes quadradas e A ¢é inversivel, verifique que

(A+B)A™"(A-B)=(A-B)A ' (A+ B).

1.1.6 Matriz na forma escalonada reduzida por linhas

Definicao 1.18 Dizemos que uma matriz A esta na forma escalonada reduzida

por linhas se:

(i) numa linha nao totalmente constituida por zeros, o primeiro elemento nao

nulo, chamado de pivé, vale 1;

(i) se existirem linhas totalmente nulas, elas estdo localizadas na base da

matriz;

(iii) em duas linhas quaisquer nao nulas, o pivd da linha superior localiza-se

mais a esquerda do pivo da linha inferior;

(iv) em cada coluna onde hd um pivd, os demais elementos dessa coluna sao

Zeros.
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1 0 0 2
) 01 0 - )
Por exemplo, a matriz A = 00 1 estd na forma escalonada re-
0 00 O

duzida por linhas.

Essa forma de representacao sera bastante 1util na resolucao de sistemas li-

neares.

Observacao 1.19 Note que, da definigao acima, se uma matriz quadrada esta
na forma escalonada reduzida por linhas, entao obrigatoriamente ela possui

linhas nulas na base ou é a matriz identidade.

1.2 Sistemas lineares

Nesta secao vamos apresentar o conceito de sistema linear, bem como uma

importante técnica de resolugao via matrizes.
Definicao 1.20 Chama-se uma equacdo linear a n incégnitas z1, o, ..., T, a
equacao dada por
a1171 + a2 + ... + a1,T, = by,
onde ai1,a12,-...,a1n,01 € R s@o constantes conhecidas. Quando b; = 0 tal

equacao chama-se homogénea.

No caso da equagao homogénea, a mesma admite uma solugao trivial: x; =

To = ... = x, = 0. Outras solugoes sao chamadas de nao-triviais.

Definicao 1.21 Chama-se um sistema linear um conjunto de equacoes lineares
da forma

a11%1 + a1222 + ... + A1, Ty = b1
a21T1 + A22%9 + ... + aon T, = bo

Om1T1 + Ay T2 + oo + ATy, = by,
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A definicao acima é bem geral: trata-se de um sistema com m equagoes a n

incogitas.

Quando b; = 0 para i = 1,2,...,n o sistema chama-se homogéneo.

Por exemplo, o sistemas

T+ 2o+ 223 =19
20 +y=2
21 +4x9 — 33 =1 €
r—y—2z=3
3r1 + 6x9 — dxr3 =0
sao sistemas lineares, o primeiro com trés equagoes a trés incognitas e o segundo

com duas equagoes a trés incognitas.

Definicao 1.22 Chama-se solu¢do do sistema linear (1.4) de m equagdes a
n incégnitas a n-nupla ordenada (ai,as,...,a,) tal que, quando z; = aq,

X = a, em (1.4) , obtemos uma identidade.

Em outras palavras, uma solucao de um determinado sistema linear sao
os valores que substituidos nas incognitas das equagoes que definem o sistema

verificarem a todas as equagoes.

Existem varias técnicas para resolver um sistema linear. A mais simples,
consiste em, ir operando adequadamente as equagoes do sistema com o in-
tuito de ir eliminando incégnitas até obtermos uma equacao numa sé variavel.
Depois, ir “retrocedendo” nas operagoes realizadas para determinar todas as
demais incégnitas, e com isso montar a solucao. Vejamos alguns exemplos

praticos.

Exemplo 1.23 Resolver o sistema linear
3r—y=5
r+y=3

Solugao. Podemos eliminar y somando as duas equagdes. Assim, somando-as
obtemos a equagao
dr =8=x =2
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Dessa forma, sendo x = 2, na equacgao = + y = 3 vamos obter 2 +y = 3, e
portanto y = 1. Assim, a solugdo do sistema dado é (x,y) = (2,1). Repare que,
geometricamente, cada equacdo no plano cartesiano R?, corresponde a equacio
de uma reta. Entao a solugao do sistema acima nos diz que essas retas sao con-
correntes, ou seja, se interceptam num ponto do plano cartesiano, exatemente

no ponto de coordenadas (2,1).

No entanto, sabemos que duas retas no plano podem ser também coinci-
dentes ou paralelas. No primeiro caso, o sistema assumiria infinitas solugoes, e
é chamado de indeterminado, ja no segundo caso, o sistema nao teria solucoes,

e seria chamado de impossivel ou incompartivel.

Como exercicio, observe que o sistema
r4+y=1,
20+ 2y =2
possui infinitas solugoes, e podemos escrever isso, por exemplo, z = t, y = 1 —t,
vVt € R; e que o sistema
r+y=1
2042y = -3

nao tem solugao.

Dado um sistema linear
a1171 + 1222 + ... + a1, = by
a21%1 + A22%2 + ... + A2pTy = by

Om1T1 + Gy T2 + oo + Gy, = by,
podemos associa-lo a uma matriz da forma

ail aig ... QA1n bl
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chamada de matriz aumentada do sistema.

Um dos principais objetivos do estudo de matrizes é resolver sistemas li-
neares. Uma maneira bastante 1til de se resolver um sistema linear consiste
em efetuar certas operagoes entre suas equagoes, com o intuito de obter outras
equagoes equivalentes as originais. Tais operagoes, sao chamadas de operagoes

elementares e consistem em:
(a) multiplicar uma equag@o por uma constante nao nula;
(b) trocar duas equagodes do sistema de posigao;

(¢) substituir uma equagcéo pela soma dela com um multiplo de outra equagao

do sistema dado.

Tais operagoes podem ser feitas sobre a matriz aumentada do sistema, ou seja,

elas nos motivam definir:

Definicao 1.24 Dada uma matriz A, definimos as operacdes elementares sobre

linhas de A por:
(i) trocar duas linhas de posigao;
(ii) multiplicar uma linha por uma constante ndo nula;
(iii) somar um multiplo de uma linha a uma outra linha.

Simbolicamente, chamando ¢; e ¢; as linhas i e j, ¢ # j, de uma matriz A,

temos que as trés operacoes elementares sobre linhas, respectivamente, sao
(1) € < £5;
(i) 4 = 4+ k- ¢;.
Isto posto, podemos resolver um exercicio, utilizando as ideias acima.

r4+2y—4z=-4
Exemplo 1.25 Resolver o sistema linear { 22 + 5y — 9z = —10

3z —2y+3z=11
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Solugao. A matriz aumentada do sistema é dada por

1 2 -4 -4
2 5 =9 -10
3 -2 3 11

Efetuando as operacoes elementares sobre linhas como nos esquemas a se-
guir, vamos obter (repare que vamos procurar construir uma “escada” onde os

degraus serao pivos, ou seja, faremos o primeiro elemento nao nulo de cada

linha da matriz ser igual a 1):

9 4 —4 1 2 —4 —4
2 5 —9 10| 4o — 4y — 201 0 1 —1 =2 | 3 —¥t3—30
= = T = T
3 -2 3 11 3 -2 3 11
9 4 —4 1 2 —4 —4
0 1 -1 —2|eonrse |01 -1 —2| 6o ley
SR RN
0 -8 15 23 00 7 7
1 2 —4 —4
01 -1 -2,
00 1 1

que corresponde ao sistema

r4+2y—4z=—4

o qual, facilmente verificamos que z =1, y = —1 e x = 2. Logo, a solugao dos
sistema dado é (z,y,2) = (—2,-1,1).

Observacgao 1.26 Poderiamos continuar o procedimento, anulando-se agora

os termos acima dos pivos, ou seja, continuar como segue:
1 2 —4 -4 1 2 —4 -4

01 -1 =2 b — €3 + 8(3 0 1 0 -1 01— €1 — 245
0 0 1 1 0 0 1 1
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1 0 -4 -2 1 0 0 2
01 0 —-1]|t—=6+43 |0 1 0 —-1]1,
R

0 0 1 1 0o 0 1 1

ou seja, deixamos a matriz na forma escalonada reduzida por linhas, o que

corresponde a

=2
y=-1
z=1

Convém definir:

Definicao 1.27 Chama-se método de Gauss-Jordan o algoritmo efetuado em
um sistema linear de forma a reduzi-lo para a forma de escada, ou seja, quando a
matriz aumantada do referido sistema fica sob a forma de uma matriz triangular

superior com o primeiro elemento nao nulo (pivo) igual a 1.

Nesse caso, quando continuamos o procedimento com o intuito de zerar
também acima dos pivos, deixando a matriz na forma escalonada reduzida por

linhas, o método chama-se eliminacdo gaussiana.
Exemplo 1.28 Resolver o sistema

204+ 5y —8z =4
r+2y—3z2=1
3x+8y—132=17

pelo método de eliminagao gaussiana.

Solucgao. A matriz aumentada do sistema dado é

2 5 -8 4
1 2 -3 1
3 8 =13 7

Vamos efetuar as operacoes elementares sobre linhas como segue. Observe

que como queremos pivos iguais a 1, a primeira operacao elementar a fazer serd
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permutar as linhas 1 e 2 da matriz aumentada. Assim,

2 5 -8 4 1 2 -3 1 1 2 -3 1
1 2 =3 1|ttt |2 5 —8 4] ba—b—-200 |0 1 -2 2
REREALN = 7 7

3 8 —-13 7 3 8 —-13 7 3 8 —-13 7
1 2 -3 1 1 2 -3 1 1 2 -3 1
0 1 —2 2| 53— t3—301 0 1 —2 2| 43 t3—20 01 -2 2

= = = T e

3 8 —-13 7 0 2 -2 4 00 0 O

Note que uma linha da matriz zerou. Isso indica que o sistema dado é indeter-
minado, ou seja, possui infinitas solugoes. Continuando o processo para deixar

a matriz aumentada na forma escalonada reduzida por linhas, obtemos

1 2 -3 1 10 1 =3
O 1 —2 2 fl — fl — 2f2 O 1 —2 2 5
00 0 O 0 0 O
que corresponde ao sistema
x +z=-3
y—2z=2 ,
e chamando z = ¢, obtemos y = 2+ 2t e x = —3 — ¢, ou seja, as solugoes do

sistema dado sao
(x,y,2) = (=3 —t,242t,t), t € R.

Exercicios
1. Considere os sistemas lineares

r+y+z=1 r+y+2=0
20 +2y+ 22 =14 20 +2y+22=0

(a) Mostre que o primeiro sistema nao possui solugoes e escreva o que

isso significa quanto aos planos representados por essas equagoes.
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(b) Mostre que o segundo sistema tem uma infinidade de solugoes e
escreva 0 que isso significa quanto aos plannos representados por

essas equagoes.

. Resolva cada sistema linear abaixo, pelo método de eliminacao de Gauss-

Jordan:
1+ o+ 2203 =8 2x1 + 2209 + 223 =0
(a) § —z1 —2z9 + 323 =1 (b) § —2x1 + 5x9 + 223 =1
3x1 — Txo + 4x3 = 10 8xr1 + xo +4x3 = —1

. Verifique se o sistema homogéneo abaixo possui uma solugdo nao nula:

r+y—2=0
20 +4y—2=0
3r+2y+22=0

. Resolva cada sistema linear abaixo:

rT4+2y—4z=-4 r+2y—3z=-1
(a) 22+ 5y — 92 = —10 (b)s =3z +y—22=-7
3r —2y+3z=11 5r + 3y — 4z =2

r+2y—3z=1
()22 +5y—82=4
3r+8y—132=7

1.2.1 Matrizes elementares

Definicao 1.29 Dizemos que uma matriz quadrada de ordem n é elementar

quando ela resulta de apenas uma operagao elementar sobre linhas da matriz

identidade I,,.

Por exemplo, as matrizes
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sao matrizes elementares. Por qué?
A importancia das matrizes elementares é que as mesmas sao usadas para
efetuar operagoes elementares sobre linhas de uma matriz via multiplicacao de

matrizes. Ou seja, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.30 Sejam A,,xn uma matriz e denote por E,,«m a matriz ele-
mentar obtida por uma operagao elementar sobre linhas da matriz I,,. Entdo, o
produto E-A € a matriz que resulta em efetuarmos a mesma operagao elementar

sobre linhas em A.

Demonstragao. Fica como exercicio.
|

Esta proposigao nao serd usada na pratica, serd apenas uma ferramenta
para fins tedricos. Isto porque podemos, na pratica, efetuar as operacoes ele-
mentares sobre linhas diretamente na matriz desejada, sem precisar recorrer a

produtos de matrizes elementares.

Note que, ao efetuar uma operagao elementar sobre linhas em uma matriz
identidade I, determinando assim uma matriz elementar F, podemos aplicar
em cima de E uma operacao elementar “inversa” a anterior a fim de recuperar
a matriz identidade. Por exemplo, se temos I3 e multiplicamos a linha 3 por 5,

vamos obter a matriz elementar

FE =

o O =
= =)
g O O

Agora, se multiplicarmos a linha 3 de tal matriz por % vamos recuperar [3.

Em geral, para cada operacao elementar sobre linhas existe uma operagao

elementar inversa, conforme a tabela:

Op. sobre linhas de I que produzem E | Op. sobre linhas de E que produzem I
by < 1 U
G b+ k- L G bi— k-l
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Proposicao 1.31 Uma matriz elementar € invertivel e a sua inversa € uma

matriz elementar.

Demonstragao. Seja E uma matriz elementar, que é obtida por uma tunica

operagao elementar sobre linhas de I.

Seja Ey a matriz elementar obtida de I ao se aplicar a operagdo elemen-
tar inversa aquela que produziu E. Pela Proposicao 1.30, e observando que

operagoes elementares inversas se cancelam entre si, determinamos que
Ey-E=1¢ E-Ey=1,

0 que mostra que a matriz elementar F é inversivel e além disso que sua inversa

também é uma matriz elementar.

O

Teorema 1.32 Seja A,, uma matriz quadrada. Sao equivalentes as afirmagoes:
(a) A forma escalonada reduzida por linhas de A, é I,,.
(b) A,, pode ser expressa como o produto de matrizes elementares.
(c) A, € inversivel.

Demonstragao.

(a) = (b): Suponha que a forma escalonada reduzida por linhas de A,, seja I,,.
Logo, segue que existe uma sequéncia de operacoes elementares sobre linhas que
reduz A a I,,. Pela Proposicao 1.30 segue que cada operacao elementar sobre
linhas pode ser efetuada multiplicando-se & esquerda da matriz A uma matriz
elementar. Dessa forma, temos que existem FE1, Fs, ..., E}, matrizes elementares
tais que

Ey-...-Ey-Ey-A=1,.

Como pela Proposigao 1.31 cada uma das matrizes elementares é invertivel, de-
notando por E;l a inversa de cada Fj;, j = 1,2, ..., k, multiplicando a igualdade

acima, a esquerda, sucessivamente por Fy—1, E,:_ll, e E;l, Efl, obtemos

(Ey' Ey—1-o BBy . By By - A) = (BT - Eo—1- .- Eg V)L,
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o que, associando dois a dois adequadamente, obtemos
A=E" Ep—1-..-E",

e como pela mesma Proposicao 1.31 as matrizes da direita sao todas matrizes
elementares, segue que A é expressa como um produto de matrizes elementares,

ou seja, vale (b).

(b) = (c): Suponha que A, pode ser expressa como o produto de matrizes

elementares. Dessa forma, seja
A=FE,-FEy-..-Fy,

onde E; é matriz elementar, para todo j € {1,2,...,k}. Como toda matriz
elementar é invertivel (Proposigdo 1.31), e o produto de matrizes invertiveis é

inversivel, segue que A é inversivel, provando (c).

(¢) = (a): Suponha A inversivel. Seja M a matriz na forma escalonada reduzida
por linhas de A. Precisamos mostrar que M = [. Sejam Fj,..., E} matrizes
elementares tais que

Ey-...-BEy-Ey-A=M.

Como A e todos E;’s s@o invertiveis, segue que M, o seu produto, também

¢é inversivel.

Como M também é a forma escalonada reduzida por linhas, M nao pode
ter uma linha nula, por ser inversivel. Logo, somos obrigados a concluir que
M = I,,. Logo, vale (a).

O

Definicao 1.33 Dizemos que duas matrizes A e B sao equivalentes, e escreve-
mos A ~ B, se existir uma sequéncia de operacoes elementares que reduz A a
B.

Como cada operacao elementar sobre linhas estd associada a uma matriz

elementar, pela Proposicao 1.30 segue que

A ~ B & 3 matrizes elementares F1, ..., F tais que B=FEy -...- By - A.
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Assim, conforme o Teorema 1.32, dizemos que uma matriz A é invertivel
se, e somente se, A ~ .
De posse da Defini¢ao 1.33 e do Teorema 1.32, escrevemos

Teorema 1.34 Sejam A e B duas matrizes quadradas de mesmo tamanho.

Sao equivalentes:
(a) A~ B.
(b) existe wma matriz U inversivel tal que B = U - A.

(c) existe uma matriz V inversivel tal que A=V - B.

1.2.2 Algoritmo de inversao de matrizes

O Teorema 1.32 discutido na segao anterior, bem como demais resultados, nos
fornece um método eficaz para obtermos a inversa de uma matriz quadrada A,

quando esta existir.
De fato, suponha que A ~ I. Entao existem Ei, Fs,..., F; uma sequéncia
de matrizes elementares tais que
By -..-BEy-E1-A=1. (1.5)

Como cada matriz elementar E; possui inversa Ej_l, que também é elementar,

segue da igualdade acima que

A=E' Byt BN
Supondo que A seja inversivel, tomando a inversa da igualdade acima, otemos
At = (ByVES B Y T = (B (B TR (ET ) T = By By By T

ou seja
AV =F,-...-Ey-Fy - 1. (1.6)

Observando (1.5) e (1.6) notamos que, ao efetuar uma sequéncia de operagoes

elementares sobre linhas em A para reduzi-la a I, segue que efetuando a mesma
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sequéncia de operagoes elementares sobre linhas em I, na mesma ordem, obte-
remos A~!. Ou seja, provamos o seguinte algoritmo de obtencao da inversa de

uma metriz quadrada A:

Teorema 1.35 (Algoritmo para obtencdo de inversa) Dada uma matriz qua-
drada A. Se efetuarmos uma sequéncia de operacgioes elementares sobre linhas
que reduza A a matriz identidade I, entao essa mesma sequéncia de operacoes

elementares sobre linhas, na mesma ordem, reduz I ¢ A™L.

Na prética, para determinar A~!, costuma-se escrever uma matriz aumen-
tada (A|I), formada por dois grandes “blocos” A e I, e com isso, quando
efetuarmos operagoes elementares sobre linhas para reduzir o primeiro bloco A
em I, automaticamente o segundo bloco I ser4 transformado em A~!, ou seja,

simbolicamente, temos

Ey-...-Eq-Eq

Para ilustrar esse algoritmo, vejamos um exemplo pratico:

Exemplo 1.36 Obtenha a inversa da matriz

2 2
A=11 2 0],
1 -1 0

se existir.

Solugao. A matriz aumentada é dada por

2 2 1 100
(AlI)=(1 2 0 0 1 0
1 -1 0 0 0 1
Efetuaremos operagoes elementares sobre linhas nessa matriz até conseguir-

mos obter I no primeiro bloco, daf teremos A~! no segundo bloco. Assim,

2 2 2
2 01 <> Lo 2 2 lo — fy — 201
—_— _—

o O =
o O =
= O O

0
1
0

o = O
o = O
o O =
= o O

1 -1 -1
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1 2 00 1 0 1 2 00 1 0
0 -2 1 1 =2 0|&ob-6[0 -2 1 1 -2 0|kt
_
1 -1 00 0 1 0 -3 00 -1 1
1 2 00 1 0 1 2 00 1 0
0 =300 ~1 1|to—6 0 1 00 L ~Llaoniw
0 -2 11 -20/ " "\0 -211 -2 0
1200 1 0 1000 & 2
01 00 3 —3|b=6-20|0100 3 -3,
_—
4 2 4 2
0011 -3 —% 001 1 —3 -2
logo, concluimos que
o 1 2
3 3
at=lo g
4 2
1 -3 -3

Como um exercicio, o leitor pode verificar que
A'A_l :I3 e A_1~A213.

Observagao 1.37 Se durante o processo acima no primeiro bloco onde a ma-
triz A deve ser transformada em I3, se alguma linha se tornasse nula, isso
indicaria que a forma escalonada reduzida por linhas de A nao é a identidade,

ou seja, que A nao seria inversivel. Por exemplo, na tentativa de encontrar

uma inversa para
2 21
B=1|1 0 3],
3 2 4

veremos que uma linha do bloco onde deve aparecer I3 obteremos uma linha

nula, o que indica que B nao é inversivel.

Exercicios

1. Seja A uma matriz 3 x 3. Encontre uma matriz B para a qual BA é a
matriz que resulta de A permutando as duas primeiras linhas e depois

multiplicando a terceira linha por seis.
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1
. Considere a matriz A = ( . g )

(a) Encontre matrizes elementares Fq e Es tais que Eo 1A = 1.

(b) Escreva A~! como um produto de matrizes elementares.

. Sejam eq, e e eg, respectivamente, as operagdes sobre linhas:

“Trocar as linhas €1 e £s”; “Substituir £3 por Tl3” e “ Substituir fo por
—301 + 457

Determine as matrizes quadradas elementares de ordem 3 corresponden-
tes F1, E5 e Fs.

. Reduza cada uma das matrizes abaixo & forma canonica escalonada re-

duzida por linhas.

2 2 -1 6 4 5 -9 6
(a) A=1[4 4 1 10 13 (byB=|0 2
8 8 —-1 26 19 0
1 00
. Mostre quese A= 0 1 0 | éuma matriz elementar, entdo ab = 0.
a b 1

. Sejam A, B e C' matrizes n X n tais que A = BC. Prove que se B é
invertivel, entao qualquer sequéncia de operagoes elementares sobre as

linhas que reduz B a I,,, também reduz A a C.

. Utilizando-se do algoritmo para obter inversas de matrizes, encontre a

inversa A~! de A em cada caso, se A for inversivel.

3 4 1 3.4 -1
@ A=| 2 —7 -1 b)A=]|1 0 3
8 1 5 2 5 4
12 3 -1 3 —4
c)A=| 0 2 3 @A=| 2 4 1
00 3 -4 2 9
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ay 0 0
0 a 0
. Em que condigbes a matriz diagonal A = 2 é in-
0 O an
versivel e qual é sua inversa?
. Considere o sistema linear a seguir:
T+y+2=06
r—y+2z=2 (1.7)
2xr4+y—2=3
(a) Resolva-o aplicando operagoes elementares sobre linhas.
(b) Reescrevendo o sistema (1) na notagao matricial
Az =0, (1.8)

podemos encontrar o valor da matriz-solugao z, multiplicando (2) &
esquerda por A~!, se esta inversa existir. Encontre A~! e obtenha
o valor de x dessa forma. Compare sua resposta com a obtida no

item anterior.



Capitulo 2

Determinantes

Neste capitulo vamos definir o importante conceito de determinante de uma
matriz quadrada, que serd muito ttil para estabelecer um outro critério para
analisar se uma dada matriz quadrada é inversivel ou nao. O estudo de deter-
minantes também é importante para resolver sistemas lineares, além de outras

aplicacoes que serao estudadas num curso de Célculo.

2.1 Conceito

Dada uma matriz quadrada A, vamos associd-la a um ntmero real, o qual cha-

maremos de determinante da matriz.

Para motivar esse novo conceito, o qual servird para nos dizer se tal matriz é

inversivel ou nao, vamos considerar varios casos, do mais simples ao mais geral.

Caso 1. Quando A tem tamanho 1 x 1. Nesse caso, uma matriz A = (a11)
é formada apenas por um elemento, ou seja, é apenas um numero real. Como
um numero real possui um inverso multiplicativo se ele for diferente de zero,

essa matriz A serd inversivel se, e somente se, a;; # 0, ou seja, existird uma

1

matriz A=! = (
ail

) tal que

A A=A A=T=(1).
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Dessa forma, podemos definir o determinante de A, denotado por det A, pondo
det A = aii,

e nesse caso temos que a matriz A serd inversivel se, e somente se det A # 0.

Vamos mostrar que essa propriedade também valerd para matrizes n x n.

Caso 2. Quando A tem tamanho 2 x 2. Nesse caso, a forma geral da matriz

3

A= ail a2
az1  G22
Vamos supor que ai; # 0. Pelo estudo do capitulo anterior, temos que A
serd inversivel se, e somente se, ela for equivalente & matriz identidade I, ou
seja, se, e s6 se, a forma escalonada reduzida por linhas de A resultar em I.
Dessa forma, como estamos supondo aj; # 0, podemos efetuar a seguinte

operacao elementar sobre linhas em A:

a1l a2 az1 a11 a12 a11 a12
82 — fz — 7@1 = ,

agi azp) a1 \ 0 ax-— 3 -an 0 s

e disso, temos que, para a matriz A ser equivalente & matriz identidade I,

obrigatoriamente devemos impor que

a1 - a2 — ag1 - a2 # 0.

Assim, definimos o determinante da matriz Asxo por
det A = ai1 - a2 — Q21 - A12.

Uma maneira simbdlica de representar o determinante de uma matriz

ail a2
A= ,
az; a2
de ordem 2, é escrever
aix a2
det A = = a1 - Qg2 —Aa21 - A12.

a1  G22



M. Zahn 37

Dessa forma, uma matriz Asyo serd inversivel se, e somente se, for equiva-

lente & I , o que é equivalente a dizer que det A # 0.

Caso 03. Quando A tem tamanho 3 x 3. Novamente, A serd inversivel se, e

somente se, A ~ I3, onde

ai;p a2 as
A=|az ax a3
azy as2 Aass
Vamos considerar que a11 # 0 (se for igual a zero trocamos por uma linha

onde o primeiro elemento seja diferente de zero), assim, efetuando as operagoes

elementares sobre linhas

a21 a31
62%52—7-61653Hf3—7~€17
a1 a1
vamos obter de A a matriz
ail ai2 ais
0 a11°:a22—021°A12 @11-023—021°013
ail aii
0 @11°A32—Qa31°G12 @11°033—0a31°013
ail ail

Observe que A serd inversivel se, e somente se, nenhuma das linhas da

matriz acima for nula, ou seja, se, e sé se,

a11°022—021°012 a11°423—021°013
. ail ail #
an gy a1 g 0,
@11°a32—0a31°012 @11:433—031°A13
a1y a1

ou seja, se, e sb se,

(6122 sa11 — a21 ¢ 012)(011 +a33 — a3y - 013) -
- (011 + 23 — 21 ¢ 013)(6111 $a32 — 431 ~a12) 75 0,

que equivale a

2
aj1 * @G22+ A33 —a11 * G13 - Q22 - A31 — @11 - A12 * G21 * G33 + Q12 * A13 * G21 * A31—
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2
—ajy - a3-azz +ai1- a1z a3 a31 +a11-a13 - G21 - A32 — A12 013 - A21 - az1 # 0,
isto é,
a1y (@11 - azo - 33 — @13 - G2 - @31 — @12 - G21 - A33 — G11 - A3 - A32+
+aiz - azs - az1 + aiz - ag - asz) # 0,
e como a1 # 0, segue do produto acima que
a11-A22°033—013°A22°031 —A12:021°033— 011023 A32+012°A23°031+a13-A21-a32 7 0.

Dessa maneira, para uma matriz Azys, definimos

det A= G11°G22°G33+012:G23:031+013°021°G32—013°022°A31 —A12°A2]1 433 —011°A23°A32,

e temos que A sera inversivel se, e somente se, det A # 0. Uma maneira

simbdlica de denotar o determinante de Aszy3 é escrever

ai; a2 a3
det A=| a1 az a3

azp az2 a3z

Caso geral. Para poder encontrar um caso geral para definir o determinante
de uma matriz A, «,, vamos retomar os casos anteriores e fazer algumas con-

sideragoes. Seja Asyo dada por

Neste caso, podemos definir matrizes menores M7, e Mys por
My = (a22) e Mz = (a21),

onde M7, denota a matriz que se obtém de A eleminando-se a linha 1 e a coluna
1 de A e M5 é a matriz que se obtém de A eliminando-se a primeira linha e a

segunda coluna.
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Dessa forma, o determinante de A pode ser escrito como

ailr a2
det A = = a1l - Qg —A12 - Q21 = aiq * det M11 — a2 - det Mlg.

az;  a22
J4 no caso de uma matriz

a1 Gi2 a3
Asyz = Ga21 a2z a3 |,

a3l Q32 as3
vamos definir

G2 A23 a1 Aag3 a1 A2
My = y Mg = e M3 = ;
a32 as3 as; ass as; asz

onde
det M1 = a2z - a3z — ag3 - azz, det Mis = a1 - a3z — a3 -as e

det M13 — Q21 - a32 — a22 * A31.

Assim,
det A =a11-a22-a33+a12:023-a31+a13-A21-G32—A13-022°A31 —(12°A21-A33 — 011 (23432

= a11(a22 +a33 —a23 * a32) - a12(a21 +a33 —asy 'a31) + a13(a21 +a32 —a22 031) =
= aiy - det M11 — 12 det M12 + a3 - det Mlg,
ou seja, um determinante de uma matriz de ordem 3 pode ser reduzido a uma

combinacao de trés determinantes de ordem 2. Isto nos motiva o seguinte

conceito:

Definicao 2.1 Seja A = (aij)nxn Uma matriz e M;; uma matriz (n—1)x(n—1)
obtida de A eliminando-se a linha i e a coluna j de A que contém o elemento
a;j. O determinante det M;; é chamado de menor de a;;. Definimos também

o cofator A;; de a;; por

Aij = (71)i+j . det Mzg
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Com essa defini¢ao, podemos finalmente generalizar a definigao de determi-

nante para uma matriz n X n na seguinte:

Definicao 2.2 Dada uma matriz A, «.,, definimos o determinante de A ao
numero real

a se n=1
detA=1{" "

ar1 - A11 +an - Ag + oo+ A - A se n>1,

onde
Ay = (=)' - det(My)), 1 =1,2,...,n.

Vejamos um exemplo de calculo de determinante. Considere a matriz

-1
2

1
A=|1
2 3

[ Y R V]

Vamos calcular o seu determinante de duas formas: usando o conceito de
det A para matriz 3 x 3 e usando a definicdio geral com cofatores A;;. Assim,

usando direto a regra para calculo de determinante de uma matriz 3x 3, obtemos
detA=1-3-34+2-2-24+(-1)-1-1-(-1)-3-2—-2-1-1-2-1-3=
=948-14+6-2-6=14.
E, usando a definicao geral envolvendo cofatores, obtemos,
detA=1-A;1+2-A15—1-A15=

3 2 1 2
1 3 2 3

=1-(3-3-2-1)—2(1-3-2-2)—1(1-1—-3-2) =9—-2+2+5=14,

1 3
2 1

=1 (_1)1+1 9. (_1)1+2 1. (_1)1+3

o mesmo resultado obtido na primeira forma de céalculo.

Observe que, neste exemplo, o cdlculo do determinante de uma matriz de
ordem 3, usando a definicao geral, é mais trabalhoso do que o célculo direto

pela regra para calculo de determinante de uma matriz 3 x 3. No entanto, essa
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regra passa a ser util quando temos uma matriz quadrada maior, como 4 X 4,
5 x b, etc., pois nesses casos nao temos uma regra mais pratica para o calculo

a nao ser a definicao geral.

Observacgao 2.3 Na definigao acima de determinante de uma matriz quadrada
usamos a primeira linha para efetuar a expansao dos menores. No entanto,
poderiamos usar outra linha ou até mesmo uma coluna para efetuar o célculo

do determinante. Como ilustragao, vamos calcular o determinante da matriz

1 2 -1
A= 11 3 2 | dada como exemplo acima, expandindo os menores pela
2 1 3

segunda coluna de A, e veremos que o determinante resultard também em 14:
detA=2~A12+3~A22—|—1-A32:

1 2
2 3

1 -1
:2(_1)1-‘1-2 _|_1 (_1)2+3 ) )

1
+ 3. (=1)*+?
2 3

=-2(1-3-2-2)+3(1-3—(=1)-2)—1(1-2—(=1)-1) =2+ 15-3 = 14,

Exercicios

1. Calcule os seguintes determinantes:

1 5o-b2 3 2 -3 1
a b)|4 -2 -3 C
(a) . (b) (c) ) 0
0 1 6
1 -1
2. Mostre que
1 2

y* | = —a)(z—2)(z—y)
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2.2 Propriedades dos determinantes

Nesta secao vamos apresentar as principais propriedades dos determinantes.

Proposicao 2.4 Seja A uma matriz quadrada. Entao
det(AT) = det(A).

Demonstragao. Faremos a prova por indugao sobre a ordem da matriz.

Comegamos com a base da indugao n = 2:

a1l a2

(i) Quando n = 2, seja A = ( ), entao temos que

21 Qa22
det A = ai1 - a22 — 12 - A21.

ail  azi

Por outro lado, temos que AT = < ) , € disso segue que

a12  A22
det AT = a1 - Qg —A12 - Q21 = det 147
logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponha que a Proposicao seja verdadeira para todas as matrizes de ta-

manho k X k, ou seja, que
det My, = det ML, .., Y Mj k.

Seja A(x41)x(k+1)- Entao, calculando o determinante de A pela expansao
dos menores pela primeira linha de A, obtemos

k+1
det A = 2(71)1+J s Qg det(Mlj),
j=1

e como My, é de tamanho k X k, para j = 1,2, ..., (k + 1), segue pela
hipétese de inducao que
det(Mlj) = det(ME;),

e dai temos

k1
det A = Z(—l)Hj ay; - det(MlTj) =det A7,
j=1
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pois o somando dessa igualdade corresponde a expansao por menores de
det AT, usando a primeira coluna de AT.

Logo, por (i) e (ii) a prova segue por inducao matemética.
(Il

Proposicao 2.5 Se A for uma matriz triangular (superior ou inferior), entao
o determinante de A serd simplesmente o produto dos elementos da diagonal

principal de A.

Demonstragao. Observe que a transposta de uma matriz triangular inferior
é uma matriz triangular superior, e vice-versa. Assim, vamos fazer a prova
usando apenas matriz triangular inferior, pois a Proposicao anterior garantira

o mesmo resultado para a triangular superior.

Assim, seja A, x, uma matriz triangular inferior. Faremos a prova por

indugao sobre a ordem da matriz.
0
(i) Vejamos o caso n = 2 (base da indugao). Ou seja, dada A = (all )7

Q21 Qa22
temos que

det A = aq1 - agq.
Logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponha o resultado vélido para toda matriz triangular inferior de ordem
k x k. Seja A uma matriz de ordem (k+1) x (k+1). Entéo, calculando o
determinante de A via determinantes menores a partir da primeira linha
de A, obtemos

k+1
det A = Z(‘Ulﬂ ~ay; - det(My;) = aiy - det(Miy),
=1

visto que os demais somandos sao iguais a zero.

Como Mj; é também uma matriz triangular inferior de ordem k x k, pela

hipétese da indugao segue que

det M11 = a2z - ass -+ ... * A1), (k+1)>
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e dai concluimos que

det A = aiq - det(Mn) = ai1 -agy * ... a(k+1)’(k+1).

Portanto, por (i) e (ii) o resultado segue por indugao.

Proposicao 2.6 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao;
(a) se uma linha de A for nula, entdo det A = 0.

(b) se A possuir duas linhas ou duas colunas iguais, entdo det A = 0.

Demonstracao. Fica como exercicio para o leitor, bastando usar a expansao

em cofatores.

O

No que segue, apresentaremos o que ocorre com o determinante de uma
matriz quadrada A quando efetuarmos uma operacao elementar sobre linhas

em A. Antes, porém, enunciemos um lema bésico.
Lema 2.7 Seja A, xyn uma matriz quadrada. Se Ay for o cofator de ag, entdo

detA , se i=/{

a1 - Ap +ain - A+ F i - A, = .
0 , se i#£/L

Demonstragao. Se i = ¢ temos exatamente a definicdo de determinante de
A. Vamos entdo considerar o caso ¢ # £. Neste caso, se na matriz A, xn,
substituirmos a linha ¢ pela linha 4, vamos obter uma matriz A que possui

duas linhas iguais, a saber, as linhas i e £:

aiq aig ... A1n
;1 (073 4775
A= .. n
;1 (073 Qin
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Assim, como A possui duas linhas iguais, pela Proposicao 2.6-(b) segue que
det A = 0, e entdo, em particular, desenvolvendo o determinante pelos cofatores

na linha /¢, temos
0= detfl = ;1 Agl + .ot ain - Agn,

e observando que Ay = Ak, para k = 1,2,...,n, concluimos que (lembre que
1 £ L)
a1 Aot + oo+ Qin - Aen = a1 - At + oo+ i - Agn = 0,

como desejado.
O

Assim, podemos enunciar a proposigao que encerra os resultados que acontecem
com o determinante de uma matriz quando efetuamos uma das trés operagoes

sobre linhas em A:

Proposicao 2.8 Seja A,xn uma matriz quadrada cujo determinante € det A.

Entao, valem as propriedades:

(a) Se trocarmos duas linhas quaisquer de A, seque que o determinante de A
muda de sinal. Simbolicamente, se {; <+ {;, entdo o determinante dessa

nova matriz serd — det A.

(b) Se multiplicarmos uma linha de A por uma constante k # 0, entdo o

determinante dessa nova matriz serd k - det A.

(c) Se substituirmos uma linha de A pela soma dela mesma mais um maltiplo
de outra linha, o determinante dessa nova matriz continuard sendo det A.
Simbolicamente, se £; — {; + k- {;, onde k # 0, entdo o determinante

dessa nova matriz ainda serd det A.

Demonstracao.
(a) Esse é o caso mais dificil de verificar e vamos fazer apenas o caso A =

(@ij)2x2. Assim, a operagao elementar {1 <+ {5 associa-se & matriz elementar

0

1
E = 0), e entdo como A = <a11 “

1

2
, temos que det A = a1 - age —
a1 a2
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a1z - a21- Note que trocar de posicao as linhas 1 e 2 corresponde a multiplicar

A & esquerda por E, ou seja, teremos
a21  a22
EA = ,
ail a2

det(EA) = ai2 Qa1 — A1 - A = — det(A)

donde segue que

Note também que det(E) = —1, e entdo concluimos também que
det(EA) = —1-det(A) = det(FE) - det(A). (2.1)

Se trabalharmos com matrizes 3 x 3 também concluiremos os mesmos resulta-

dos, em geral, o caso n X n.

ail e Q1p
(b) Dada A =

ap1 .-+ QGpn
Fixemos uma linha iy qualquer e multipliquemos a mesma por k # 0, ou seja,

faremos a seguinte operacdo elementar sobre linhas em A: ¢;, — k- 4;,, que

corresponde a matriz elementar
€igio = K
E = (€ij)nxn, onde eij =1, se i=j e i#ip
e;j =0, se ¢ #]
Note que F é uma matriz diagonal diag (1,1,...,1, %, 1,...1), que assume o valor
k na posicao igig, logo, é uma matriz triangular, donde segue que det(E) = k.
A acdo dessa operacao elementar na linha iy de A corresponde a multiplicar
A & esquerda por FE, ou seja, corresponde & matriz

a1 A1n
EA= k‘aiol kaion

an1 v Ann
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Calculando o det(FA) expandindo por cofatores na ig-ésima linha, obtemos
det(EA) = k- aiy1 (BA)ig1 + . + k- aign(EA)jon = k - <Z iop(EA 20p> ,

e como (FA);,; = (—=1)%°*7 . det(M;,;) = Ai,j, segue que

det(FA) (Z Qigp( 20p> =k - det(A),

p=1

o que conclui (b).

Note que, neste caso, temos também que

det(EA) =k - det(A) = det(E) - det(A). (2.2)
aill A1n

(¢) Novamente, dada a matriz Dada A = | ... ... .. |, vamos efetuar a
anp1 . Qpp

seguinte operacao elementar sobre linhas em A: ¢; — ¢; + k- {;. Assim, a
matriz elementar E correspondente a tal operagao sobre linhas corresponde a
uma matriz triangular (superior ou inferior, dependendo se ¢ > j oui < j). De

qualquer modo, os elementos da diagonal serao todos 1 e dai, segue que
det(E) = 1.

Do mesmo modo, a agdo dessa mesma operagao elementar sobre linhas na

matriz A corresponde a multiplicar A & equerda pela matriz elementar E, ou

seja,
aill A1n
EA=|an+k-an ... am+k-aj,
an1 Gnn

Dessa forma, calculando o determinante de EA desenvolvendo por cofatores na

linha ¢, vamos obter

NE

det(EA) = (aip + k- ajp)(EA)ipa

p=1
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onde (EA);, denota o cofator do elemento (ea);, da matriz EA. Como
(EA)ip = (=1)""7 det(Mip) = Asp,

segue que, com auxilio do Lema 2.7, obtemos

det(EA) = Z(a,;p + k- ajp)Aip = Z aipAip + k- Z aijip = det(A) + k- 0,
p=1 p=1 p=1
ou seja, det(EA) = det(A), provando (c). Note que, neste caso também temos
a propriedade
det(FA) =1-det(A) = det(F) - det(A). (2.3)
(]

Observando a prova da Proposi¢éo anterior em (2.1), (2.2) e (2.3), percebemos
que, dada uma matriz quadrada A e uma matriz elementar F qualquer, de

mesmo tamanho, entao
det(E - A) = det(E) - det(A). (2.4)
Essa propriedade nos inspira o seguinte resultado geral:

Proposicao 2.9 Sejam A e B duas matrizes quadradas de mesmo tamanho.
Entao

det(A - B) = det(A) - det(B).

Demonstragao. Vamos considerar dois casos:
(i) Se A for inversivel' - Entao, nesse caso, temos que a forma escalonada re-
duzida por linhas de A é I,,, ou seja, existe uma sequéncia finita de operagoes
elementares que reduzem A em I, e como a cada operacao elementar esta associ-
ada a uma matriz elementar, segue que existem Fj1, ..., F;, matrizes elementares
tais que

A=Fy-..-Ey- I

Assim, de (2.4), segue que

det(A - B) = det((Ey - ...- B1) - B) = det(Ey, - (Ej—y - ... - By - B)) =

1Poderiamos supor B inversivel e concluirfamos o mesmo.
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= det(Ek)-det(Ek_l'..sEl'B) =..= det(Ek)-det(Ek_l)~...-det(E1)-det(B) =
=det(Ey) - ... - det(E3) - det(Eq - Ey) - det(B) = ...
o= det(Ey - .. - Ey) - det(B) = det(A) - (B).

(ii) Se A ndo é inversivel? - Neste caso, a forma escalonada reduzida por linhas
de A possui pelo menos uma linha nula, e daf det(A) = 0. Do mesmo modo, o
produto A - B resultard numa matriz com uma linha também nula (verifique!)

e dai segue que det(A - B) = 0. Ou seja, temos nesse caso que
det(A- B) =0 = det(A) = det(A) - det(B).

Portanto, independente do caso, segue o resultado.

Exercicios

1. Sem calcular o determinante, justifique por que z = 0 e x = 2 satisfazem

a equacao

2. Sejam A e B duas matrizes n X n. Sabemos que o produto de matrizes,
em geral, ndo comuta, ou seja, em geral tem-se que A- B # B - A. Isso
vale também para det(A - B) e det(B - A)? Justifique.

3. Sedet M #0e MN = M P, mostre que N = P.

4. Seja A uma matriz inversivel com inversa A~!. Mostre que

1
~ det(A)

det(A™1)

5. Sejam A uma matriz n X n e @ um escalar. Mostre que

det(a - A) = o™ - det(A).

2Se supormos que B nio é inversivel segue o mesmo resultado.
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6. Se A é uma matriz 3 x 3 tal que det A = 8, determine o valor de det(3A4),
justificando sua resposta.
7. Uma outra maneira de definir que duas matrizes A e B sao semelhantes
é se existir uma matriz inversivel P tal que B = P~1- A - P. Mostre que
se A e B sao semelhantes, entao det A = det B.
8. Se A for uma matriz idempotente, ou seja, tal que A2 = A, quanto vale
det A?
9. Dizemos que uma matriz quadrada A é ortogonal se A- AT = I. Dessa
forma, se A for uma matriz ortogonal, mostre que det A = +1.
T T 3 4
10. Se A* B* = 16 e det B = 2, quanto vale det A?
11. Se A-M = M - B, onde M é inversivel, mostre que, para qualquer escalar

A, vale
det(A — A1) = det(B — \I).

2.3 Matriz adjunta e a regra de Cramer

Nesta secao vamos definir um tipo especial de matriz, chamada de matriz ad-

junta, a qual serd crucial para desenvolvermos uma outra técnica para obter a

inversa de uma matriz inversivel A, bem como provar um Teorema importante

de resolucao de sistemas lineares, conhecido por regra de Cramer.

Definicao 2.10 Dada uma matriz quadrada A = (a;j)nxn, definimos a matriz

adjunta de A, e denotamos por adj A, a matriz

All A21 Anl
adj A= A12 A22 An2 ,
Aln A2n Ann

onde A;; = (—1)"7 - det(M;;) é o cofator do elemento a;; da matriz A.
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E importante observar que a matriz adjunta de uma matriz quadrada A,
¢é definida como sendo uma matriz dos cofatores da matriz A, mas perceba
que dispomos os respectivos cofatores A;; na ordem transposta ao elemento a;;
respectivo da matriz A, ou seja, o cofator A;; de a;; corresponde ao elemento
da linha j e coluna ¢ de adj A. Isso foi definido propositalmente dessa maneira

para cumprir a seguinte propriedade:
A-adjA = (det A)-1I. (2.5)

De fato, basta efetuar os cdlculos, observando o Lema 2.7:

air a2 A1n A Ax An1
n A A A,
A-adjA = azy Q22 az 12 22 2| _
an1 an2 ain Aln A2n Ann
Z ary - A Z ayy, - Aoy, Z aig - Ank
k=1 k=1 k=1
> agy - Ay, > agy - Agg > agk - A
= | k=1 k=1 k=1 =
Z Ank Alk Z Ank A2k Z Ank Ank
k=1 k=1 k=1
det A 0 0
0 det A 0
- ¢ — (det A) - 1.
0 0 det A

Assim, de (2.5), supondo A inversivel, existe A~! inversa de A tal que,
2.5

multiplicando ( 3 esquerda por A~! vamos obter

A7l A adjA= A" (det A)T = (det A) - A7,

ou seja,

_ 1 .
A 1:mad_]14

Ou seja, acabamos de provar o seguinte resultado:
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Proposicao 2.11 Se A for uma matriz inversivel, entdo sua inversa A~! é
dada por
1
A7l = — .adj A
det A

Dessa forma, dispomos de dois procedimentos para determinar a inversa
de uma matriz quadrada A, se esta existir: podemos utilizar o algoritmo das
operagao elementares sobre linhas descrito no capitulo anterior, ou podemos

obter através do calculo da matriz adjunta de A, conforme a Proposicao acima.

Teorema 2.12 (Regra de Cramer) Seja o sistema linear A - x = b, onde
A = (aij)nxn corresponde a matriz dos coeficientes, * = (x1 x3 ... xp)T"
corresponde & matriz das incégnitas x; e b = (by by ... bn)T corresponde a

matriz dos termos independentes, se o sistema possui solucdo unica, entdo ela
€ dada por

o detAi
~ detA’

Ly

onde det A; denota o determinante da matriz A; obtida de A substituindo-se a

coluna i pela matriz-coluna b.

Demonstragao. Suponha Az = b o sistema linear na hip6teses do Teorema.
Como existe solucdo tinica, segue que A é inversivel. Assim, existe A~! inversa
de A tal que, multiplicando a equacdo matricial Az = b & esquerda por A™!,

obtemos

A7 Az =A"1 b,
ou seja, determinamos a solugao
r=A"1.p,

o que, pela Proposicao 2.11 segue que a solucao x do sistema é dada por

1

—A 1. p=
v det A

(adj A)D,
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onde
Z by Ax1
Al Axn Ani b1 ko1
. Az Ag Ano ba by, Aro
(adj A)b = = ’;
Aln A2n Ann bn n
Z bx Akn
k=1
Note que, definindo A; por
A Aiip b A Ap
A oA b A; .. A,
A, = 12 1,2 2 +1,2 2 7
Aln Al—lﬂ’L bn AH—l,n Ann
temos que
det A; = b1 - Ay +bg-Ag;+ ...+ by - Apni = Zbk -A]ﬂ',
k=1
e portanto,
1 « det A;
= A — v
i det A ; Ok - Ak det A
O
Exercicios

1. Dada a matriz

2 -1 3
A=|3 2 1
1 4 1

Determine a matriz inversa A~! de duas formas: (a) usando o algoritmo
de obtencao da inversa via operagoes elementares sobre linhas; (b) usando

a matriz adjunta.
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2 1 =3
2. Dada amatrizA= |0 2 1 |, calcule:
5 1 3
(a) adj A.
(b) det A.
(c) A7L.
2
3. Calcule a inversa da matriz M = (-1 1 0], através da matriz ad-
0 0
junta.

4. Use a regra de Cramer para resolver os sistemas lineares abaixo:

20 +y—32=2 r4+2y—z=1
(@) Sx+y—2=0 (b) § 2z 4y —4z= -3
—r—y+2z2=-1 r—y+z2=2

5. Determine o valor de m € R para que o sistema

r+y+mz=1
r—y+2=0
mr+y=1

possua solugao tnica.



Capitulo 3

Espacos vetoriais

Neste capitulo estudaremos o importante conceito de espago vetorial, bem como
suas principais propriedades e consequéncias, tais como o conceito de subespaco
vetorial e mudanca de base. O conceito de espago vetorial é de extrema im-
portancia na Matematica e serve de ferramenta em estudos mais avangados,
como Equacgoes Diferenciais, Sistemas Dindmicos e também em Anéglise Fun-
cional, por exemplo. Os elementos de um espago vetorial serdo chamados de
vetores. Dessa maneira, nos vem imediatamente em mente o espago R3eo
estudo de vetores feito na Disciplina de Geometria Analitica. No entanto, o
espaco R? é um caso particular de espaco vetorial e mostraremos que existem

muitos outros tipos de espagos vetoriais especiais.

3.1 Espacos vetoriais e exemplos

Provavelmente o leitor deva ter visto esse conceito mediante operacoes com
vetores em R? num curso de Geometria Analitica. No entanto, naquele curso
o conceito era exatamente para os vetores do R?. Vamos, novamente definir
um espago vetorial, embora parega ser o mesmo conceito, alertamos o leitor de
que nao estaremos lidando, necessariamente com vetores do R3, mas qualquer

conjunto nao vazio V' que satisfaca a definicao dada a seguir.
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Definicao 3.1 Chama-se um espac¢o vetorial real todo conjunto nao vazio V,

munido de duas operagoes: uma adigao
+: VXV =V

(u,v) »u+veV

e uma multiplicacao por um escalar
S RxV -V

(yu) = a-u€evV,

tal que cumprem as seguintes propriedades: dados u,v,w € V e «a,8 € R,

temos
Al u+ (v+w) = (u+v) +w (associatividade);
A2, u+ v = v+ u (comutatividade);
A3. 30 € V tal que u + 0 = u (existéncia do neutro aditivo em V');
A4. VueV,F—ueV tal que u+ (—u) = 0;
Ml1. a(u+v) = a-u+ «-v (distributividade);
M2. (a+ p)u=a-u+ - u (distributividade);
M3. a(fu) = (aB)u;
M4. 1-u=nu.

Dado um espago vetorial real V', os elementos v € V' sao chamados de ve-
tores de V.

Vamos trabalhar nesse curso com espacos vetoriais reais, ou seja, espagos
vetoriais onde os escalares sao ntmeros reais. No entanto, poderiamos consi-
derar os escalares sendo nimeros complexos, e entao estarfamos trabalhando
com espagos vetoriais complexos, ou, mais geralmente, poderiamos trabalhar

com espacos vetoriais num corpo K, mas este tépico foge de um primeiro curso
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de Algebra linear.
A seguir apresentamos alguns exemplos de espagos vetoriais.

Exemplo 1. Como estudado na Geometria analitica, Os conjuntos de vetores
R? e R?, munidos da adicdo usual de vetores e o produto usual de um escalar
por um vetor formam espacos vetoriais. Nao ¢é dificil mostrar as oito proprie-

dades da definicdo de espaco vetorial para vetores do R3, por exemplo.

Mais geralmente, para n > 1, o conjunto R™ das n-uplas ordenadas, munido
das operacoes
+:R"xR" > R"”

(z,y) =z +y,

onde = (1, %2, .y Tn) €Y = (Y1,Y2, -y Yn), e dal z+y = (T1+ Y1, ooy Tn +Yn),
e
G RxRP SR

(o, ) = -z,
onde -z = a(zy, ..., x,) = (@, ..., 02y), é um espago vetorial real.
Exemplo 2. O conjunto M(n,n) = {A = (aij)nxn aj € R, 1 < 4,5 < n}
de todas as matrizes n x n, munido das operacoes de adigao usual de matrizes
e produto de um escalar por uma matriz é um espago vetorial. De fato, basta

visitar o Teorema 1.6, itens 01, 02, 03, 04, 06 e 07 do Teorema, e observar que,

para qualquer matriz A € M(n,n) e para quaisquer «, 8 € R, valem:
(af)A=a(fA) e 1-A=A.

Neste caso, os vetores de tal espago sao as matrizes n X n.

Exemplo 3. Defina o conjunto C([a, b]) de todas as fungbes continuas em [a, b]

com valores em R, ou seja,

C([a,b])) ={f :[a,b)]) = R : f é continua em [a, b]},
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munido com as operagoes usuais de adigao de fungoes e multiplicagao de uma

constante por uma fungao, ou seja,
+: C([a,b]) x C([a,b]) = C([a, b])

(fr9) = f+g,

onde, Vz € [a,b], (f + g)(x) = f(z) + g(x), que é uma funcdo continua, pois

soma de fungoes continuas é uma funcao continua; e
-: R x C([a,b]) = C([a, b))

(OZ, f) = fv
onde Vz € [a,b], (a- f)(z) = a- f(x), que é uma fungdo continua, pois o produto

de uma constante por uma fungéo continua é uma fungao continua.

Note que C([a, b]) # 0, pois a funcao identicamente nula 0(z) = 0, Vz € [a, b]

é continua.

Vamos mostrar que C([a, b]) é um espago vetorial. De fato, para isso, pre-
cisamos verificar todas as oito propriedades da definicao de espago vetorial:
dados f,g,h € C([a,b]) e a, B € R, temos:

Al. (f+g9)+h=f+(g+h): De fato, dado = € [a, b], temos que
((f +9) +h)(x) = (f +9)(x) +h(z) = (f(x) +g(x)) + h(z) =
= f(@)+(g(x) +h(z)) = f(2)+(g+h)(x) = (f + (9+ 1)) (),

e como essa igualdade é verdadeira Vz € [a, b], concluimos que
(f+9)+h=F+(g+h).
A2. f+g=g+ f: De fato, dado z € [a,b], temos que
(f +9)(x) = f(2) +9(x) = g(z) + f(z) = (9 + [)(=),
e como essa igualdade é verdadeira YV € [a, b], concluimos que

(f+g)+h=f+(g+h)
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A3.

A4

M1.

M2.

Ma3.

M4.

30 € C([a, b)) tal que, Vf € C([a,b]), temos f +0 = f:
De fato, considere a fungao identicamente nula 0(x) = 0, que é continua,

logo, Vx € [a, b], temos
(f +0)(z) = f(z) + 0(z) = f(z) + 0 = f(x),
ou seja, f+0=f.

Vi e C(la,b]), 3 — f € C(la,b]) tal que f+ (—f) = 0, onde 0 é a
funcao identicamente nula: De fato, dada f € [a,b], seja —f = —1- f, que
também é continua, pois é o produto de uma constante, no caso —1, pela
fungao continua f, ou seja, —f € C([a,b]), e dai, para todos = € [a,d]

teremos
(f + (=N(&) = f@) + (=) = f(@) + (= f(2)) = f(z) - f(z) =0,
Vz € [a,b], ou seja, f+ (—f) =0.

alf+g)=a- f+a-g: Defato, dados « € R e f,g € C([a,b]), temos,
YV € [a,b], que

(a(f +9)() = a((f + 9)(2)) = a(f(z) + 9(2)) = a- f(z) + a-g(z) =
— (0~ £)(x) + (a-g)(x) = (@~ f + - g)(x).

ouseja, a(f+g)=a-f+a-g.

(a+B8)f=a-f+ - f: Andlogo ao anterior, fica como exercicio.

(aB)f = a(Bf): De fato, dados a € R e f € C([a,b]), temos YV € [a,b],

que
((aB)f)(@) = (aB)(f(x)) = a(Bf(z)) = a((Bf)(2)) = ((BS))(2),
ou seja, (af)f = a(Bf).

1. f = f: Este é ébvio, pois Vz € [a,b] (1- f)(z) =1-(f(x)) = f(z).
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Portanto, C([a, b]) é um espago vetorial, o espago vetorial das fungoes continuas

em [a,b]. Nesse caso, as fungdes continuas em [a, b] sdo os vetores desse espago.

Exemplo 4. Fixado n € N, seja P,, = {a,z™ + 12" Y+ . 4ag : a; €
R, i=0,1,2,...,n} o conjunto dos polindémios de grau menor ou igual a n, mu-
nido da adigao usual de polinémios e produto de um escalar por un polinémio.
Nao ¢ dificil verificar as oito propriedades da definigao para comprovar que P,

é um espaco vetorial. Fica como exercicio para o leitor.

Exemplo 5. Seja D = {f : (a,b) > R : f é derivavel em (a,b)}, munido da
adicao usual de fungoes com o produto de um escalar por uma fungao. Como

valem as regras de derivagao
(f+9)=f+g e (k- f) =k f,

onde f,g € D e k € R, nao é dificil mostrar que D é um espago vetorial.

Exercicios

1. Seja R*> o conjunto de todas as sequéncias infinitas de nimeros reais, ou
seja,
o0 .
R*® = {z = (21,22, ...; T, ...) : T; € R},

munido da operagoes de adigao
(1,22, ey Ty o) + (Y1592, ooy Yny o) = (X1 + Y1, T2+ Y2, ey iy + Yny --)s
e multiplicagao por escalar
a(x1, T,y Tpy ...) = (@1, AT, ..y Ay, ...).
Mostre que R* munido das operacoes acima é um espago vetorial.
2. Em R" defina as operagoes
UOUV=U—7 e a®@U=—a-u.

Quais axiomas de espago vetorial sdo satisfeitos para (R™, ®,®)?
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3. Verifique se sao espagos vetoriais os seguintes conjuntos:

(a) o R? munido da adicdo usual e a multiplicacao a(z,y) = (ax,0).

(b) o R? munido da adi¢ao (z1,y1) + (72,92) = (21 + 222, y1 +2y2) € a

multiplicacao por escalar usual.

(c) o R? munido da adigdo (x1,y1) + (72,92) = (y1 + y2, 71 + 2) € a

multiplicacao por escalar usual.

4. Dados os espagos vetoriais V; e Vb, considere o conjunto £ = Vi x Vb,
cujos elementos sdo os pares ordenados v = (v1,v3), onde v; € V; e

ve € Va. Defina operagoes que tornem V um espaco vetorial.

3.2 Subespacos vetoriais

Nesta se¢ao vamos estudar o conceito de subespago vetorial de um espago veto-
rial, que na verdade trata-se de um espaco vetorial “menor” dentro do espago

dado, que preserva as mesmas operagoes do espago “maior”.

Definicao 3.2 Seja V um espago vetorial e considere W C V um subconjunto
nao vazio de V. Dizemos que W é um subespaco vetorial de V se cumprir as

seguintes condigoes: para quaisquer u,v € W e a € R, valem,
(a) u+v e W;
(b) a-ueW.

Note que, dado um espaco vetorial V' qualquer, um subconjunto W de V
automaticamente herdara todas as oito propriedades de espago vetorial, isso
porque todo elemento de W é um elemento de V e por essa razao as propri-
edades estarao validas. No entanto, para que W possa ter uma estrutura de
espago vetorial, resta verificar se a adicao e a multiplicacao por escalar estao
fechadas em W, ou seja, se somarmos dois vetores em W o vetor resultante deve
continuar em W, e o mesmo para o produto de um escalar por um elemento de
W. E exatamente essas duas exigéncias estao encerradas na definicao acima de

subespago vetorial.
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Observacao 3.3 Convém notar que se W C V é um subespaco vetorial de
V', obrigatoriamente segue que o neutro aditivo 0 de V também pertence a
W. Isto se justifica pela propriedade (b) da defini¢cdo de subespago, tomando

a = 0. Assim, se 0 € W, segue que W nao é um subespago vetorial de V.

Abaixo apresentamos alguns exemplos e contra-exemplos de subespaco ve-

torial.

Exemplo 1. Todo espacgo vetorial V' possui pelo menos dois subespacos, cha-
mados de subespacos triviais: o subespago {0} formado apenas pelo vetor nulo

e todo o espaco V, subespacgo de si mesmo.

Exemplo 2. Seja V = R? com as operacoes de adicio de vetores e multi-

plicacao de escalar por vetor usuais. Defina W C V por
W= {(z,y) € R? : y = 2x}.

Ou seja, estamos considerando como espago vetorial V' o plano cartesiano
e tomamos como W o subconjunto do plano formado pelos pontos da reta
y = 2z. Note que W # 0, pois (0,0) € W, ou seja e reta y = 2z que define o

subconjunto W passa pela origem do R2.

Afirmamos que W é um subespago vetorial de V. De fato, dados @ = (a, 2a)

e ¥ = (b, 2b) elementos quaisquer de W e a € R um escalar qualquer, segue que
(a) U+ ¥ = (a,2a) + (b,2b) = (a + b,2a + 2b) = (a + b,2(a + b)) € W;
(b) -t =a-(a,2a) =(a-a,a- 2b) = (aa,2(ca)) € W.
Logo, W é um subespaco de V.
Podemos dar uma interpretagdo geometrica para esse exemplo. Observe o
desenho abaixo, onde temos que W é o conjunto de pontoa do R? sobre a reta
y = 2z, uma reta que passa pela origem do plano R? = V. Como estudado na

Geometria analitica, sabemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre

ponto e vetor, segue que um vetor pertencera a um conjunto se a “ponta da



M. Zahn 63

seta” estiver no conjunto. Dessa forma, dados @,v € W e a € R, vemos que
U+v€W equea-udéeW,e portanto, W C V é um subespaco vetorial de V'

(no desenho tomamos o < 0).

i+ 7

=y

-

Exemplo 3. No mesmo contexto do exemplo anterior, considere V =R? e W
subconjunto de V dado por W = {(z,y) € R? : y =2z + 1}.
Neste caso temos que W nao é um subespago vetorial de V', pois, por exemplo,

dado % = (a,2a + 1) um vetor qualquer em W e o # 1 um escalar, temos que
a-i=ala,2a+1) = (aa,20a+a) ¢ W,

ou seja, o produto de um escalar por um vetor de W nao fica em W. O mesmo
aconteceria se somassemos dois elementos quaisquer de W: verificariamos que
a soma também estaria fora de W. Repare, neste exemplo que W é uma reta
que nao passa pela origem, logo, o vetor nulo nao pertencendo a W ja nos

mostra que W nao pode ser subespaco de V. Veja a ilustagao abaixo.
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Al W

ie W

a-ig W, a#l

/

Exemplo 4. Sendo V = R? com as operacoes de adicdo de vetores e multi-
plicacdo de escalar por vetor usuais. Defina W = {(z,y) € R? : y = 22}, ou
seja W é o conjunto de todos os pontos do plano cartesiano que estao sobre a
pardbola y = z2. Nao ¢é dificil verificar que W ndo é um subespaco vetorial de
V. Deixaremos os detalhes para o leitor, inclusive recomendamos fazer um dese-

nho para expressar V e W, destacando os vetores i, v € W, @+ e também «i.

Repare neste contra-exemplo que a origem 0 = (0,0) pertence a W, mas
mesmo assim W nao é subespago de V. Isso porque o neutro pertencer a W
nao é garantia de que W seja subespaco de V', sabemos apenas que se o neutro

nao pertencer a W, entao W nao é subespacgo de V.

Exemplo 5. Seja V = R3 com as operacdes de adicdo de vetores e multi-

plicagao de escalar por vetor usuais. Considere
W = {(z,y,2) €R® : y=0}.

Note que o subconjunto W corresponde ao plano xz de equacao y = 0, perpen-
dicular ao plano horizontal zy. Vamos mostrar que W é um subespago vetorial
de V = R3. De fato, dados @ = (u1,0,u3) e T = (v1,0,v3) elementos de W e «

um escalar real, temos que
(a) 4+ ¥ = (u1,0,u3) + (v1,0,v3) = (ug + v1,0,u3 + v3) € W;

(b) aii = a(uq,0,u3) = (au,0,0us) € W.
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Logo, W é um subespaco vetorial de V. Faga um desenho para ilustrar.

Exemplo 6. Seja V = M(3,3) o espaco vetorial das matrizes 3 X 3 com en-
tradas reais, munido da adigao de matrizes e o produto de escalar por matriz
usuais. Defina W C V o conjunto de todas as matrizes triangulares superiores
3x 3. Como a soma de matrizes triangulares superiores é uma matriz triangular
superior e o produto de um escalar por uma matriz triangular superior é ainda

uma matriz triangular superior, segue que W é um subespago vetorial de V.

Exemplo 7. Seja V = P, o espago vetorial de todos os polinémios de grau
menor ou igual a m, com as operacoes usuais de adigao de polinémios e o

produto de um nimero real por um polinémio. Defina
W ={pe P, : p(0) =0}

Primeiramente, note que W # () pois o polinémio identicamente nulo p(z) =

0 é tal que p(0) = 0, logo, pertence a W e entdo W estd bem definido.

Mostremos que W é subespaco vetorial de P. Dados p1,p2 € W e a € R.

Entao:
(a) p1 +p2 € W, pois (p1 + p2)(0) = p1(0) + p2(0) = 0;
(b) a-p1 € W, pois a-p1(0) = - 0=0.

Portanto, W é um subespago vetorial de V' = P,.

Exemplo 8. Seja V' = C([a,b]) o espago das fungdes continuas em [a,b],
munido de suas operacoes usuais de soma de fungoes e produto de um escalar

por uma funcao, c.f. estudado anteriormente. Defina
C'([a,b]) = {f : [a,b] — R tal que f’:[a,b] — R é continua}.

Primeiramente notamos que C*([a,b]) # () pois a func¢do identicamente nula

pertence a tal conjunto.
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Vamos mostrar também que C'([a,b]) C C([a,b]). De fato, dado g €
C1([a,b]), segue que ¢’ : [a,b] — R é continua. Portanto, do Célculo inte-

gral segue que ¢’ é integrével e entao podemos definir G : [a,b] — R por

G = [ g
0
que é coninua. Pelo Teorema Fundamental do Célculo segue que

G(z) = g(z) — 9(0),

e entdo g(x) = G(x) + g(0), que serd, portanto, continua. Logo, concluimos
que g € C([a,b]), e daf C*([a,b]) C C([a,b]).

Por fim, mostremos que C'([a,b]) é um subespago vetorial de C([a,b]). De
fato, dados f,g € C([a,b]), segue que f’ e g’ sdo continuas em [a,b], e como
a soma de fungoes continuas é uma funcgio continua, concluimos que f' + g’ é

continua em [a, b], ou seja,
' +g € C'([a,b]). (3.1)

Do mesmo modo, dado a € R temos af’ é continua em [a, b, pois o produto
de uma constante por uma funcao continua é uma fungdo continua, ou seja,
concluimos que

a- f € CY[a,b]). (3.2)

Portanto, por (3.1) e (3.2) concluimos que C*([a,b]) é um subespaco vetorial

de C([a,b]).

No que segue apresentaremos dois resultados importantes sobre subespagos
vetoriais. Apenas devido & familiaridade com vetores em R? vamos trabalhar
com a notagao vetorial v para denotar um vetor v de um espaco vetorial V,
mas frisamos que se V' for um espago vetorial mais geral, como por exemplo
C([a, b]), os vetores ¥ serdo fungoes continuas de [a, b] em R e, nesse caso, ¥ = f,

para f continua em [a, b].

Proposicao 3.4 Sejam Wy e Wy dois subespagos vetoriais de um espaco ve-

torial V. Entao o conjunto Wi N Wy também é um subespaco vetorial de V.



M. Zahn 67

Demonstragao. Sejam W; e W5 subespagos de V. Defina o conjunto
WlﬁWQ:{ﬁ:ﬁewl e ﬁEWQ}.

Primeiramente observamos que Wi N Wy # ) pois OeW,eleWs,. Logo, o
conjunto Wi N W5 esta bem definido.

Dados 4, v € Wi NWs e a € R. Logo, ©,0 € Wi e 4,0V € Ws.

Assim, temos que
(i) 4+ 7 € Wy e ati € W7, pois W, é subespago vetorial de V.
(il) €+ ¥ € Wy e ail € Wy, pois Wa é subespago vetorial de V.

Portanto, de (i) e (ii) temos que @ +7 € Wi NW; e ati € W1 NWs, provando
que W1 N Wy é um subespacgo vetorial de V.
O

Proposicao 3.5 Sejam Wy e Wy dois subespagos vetoriais de um espaco ve-

torial V. Entao o conjunto
Wi+ Wy ={wh +Ws : W €Wy e Wy € Wa}
€ um subespago vetorial de V.
Demonstragao. Note que Wi + Wy # ) pois 0e Wi e 0e Wy e é tal que
0=0+0¢€ W, + Wo.
Logo, W7 + W5 esta bem definida.
Mostremos que W7 4+ Wy é um subespaco vetorial de V.

Dados u,v € Wy + W5 e a € R. Entao existem uy, U1 € W1 e ua, Uy € W tais

que
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Entao
U+ 0= (U +U)+ (U1 +0) =t + (Ug+ 01) + 2 =
=1y + (U1 + Uz) + Vo = (1 + ¥1) + (U2 + T2) € W1 + W,
pois @y + U3 € Wy e ) + U2 € Wa, e
a- U=t + tUa) = atl] + atiy € W1 + W,

pois atly € Wy e ails € Wy, e isso conclui a prova da Proposigéo.
O

Observagao 3.6 Quando W7 N Wy = {0}, entdo o espago vetorial Wy + Wy

chama-se soma direta de W1 com Ws e nesse caso denotamos por Wy & Ws.

Exercicios

1. Mostre que os seguntes subconjuntos do R* sio subespacos vetoriais:

(@) W= {(z,y,2,t) ER* : o2 +y=0¢e z—t=0}
(b) S ={(z,y,2,t) ER* : 20 +y—t=0 e z=0}.

2. Seja V = R? e considere o subconjunto
W = {(z,y) € R? : 2y < 0}.

Desenhe W C R? e verifique se W é um subespaco vetorial, justificando

Sua resposta.

3. Seja V o espaco vetorial real de todas as fungoes de R em R. Quais dos

seguintes conjuntos de fungoes sao subespacos de V7

(a) de todas as fungoes f tais que f(z?) = f(z)%.
(b) de todas as fungoes f tais que f(0) = f(1).
(c) de todas as fungoes f tais que f(—1) = 0.

(

d) de todas as fungdes continuas.
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4. Seja V' o espago vetorial de todas as funcoes de R em R. Seja V, o
subconjunto de todas as fungdes pares, i.e., tais que f(—z) = f(z); e
seja V; o subconjunto de todas as fungoes impares, i.e., tais que f(—z) =

—f(x). Prove que V), e V; sao subespacos de V.

3.3 Vetores linearmente independentes e

linearmente dependentes

Como j4 foi exposto acima, apenas por familiaridade com a Geometria Analitica,
para os resultados gerais vamos denotar um vetor de um espago vetorial V' com
uma seta, ou seja, U denotard um vetor em V. Mas, como sempre, dependera
do contexto do espago vetorial estudado. No Exemplo 3 que serd dado adiante
0s vetores serdo funcoes reais e entdao nao hé necessidade em denotar um vetor

com uma seta, por exemplo.

O conceito de dependéncia e independéncia linear é de extrema importancia
na Algebra linear, pois desenvolveremos na Secao seguinte o importante con-
ceito de base de um espago vetorial nessa secao, e esse conceito depende de
independéncia linear. Antes, porém, precisamos definir combinacao linear de

vetores.

Definicao 3.7 Sejam v7, vs,..., U, n vetores de um espago vetorial V e aq, ao,

..., a, escalares. Dizemos que o vetor
T=q1 U1 +aQg U+ ...+ a, U,
é uma combinacao linear dos vetores Uy, Us,..., Un.-

Por exemplo, considerando o espaco vetorial V' = R?, temos que o vetor
@ = (—1,5) é uma combinacao linear dos vetores 0; = (1,1) e ¥ = (2, —1),
pois
(-1,5)=3-(1,1) —2-(2,-1).
Uma vez fixados os vetores 1, ..., U, de um espaco vetorial V', podemos de-
finir o conjunto de todas as combinagoes lineares desses vetores, e denotaremos

por [¥, ..., Uy]. Temos pois, o seguinte resultado:
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Proposicao 3.8 Fizados os vetores vy, ..., Un de um espago wvetorial V, o
conjunto W = [v, ..., U] de todas as combinagdes lineares de tais vetores €

um subespaco vetorial de V.

Demonstragdo. Sejam # e U vetores em W = [¥y, ..., U,]. Entdo, existem

constantes «a;, 3; € R, com i = 1,2,...,n tais que
ﬁ:a1~171+...+an~17n € 6:B161++ﬂn77n

Assim, temos que

G+T= (1 T+ ..ty -Tn)+ (Br T4 o+ P Tp) =
= (Oél -+ 51)171 + ...+ (Oén + ﬂl)gn € W, (33)
e, para qualquer v € R, vale
vyou="y(ag T+ ...t an Ty)=(yoq) 01+ ...+ (yan) - U, € W.  (3.4)

Logo, de (3.3) e (3.4) segue o resultado.

|
O resultado acima nos fornece um importante conceito:
Definicao 3.9 O subespaco vetorial W = [}, ...,7,] de V acima definido
chama-se subespaco gerado pelos vetores v1, ..., Up,-
Proposicao 3.10 O subespago gerado W = [0y, ..., U] por n vetores de um

espago vetorial V. € o menor subespago que contém os vetores vy, ..., Uy,.

Demonstragao. Seja W7 outro subespaco vetorial de V' tal que contenha os
vetores 7, ..., Un. Para provar a Proposicao é suficiente mostrar que W C Wj.

De fato, seja v € W, entao existem escalares oy, ..., o, tais que
v = a1 '171 ++C¥n17n

Mas como y,..., ¥, € Wy e Wi é subespago de V, segue que «;v; € Wy, para

i=1,2,...,n; e ainda, como Wj é subespacgo de V', temos que
ay U+ .t ay U, € W,

ou seja, v € Wj. Portanto, mostramos que W C Wi, ou seja, o subespago
W = [¢4, ..., U,] gerado pelos vetores ¥y, ..., U, é o menor subespago de V' que

os contém.
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O

Por fim, apresentamos o importante conceito de dependeéncia e independén-

cia linear.

Definicao 3.11 Seja V um espago vetorial e ¥1, ..., ¥, vetores de V. Dizemos

que esses vetores sdo linearmente independentes (abreviadamente, L.1.), se
041'171+02'172+...+01n'170:0,

se, e somente se, & = as = ... = a,, = 0. No caso onde pelo menos um dos «;
seja diferente de zero, dizemos que esses vetores sao linearmente dependentes

(abreviadamente, L.D.)

Exemplo 1. Considerando V = R3, temos que os vetores @ = (2,4, —8) e

¥ = (3,6,—12) sao linearmente dependentes (L.D.), pois
a(2,4,-8) + ((3,6,—12) = (0,0,0)

se, e somente se,

2a+38=0
4o+ 68 =0
—8a—128=0

Note que a terceira equagao do sistema linear homogéneo acima é —4 vezes
a primeira equacao e a segunda é 2 vezes a primeira equagao, portanto, resta
apenas

36
Assim, por exemplo, para = 2 temos o = —3, e sdo tais que

3. i+2-T=—3-(2,4,—8)+2-(3,6,—12) = (—6, —12,24) + (6,12, —24) = {,

ou seja tal combinagao linear resulta no vetor nulo sem que os escalares sejam

todos nulos. Portanto, os vetores @ e ¥ dados sao L.D.

Exemplo 2. Considerando V = R3, sejam os vetores i = (1,0,0); j= (0,1,0)

ek = (0,0, 1), mostremos que os mesmos sao L.I.
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De fato, se a, 8 e v sao escalares tais que
ai + B + vk =10,
obtemos
«(1,0,0) + 8(0,1,0) +~(0,0,1) = (0,0,0) < (o, 8,7) = (0,0,0),

ou seja, & = # =y = 0, donde segue que o conjunto de vetores {Z, j: E} é L.I.
Exemplo 3. Seja V o espago vetorial das fungoes de R em R munido das
operagoes usuais de soma de fungoes e produto de um escalar por uma fungao.
Note que o vetor nulo nesse espago é a fungao identicamente nula 0. Considere

nesse espaco os vetores f = e®, g = 1+ 2% e h = 2. Afirmamos que esses trés

vetores sao L.I. em V pois, sendo a, 3,7 € R escalares, temos que
af +Bg+vh =04 ae® + (1 +e**)+~v-2=0,

e como e® >0, 1+¢e* > 0e2 >0, Vz, somos obrigados a concluir que

a = =v=0, ou seja, os vetores f,g e h sdo L.I.em V.

Teorema 3.12 Um conjunto de vetores {U1, ..., U, } de um espago vetorial V é

L.D. se, e somente se, um desses vetores for combinacdo linear dos demais.

Demonstragao. Primeiramente, suponha que o conjunto {#,...,7,} de um
espago vetorial V' seja L.D. Assim, dado um conjunto de escalares {ax, ..., @, },
segue queexiste pelo menos um escalar a; # 0 tal que a combinacao linear a

seguir seja o vetor nulo:
041171 + ...+ Oéj’l7j + O[n’Un = 6
Disso segue que
Oéj’Uj = —OZ1171 — . — ajflﬁ'jfl — Otj+117j+1 — .. — Oznffn,

e, portanto, dividindo por a; # 0 obtemos
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ou seja, mostramos que um dos vetores do conjunto {1, ..., 0, } é combinagdo

linear dos demais.

Reciprocamente, suponha que
vj = B101 + ... + Bj—1Vj—1 + Bj+1Tj41 + ... + BnUn

é uma combinagdo linear dos demais vetores do conjunto {o1,...,¥,}. Vamos

mostrar que tal conjunto é L.D. De fato, da igualdade acima é imediato que
B1V1 + oo+ Bi—1Tj—1 — 1+ T Bj 110541 + .. + B,

e portanto, o conjunto {1, ..., ¥, } de vetores de V' é L.D. Isso completa a prova

do Teorema.

O
Exercicios
1. Escreva a matriz A = (1 1) como uma combinagao linear das matri-
zes

)

2. Considere o espaccco vetorial P, = {at?+bt+c : a,b,c € R} e os vetores
pr=t2—2t+1 po=t+2eps=2>—t.

(a) Escreva o vetor p = 5t — 5t + 7 como combinagao linear de p,py e
ps.
(b) Determine uma condicio para a, b e ¢ de modo que o vetor at?+bt+c

seja uma combinagao linear de ps e p3.

3. Seja V= C(R) o espago vetorial das fungoes continuas de R em R, e

2

considere os vetores f = cos?z e g = sen’z. Quais dos seguintes vetores

pertencem a [f, g]?

(a) cos2z (b) 3 + a2 ()1 (d) senx (e) 0
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4. Mostre que, se u, v e w sao vetores LI, entdao u+v, u+w e v +w também

sao LI.

5. Considere V[a,b] como sendo o espago de todas as fungoes reais de uma
variavel real ¢t de [a,b] em R. Mostrar que os seguintes pares de vetores

a seguir sao LI:
(a) t,t2.  (b) tet,e?*.  (c)sint,cost.  (d) cost,cos 3t.

6. Defina a média u * v entre os vetores de um espaco vetorial V' pondo
1 1
Uxv = cu + V- Prove que (uxv) xw = u* (v *w) se, e somente se,

U =w.

3.4 Base de um espacgo vetorial

Quando estudamos a Geometria Analitica vimos que, por exemplo, em R3,
qualquer vetor @ = (u,uz,u3) pode ser escrito como uma combinacdo linear
dos vetores i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e k = (0,0,1). De fato, basta observar que

= (U],U27U3) = <u1?070) + (07’&2,0) + (0,07’&3) =

= u1(1,0,0) 4 u2(0,1,0) + us(0,0,1) = u1i 4 ugj + usk.

Na Geometria Analitica definimos que o conjunto de vetores {;, 7, E} era
uma base para o R3, pois todo vetor desse espaco pode ser escrito como uma
combinacao linear desses trés vetores. Mais ainda, tal base foi chamada de base
canénica do R3.

Além disso, vimos na secao anterior que o conjunto de vetores {Z, 7, E} é

L.I. no espaco vetorial R?® (veja o Exemplo 2 da Secao anterior).

Isso nos inspira definir num sentido mais geral o que vem a ser uma base

de um espago vetorial V:

Definicao 3.13 Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um conjunto {7, ¥, ...

de vetores de V' é uma base para V se:

(a) o conjunto {4, s, ..., ¥, } for L.L ;

»Un}
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(b) [01, V2, ..., Tn] = V.
A seguir apresentamos alguns exemplos.
Exemplo 1. Seja V = R? e considere os vetores o = (1,1) e 7 = (0,1) de

V. Note que
vl + Bis =0 < a(1,1) + 5(0,1) = (0,0),

e portanto, obtemos
a=0
a+pB=0= =0

ie, a = =0, e disso segue que o conjunto de vetores {01, a} é L.I.
Resta mostrar que o subespaco gerado por 7 e 7, é todo o R?, ou seja, que
S o - 2
[’Ul,vg, ...,Un] =R~

De fato, seja @ = (x,y) um vetor qualquer em V = R?. Assim, se supormos
que
U= al_fl + 61727

segue que
(,y) = a(1,1) + B(0,1) = (o, + B),

e disso segue que

a=z e a+f=y=>zc+pf=y=0L=y—u=x.
Assim, concluimos que, ¥(z,y) € R?, podemos escrever

(z,y) = 2(1,1) + (y — 2)(0,1) = z0 + (y — x)%,

donde segue que [0y, Ta, ..., Un] = R2.
Portanto, os vetores #; = (1,1) e @ = (0,1) formam uma base para o R2.

Outras bases para o R? sdo, por exemplo, o conjunto de vetores {(0,1); (1,0)},

chamada de base canonica do R?, e também o conjunto de vetores {(3, —1); (2,0)}
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e ficam como exergicio para o leitor. Mas o conjunto de vetores {(1, —3); (—2,6)}

ndo forma uma base para o R%. Por qué?

Exemplo 2. Os espagos de fungdes possuem bases compostas por um nimero
infinito enumeravel de vetores. Por exemplo, seja P o espago vetorial de todos
os polinémios de qualquer grau, munido das operacoes usuais. Nesse caso, nao é
dificil mostrar que, por exemplo, o conjunto infinito de vetores {1, z, 22, 3, ...}

forma uma base para P. Verifique!

Exemplo 3. Seja Q(v/2) o conjunto definido por
Q(V2) ={a+bV2 : a,bcQ}.
Munindo esse conjunto com a adi¢ao
(a+0v2)+ (p+qv2) = (a+p) + (b+ V2,
onde a, b, p,q € Q, e a multiplicagdo por escalar o € Q,
ala +bv2) = aa + abv/2,
nao é dificil mostrar que Q(v/2) é um espaco vetorial sobre Q (nio sobre os

reais, pois os escalares o agora sdo tomados em Q).

Isto posto, ndo é dificil mostrar que o conjunto {1, v/2} de vetores de Q(1/2)

é uma base para Q(v/2). Fica como exercicio para o leitor.

Teorema 3.14 Seja {01, ..., Un} um conjunto de vetores nao nulos de um espago
vetorial V que geram V. Entdo, podemos extrair uma base para V desse con-

junto de vetores.

Demonstragdo. Se o conjunto {7, ..., o, } for L.I., tal conjunto j4 é uma base

para V e o Teorema estd provado.

Suponhamos entdo que o conjunto {o7,...,7,} seja L.D. A ideia consiste

entao em conseguir “tirar” os vetores desse conjunto que nos atrapalham no
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que diz respeito a independéncia linear e que “nao estragam” a geragao de todo
oV.

Assim, se tal conjunto for L.D., entdo pelo Teorema 3.12 segue que pelo

menos um dos vetores do conjunto acima é combinagao linear dos demais.

Sem perda de generalidade, assuma que v, seja esse vetor. Entéao,

Up = Q1U1 + ... + Qp—1Un—1.
Logo, o conjunto {v1, ..., U,—1 } ainda gera V', pois sendo ¥,, uma combinagao

linear dos demais, este é desnecessario para a geracao de V.

Se esse conjunto ja for L.I., entdao o Teorema ja estda provado; mas se for
L.D., entao novamente pelo Teorema 3.12 segue que um deles é combinagao
linear dos demais, e portanto, desnecessario para a geragao de V. Sem perda

de generalidade, assuma que seja v, _1 esse vetor.

Assim, temos que tal vetor pode ser descartado da lista anterior de tal modo
que o conjunto {1, ...,U,—1} ainda gera V. Se tal conjunto j& for L.I., entdo
o Teorema estd provado, e caso contfario, novamente poderemos escrever um
dos vetores restantes como combinagao linear dos demais, sendo este, portanto,
descessario. Ou seja, seguindo esse raciocinio um ntmero finito de vezes, che-
garemos a um conjunto de vetores {¥, ..., Uy } que ainda gera V e é L.I, ou seja,

uma base de V.

O

Teorema 3.15 Seja V' um espaco vetorial gerado por um niumero finito de

vetores U1, ..., Up. Entdo, qualquer conjunto com mais de n vetores serd L.D.

Demonstragao. Suponha que V = [0y, ..., 7,]. Entdo, pelo Teorema anterior
segue que podemos extrair dessa colegdo uma base para V. Seja {1, ..., U}
tal base, com k < n. Sejam i, ..., W,, m vetores de V', onde m > n. Vamos

mostrar que a cole¢do {, ..., W,,} é L.D. Como tais vetores pertencem a V e
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{¥, ..., Ux} é uma base, segue que existem escalares a;; € R tais que
1171 = a11171 + a12172 + ...+ alkﬁ’k

Wo = a91U1 + a29Us + ... + Ao Uk

Wy = Am1V1 + QmaUs + ... + Ak Uk
Sejam aq, ..., a,, escalares tais que
0411171 + ...+ amu")'m =0.

Assim, levando as m iguadades acima para esta combinacao linear, vamos obter

—

al(anﬁl —+ ...+ alkﬁk) + ...+ am(amlf)’l + ...+ amkffk) =0,
ou seja,
(a1a11 “+ asga91 + ... + amaml)ffl + ..+ (alalk + ..+ amamk)ﬁk = 6,

e como os vetores U1,..., U sao L.I., obtemos

ai110q + as1a + ... + a1y, =0

a1pq + agko + ... + Aoy, =0

um sistema linear homogéneo com k equacdes a m incognitas o, g, ..., Q.
Como por construcao k < n < m, segue que tal sistema homogéneo admite
solugdo nao trivial, e portanto, teremos algum o; # 0, e com isso segue que os
vetores Wi, Ws, ..., Wy, sao L.D.

O

Uma importante consequéncia do Teorema acima é seguinte resultado:

Corolario 3.16 Qualquer base de um dado espaco vetorial V possui a mesma

quantidade de vetores.
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Demonstragao. Sejam {01, ..., 0, } e {1, ..., Wy} duas bases quaisquer de V.

Vamos mostrar que m = n.

De fato, como 1, ..., ¥, geram V e @y, ..., Wy, sdo L.I., segue do Teorema

anterior que m < n.

Do mesmo modo, como W, ..., W, geram V e v1, ..., U, sao L.I., segue do

Teorema anterior que n < m.

Ou seja, m = n.

O

Observando o resultado acima, que nos diz que qualquer base de um certo
espago vetorial tem sempre um mesmo numero de elementos, é conveniente
definir esse nimero comum como a dimensdo do espago vetorial dado. Ou seja,

temos o seguinte conceito:

Definicao 3.17 Chama-se dimensao de um espago vetorial V' o ntmero de

elementos da sua base.

Por exemplo, considere o espaco vetorial R?. Sabemos que dim R? = 3, pois
qualquer base de R? serd formada por 3 vetores. Seja W = {(x,y,2) € R? :
x=zey=—zh E facil ver que W é subespaco vetorial de V' e deixamos
isso para o leitor. Vamos determinar nesse exemplo qual seria a dimensao do

subespaco W. Note que W pode ser escrito como
W ={(z,—2,2) : ze R} ={2(1,-1,1) : z € R},

ou seja, W consiste no conjunto dos vetores multiplos de @ = (1, —1,1). Ouseja,
o espaco gerado por @, denotado por [(1,—1,1)]. E claro que [(1,—1,1)] = W
e que o conjunto {(1,—1,1)} é L.I!

i
IDe fato, qualquer conjunto com um tnico vetor nio nulo serd L.I., pois, sendo @ # 0,

entdo at = 0 se, e somente se, a = 0.
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Portanto, segue que {(1,—1,1)} é uma base para W, e como tal base é

formada por apenas um vetor, concluimos que dim W = 1.

Geometricamente, observe que o conjunto W consiste numa reta passando
pela origem do R3, possuindo @ = (1,—1,1) como vetor diretor, e uma reta
realmente possui “dimensao um”. Sugerimos o leitor fazer um desenho para

ilustrar isso.
Mais geralmente, para n > 1 fixado, o espaco R* possuird dimensio n.

Considere M (m,n) o espago vetorial das matrizes de tamanho m x n, mu-
nido das operagoes usuais de adigao de matrizes e multiplicagao de um escalar
por uma matriz. Uma base para tal espaco seria o conjunto das matrizes onde
todas as entradas sao nulas, exceto uma, sempre em posigoes diferentes. Uma

tal base possuird, entao, m - n vetores. Por exemplo,

1 0 .. 0 0 1 .. 0 0 0 ... O
0 0 .. O 0 0 .. 0 0 0 .. 0
0O 0 .. 0 0O 0 .. 0 0 0 .. 1

é uma base para M (m,n). Neste caso, temos que dim M (m,n) = m - n.

Um terceiro exemplo interessante seria considerar P,, o espago vetorial dos
polinémios de grau menor ou igual a n. Nesse caso, como {1,z,22,...,2"} é

uma base para P, (Verifique!), segue que dim P, = n + 1.
O préximo resultado estabelece uma forma de se obter uma base para um
espago vetorial V', conhecendo-se uma colecao de vetores L.I.

Teorema 3.18 (Completamento) Qualquer conjunto de wvetores L.I. de um

espaco vetorial V' pode ser completado de modo a formar uma base para V.

Demonstragao. Seja {01, ..., U5} um conjunto de vetores L.I. de V, e consi-

dere que dimV = n, onde n > k.
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Se [U1, ..., U] = V, entdo o conjunto {7y, ..., U} serd uma base para V, e

nesse caso segue que k = n, c.f. a Definigao 3.17.

Por outro lado, se [v7, ..., U] # V, entdo existe pelo menos um vetor de V'
que nao é combinacao linear dos vetores v1,..., Ux. Denotemos tal vetor por

U+1. Assim, temos que U1 € V, mas Ux41 & [U1, ..., Ug]-

Logo, segue que {¥, ..., 0k, Ux+1} ainda é L.I., pois sendo {o1,..., 7%} L.I,
segue que

¥+ ...+t =0 a; =0,Vie {1,2,....k}

Portanto, com tais a’s temos que
Q101 + oo + QU + Q1041 = 0< a; =0,Vie{1,2,...,k,k+1}.

Assim, sendo {71, ...,Uk+1} L.I., temos que, se [0y, ...,0x+1] = V, entdo o
conjunto {¥,...,Uk+1} jd é uma base para V', mas se [0, ..., Tp+1] # V, segue
que existe pelo menos um vetor de V' que nao é combinagao linear dos vetores

U1,e.., Ugt+1, O qual vamos denotar por vk4o.

Assim, repetindo o raciocinio acima, temos que o conjunto {1, ..., V11, V42 }
também serd L.I. e com isso segue que se [Uy,...,Uk42] = V, entdo o con-
junto {¥1, ..., Ux42} ja serd uma base para V; e caso contrario existird um vetor
Ukt+s € V tal que Ukys & [01, ..., Upt2]. Repetindo-se o processo um ndmero
finito de vezes chegaremos em um ponto onde a cole¢ao {v1, ..., U, ..., Ug} serd
finalmente L.I., com [0y, ..., Uy] = V, sendo assim uma base para V.

(I

Teorema 3.19 (Teorema da dimensdo) Sejam U e W dois subespagos de um

espaco vetorial V. Se dimV < oo, entdo
dim(U +W) =dim U + dim W — dim(U N W).

Demonstragao. Seja 81 = {z1, ..., 2} uma base para U NW.
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Note entao que dim(U N W) = k.

Como B; é L.I. em U e também em W, segue pelo Teorema 3.18 do com-

pletamento que existem iy, ...,y € U e Wy, ..., W,, € W tais que

B2 ={Z1, ..., Zk, U1, ..., U} é base para U,

B3 = {Z1, ..., Zk, W1, ..., Wy, } € base para W,

e notamos disso que dimU =k +/f e dimW =k + m.

Afirmammos que o conjunto 3 = {Zzi,..., Zk, @1, ..., Ug, W1, ..., Wy, } é uma

base para o espago U + W. De fato, basta mostrar (a) e (b) abaixo:

(a) [8] = U+ W. De fato, seja &£ € U + W. Entao, temos existem @ € U e
w € W tais queque & = 4 + .

Como 3 é base para U e 33 é base para W, podemos escrever

U=o012] + ... + a2y + 31171 + ...+ 6[[7[,

W=a121 + ...+ apZi +b1W1 + ... + by, W,

Assim,
T = d4+7 = (a1+a1)z1+...+(agpt+ar) 2k +Bra1+...+ Betip+b1W1 4.+ b Wi,
logo, vale (a).
(b) O conjunto 5 é L.I. De fato, seja
1 Z) 4 oo+ g + Py + oo+ Bty + By F .+ YW = 0. (3.5)
Entao, escrevendo

a12] + ...+ apzi + By + ...+ Bty = —71W1 — oo — VWi,

eU ew
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e entao segue que YW1 — ... — YmWm € U N W, e com isso segue que

existem escalares cq, ..., c; € R tais que
—Y1W, — oo — YWy = €121 + .o + Ck 2k,
e portanto,
171+ oo+ CuZi + MWL + oo+ Yo Ty = O
e como a base O3 de W é L.I., segue que
Cl= . =Ct =71 = . =Ym =0.
Assim, sendo os y; = 0, segue que (3.5) fica escrito como
1 Z1 4 o+ e + By + .. + Betly = 0.
Como a base 82 de U é L.1., segue que
a1 =..=ar=01=..=08,=0.
Portanto, o conjunto 8 é de fato L.I., valendo também o item (b).
De (a) e (b) segue que 8 é uma base para U + W. Nesse caso, temos também
que dim(U + W) =k+{+m.
Assim, por construgdo temos que dimU NW =k, dimU =k + ¢, dimW =
m+k e dim(U + W) =k + { 4+ m, e portanto,

dim(U+W) = k+l+m = (k+£)+(m+k)—k = dim U +dim W —dim(UNW).
O

Teorema 3.20 Seja 8 = {01, ..., 0, } uma base para o espago vetorial V. Entdo,
todo vetor v € V' € escrito de maneira unica como uma combinacao linear dos

vetores da base.

Demonstragao. Seja § = {71, ...,7,} uma base de V e seja ¥ € V. Como

V = [U4, ..., U], segue que existem ay, ..., a, € R tais que

U= Ck1171 + ...+ Ckngn. (36)
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Mostremos a unicidade. De fato, se existirem (1, ..., 8, € R tais que
U= 101+ ... + BnUn, (3.7)
entdo, fazendo (3.6) — (3.7) vamos obter
(1 — BT + .. + (an — B)Tn = 0,

e como o conjunto 8 = {¥1,...,0,} é L., segue que o; = 1, parai =1,2,...,n.
[l

Exercicios

1. Quais dos seguintes conjuntos formam uma base para R3?
(a) {(1’ ]-7 _1); (27 _]-7 0)7 (37 27 O)} (b) {(17 07 ]-); (07 _]-7 2)5 (_27 17 _4)}
<C> {(27 L, _1)5 (_17 0, 1)5 (0> 0, 1)} (d) {(17 2, 3)? (47 L, 2)}

2. Mostrar que os vetores @ = (1,1,1), v = (1,2,3), W = (3,0,2) e

T = (2,—1,1) geram o R? e encontrar uma base dentre estes vetores.
3. Mostre que R3 = [(1,1,1); (1,1,0); (0,1,1)].
4. Mostre que Py = [z2 + 23; x; 202 + 1; 3].

5. Encontre os valores de a € R para que o conjunto

B ={(a,1,0);(1,a,1);(0,1,a)}
seja uma base para R3.

6. Mostre que os polindomios 1 —t%, (1—2), 1 —t e 1 geram o espago vetorial

dos polinémios de grau < 3.
7. (a) Um certo espago vetorial V' é gerado por cinco vetores LI. O que se
pode dizer sobre a dimensao de V7

(b) Um certo espago vetorial V' é gerado por cinco vetores LD. O que se

pode dizer sobre a dimensao de V7

8. Seja V =R3 e o conjunto 8 = {(0,1,1);(1,1,0);(1,2,1)} C R3.
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(a) Mostre que 3 nao é uma base para R3.

(b) Determine uma base para R3 que possua dois elementos de /3.

9. No espaco vetorial R? consideremos os seguintes subespacos:
S = [(L,-1,2): (2,1, )} T = [(0.1,~1); (L2, )} U = {(2,9,2) : a4y =
dr —2=0} e V ={(x,y,2) : 3z —y — 2z = 0}. Determine as dimensoes
de S, T,U,V,S+TeSNT.

10. Qual é a dimensao do espago das matrizes 2 x 2 diagonais?

3.5 Mudanca de base

Na secao anterior estudamos o importante conceito de base de um espago veto-
rial, onde qualquer vetor de tal espaco fica escrito como uma combinagao linear
dos vetores da referida base, de maneira unica (Teorema 3.20). Vimos também
que um espago vetorial V' possui varias bases diferentes, e assim, dependendo
do problema, representar os vetores de um certo espago numa certa base pode
vir a ser mais vantajoso do que representd-lo em outra base. Assim, precisamos
desenvolver uma técnica para converter um dado vetor em um espago de uma

base para outra, ou seja, precisamos aprender a efetuar uma mudanca de base.

3.5.1 Coordenadas de um vetor

Definicao 3.21 Sejam 3 = {1, ..., 0} uma base de V e ¥ € V tal que 7 =
U + ... + a,v,. Dizemos que os escalares «; sao as coordenadas do vetor U

na base [3, e denotaremos por

[0l =

79

A matriz coluna acima representada, que comporta as coordenadas do vetor

¥ na base # chama-se matriz das coordenadas do vetor v na base 3.
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Retornando ao Exemplo 1 da secdo anterior, onde consideramos V = RZ,
vimos que o conjunto de vetores 8 = {¥,72}, onde 07 = (1,1) e ¥5 = (0,1),
forma uma base para o R2. Isto porque eles sdo L.I. e [0}, 7] = R2. Assim,

dado @ = (x,y) € R? um vetor qualquer de R?, podemos escrever
W= (z,y) =2z(L,1) +(y—2)(0,1) =z 01 + (y — z) - ta.

Dessa forma, dizemos que x e y — x sdo as coordenadas do vetor (z,y) na

[(x,ym—[ ! ]
Yy—x

J4 na base {i,7}, onde i = (1,0) e j = (0,1), temos que & = (z,y) € R? é

base {U1, 02}, e escrevemos

tal que

@ = (2,9) = 2(1,0) +y(0,1) =z -7 +y - J;
ou seja, nesse caso temos que as coordenadas do vetor w coincidem com os
escalares da combinagao linear dos vetores ie ; Devido a essa coincidéncia
dizemos que {Z, j} chama-se base candnica do R?. Quando estamos na base

canonica escreveremos simplesmente as coordenadas de (z,y) ba base canonica

por [(z,y)] = [ ! ]
)

Um fato importante que devemos notar consiste em perceber que os ele-
mentos da matriz das coordenadas ficam dispostos de acordo com a ordem em
que os elementos da base 3 aparecem. Por exemplo, se 8 = {(0,1), (1,0)} (base
candnica do R?), e 81 = {(1,0),(0,1)}, note que os vetores que compde ambas
as bases s&0 0s mesmos, mas nao estao dispostos na mesma ordem. Assim,

temos que [(3, —2)]5 = [ 32 ] mas [(3, ~2)]s, = l —32 1

Por isso, vamos considerar de agora em diante uma base ser sempre orde-

nada, ou seja, os vetores da base estao ordenados na ordem em que ja aparecem.

3.5.2 Mudanca de base

Nesta secao mostraremos como efetuar a mudanca de uma base para outra, de

um dado vetor.
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Sejam 8 = {U,...,0,} e 81 = {W,...,&,} duas bases quaisquer de um
espago vetorial V' (bases ordenadas, c.f. comentado na secao anterior). Dado

v € V, temos que em cada uma das bases ¥ possuird uma representacao tnica,
a saber:

U =x10) + ... + ,U, (na base 3),
U =y1W1 + ... + YW, (na base ).

Associando as coordenadas de v nas bases 3 e (31, respectivamente, temos

Z1 Y1
[Wls=| : e [tg =

T Yn

Como {¥1, ..., U, } é base para V, segue que os vetores w; € V devem ser escritos
também como combinacao linear dos #;, ou seja,

1171 = a11171 + 0@1’(72 =+ ...+ anlﬁn

Wo = a19U1 + A29Us + ... + Apolp

’an = alnf)’l + a2n172 —+ ...+ annﬁ’n

Assim, como v = y Wy + ... + y,W,, escrevemos
U =y1(a1101 + a2102 + ... + @p1¥y) + ... + Yn(@1n 01 + a2p 02 + .. + Qpnty) =

= (a11y1 + ... + a1 Yn)T1 + (@21Y1 + ... + @20 Yn) V2 + ..+ (@n1y1 + .. + CpnYn) Un,

e como U = 2101 + ... + ,U, € as coordenadas de um vetor numa base sido
unicas (Teorema 3.20), segue que

T1 = a11Y1 + .- + QinYn

To = a21y1 + ... + aonYn
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Tp = Ap1Y1 + - + ApnYn,

0 que, em notagao matricial, fica:

xl all PN al’I’L yl
Ty an1  *°  Onn Un
aipr - Gln
Denotando [I}gl =1| .-+ .o ... |, temos
Gn1 T Ann

(15 = 113" - [,

onde [I]g1 recebe o0 nome de matriz de mudanca da base By para a base 3.

Exercicios

1. Mostre que cada conjunto a seguir é uma base para o R?. Em seguida,
determine as coordenadas do vetor 7 = (6,2) em relacdo a cada uma das
bases dadas.

(a) a ={(3,0);(0,3)} (b) 8 ={(1,2);(2,1)}
(€) v = {(1,0); (0, 1)} (d) 6 ={(0,1);(1,0)}

2. Quais sdo as coordenadas de U = (1,0,0) em relagao a base
B ={1,11);(=1,1,0);(1,0,-1)}
do R3?
3. Determinar as coordenadas do vetor u = (2,1,4) € R?® em relagao as

bases:
(a) canonica; (b) B =1{(1,1,1);(1,0,1);(1,0,—1)}.

4. Mostre que os vetores v1 = (2,6,3), va = (1,5,4) e vz = (—2,1,7) formam
uma base do R®. Expresse o vetor v = (3,7,1) como uma combinacio
linear de vy, v2 e v3. Quais sdo as coordenadas de v em relacdo a base

{v1,v2,v3}7
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5. Determinar as coordenadas do vetor ¥ = (z,y, 2z) em relagdo a cada base
do R? dada.

(a‘) B= {(1’ L _1); (1’ -1, 1); (_17 1, 1)}
(b) B= {(L 0,0); (1’ 2, 1)? (07 9, 2)}

6. Ache a matriz de mudanga de base da base 8 = {(1,1,0); (0, 1,0); (0,0,3)}

para a base canénica do R3.

7. No espaco R? consideremos as bases 8 = {e1,ea, e3} (canodnica) e v =
p ) ?

{91, 92, g3} relacionadas da seguinte maneira:
g1 =e1+e3

g2 = 2e1 + e+ €3
g3z = e1 + ea + es.

Determinar as matrizes de mudanga de base de § para v e de v para 3.
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Capitulo 4

Transformacoes lineares

No capitulo anterior estudamos vérios tipos de espagos vetoriais, seus su-
bespagos, bem como propriedades peculiares. Neste capitulo definiremos um
tipo especial de fungao entre dois espagos vetoriais f : V' — W tal que preserva

a estrutura de espago vetorial, bem como propriedades importantes.

4.1 Transformacao linear

Definicao 4.1 Sejam V e W dois espagos vetoriais. Dizemos que que uma
fungao T : V. — W é uma transformagdo linear se, para quaisquer «,v € V e

para qualquer « € R cumprirem as propriedades
(a) T(d 4+ ¥) =T(1) + T(0);
(b) T'(ati) = aT'(4).

Dada T : V — W uma transformagéo (linear ou néo), o espago vetorial V é
chamado de dominio da transformacao e o espago vetorial W de contradominio
(ou codominio) da transformagéo. O conjunto dos vetores T'(V) C W chama-
se imagem da transformacao. Sobre a imagem de uma transformacao linear

daremos uma atencao especial mais adiante.
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E importante notar as operacoes de adigdo que estdo envolvidas em (a):
note que, ao escrever T(d+v) = T(@) +T(V), a adigio @+ 7 é a adicao definida
em V, ja a adigdo T(@) + T'(7) ¢ a adicao definida em W.

Observagao. Quando V = W, chamamos a transformagao linear T : V — V
de operador linear. Quando W = R a transformagao linear T : V' — R chama-

se funcional linear.

A seguir apresentamos alguns exemplos (e contraexemplos) de transforma-

¢oes lineares.

Exemplo 1. A aplicagio T : R? — R definida por T'(x,y) = 2x — 3y é uma
transformacdo linear que manda vetores do espaco vetorial R? para o espaco

vetorial R. De fato, dados @ = (a,b) e ¥ = (m,n) € R? e a € R, temos que
(a) T(@+v) = T((a,b),(m,n)) = T((a+m,b+n)) =2(a+m)—30b+n) =

= (2a—3b) + (2m — 3n) =T((a,b)) + T((m,n)) = T(a) + T(¥),

(b) T(aw) = T(a(a,b)) = T(aa, ab) = 2aa — 3ab = a(2a — 3b) =

=aT((a,b)) = aT'(4).

Exemplo 2. Seja T : R?> — R?® dada por T(z,y) = (x +y,—y,z + 2y).
Afirmamos que T é uma transformacdo linear do espaco vetorial R? para o
espaco vetorial R®. De fato, dados @ = (a,b) e 7 = (m,n) vetores em R? e

o € R, temos que
(a) T(i+7) =T((a+m,b+n)) = (a+m+b+n,—(b+n),a+m+2(b+n)) =
= (a+b,—b,a+2b) + (m+n,—n,m+2n) =T((a,b)) + T((m,n)) =
= T(ii) + T(3).
(b) T(ait) = T(a(a, b)) = T((aa, ab)) = (aa + ab, —ab, aa + 2ab) =

=a(a+b,—b,a+2b) =aT((a,b)) = oT(d).
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Exemplo 3. A aplicacdo 77 : R — R dada por Ti(z) = 2z é uma trans-
formagao linear (verifique!). No entanto, T5 : R — R dada por Ta(z) = 2z + 1
nao ¢é linear, a constante 1 “estraga” a linearidade. De fato, por exemplo, note
que,

T(3)=2-3+1=T,

e no entanto, por exemplo,
Ti(3)=T1(2+1),
mas

Ti2)+Ti(1)=2-24+1+2-14+1=8%#7=T(3).

Exemplo 4. Seja V o espago vetorial das fungdes derivdveis em (a,b). Entao,

a aplicagdo D : V — C(]a, b]), dada por

ou seja, a aplicacao D é a derivagao. Como valem as regras de derivacao

D(f +9)(@) = (f+9)'(z) = (f' +9)(z) = f'(x) +¢'(x) = D(f)(z) + D(g)(x),

e, para « € R, vale

D(af)(z) = (af)(x) = (af)(z) = a(f'(z)) = aD(f)(x),

segue que o operador D acima definido é uma transformagao linear.
Exemplo 5. Defina T : C([a,b]) — R pondo

b
T(f) = / f(z)dz.

Note que T é uma transformagao linear, pois dados f,g € C([a,b]) e « € R, do
Calculo segue que

b b

T(f +g) = / (f + 9)(@)dz = / (f(2) + gla))de =

a a

b b
_ / f(2)da + / g(@)de = T(f) +T(g),
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Tf) = [ '(0f) @)z = / " ot @iz = / ' fla)dr = oT(f).

Exemplo 6. A aplicacio T : R? — R? dada por T(z,y) = (z — y,x + y*) ndo

é linear. Justifique!
Exemplo 7. Seja T : M(2,2) — R3 dada por

a1 a
T(( " 12)) = (a11 + a12, as1, —a22).

a21 a22

Afirmamos que T é uma transformacéo linear do espago vetorial M(2,2) das

matrizes quadradas de ordem 2 x 2 no espaco vetorial R3, verifique!

Proposicao 4.2 SejaT : V — W uma transformagao linear do espago vetorial

V' no espaco vetorial W. Valem as propriedades:

(a) T(0y) = Ow, onde Oy denota o neutro aditivo de V' e Oy denota o neutro
aditivo de W. Ou seja, uma transformagao linear de V.em W manda o

neutro aditivo de V' no neutro aditivo de W.
(b) Para qualquer v € V, T(—7) = —=T(7).
(¢) Para quaisquer 4,7 € V, T(d — ) = T (1) — T(?).
Demonstragao. (a) Basta notar que
T(0y) =Ty +0y) =T(O0y) + T(0y),

onde a ultima igualdade ¢ devida a linearidade da T'. Como T'(0y ) é um vetor
em W, existe o vetor oposto —7'(0y) tal que, somando-o na igualdade acima,

vamos obter
—T(0y)+T(0y)=-T0y)+T(0y)+T(0y),

e dai
Ow = Ow + T(0y) = T(0v),
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onde a ultima igualdade é deviada ao fato de Oy ser o neutro aditivo de W,
ou seja, concluimos que
T(0y) = 0.

(b) Dado ¥ € V, basta utilizar a propriedade (b) da defini¢ao de transformgéo

linear considerando o = —1:
T(—7) = T(—170) = —1T(v) = =T (V).
(¢) Dados 4,7 € V, basta usar a linearidade da T e o item anterior:

T(i — 7) = T(@ + (—7)) = T(@) + T(—7) = T(a@) — T(7).
O

Proposicao 4.3 Sejam V e W dois espagos vetoriais, {U1, ..., Un } uma base de
V e, ...,w, € W. Entao, existe uma unica transformacao linear T : V — W

tal que T(01) = Wy, T(U2) = Wa, ..., T(U,) = Wy,.

Demonstragao. Como {7, ..., 7, } é uma base de V, segue que existem 1inicos

escalares oy, ..., a, € R tais que
U =101 + ... + a,0p.

Defina T : V — W pondo

Devido a unicidade dos «;’s, segue que 1" estd bem definido, e além disso, no-

tamos que T'(¥;) = W;, para i = 1,2,...,n.

Afirmamos que T assim definida é linear. De fato, para todo @,7 € V

temos que
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_Zﬂzwz+271wz— T Zﬂzvz +T Z’Yﬂ}z = ﬁ +T( )

e para o € R, temos

n

O‘Z/Bzﬁz) = Z 04,31 Uz = Z(Ofﬁz) z) =
=1 i=1

i=1
n lof. n
= aZﬁzu_J} = OéT(Z Bﬂ_fz) = OéT(T}')
i=1 i=1
Por fim, mostremos a unicidade da T. Seja S : V — W transformagcao
n

linear tal que S(¥;) = ;. Assim, dado ¥ = Z a;U; € V, temos que
i=1

n
S(v) = Zoz Ui) Zaiu'ii = T(7).
i=1

Abaixo vejamos um exemplo de aplicagao.

Exemplo. Determine a transformacdo linear T : R? — R? tal que 7(1,0) =
(1,2,-1) e T(0,1) = (2,2,3).

Solugdo. Primeiramante, perceba que {(1,0),(0,1)} é uma base do R? (pois
¢ um conjunto L.I. de dois vetores e a dimensdo do R? é 2). Assim esrevemos

a combinacdo linear de um vetor (x,%) qualquer do R? pondo
(z,y) = x(1,0) +y(0,1).
Como a T a ser determinada deve ser linear, segue que
T(x,y) =T(x(1,0) +y(0,1)) =2 -T(1,0) + y - T(0, 1).
Pelas condi¢oes impostas no problema, vem
T(x,y) ==(1,2,-1) +y(2,2,3) = (x, 2z, —x, 2y, 2y, 3y) =

= (z + 2y,2z + 2y, —z + 3y),

e tal T é tinica de acordo com a Proposicao acima.
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Exercicios

1. Mostre que a aplicagao F : R® — R dada por F(z,y,2) =22 — 3y + 2 é

uma transformagao linear.

2. Mostre que a aplicacdo T': R? — R? dada por T'(x,y) = (z+ 1,2y, 2+ y)

nao é uma transformacgao linear.

3. Seja V o espaco vetorial das matrizes n x n sobre R. Seja B um elemento

de V e considere a aplicagao ¢pp : V — V dada por
pp(A)=A-B—B-A.
Mostre que ¢p é uma transformagao linear.

4. Ache a transformacao linear T : R® — R2? tal que 7T'(1,0,0) = (2,0);
T(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) = (0, —1). Em seguida, obtenha ' € R tal
que T'(7) = (3,2).

5. Ache a transformacdo linear T : R? — R? tal que T(1,2) = (2,3) e
T(0,1) = (1,4).

6. Seja T': V — V uma transformacao linear e C' o conjunto dos vetores de

V' que sdo deixados fixos por T, ou seja,
C={veV T =u}
Mostre que C é um subespago vetorial de V.

7. (Sel. Mestrado UFRGS/2007/2) Obtenha todas as transformagdes line-
ares L : R? — R3 tais que L(u) = 3u, L(v) = 3v e L(w) = 3w, onde
w=(1,0,0), v = (1,1,0) e w = (0,1, 1).

4.2 Operacoes com transformacoes lineares

Do mesmo modo que é feito no estudo de fungoes, definimos as operagoes de

adicdo, subtracao e composicao de transformagoes lineares como segue.
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Definicao 4.4 Dadas 11,75 : V — W duas transformagoes lineares. Defini-
mos as aplicagoes T1 + T e 17 — T, de V em W, respectivamente, por: para
todo v €V,

(Th 4+ 13)(0) = Th (V) + T2(0) e (T — T2)(0) = T1 (V) — T2(7).

é facil ver que 71 + Ty e T1 — Ty sdo também transformacoes lineares e

deixamos o leitor verificar estes fatos.

Exemplo. Dados T7,T5 : R? — R?, respectivamente, por
Ty (z,y,2) =(x+2z,—x+2y+32) e Ta(zx,y,2) = (4o + 2y — 2z,2y),
temos que 11 + T» : R? — R2 é dada por
(Ty + 1), 2) = Ta (1, 2) + Tl g, 2) =
=(x+2z,—-c+2y+32) + (4o + 2y — 22,2y) =
=(Br+2y—z,—x+4y + 3z2),
eT) — T, :R3 = R? é dada por
(Ty — T5)(@,9,2) = T4 (2,9, 2) — Ta(,9,2) =
=(x+z,—c+2y+32) — (4o + 2y — 22,2y) =
=(-3z —2y+z,—x + 32).

Definicao 4.5 Dadas as transformacoes lineares Ty : U — Ve Ty : V — W
(note que o contradominio de T} é o dominio de T3), definimos a composta
TooTy:U — W, por, Vi € U,

(Ty o Th) (@) = To(T1(@)).

Exemplo. Sejam Tj : R? — M (2,2) e Ty : M(2,2) — R3, dadas, respectiva-

mente, por

T+y ail a2

Tl(xay) =

]eTQ(

]) = (a11,a11+a22,2a12—as21).

20— 3y 2y az1 a2



M. Zahn 99

Entdo T o T : R?2 — R3 serd dada por

(To 0 T)(2,y) = To(Th(x,y)) = To( 2r -3y 2y

r+y x 1>:

= (z+y,x+3y,3y).

A linearidade nao se perde com a composigao, conforme a Proposicao abaixo:

Proposicao 4.6 Sejam Ty : U — V eIy : V. — W transformacoes lineares.

Entao Ty o Ty : U — W também é uma transformacao linear.

Demonstragao. Dados 4,7 € U e a € R, segue pela linearidade de T3 e

depois pela linearidade de T3 que
(T o T1)(u + ¥) = To(Th (4 + ¥)) = To(Tr (@) + T1(V)) =

= To(T1 (1)) + To(T1(V)) = (Tp o Th)(@) + (T2 o T1)(?),

(Ty o T1)(aid) = To(Ti(aB)) = To(aTy(T)) = oTs(T1(7)) = Ty o T1 ) (D),

e portanto, T o T} é uma transformacao linear.

No que segue, vamos definir um conjunto especial.

Definicao 4.7 Dados V e W dois espacos vetoriais. Definimos o conjunto
LV,W)={T:V - W : T é transformacio linear}.

Ou seja, fixados dois espagos vetoriais V e W, L(V, W) denota o conjunto
de todas as transformacoes lineares de V em W. A partir da operacao de adicao
de transformacoes lineares apresentada no inicio dessa sec¢éo e o produto de um

escalar por uma transformagao, segue o seguinte resultado:

Proposicao 4.8 Dados V e W dois espagos vetoriais. O conjunto L(V, W)

munido da adicao

L LV, W) x LV, W) — L(V, W),
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(11, Ty) = Th + T,
e o produto por escalar
G Rx L(V, V) = L(V,W),

(Oé,Tl) — 'T1

€ um espaco vetorial, denotado espago vetorial de todas as transformacdes li-

neares de V.em W.

Demonstracgao. Devem ser verificadas todas as oito propriedades da defini¢ao

de espago vetorial. Deixamos para o leitor.
O

Observagao. Quando V =W, escrevemos L(V,V) = L(V).

Exercicios

1. Sendo F,G e H € L(R?) definidos por F(z,y) = (z,2y), G(z,y) =
(y,z+y) e H(z,y) = (0,2), determinar F+ H, FoG, Go(H+F), GoF
e HoF.

2. Sejam S e T os operadores lineares em R? definidos por S(z,y) = (0, )
e T(x,y) = (x,0). Mostre que SoT = 0, mas que T o S # 0. Mostre
também que T? =T.

4.3 Nicleo e imagem de uma transformacao

Nesta secao apresentaremos os importantes conceitos de nicleo e imagem de

uma transformacao linear, bem como suas principais propriedades.

Definicao 4.9 SejaT : V — W uma transformagao linear. Definimos o nicleo

de T', e denotamos por ker T, o conjunto
ket T = {7 eV : T(7) = Ow},

ou seja, o conjunto de todos os vetores de V que sao levados pela T ao vetor
nulo de W.
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Pela definicao acima notamos que ker T C V. Uma outra notagao para o
ntcleo de T' é N(T).

Note que o nucleo de T' estd bem definido, pois de acordo com a Proposicao
4.2, item (a), segue que para qualquer transformacao linear T : V' — W, tem-se
que T(0y) = Ow, logo, Oy € kerT, ou seja, o niicleo de uma transformacio

nunca € vazio, pois contém pelo menos o vetor nulo de V.

Abaixo temos uma ilustragao classica para a definicao de ker T'.

O resultado a seguir mostra que nicleo de uma transformacao linear é mais

do que um subconjunto de V', ele tem estrutura de espacao vetorial.

Proposicao 4.10 Seja T : V — W wma transformacao linear entre os espagos

vetoriais V e W. Entao, ker T é um subespaco vetorial de V.

Demonstracao. Dados 4,7 € ker T e a € R. Precisamos mostrar que @+ ¥ €

ker T e que ai € ker T'. De fato, pela linearidade da T' segue que
T(@+ %) = T(@) +T() =040 =0,
e portanto concluimos que @ + ¥ € ker T', e
T(ai) = oT(d) = a -0 =0,

e portanto ol € kerT'. Isso conclui a prova da Proposicao.
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A seguir apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 1. Determine o nticleo e a dimensdo do niicleo de T : R? — R? dada

por T'(z,y) = (z + 2y, — y).

Solugao. Neste caso,
kerT = {(z,y) € R* : T(z,y) = (0,0)} = {(z,y) € R? : (z+2y,2—y) = (0,0)},
e portanto o nicleo de T serd a solucao do sistema linear homogéneo

rz+2y=0
z—y=0

cuja solucao é apenas a trivial (z,y) = (0,0).
Portanto, neste caso, ker T' = {(0,0)}, e disso dimker T" = 0.

Exemplo 2. Determine o ntcleo e a dimensio do niicleo de T : R? — R? dada

por T(x,y,2) = (x + 2y — 2,y + 2).

Solugao. Temos que
ker T = {(x,y,2) € R® : T(x,y,2) = (0,0)},

o que segue que o nécleo de T consiste na solugao do sistema homogéneo

r+2y+2=0
)
y+z=0
donde segue que y = —z e dai « + 2(—2) + z = 0 implica em & = z. Portanto,

temos que
kerT = {(z,5,2) ER’ tw=z2 e y=—2} ={(z,~%2) : z€R} =

= {Z(la _17 1) RS R} = [(17 _]-7 1)]7
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ou seja, ker T é o subespago gerado pelo vetor (1, —1,1). Como um tnico vetor

nao nulo é L.I., segue que dimker 7" = 1.

Neste caso podemos dar uma interpretagao geométrica para ker T: o nucleo
de T é um subespaco vetorial do R?, e consiste na reta que passa pela origem

e que possui o vetor (1, —1,1) como vetor diretor (faga um desenho).

Exemplo 3. Determine o nicleo e a dimensao do nicleo de T : R? — R dada

por T'(z,y,2) =z + 2y — 2.

Solugao. Temos que
ker T = {(x,y,2) € R® : T(z,y,2) =0} =

={(z,y,2) €ER® : 2+ 2y — 2 =0} = {(w,y,2 +2y) : z,y € R} =
= {$(17071)+y(07172) T,y € ]R} = [(LOa 1);(07172)]7

ou seja ker T' é o subespago gerado pelos vetores (1,0,1) e (0,1,2). Como tais

vetores sao L.I. (verifique!), segue que dimker T = 2.

Neste exemplo também podemos dar uma interpretacao geométrica para
ker T: consiste no plano do R? passando pela origem e contendo os vetores
(1,0,1) e (0,1,2). Faga um desenho.

Exemplo 4. Sendo P, o espaco vetorial dos polinémios de grau menor ou igual
a n, considere a transformacao linear D : P,, — P,, dada por P,(p(x)) = p'(z),
ou seja, a transformacao linear é a derivagao de polinémio. Entao o ntcleo de

D sera dado por
ker D = {p(z) € P, : D(p(x)) =0} ={p(z) =a : a € R},

ou seja, o nucleo de D corresponde ao subespago vetorial de todos os polinémios

constantes, visto que a derivada de uma funcao constante é a fungao nula.



104 Algebra linear I

No que segue apresentamos o conceito de injetividade em transformacoes
lineares, o que, na verdade, consiste exatamente no conceito de fungao injetiva

estudado no Caélculo.

Definicao 4.11 Dizemos que uma transformagao linear T : V. — W é injetiva

se, e somente se, para todo @, ¥ € V, tais que @ # ¥, implicar em T(@) # T ().

Em palavras, dizemos que uma transformacao linear é injetiva se, e so se,

dominios diferentes acarretarem em imagens também diferentes.

Equivalentemente, podemos definir a injetividade da seguinte maneira:
T :V — W é injetiva se, e somente se, Vi, 0 € V tal que T'(@) = T(7), implicar
em U = v.

Convém observar que uma transformacao linear sempre manda neutro no
neutro. Assim, se outro vetor nao nulo for para o neutro mediante a 7', ou seja,
se ker T’ for um conjunto “maior” do que somente o zero, a injetividade da T

ja fica comprometida, i.e., T ja nao seria injetiva.

Isto posto, em consonancia com o conceito de nicleo de uma transformagao

linear, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.12 Seja T : V. — W wma transformacao linear. FEntdo, T €

injetiva se, e somente se, ker T = {0}.

Demonstragao. Seja T : V — W uma transformacao linear. Suponha que
T é injetiva. Por absurdo, suponha que ker T # {0}. Logo, segue que existe
7+ 0 tal que ¥ € ker T'.

Assim, temos T(7) = 0 = T(0), mas 7@ # 0, o que é um absurdo pois T é
injetiva. Portanto, ker T = {0}.

Reciprocamente, suponha que kerT' = {6} Vamos mostrar que T é inje-

tiva. Dados @, ¢ € V tais que T(i) = T(¥). Precisamos mostrar que @ = ¥.
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De fato, como T'(@) = T(7), segue que T(&) — T(¥) = 0, e pela linearidade

da T vem que T(@ — %) = 0, e portanto @ — @ € kerT. Como kerT = {0},
concluimos que @ — @ = 0, ou seja, @ = .

(I

Com base nessa Proposicao temos que a transformagao T do Exemplo 1
dado acima é injetiva, ja as transformagoes dos Exemplos 2 a 4 nao sao injeti-

vas.

Definicao 4.13 Seja T : V. — W uma transformacao linear. Definimos a

imagem de T, e denotamos por Im(7") ou T'(V'), o conjunto
Im(T)={weW : 30 €V tal que T(v) =}

Pela prépria definicao de imagem de uma transformagao linear temos que
Im(T) € W. Alé disso, Im(T) # § pois Oy = T(0y) € Im(T), e portanto, a

imagem de T estd bem definida.

Na figura abaixo apresentamos uma ilustragao do conceito de imagem de

uma transformacao linear.

[ ]
Y
£

Abaixo mostramos um importante resultado que nos mostra que a imagem
de uma transformacao linear é mais do que um conjunto, i.e., Im(7") tem uma

estrutura de espago vetorial.
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Proposicao 4.14 Seja T : V — W transformagao linear. Entao Im(T') é um

subespaco vetorial de W.

Demonstragdo. Dados @, € Im(T) e a € R, temos que existem Z,§ € V

tais que T'(Z) = @ e T(§) = ¢. Assim, usando a linearidade da T, temos
U+ 0=T(2)+T(y) =T(Z+y) € Im(T),

poisZ+yeV, e
atd = aT(%) =T(ax) € Im(T),

pois aZ € V.
O

Vejamos um exemplo. Considere T : R® — R? dada por T'(z,y,2) =
(x + 2y — z,y + 2), dada no Exemplo 2 acima. Naquele exemplo, vimos que
dimker T = 1, pois determinamos que kerT' = [(1,—1,1)]. Vamos determinar

a imagem de T e sua dimensao. Para isso, basta observar que
Im(T)={(x+2y—z,y+2) : z,y,2 € R} ={z(1,0) + y(2,1) + 2(-1,1)} =

= [(17 O)a (27 1)7 (717 1)]7

0 que nos leva a crer, a primeira vista, que a dimensao da imagem de 7' seria
3. No entanto, como sabemos que trata-se de uma colecio de vetores do R?,
certamente pelo menos um deles é combinacao linear dos demais, ou seja, sao
L.D. Nao é dificil ver que (2,1) = 3(1,0) +1(—1, 1), e disso, podemos descartar
o vetor (2,1) e daf [(1,0),(—1,1)] = ImT e ja é L.I. (Verifique!). Logo, con-

cluimos que dimIm 7T = 2.

Nesse exemplo, observe que dimker T+dimIm7T = 142 = 3 = dim R3. Tal
resultado nao é uma simples coincidéncia, como podemos observar no resultado

abaixo.

Teorema 4.15 Seja T : V. — W uma transformac¢ao linear. Entao,

dimkerT +dimIm7T = dim V.
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Demonstragao. Seja {01, ..., Uy} uma base de ker T'. Logo, dimker T = k.

Como ker T é um subespago vetorial de V, segue que a colegao {v1, ..., U}
é LI em V.

Assim, segue pelo Teorema 3.18 do completamento que podemos completar

esta colecao de modo a se obter uma base para V.

Dessa forma, seja o seguinte completamento {1, ..., Uk, W, ..., W,,} uma

base para V. Disso segue que dimV = k 4+ m.

Logo, temos que

dimV =k +m =dimkerT + m.

Resta mostrar que dimIm 7T = m.

Afirmamos que o conjunto {T'(w), ..., T(Wy,)} é uma base para ImT'. Isso

serd suficiente para provar o Teorema. Vamos a prova dessa afirmagao:

(a) [T(@1), ..., T(w@n)] = ImT.

De fato, seja w € W. Entao temos que 3¢ € V tal que T'(¢) = 0.

Como {1, ..., Uk, W1, ..., Wy, } uma base para V, segue que existem escalares

Qs ooy Ak, B,y oovy B € R tais que

U= 011171 —+ ...+ Olk"l_fk + 511171 —+ ..o+ ﬂmu_im

Aplicando a T, e considerando a sua linearidade, vem

wW=T@) =T (%) + ... + axT (k) + 1T (W1) + -.. + BT (W)
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k

Como para cadai = 1,2, ..., k tem-se que ¥; € ker T', segue que Z a; T(0;) =
i=1
6, e dal a igualdade acima resulta em

W = BT (1) + ... + BT (W) = T Bji;) € ImT.
j=1

Logo, vale (a), o que indica que o subespaco gerado pelos vetores T'(w), ...,

T (W) é ImT.
(b) {T(i%y), ..., T(Wp)} é L1

De fato, sejam 71, ..., vm € R tais que
T (1) + oo 4+ Ym T (W) = 0.
Pela linearidade da T segue que
T(y161 + .. + YmWm) = 0.

Logo, segue que 1wy + ... + YWy € ker T. Como {1, ..., U} é a base de ker T,

segue que existem escalares aq, ..., ax reais tais que
. - . ~
YW1 + .. + YWy, = A1V1 + ... + QR Uk,

ou seja,

a101 + ... + axUx — Y1W1 — ... — YW, = 0.

e como esta combinagao linear estd em termos da base de V, tais vetores sao
L.I, e disso a igualdade acima implica em todos os escalares serem nulos. Em
particular, a; = as = ... = ax = 0, como queriamos. Logo vale (b).

De (a) e (b) segue que {T(w),..., T (W)} é uma base para Im T, donde

segue que dimIm 7T = m.

O

Duas consequéncias imediatas do Teorema acima sao os Corolarios que se-
guem, os quais as demonstragdes deixaremos a encrgo do leitor. Antes, porém,

vejamos o conceito de transformacao sobrejetiva.
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Definicao 4.16 Dizemos que uma transformacao linear T': V. — W é sobre-
jetiva se T(V) = W, ou seja, se a imagem Im T de V mediante T for todo o

contradominio W.

Uma outra maneira de definir a sobrejetividade da T : V' — W é mosttrar
que Vi € W, 30 € V tal que T'(7) = .

Corolario 4.17 Seja T : V. — W uma transformagdo linear. Se dimV =

dim W entao T € injetiva se, e somente se, T é sobrejetiva.

Corolario 4.18 Seja T : V. — W wuma transformacgao linear injetiva. Se
dimV = dim W, entao T leva base em base, i.e., se {Uy,...,T;} € uma base de
V, entao {T(0y),...,T(Uk)} serd uma base de W.

Exercicios
1. Seja G : R? — R? a transformacio linear dada por
Gz,y,2) = (x+2y —z,y + z,x + y — 22).
Encontre uma base e a dimensao do nicleo da G.
2. Seja T : R? — R3 a aplicacdo linear dada por
T(x,y,2) =(x+2y— 2z, y+ 2, +y—22).
Determine uma base e a dimensao para o ntucleo e para a imagem de T

3. Sejam F' e G operadores lineares de um espago vetorial V. Mostre que
ker G C ker(F o G). Dé um exemplo onde vale a igualdade.

4. Sejam F € L(U,V) e G € L(V,W) tais que ker F = {0} e ker G = {0}.
Prove que ker(G o F') = {0}.

5. Seja T : R?* — R3 dada por T'(z,y,2) = (2,2 —y, —2)

(a) Determine uma base do ntcleo de T'.

(b) Dé a dimensao da imagem de 7'
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(¢) T é sobrejetora? Justifique.

(d) Faga um desenho para ker T e Im 7.

6. Ache uma aplicacio linear T : R? — R* cuja imagem é gerada por

(1,2,0,—4) e (2,0, —1,—3).

(Sel. Mestrado UFSM/2013/2) Considere o R-espago vetorial P»(R), dos
polinémios de graus menor ou igual a 2, e a transformacao linear T :
R? — P»(R) determinada por T(1,0) =1 —t e T(0,1) =1 — ¢%.

(a) Encontre o nicleo e a imagem da transformacéao T'.

(b) Esta transformacgao é injetiva, sobrejetiva, bijetiva? Justifique sua

resposta.

(Sel. Mestrado UFRGS/2011/2) Sejam U e V dois espagos vetoriais
de dimensao finita sobre R e T : U — V uma transformacao linear.
Considere S = {uy, Us, ..., U} C U.

(a) Mostre que se {T'(@1), T (d2), ..., T (i)} é linearmente independente
em V, entdao S é linearmente independente em U.
(b) Mostre que se T é injetora e S é linearmente independente em U,

entdo {T(dy), T (dz),...,T(d))} é linearmente independente em V.

(Sel. Mestrado UFRGS/2008/1) Seja P, o espago vetorial dos polindmios

de grau menor ou igual a n:
P, = {f(t) = ap + a1t + ast® + ... + at", t € R,a; € R}.

(a) Obtenha uma base e a dimenséao de P;.
(b) Mostre que P3; é um subespaco vetorial de Pj.

(c¢) Considere o operador linear D : Py — P, definido como D f(z) =
%(x). Obtenha a matriz da transformagao linear D numa base

conveniente de Pjy.

(d) O operador D do item (c) ¢ injetivo? E sobrejetivo?
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4.4 Isomorfismos e transformacoes inversas

Quando uma transformacao linear T' cumprir as Definigoes 4.11 e 4.16, obtemos

a seguinte:

Definicao 4.19 Dizemos que uma transformacao linear T : V — W é bijetiva

quando for injetiva e sobrejetiva.

O conceito acima recebe uma atencao especial na Algebra linear para definir
o conceito de isomorfismo entre espagos vetoriais, conceito esse que nos assegura

que dois espagos vetoriais, num certo sentido, se comportam de maneira igual.

Definicao 4.20 Dizemos que uma transformagao linear 7' : V. — W é um
isomorfismo quando T for bijetiva. Neste caso, dizemos que os espagos vetoriais

V e W sao ditos isomorfos, e escrevemos V ~ W.

A seguir apresentamos alguns exemplos de espagos vetoriais isomorfos.

Exemplo 1. R?® ~ P,, onde P> = {p(t) = ag + a1t + ast? : ag,a1,a2 € R} é o

espago vetorial dos polinomios de graus menor ou igual a 2.

De fato, defina a aplicacdo T : R® — P, pondo
T(ag,a1,a2) = ag + art + agtz,

E facil ver que T é linear e deixamos esse detalhe para o leitor.

i) T é injetiva: basta mostrar que ker T = {0}, onde 0 = 0 + 0t + 0t? denota
(i) j

o polinémio identicamente nulo. De fato,
ker T = {(ag, a1,az) € R : T(ag,a;,as) =0} =

= {(ao,al,ag) S RS D ag + alt + a2t2 =0 + 0t —+ OtQ} = {(070,0)}

Logo, pelo Teorema 4.12 segue que 7' ¢é injetiva.
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(ii) T é sobrejetiva: dado p(t) = a + bt + ct?, segue que 37 € R3 tal que
T (V) = p(t). De fato, basta tomar ¥ = (a, b, ¢).

Logo, de (i) e (ii) segue que T' é bijetiva, e portanto, um isomorfismo, donde

segue que R ~ P,

Exemplo 2. C ~ R?, onde C denota o espaco vetorial dos ntimeros complexos

munido da adigao ususal de niimeros complexos
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
e a multiplicagao usual por escalar
ala + bi) = aa + abi.
De fato, defina T : C — R? por
T(a+ bi) = (a,b).

E facil ver que T é linear e deixamos para o leitor.

(i) T é injetiva: de fato,
kerT={z=a+bicC:T(z)=(0,0)} =
={a+bi : (a,b) =(0,0)} = {(0,0)},

logo, T' é injetiva.

(ii) T é sobrejetiva: de fato, para todo (x,y) € R?, 3z € C tal que T'(2) = (z,y).

Basta tomar z = x + yi.

Logo, de (i) e (ii) segue que T é bijetiva, e portanto um isomorfismo entre
C e R?, donde segue que C ~ R2.

Exemplo 3. M(2,2) ~ R*, onde M(2,2) denota o espaco vetorial das matrizes

2 x 2 com entradas reais, munido das suas operacbes usuais. De fato, basta
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definir T': M(2,2) — R* por

ailr a2
T ( = (a11,a12, a1, G22).

az1  a22
E facil ver que T é linear e bijetiva, donde segue o isomorfismo. Deixamos para

o leitor completar os detalhes.

Observe que se V e W sao espacos vetoriais isomorfos, i.e., se V ~ W entao
dimV = dimW. Veja, por exemplo, os trés exemplos dados acima. Isso é
devido ao Teorema 4.15. De fato, sendo T': V' — W um isomorfismo, em parti-
cular T é injetivo, e disso ker T' = {0}, e com isso segue que dimIm 7T = dim V,
e como T em particular também é sobrejetiva, segue que Im7T = W, logo,
dimV = dim W.

Sendo T : V' — W isomorfismo (linear e bijetiva), a mesma admite uma
transformacdo inversa 77! : W — V, que também serd linear. De fato, a
bijetividade da T garante a existéncia de uma transformacao inversa, bastando
apenas verificar que a linearidade continuaré existindo em 7T~1. Antes disso,
vamos definir melhor este conceito de inversa, do mesmo modo que se faz em
Célculo. Antes, porém, é importante ressaltar a seguinte notagao: sendo H
um espago vetorial qualquer, definimos a transformagao linear Iy : H — H,
Iy (i) = @ a transformacao linear identidade em H. E facil ver que Iy ¢ linear

e deixamos a encargo do leitor. Isto posto, definimos:

Definicao 4.21 Dizemos que uma transformacao linear 7' : V. — W ¢ in-

versivel se existir uma transformagdo G : W — V tal que

ToG:V =V, (ToG) @) =1Iy(@) =7

Nesse caso, dizemos que G € a transformacao inversa da T e escrevemos G =

T~ (e vice-versa).
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Vejamos que T~ ! continua linear. Considere T : V' — W linear. Assim,

dados 4, v € V e a € R temos que
TE+7) =T +T®) e T(aid)=aT(d).

Disso, segue que existem Z, € W tais que T(4) = Z e T(¢¥) = @ (e dai
Z=T7Y2) ev =T (w)). Logo, T~! : W — V serd tal que (usando a
linearidade da T")

T a2) =T aT(2) =T (T (o) =
= (T o T)(ail) = ail = T (),
o que mostra a linearidade da T !.
Observando o Corolério 4.18 temos que uma transformacao linear bijetiva
manda base em base. Assim, uma maneira de se obter a inversa de uma trans-

formacao linear inversivel é seguindo o seguinte procedimento apresentado no

exemplo abaixo.

Exemplo. Seja T : R?® — R3 (neste caso V = W = R3) dada por
T($7ya2) = ($+y—Z,(L‘+Z,2y—Z)-

Essa transformagao T é sem divida linear. Vamos calcular o seu ntcleo

para verificar se é injetiva:
ker T = {(z,y,2) € R® : T(z,y,2) = (0,0,0)},
ou seja, ker T' corresponde a solugao do sistema linear homogéneo

z+y—2z=0
x+2=0 )
20—2=0
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que é apenas a terna ordenada (0,0,0). Portanto, kerT" = {(0,0,0)}, donde
segue que T : R? — R3 ¢ injetiva. De acordo com o Coroldrio 4.17, T é também

sobrejetiva. Portanto, T' é bijetiva.

Logo, T é um isomorfismo e disso segue que existe 77! : R? — R3. Como
pelo Corolério 4.18, sendo T bijetiva, ela manda base para base, segue que,
consifderando a base ordenada canénica de V = R? {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)},
temos que pela T': V' — W, obtemos

T(1,0,0) = (1,1,0); T(0,1,0) = (1,0,2); T(0,0,1) = (—1,1, —1);

que produzira {(1,1,0), (1,0,2),(—=1,1,—1)} pela T uma base para W = R3.

Assim, para qualquer (z,y,2) € W = R?, podemos escrever
(x,y,z) :Oé(l,l,O)+/8(1,0,2)+’}/(—1,1,—1), (41)

e assim obtemos o sistema linear nas incégnitas o, 8 e y

a+f-y=u

a+y=y )

2-v==2
o que nos fornece o = 25”%, 8= y”% ey = w, e com isso, (4.1)
fica

2 — 2z — 2 -2
(2,9,2) = %(1, 1,0) + w(l’oﬂ) + W(_L 1,-1).
Aplicando T, que dever4 ser linear, vem
2 — 2z —
T Y (z,y,2) = %T*(L 1,0)+ LE2 2T p1q 0,9)4
2 -2
+ WT*(—LL—U.

Como T~ 1 :R3 = R? ser4 tal que

T71(1,1,0) = (1,0,0); 77*(1,0,2) = (0,1,0) e T (-1,1,—1) = (0,0, 1),
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segue que

2 —
T (wy,2) = =L 2(1,0,0) +

y+2z—x 204+ 2 —2x

(0,1,0) + (0,0,1),

ou seja, determinamos 7! : R? — R3 por

20 +y—2z y+2z—x 2y+z—2x
3 ’ 3 ’ 3

Tﬁl(xayv'z):( )

De fato, o leitor pode verificar que T o T~(x,y,2) = (7,y,2) e que T~ ! o
T(z,y,2) = (z,y, 2), 0 que mostra através da definicao que tal T~ é de fato a

inversa de T.

Exercicios
1. Seja T : R3 — R3 o operador linear dado por
T(z,y,2) = (2z, 4o — y, 20+ 3y — 2).

(a) Determine o ntcleo e a imagem de T' e suas dimensoes.

(b) Calcule T2 =T o T.

(c) Mostre que T' é invertivel.

(d) Determine a transformacao inversa T~!. Quais sdo seus niicleo e

imagem?

4.5 Matriz de uma transformacao linear

Nesta secao vamos apresentar a representagao matricial de uma transformagao
linear T : V. — W. Veremos que cada transformagao linear estard associada

a uma matriz, onde a formacao dessa matriz dependera das bases de V e de W.

Seja T : V — W uma transformacao linear, com dimV =n e dimW = m.
Considere 8 = {¥1,...,U,} e v = {W1, ..., Wy }, respectivamente, as bases de V'

e de W. Dessa maneira, temos que os vetores T'(¢), ..., T'(¥,) de W seréo
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escritos como uma combinacao linear dos vetores da base v de W, ou seja,,

existe Unicos escalares a;; tais que
T(’Ul) = a11W1 + ag1Wa + ... + A1 Wm,

T(’Ug) = a12W1 + a92Ws + ... + Am2Wm,

T(Uy) = a1,W1 + a2pWa + ... + QWi

Devido & unicidade dos escalares a;; determinados pelos equacionamentos
acima, a matriz transposta dos coeficientes das combinagoes lineares acima
definida serd unicamente determinada, em dependéncia das base 8 e ~. Isso

nos motiva apresentar uma definigdo matricial para uma transformacao linear:

Definicao 4.22 A matriz A = (a;j)mxn definida pelos coeficientes determina-
dos acima chama-se matriz de T em relacdo as bases 3 e v, e denotamos por

(715

Abaixo apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 1. Seja T : R? — R? dada por
T(x,y,2) = (3x + 2,20 —y + 2).

Considerando g = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e v = {(1, 3), (1,4)}, respectiva-

mente, as bases do R? e do R?, determinar a matriz da transformacao [T]%

e

Solugao. Como T'(1,1,1) = (4,2); T(1,1,0) = (3,1) e T(1,0,0) = (3,2),
segue que escrevendo tais vetores como combinacao linear dos vetores da base
~, vamos obter

(4, 2) = all(l, 3) + a21(1, 4)

(3, 1) = (112(]., 3) —+ CLQQ(]., 4)

(3, 2) = a13(1, 3) + a23(1,4)
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Cada igualdade acima dard um sistema 2 x 2 e obteremos os escalares a1 =
14; as1 = 10; a10 = 11; ass = —8; a13 = 10 e asg = —7. Assim, a matriz da

transformacao T' nas bases (5 e y seréd
14 11 10
T)? = :
Tl [ -10 -8 -7 ]

Exemplo 2. Considere a mesma transformagcao do exemplo anterior, ou seja,
T : R® — R? dada por T(x,y,2) = (3x + 2,22 — y + z), mas as bases sendo
as canoénicas, i.e., 8 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e v = {(1,0),(0,1)}. Nesse
caso, temos

7T(1,0,0) = (3,2) = 3(1,0) + 2(0,1)

7(0,1,0) = (0,—1) =0(1,0) — 1(0,1)

7(0,0,1) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1),

e portanto, a matriz da transformagao nessas bases sera

3 0 1
115 = :
2 -1 1
Repare que quando ambas as bases sao canénicas, a matriz da transformagao

linear é obtida da T imediatamente, pois os coeficientes das coordenadas da

imagem correspondem aos coeficientes da matriz procurada (Verifique!)

O préximo resultado nos mostra que, considerando as representagoes matri-
ciais de transformacoes lineares, a matriz resultante da composi¢ao da mesmas

corresponde ao produto das matrizes associadas.

Teorema 4.23 Sejam Ty : V. — W e Ty : W — U transformacaes lineares e
a, B ey, respectivamente, as bases de V,W e U. Entdo, a matriz associada d

transformacao linear composta To 0Ty : V. — U serd
[Ty 0 Th]§ = [TB]5 - [T1)5

Demonstragao. Sejam a = {01,..., 0}, S = {W,..., W} e v = {U1, ..., Um},

respectivamente, bases de V,W e U.
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Assim, como T'(¥1), ..., T'(Ux) € W, segue que existem escalares a;; € R tais

que
‘

Tl(Uj) = Zaij@, para j = 1,2,...,k‘.
i=1

Do mesmo modo, como T5 (W), ..., Ta (W) € U, segue que existem escalares

bip € R tais que

Ty (W) = thpﬁt, para p=1,2,..., 4.

t=1
Dessa forma, segue que
(bip)mxe - (aij)exn = [T2)2 - [T1]3, (4.2)
uma matriz de ordem m x k.
Por outro lado,
¢ ¢
(Ty 0 T1)(5;) = To(Tu (7)) = To () aiiii) = > ai; To(ih) =
i=1 i=1
4 m L m
= Z Qi Z byt = Z Z(bmazy)uta
i=1  t=1 i=1 t=1

e daf segue que
[TQ o Tl]% = (btiaij)mxk;

e com (4.2) temos
[Ty 0 Th]§ = (btii)mxk = (bei)mxe - (aij)exr = [T2]5 - [T1]5,

como queriamos mostrar.

O

Vejamos um exemplo simples. Considere T} : R? — R? e Ty : R? — R3,

dadas, respectivamente, por

Tl(xayvz) = (2x+y—z,y—|—z) € TZ(xvy) = (x,x+y,m—y)
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Vamos determinar a matrizes dessas representagoes nas bases candnicas.

imediato que elas sao dadas por

2 1 -1 Lo
[Tl]Z[O ) 1] e =11 1

Assim,

21 -1

[TyoTi]=[To]-[Th]=| 1 1 [O 1 1

Ou seja, obtemos, nas bases canonicas, T, o T} : R? — R3,

(TyoTh)(z,y,2) = 2z +y — 2,2z + 2y, 2z — 22).

Exercicios

E

1. Sejam o« = {(1,-1),(0,2)} e 8 = {(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)} bases de

R2 e R3, respectivamente, e

1 0

Tlz=11 1

0 -1

(a) Ache T.

(b) Se S(.’L‘,y) = (2y7$ - ya$)7 ache [S]%
1 0
(c) Ache uma base v tal que [T]$ =] 0 0
0 1
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3. Seja T : R3 — R? uma transformacao linear cuja matriz com relacio a

base canonica seja

(a) Determine T'(z,y, 2).

(b) Qual é a matriz do operador T' com relagao a base
6 = {(_17 ]-7 O)’ (17 _13 1), (07 ]-a _1)} ?
(c¢) O operador T é invertivel? Justifique.

4. Determine a representacao matricial de cada um dos seguintes operadores
do R? em relacdo as bases indicadas:
(a) F(z,y) = (22,3y — x) e base candnica.
(b) F(z,y) = (3x — 4y, z + 5y) e base § = {(1,2), (2,3)}.
5. Seja T : R?® — R? a transformacéo linear dada por
T(x,y,2) = (x +y,20 —y + 2).
(a) Determine o niicleo de T', uma base para ele e sua dimensao.

(b) Determine a imagem de T', uma base para ele e a sua dimensao.

(c) Considerando as bases

8= {(17 1, 1)7 (_1’ O>O>7 (07 2, O)} € 7= {(27 _1)7 (_15 0)}

do R? e do R?, respectivamente, determine a matriz da transformacao
TIE.

6. (Sel. Mestrado UFSM/2015/2) Seja P» o espago vetorial dos polinémios

de grau menor ou igual a dois.
(a) Verifique que B = {1 +t,—1 +t,t*} é uma base de P,.
(b) Verifique que T : P, — P definido por T(f(¢)) = dfd—(tt) — f(t) é um
operador linear.

(c) Encontre a matriz que representa T com relacao a base £.
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Capitulo 5

Autovalores e autovetores

Neste capitulo estudaremos o conceito de autovetor e autovalor associados a

uma transformacao linear.

5.1 Conceito

Seja T : V. — V um operador linear (ou seja, uma transformacio linear de
V em si mesmo). Perguntamos: quais sdo os vetores ¥ € V que sdo deixados
invariantes mediante T, ou seja, quais sao os pontos fixos de T, i.e., os vetores
U € V tais que T(¢) = ¢ 7 Mais geralmente, e o que norteard este capitulo,
estamos interessados em determinar todos aqueles vetores, se existirem, tais
que mandam pela T o vetor ¥ € V a um miltiplo de si mesmo. Definimos,

entao:

Definicao 5.1 Seja T : V. — V um operador linear. Dizemos que v € V,
¥ # 0 € um autovetor associado a T se existir um A € R tal que T(v) = A\0.

Nesse caso, o escalar A € R chama-se autovalor associado ao autovetor 7.

Por exemplo, seja T : R? — R? dada por T(z,y) = (3z, 3y).

Nesse caso, vamos verificar se existe A € R tal que T'(¥) = Av. Assim,

T(z,y) = Mz,y) & (3z,3y) = (Az, Ay),
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e disso obtemos o sistema
3x = \x
3y = \y

que corresponde ao sistema linear homogéneo

O mesmo possuird uma solu¢ao nao trivial quando seu determinante for zero
(regra de Cramer). Isto porque Az = Ay = 0. Entdo, para possuir infinitas

solugoes, A = 0, ou seja,

3—A 0

=02 (B3-N)?=0e\=3,
0 3-X

ou seja, A = 3 é um autovalor. Vamos determinar os autovetores associados a

tal autovalor. De fato, quando A = 3, temos
T(z,y) = 3(x,y) & (32,3y) = (3x,3y), V(z,y) € R,

ou seja, A = 3 é autovalor para todo vetor (z,y) € R

Vejamos um segundo exemplo. Considere T : R® — R3 dada por
T(z,y,2) = (4o + z,2x + 3y + 2z, x + 42).
Primeiramente, para determinar os autovalores de T', equacionamos
T(x,y,2) = Mz, vy, 2),
o que nos fornece o sistema

dr+z= Mz
20 4+3y+2z=\y
r+4z =Mz
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ou seja, obtemos o sistema linear homogéneo
4=Nzx+2z=0
204+ (3—=ANy+22=0
r+(@A—-Nz=0
Obviamente a solugdo trivial (0,0,0) ndo nos interessa. Como pela regra de
Cramer tal sistema possuira infinitas solu¢oes quando o determinante associado

a matriz dos coeficientes for nula, A = 0, serd esse o caso de nosso interesse,

ou seja, quando

1 0 4—-X
Da igualdade acima vamos determinar uma equacao de terceiro grau na
incégnita A, cujas raizes fornecerao os autovalores procurados. Com eles, de-

terminamos em seguida os autovetores associados.

Na préxima secao voltaremos a este exemplo, resolvendo-o por completo.
Vamos apresentar, primeiramente, a técnica geral que encerra o procedimento

de busca dos autovalores e autovetores.

5.2 Procedimento para obter autovalores e au-

tovetores

Seja T : V. — V uma transformacao linear de V' em V. Considere a matriz
[T] da transformagao na base candnica de V: (observe que tal matriz [T] serd

quadrada).

a1 ... Qip
[T] =
Gpy - Qpp
Assim, queremos verificar se existe ¥ = (21, ...,x,) € V, com ¥ # 0, tal que
T(¥) = AU, para algum A € R.
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Assumindo a igualdade acima, matricialmente, escrevemos
[T]-T=XNa[T]-T-X=0&
& ([T) = M) -7 =0,

ou seja,

Apl - Qpp 0 0 X T 0

O que nos fornece

a11—)\

S
=
3
8
._.
o

=1 .. |. (5.1)

an1 cer Qpp — A Ty 0
Como o sistema homogéneo acima possuird solugdo nao trivial (que nos in-
teressa) se, e somente se, det([T] —AI) = 0, temos que os autovalores associados

a T s@o determinados pelos zeros do polinémio p(A) definido por
p(\) = det([T] - AI),

chamado de polinomio caracteristico.
Assim, p(\) = 0, chamada de equacgdo caracteristica, nos fornece os autova-

lores de T', ou seja, os autovalores de T' sao obtidos de

ailp — A a12 Aln
a1 a9 — Ao agn —0
G, Gy e Oy — A

Sejam Aq, ..., A, os autovalores obtidos da equagao acima. Para determinar
os autovetores associados, precisamos resolver o sistema (5.1), para cada auto-

valor A = A;, j = 1,2, ...,n encontrado.

Voltemos ao exemplo da se¢do anterior, vamos determinar os autovalores e
autovetores de T : R3 — R? dado por
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Para isso, a matriz associada a T', nas bases canonicas, é

[T] =

N
o w O
N

Assim, o polinémio caracteristico serd dado por

0 que nos fornece

(B=M(4-N?-1) =0,

donde segue que obtemos dois autovalores A\; = A2 = 3 e A3 = 5. (um deles

tem multiplicidade 2).

Para determinar os autovetores associados a A\; = 3 e A3 = 5, resolvemos,

aplicando a igualdade (5.1) para A\; = 3 e depois para A\ = 5:

e )\; = 3: Nesse caso, temos

4-3 0 1 T 0
2 3-3 2 =101,
1 0 4-3 z 0

o que nos fornece o sistema linear

r+2=0
204+22=0 ,
r+2=0
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que corresponde apenas & equagao x + z = 0, e disso z = —z. Portanto, temos
que todo vetor (x,y,z) do R?® tal que z = —x serd um autovator associado
ao autovalor \; = 3, i.e., (z,y,—z), com z,y, € R, é autovalor associado ao

autovetor \ = 3.

e )3 = 5: Nesse caso, temos

4 -5 0 1 T
2 3—-5 2 y | = ,
1 0 4—-5 z

o que nos fornece o sistema linear

—x+4+2=0
20 —2y+22=0 ,

r—2=0
que corresponde ao sistema linear

r—y+z2=0

r—2=0

Disso, segue pela segunda equacao que x = z. Logo, a primeira equacao nos
fornecera y = 2z. Portanto, todo vetor (x,y,z) do R3 tal que x = z e y = 2z
serd um autovetor associado ao autovalor A = 5. Ou seja, para cada z € R,

(2,22, z) é autovetor associado ao autovalor A = 5.

No que segue, apresentamos uma propriedade referente a autovalores e au-

tovetores.

Proposicao 5.2 Seja T : V — V um operador linear. Se v € V € autovetor
de T associado ao autovalor A, entdo, para qualquer constante k # 0, temos

que kv também serd um autovetor de T associado ao mesmo autovalor .

Demonstragao. De fato, se ¥ € V é autovetor de T" associado ao autovalor
A, entao, temos que
T(7) = \v.
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Dado k # 0, observamos que, pela linearidade de T, vem
T(kv) = kT(0) = k(M) = A(kD),

donde segue o resultado.
O

Voltando ao estudo de matrizes, dizemos que duas matrizes A e B, de
mesmo tamanho, sdo ditas semelhantes, se existir uma matriz inversivel M tal

que B = M~'AM. Isto posto, temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.3 Se A e B forem duas matrizes semelhantes, entdo elas pos-
suem o mesmo polindomio caracteristico, e portanto, possuem mesmos autova-

lores.

Demonstragao. De fato, se A e B sdo semelhantes, segue que existe uma ma-
triz inversivel M tal que B = M ~'AM. Sejam pa()\) e pg()\), respectivamente,

o polinémio caracteristico de A e de B. Assim,
pp(\) =det(B — \) = det(M'AM — \I) =
=det(M*AM — AM~'M) = det(M*AM — M~ *(\)M) =
det(M~ (A = XI)M) = det M~ - det(A — XI) - det M =
= det(A — M) = pa(N).

Assim, possuindo mesmo polinémio caracteristico, segue que A e B pos-

suirao mesmos autovalores.

O

Exercicios

1. Determine os autovalores e autovetores associados a cada transformacao

linear abaixo:

(a) T :R2 — R2, T(z,y) = (v + 2y, —z + 4y).
(b) T:R* - R® T(z,y,2) = (@ +y, o —y+ 22,20 +y — 2).
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(c) T: Py — Py, T(at? + bt + ¢) = at® + ct +b.
(d) T:R® = R3, T(x,y,2) = (v +y+2,2y+ 22y + 32).

2. Determine os autovalores e autovetores das seguintes matrizes:

1 -1
1 3 2 1
(@ (_1 5) (v) (3 4> (© 3
1 1
1 3 -3 0 0 2
@A=|0 4 o e A=|0 -1 0
-3 3 1 2 0 0

3. Se um operador linear T : V. — V é tal que A = 0 é um autovalor

associado a T', mostre que o operador T nao ¢é inversivel.

4. Mostre que uma matriz A e a sua transposta A’ possuem mesmos auto-
valores.



Capitulo 6

Espacos com produto

interno

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de produto interno e suas principais

propriedades.

6.1 Produto interno
Definicao 6.1 Seja V um espacgo vetorial. Dizemos que uma aplicagao
() VXV =R,

(@,?) — (4,0) € R

é um produto interno em V se satisfizer as seguintes propriedades: para todo

i, U, W € V e para todo A € R tivermos
(a) (@, @) >0 e (@) =0« @ =0. (positividade)
(b) (4, V) = (U, u). (simetria)

(¢) (4,7 + W) = (4, ) + (d,w). (bilinearidade)

(d) (M, ¥) = A\d, v). (bilinearidade)
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Note que de (d) segue o seguinte resultado: (0,7) = 0. De fato, basta
observar que
(0,7) = (0-@,7) = 0(iZ, ) = 0.

A seguir apresentamos alguns exemplos de espacos com produto interno.

Exemplo 1. Seja V = R3. Dados @ = (u1,uz,u3) e ¥ = (v, v, v3), considere
a aplicacdo (4,?) = @ - U = ujv; + usva + usvs, ou seja, o produto escalar
usual de vetores em R3, c.f. o estudo em Geometria Analitica. Ou seja, vamos
mostrar que o produto escalar usual do R? é um produto interno. De fato,
dados @ = (u1,u9,us), ¥ = (v1,v2,v3) e W = (wy,ws,ws) vetores e A € R,

temos:

(a) (@,@) > 0 pois (@, @) = ujuy + ugug + uzuz = u? + ui + u3 > 0, e além
disso, (i, @) = 0 se, e somente se, u? + u3 +u§ = 0, ou seja, se, e somente
se (ug,uz2,u3) = (0,0,0).

(b) (@, T) = ugv1 + ugva + uzvs = viuy + vous + vuz = (U, ).

(c) (@,7 + @) = (4, V) + (@, w): De fato, basta usar da distributividade do

produto escalar usual:

(@, T+ = @ (F+ @) =T+ = (@
(d) (M, ¥) = A\, ¥): De fato,
<)\’L_L'7 17) = <()\’IL1, g, >\U3>, (Ul, Vg, ’U3>> = A\u1v1 + Augvg + Auzvg =

= AMuqv1 + ugvg + ugvs) = A\, ¥)

Exemplo 2. Seja V = C([a,b]) o espago vetorial das fungoes continuas em

[a,b]. Defina a aplicagéo (,.,): V x V — R por

b
(f,9) :/ f(z)g(x)dx.

Afirmamos que tal aplica¢do define um produto interno em V = C([a,b]). De
fato, dados f,g,h € V e XA € R, temos que
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(a) (f, f) = 0 pois

/f m-/%@ﬁwzm

e (f, f) = 0 se, e somente se, fa (f(z))?dx = 0, se, e somente se, f = 0

(isto porque f é continua).
(b) (f,9) = (g, f), pois
— [ #@(a)ds = [ ga)s@)iz = (9. 5)

() (f,g+h)={f,9)+ (f,h), pois
b b
(g +h) = [ F)lgl@) + hia)ds = [ [F)gla) + Fa)h()de =

b
=/f@) M+/f )dz = (f,g) + (f, 1),
(d) (\f,g) = A(f, ), pois
Mﬁm:/ v dw—(/f r)dz = MJ, ).

Exercicios
1. Mostre que a aplicagdo {,) : R? x R? — R dada por
(w1, 22), (Y1, Y2)) = T2y2 + 42191
é um produto interno.

2. Dados @ = (u1,uz) e ¥ = (v1,v2), verifique se a expressao abaixo define

um produto interno em R?:

<1_[, ’17> = UIV1 — ULV2 — VU] + SUgVs.

3. Sendo @ = (u1,uz) e ¥ = (v1,v2) vetores em R?, defina a aplicagio
U101 U2V2
a? b2’

onde a,b € R\ {0} estdo fixados. Prove que tal aplicacio define um

<ﬁ7 'U> =

produto interno.
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6.2 Ortogonalidade

O proximo conceito generaliza a ideia de perpendicularismo de vetores.

Definicao 6.2 Dizemos que dois vetores 4 e ¥ em um espaco vetorial V' sao

ortogonais, e escrevemos 41U se, e somente se, (i, ¥) = 0.

Por exemplo, em R? temos que os vetores da base canonica sdo dois a dois
ortogonais, considerando o produto interno sendo o produto escalar usual da

Geometria Analitica.

Um outro exemplo mais interessante é considerar V' = C(]0, 27]), munido
do produto interno definido por

2

(f,9) = ; f(x)g(z)dx.

Nesse caso, tomando como vetores as fungdes f(z) = senz e g(x) = cosuz,

temos que

2
sen2zz

2 2m
(f,9) = / sen x cos xdxr = / (senz)!(cos xdx) = =
0 0 2 o

1
= §(sen227r —sen?0) = 0,
logo f(x) = senx e g(x) = cosx sdo ortogonais em V', com o produto interno
acima definido.

Abaixo encerramos algumas propriedades sobre ortogonalidade de vetores.

Proposicao 6.3 Dados U, v, W em um espaco vetorial V munido de um produto

interno (.,.), valem as seguintes propriedades de ortogonalidade de vetores:
(a) Para qualquer @ €'V, @L0.
(b) Se 4 L¥, entao TLa.
(¢c) Se i L¥ e wlw, entao 4 L(T+ ).

Demonstragao. A prova é trivial e fica como exercicio para o leitor.
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Proposicao 6.4 Seja {01,0s, ..., U} um conjunto de vetores nao nulos dois a

dois ortogonais. Entao, tal conjunto é L.I.

Demonstragdo. Seja {¥1,...,U,} conjunto de vetores nao nulos, dois a dois

ortogonais, ou seja, tais vetores cumprem a propriedade
(U;,05) =0, se i#j
(pois (U;,7;) > 0 visto que ¥; # 0). Sejam a1, as, ..., o, € R tais que
Q1T + oty + ... + antiy, = 0. (6.1)
Dessa forma, para cada j € {1,2,...,n} fixado, temos que
0= (0,7;) = (11 + aala + ... + Ay, T;).

Usando das propriedades da bilinearidade da definicao de produto interno,

vamos obter

(%1 <771, 77]> + a2<772, ﬁj> + ...+ Oéj<77j, 17]> + ...+ Oén<17n717j> =0,
e como (U;, ¥;) = 0 para i # j, restard apenas
a; (U}, Uj) = 0,

onde (¥}, ;) # 0 pois ¥; # 0, donde segue que o; = 0.

Como o procedimento acima vale para todo j € {1,2,...,n}, concluimos que
a1 = ag = ... = a, = 0, 0 que, combinado com (6.1), segue que o conjunto

{01, Ty, ..., U} 6 LL
O

Exercicios

1. Dados os vetores @ = (1,1,1), 7 = (1,2,-3) e & = (1, —4,3) no espago
vetorial R?, munido com o produto interno usual, verifique quais pares

sao ortogonais.

2. Mostre que as fungoes f(x) = senz e g(x) = cosx no espago vetorial
C([—m, ) com produto interno definido por (f,g) = [*_ f(z)g(x)dz sdo

ortogonais.
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6.2.1 Ortogonal de um conjunto

Definicao 6.5 Seja S um subconjunto nao vazio de um espago vetorial V.

Definimos o ortogonal de S, e denotamos por S+, o conjunto
St={veV: (7,5 =0 v5cS}.

Ou seja, dado .S um conjunto nao vazio, em um espaco vetorial V| o orto-
gonal de S é o conjunto dos vetores de V' que sao ortogonais a todos os vetores
de S # (), destacando §€ S.

Note que S+ é sempre nao vazio, pois dado S um vetor qualquer de S, pela
Proposicao 6.3 segue que 0.L5, logo, 0esSt. Portanto, temos que o ortogonal
de S estd bem definido.

Um resultado interessante que destacamos consiste em que, mesmo que
S ndo possua estrutura de espaco vetorial, segue que S+ serd um subespaco

vetorial de V. Ou seja, temos o resultado que segue.

Proposicao 6.6 Seja S um subconjunto nao vazio de um espaco vetorial V.

Entdao o ortogonal de S € um subespaco vetorial de V.

Demonstragao. De fato, dados @, 7 € S* e a, € R, segue que, V5 € S, temos
que
(ail, §) = (i, 5) = a-0=0,

logo, ail € S*. Além disso,
(U+7,8) =(4,5) + (1,5) =0+ 0=0,

e portanto @ + @ € S*. Isso conclui a prova da Proposicao.

6.3 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Nesta secao, dada uma base 8 de um espaco vetorial, vamos determinar um

procedimento para, a partir de tal base, determinar uma base 8’ que seja
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ortogonal. Tal procedimento é chamado de processo de ortogornalizagdo de
Gram-Schmidt.

Definicao 6.7 Dizemos que uma base v = {01, ..., ¥, } de um espago vetorial
V' com um produto interno (, ) é ortogonal se seus vetores forem dois a dois

ortogonais, ou seja quando

1,sei=3j

<17i777j>: o
0, sei#j

Por exemplo, em V = R? munido do produto interno sendo o produto es-
calar, temos que a base canénica S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é ortogonal,

pois seus vetores sao todos dois a dois ortogonais.

Sejay = {4, ¥, ..., U } uma base ortogonal de um espago vetorial V. Assim,
dado u € V, segue que 4 = a1v + ... + a,U,, e devido a ortogonalidade da

base, podemos escrever
I S Lo
(@, 0;) = (1th + ... + Ty, U;) =

= 0(1<’L_)’1,1_1’j> + .oty <17j, 17]> + ...+ Oén<17n,17j> = ()lj<17j,6j>,

pois (U, T;) = 0 se k # j. Ou seja, obtemos uma maneira de determinar os

escalares o, 7 = 1,2,...,n:

S

(. @) (6.2)

(@, 75)

Isto posto, vamos a dedugao do processo de ortogonalizagao.

1

ay; =

Seja 8 = {¥1, ..., U, } uma base qualquer de um espago vetorial V. Vamos
determinar, a partir de 8 uma base que seja ortogonal. Vamos denotar tal base
por B’ = {v'1,...,v',}, onde tais vetores devem ser determinados a partir dos
vetores de (3, e deverao ser dois a dois ortogonais. Vamos considerar o primeiro
vetor sendo igual ao primeiro vetor da base dada, ou seja, v’y = 7. Observe a

ilustragao abaixo.
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DESENHO...

Assim, para determinar v’5 temos que determinar o escalar oy tal que vp =
a1v’y + V9, ou seja
v

vy = Uy — aqv'y.

Por (6.2) obtemos
Vg =Ty — M Sy,
(v'1,0"1)

Note que v’ e v'1 sao de fato ortogonais, pois

- —

(U9, 071) = (g — aq 01, 0"1) = (T, v"1) — a1 (01, 0"1) =

<l
!

Seguindo o raciocinio, determinamos v’3 a partir dos vetores v’; e v/ de-
terminados anteriormente. Ou seja, precisamos determinar aj,as € R tais
que

—

V'3 = U3 — g’y — vy,
de tal modo que (v'3,v'1) = (v'3,v'9) = 0. Felizmente, a escolha adequada
para tais escalares é considerar oy 0 mesmo determinado acima e as tendo a

mesma configuracdo, ou seja, ambos sdo determinados conforme (6.2):

o (T, v'1) e = (T3, 072)
- — - - - - )
<U/17U/1> <U 2,0 2>
e com isso, obtemos
vy = T3 — (93, 0'2) - (02, 1) vy
(v/2,v'2) (v'1,v'1)
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Seguindo por indugao, concluimos que, no passo k, 1 < k < n, o vetor o k

da base ortogonal procurada serd da forma

onde (17;9,17’]) =0,paraj=1,2,....k—1.

Convém obsrevar ainda que, de acordo com a Proposicao 6.4, temos que o
conjunto 3 = {v'y,...,v',,} é LI, e como dim V = n, segue que /3’ realmente

é uma base para V', e ortogonal, por construgao.

Ou seja, acabamos de provar o Teorema:

Teorema 6.8 (Processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt) Seja V' um espa-
¢o vetorial munido de um produto interno (, ) e 8 = {1, ..., U} uma base qual-
quer de V. Entdo, podemos construir uma base ortogonal 8 = {v'1,...,v',}

para V a partir da base 3 dada pondo

—
—

v = Uy,

epara k=2,3,....,n,

Observacao 6.9 Os vetores da forma

gty = 1 V's)

iy,
/. /.
v'5,0'5)

sao chamados de projecao do vetor ¥ 4; sobre o vetor v’;, e denotamos por
projq;,jﬁjﬂ. Mais geralmente, dados dois vetores ¥, em um espago vetorial

V' com produto interno, definimos o vetor proje¢do de v sobre w, por

<>

g “Sl

projzv = .

—
S|y

(@, @)
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Repare que no caso de V = R3 e o produto interno ser o produto escalar,
a férmula proje¢do de um vetor ¥ sobre um vetor @ coincide com a férmula

estudada na Geometria Analitica, ou seja,

onde | -| denota o médulo de um vetor do R? estudado na Geometria Analitica.

6.4 Norma

O proximo conceito generaliza a nocao de méodulo de um vetor.

Definicao 6.10 Seja V um espago vetorial com um produto interno (.,.). De-

finimos a norma como sendo a aplicagéo || - || : V — [0, +00) dada por

91| = /(¥ 3).

Dessa forma, dizemos que, se V' for um espaco vetorial munido de um pro-
duto interno (., .), a norma || - || é induzida pelo produto interno como feito na

definicao acima.

Um espacgo vetorial V' que possui norma é chamado de espaco vetorial nor-
mado. Da mesma definicao de norma, temos que todo espaco vetorial com

produto interno é normado, pois pode-se induzir uma norma pelo produto in-

terno bastando fazer ||¥]| = /(¥,0),V0 € V.

Como afirmamos antes da definicao acima, o conceito de norma generaliza

a nogao de modulo de um vetor. Observe o primeiro exemplo dado a seguir.

Exemplo 1. Considere V = R3, munido do produto interno usual (i, ¥) = -7,
ou seja, o produto interno é o produto escalar usual de vetores. Dessa forma, o
médulo de um vetor ¥ = (vy, vg, v3) corresponde & norma do mesmo, pois nesse

caso

181l = V/TT0) = Vor 1 F 203 T 0305 = /03 + 03 + 23 = [a],
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onde |7] denota o médulo do vetor ¥.

Exemplo 2. Seja V = CJa, b] o espago vetorial de todas as fungdes continuas

em [a,b]. J& vimos que podemos definir o seguinte produto interno em V:

- / ' fle)a(e)d

Logo, desse produto interno induzimos a norma

il = V77T </ i )

Assim, por exemplo, em C([0, 1]) temos que a norma de f(x) = 2x serd

1Al =V{f f) = (/Ol(zv)%zas)é = (/01495%1%); —
_ <4x3 ) [
3 \f

A norma de um vetor satisfaz certas propriedades importantes, elencadas

no Teorema abaixo.

Teorema 6.11 Seja V' um espago vetorial com produto interno munido da
norma || - || que provém do produto interno. Entdo para quaisquer 4,0 € V e

para qualquer A € R, valem as propriedades:
(a) ||@]] >0 e ||d@]| =0 se, e somente se, i = 0.
(b) [[A-al| = |A] - |4l
(c) [{a, vy < ||d]| - ||7]| (desigualdade de Cauchy-Schwarz)
(d) [|@+ || < ||| + ||9]] (desigualdade triangular)

Antes da Prova do Teorema acima, observe que convém comparar todas
essas propriedades com as correspondentes estudadas na Geometria Analitica
no R3, onde o produto interno deve ser substituido pelo produto escalar e a

norma pelo médulo do vetor. assim, por exemplo, a propriedade (a) nos diz
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que um vetor do R3 possui “tamanho” positivo e somente o vetor nulo possui
tamanho nulo; jé (b) refere-se ao que acontece com o médulo de um vetor de
multiplicarmos o mesmo por um A € R; (d) é a desigualdade triangular usual
entre vetores (podemos desenhar um triangulo onde os dois lados menores sao
os vetores dados e o terceiro representa a sua soma). Vamos & prova do Teo-

rema.

Demonstracao do Teorema. Dados 4,7 € V e A € R. Como a norma

provém do produto interno, temos que
(a) [[il] = V(@@ > 0, e |[il| = 0 \/{@,@) = 0 (@a) =0 @ =0.
() [|X-d]| = VAT ATy =A@ N - T@) = A (AT, 1) = /A2 (G, 1) =

— VR @ = -l

(c) [, ¥)| < |]d]| - ||¥]| (conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz):
Dado t € R, usando da bilinearidade do produto intereno, podemos es-
crever

0 < (td + v, i + ¥) = (til + T, td) + (td + T,7) =
= (td, tu) + (U, tu) + (td, v) + (U,0) =
= t2(il, @) + t{il, V) + L{T, T) + (¥, 7) =
= t2(il, @) + 2t(ii, V) + (¥, 7),
ou seja, obtemos que
t2 (@, @) + 2(i, O)t + (v, T) >0,

que é uma inequagdo de segundo grau na varidvel t. Considerando a
fungao f(t) = t2(i, @) + 2{(@, V)t + (¥, 7), temos que seu grifico é uma
pardbola, e como f(t) > 0, segue que a mesma nao intercepta o eixo
horizontal ¢. Logo, para isso acontecer, o discriminante A = b — 4ac da

equacao dever ser nao positivo, ou seja,

A <0,
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o que equivale dizer que

(21, 0))? — 4 - (@, @) - (v,7) <0,
e dai
(@, 9))? < (@, @) - (7,7)

V(@ 0))2 < N, a) - (5,7) = /(i) - (5, 0),

ou seja,

(a, o) | < [|al] - [|]],
como queriamos mostrar.

(d) [|@+ V]| < ||| + ||7]] (desigualdade triangular): Basta notar que

= ||al[* +2 - (@, 3) + [|7],
e como (i, ¥) < |(u, V)|, obtemos
@+ 7> < [|al|* + 2@, 3] + [|3]]*.
Pela desigualdade de cauchy-Schwarz, vamos obter
@+ 9> < [|al|* + 2@, &) + [|7]]* < ||@]* + 2[[a]] - [|7]] + [|3]]%,

ou seja,

1@+ a11* < (Ilal] + [|911)?,

e extraindo a raiz quadrada, segue que

||d+ 7] <|dl| +]|v]], como querfamos mostrar.
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Abaixo apresentamos um exemplo de aplicagao da desigualdade de Cauchy-

Schwarz.

Exemplo. Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R® para mostrar que
dados valores reais positivos a1, as e ag, vale

1 1 1
(a1 + ag + a3) —|—*—‘r > 9.
az as

Solugao. Como a1, az,as > 0, vamos considerar os seguintes vetores do R?

U = (v/ai,/az,\/a eﬁziii.
u_(ﬁvr’ﬁ) (\/a)\/@’\/@)

Assim, considerando a norma || - || de um vetor como sendo o proveniente do

produto interno (no caso, escalar) usual do R3, obteremos

z . T 1 1
1] = Var+az +as e ||| =/—+—+—.
1

a2 as

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz |(@, 0)| < ||i|| - ||¥]], obtemos

Var f+r f+r fsm *ﬂ%ﬂ%

ou seja,
1 1
3<var+ax+as- 7+7+7

a2 as
Por fim, elevando ambos os membros aos quadrado obtemos
1 1 1
(a1 +ax+az) | —+—+—]>09.
ay a2 as
Observacao 6.12 E importante registrar nesse ponto que o conceito de norma
em um espago vetorial é mais geral. De fato, podem existir espagos vetoriais
que sao normados sem a existéncia de produto interno, mas isso nao é estudado
em um curso de Algebra Linear. Nesse caso, uma norma || -|| : V = [0, 400) é

toda a aplicagdo que satisfizer as propriedades (a), (b) e (d) do Teorema 6.11.

Fica apenas como curiosidade esta observagao.
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Observacao 6.13 Observamos também que podemos definir vérios tipos de
produto interno em um espago vetorial V. Dessa forma, existirao, consequen-
temente, varios tipos de normas no mesmo espaco. Porém, todas serao equi-
valentes num certo sentido, mas isso também foge de um primeiro curso de

Algebra Linear.

Exercicios

1. Para cada vetor ¥ do R? dado a seguir, determine as normas que provém

do produto interno usual.
(a) 7= (1,-2,0) (b) v=1(2,1,-3) (c) ¥=1(2,0,0)

2. Seja C([a, b)) o espago vetorial de todas as fungoes f : [a, b] — R continuas.
Mostre que a aplicacao (f,g) = f: f(@)g(x) dz é um produto interno. In-

duza dai uma norma ||.|| e calcule ||f||, sendo f(z) =z — 1.

3. Considere f(t) = 3t—5 e g(t) = t* no espago dos polindémios P(t) munido
com o produto interno (f,g) = fol f(®)g(t) dt.

(a) Calcule (f, g).
(b) Calcule [|f]] e [|g]]

(c) Usando os itens anteriores, verifique o Teorema de Cauchy-Schwarz.

4. (Sel. Mestrado UFSM/2010/1) Seja V' o espago vetorial real dado pelas
fungodes continuas no intervalo [0, 27].

(a) Mostre que (f,g) = o f(z)g(x)dx é um produto interno em V.

—Jo
(b) Exiba dois vetores nao nulos ortogonais em relagdo ao produto in-

terno dado no item (a).
(¢) Considere [f,g] = OQW f(x)g(2m — z)dx. Entédo [f,g] define um pro-
duto interno em V7

5. Dados a,b,c > 0, use a desigualdade de Cauchy-Schwarz para provar que

\/a+b +\/aJrc Jr\/b+c S\/é-
a+b+ec at+b+ec at+b+ec
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10.

11.

Sejam f, g fungdes continuas em [0, 1]. Prove que

Ji NG -g(t)dtr <(/ 1 sapar) ([ 1 so2r).

(Sel. Mestrado UFRGS/2007/2) Se a1, as, ...., an sdo ndmeros reais, N €

N, entao prove que
( 3 )2 ]
Lyu) <y
Ni= i=1

Mostre que em um espago vetorial V' com um produto interno vale a lei
do paralelogramo:
@ + 31 + [Ja — 3> = 2[|a]|* + 2[|7]]%,
onde || - || é a norma induzida do produto interno.
Seja V' um espaco vetorial com um produto interno. Para quaisquer

vetores 4,7 € V, prove que os vetores ||@||0 + ||V]|@ e ||udl||T — ||¥]|€ sao

ortogonais.
Considere a aplicacdo (.,.) : R? x R? — R definida por

(u, ) = gut L + Uz vz
(a) Mostre que (.,.) define um produto interno em R2.
(b) Induza uma norma e calcule a norma do vetor @ = (2, —1).
(c) Desenhe a bola unitéria Bg: = {@ € R? : ||@|| < 1}, onde || - || é a
norma induzida do produto interno acima.

Prove o Teorema de Pitdgoras: Seja {7, Ua, ..., Ui, } um conjunto de vetores
em um espago vetorial ¥V munido de um produto interno, cujos vetores

U1, ..., Up sao dois a dois ortogonais. Entao
[T + T+ oo + || = |[T1]]2 4 [|]|? + .. + | T [
De acordo com o Teorema acima, podemos afirmar que

2m 2m 2m
/ (sent + cost)?dt = / sen’t dt + / cos’t dt.
0 0 0

Explique.
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forma escalonada reduzida por
adj A, 50 linhas, 18
projzv, 139 funcional linear, 92

autovalor, 123 Gauss-Jordan, 24
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igualdade de matrizes, 7

imagem de uma transformacao,
105

inversivel, 15

isomorfismo, 111

linearmente dependentes, 71

linearmente independentes, 71

matriz, 1

matriz adjunta, 50

matriz anti-simétrica, 13

matriz aumentada, 22

matriz das coordenadas de um
vetor, 85

matriz de mudanga de base, 88

matriz de uma transformacao
linear, 117

matriz elementar, 26

matriz quadrada, 2

matriz retangular, 2

matriz simétrica, 13

matriz transposta, 12

matrizes equivalentes, 29

matrizes semelhantes, 129

mudanca de base, 85

nucleo de uma transformagao

linear, 100

norma, 140

operador linear, 92

ordem da matriz, 2

ortogonal de um conjunto, 136

ortogornalizacao de
Gram-Schmidt, 137

pivo, 18
polinémio caracteristico, 126
produto interno, 131

projecao de um vetor, 139

sistema linear, 19
soma direta, 68
subespago gerado, 70
subespaco vetorial, 61

subespacos triviais, 62

tamanho da matriz, 2
transformagao bijetiva, 111
transformacao inversivel, 113
transformacao linear, 91

transformacao sobrejetiva, 109

vetor, b6

vetores ortogonais, 134



