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Capitulo 1
Sequéncias

Neste capitulo vamos definir um tipo especial de fungao, chamado sequéncia,
bem como suas principais propriedades de convergéncia. Comecemos com a

definigao de sequéncia.

1.1 Primeiros conceitos

Definicao 1.1 Uma sequéncia numérica (z,,), é definida como uma lista infi-

nita de ndmeros reais

(:Cn)n = (Ila L2,T3, )7

onde os z; € R, para todo i € N. Outra maneira equivalente de definir uma
sequéncia é considerd-la como uma funcao de varidvel natural x,, = z(n) : N —
R a qual, para cada n € N associa uma imagem z,, e o conjunto imagem,

ordenadamente, x1, za, ..., define a sequéncia (z,,).

Os ndmeros z,, da imagem de uma sequéncia sdo chamadas de termos ou
elementos da sequéncia. Podemos denotar os termos da sequéncia tanto por

x(n) como x,, sendo que esta tltima é a mais usada.

Como o dominio de uma sequéncia é sempre o conjunto dos naturais, sim-

plesmente consideramos a expressao que a define.
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E lo. S n 5 1 2 3 .
xemplo. Se z, = —— entao x1 = —, x2 = -, x3 = =, T4, = — e assim
P n a1l 1 3 2 3 3 , T4

por diante. A figura abaixo ilustra o comportamento grafico desta sequéncia.

fn)

r
‘
.

A sequéncia (x,), dada acima pode ser representada pela lista ordenada

infinita de seus termos:

n
,2n+1,

Y Y Y ).

O i~

3
7

ot Do

).

W =

($n)n€N = (xlyx%xfia ) = (

Definicao 1.2 Dizemos que duas sequéncias (), € (yn)n s@o iguais se, e

somente se, x; = y;, Vi € N.

A definigao acima pode parecer um tanto ingénua, no entanto atente-se de
que duas sequéncias serao iguais somente quando os termos de mesma posicao
de ambas forem iguais, ou seja, (x,) serd igual a (y,,) somente quando x; = y1,
T9 = Yo, € assim por diante. Um contra-exemplo interessante de se ver, por

exemplo, é considerar a sequéncia (x,,) definida por

1
Ty = —
n

e a sequéncia (yn), definida por
1, se n é impar

Yn = 2

—_— f
oL se n for par

Embora ambas possuam mesmos elementos, elas nao sao iguais, pois ao

listarmos ordenadamente os termos de (x,,) e os termos de (y,) vamos obter

(zn) = (1,

N | =
Wl
S
S~—
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1 1 1

=(1,=-,1, =, 1, =, ...

(yn) ( ) 2 b ) 3 ) ) 4 ) )
Definicao 1.3 Seja (z,) uma sequéncia. Tomando-se um subconjunto infinito
de indices n; < no < ng < ... de N, definimos a partir da sequéncia dada, uma

subsequéncia. Notamos uma subsequéncia da sequéncia (z,,) por (z,, ).

Observe que, num certo sentido, uma subsequéncia de uma sequéncia, em-
bora seja uma sequéncia, pois continua sendo uma lista infinita ordenada, a
mesma nao estd sendo ordenada por indices 1,2,3,..., mas por um subcon-
junto infinito de N de elementos ni,ns, ..., ng, .... Por essa razao, definir uma
sequéncia como uma lista infinita é mais preciso do que definir como sendo
uma funcao com dominio no conjunto dos naturais, muito embora exista uma

bije¢ao entre N e o conjunto {ny,na, ..., ng, ...}, definida por ¢ : k € N a,,, .

Exemplo. Dada a sequéncia x,, = (—1)" temos x1 = x3 = &5 = ... = Tap—1 =
.=—lexy =24 =25 =..= T, =..=1, ou seja, destacamos da sequéncia
original duas subsequéncias: a subsequéncia (z2,_1) dos termos {mpares e a

subsequéncia (x2,) dos termos pares.

1.2 Limite de sequéncia

Como sequéncias sao fungoes, podemos indagar sobre os seus limites. Porém,
como a sequéncia (a,) estd definida para valores inteiros de n, o Unico limite

que faz sentido é o de a,, quando n — +oc.

Por exemplo, note que os elementos da sequéncia (x,,), definida por

n

R Y

- . (o 1 i
estdao cada vez mais proximos de 2 embora nenhum elemento da sequéncia
1 .
assuma o valor 5 Intuitivamente vemos que podemos obter um elemento da

_ 1
sequéncia tao préximo de 2 quanto desejarmos, bastando tomar o nimero de
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elementos suficientemente grande. Expressando de outra forma, temos que
n

2n+1 2

que n seja suficientemente grande. Por isso, dizemos que o limite da sequéncia
n

2n +1

pode se tornar menor que qualquer ntimero positivo €, contanto

7

e

N | =

Definicao 1.4 A sequéncia (z,) tem um limite L se para qualquer ¢ > 0
existir um ntmero ng € N, tal que se n for um inteiro de tal modo que n > ng,

entao |z, — L| < € e escrevemos

lim z, =L
n—+oo

f(n)

L+eg

L-¢ *

Em simbolos:

lim z, =L << Ve>0,3Inyg €N tal que Vn > ng = |z, — L| <e.

n—-+4oo

Em algumas ocasioes vamos utilizar a notacao x,, — L, que significa lil}rl T, =
n——+00
L.

Vejamos um exemplo de aplicacao.

n

Exemplo. Prove que a sequéncia x,, = T

tem limite %
Solugao. Dado € > 0. Precisamos achar ng € N tal que, Vn > ng, implique
em

1
|In—§| < €.
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Vamos estimar |z, — 3|.

~1 1
‘2(271—1—1)‘ 2@2n+ 1)

| 1|_ n 1
S R Y H

Como queremos achar um n > ng, entdo, supondo determinado, podemos

escrever
2n+1 2> 2ng + 1 > 2ny,
e dai
2(2n 4+ 1) > 2(2n0) = 4ny,
e portanto

1 1
_ < —.
22n+1) 4dng
Assim, como queremos que |z, — %| < g, se Impormos que ﬁ < €, vamos

obter ng > 4%.

Ou seja, acabamos de mostrar que, Ve > 0, I3ng € N (e é tal que ng > ﬁ),

tal que, Vn > ng, implique em |x,, — %| < &, ou seja, acabamos de provar que

lim 2, = lim — = 2

Neste caso, na pratica, podemos tomar ng = | 4= | + 1, onde |[a| denotard a

parte inteira do ntimero real a.

Apenas para ilustrar a prova acima, se tomarmos ¢ = 0,1, entdo teremos

_1
40,1

sim, segue que, a partir do indice n = 3, a distancia do termo z,, da sequéncia

que ng > = 2,5, ou seja, neste caso, tomaremos ng = |2,5] +1 = 3. As-

_ _n 1
Tp = 347 a0 valor 3 fica menor do que 0, 1.

Por exemplo, se tomarmos n = 4 vamos notar que
s =AML g 56 <0,1 =
S F R T R e

Defini¢ao 1.5 Se a sequéncia (z,,)nen tiver um limite, dizemos que ela é con-
vergente, e x, converge para o limite. Se a sequéncia nao for convergente, ela

é dita divergente.
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Por exemplo, a sequéncia (z,,) definida por x,, = (—1)™ é divergente (Jus-
tifique!)

. A~ . . 7T 7
Exemplo. Determine se a sequéncia (x,,) definida por x,, = nsen — é conver-
n

gente.

- T 1 . .
Solugao. Como sen — e — tendem a zero quando n tende a infinito, lem-

n o n
brando do primeiro limite notavel, temos

T T
sen — Tsen —
. 7T . n . n
lim nsen— = lim —* = lim = =.
n—-+o0 n n——+oo n—-+00 s
n n

Logo, lim =z, = m, se n for inteiro positivo. Dessa forma, a sequéncia dada é
n——+oo

Convergente € converge para .

1.3 Sequéncias limitadas

Defini¢ao 1.6 O ndmero L é chamado de cota inferior da sequéncia (z,,) se
L < x,, para todo n inteiro positivo, e o nimero S é chamado de cota superior

da sequéncia (z,) se x, < S para todo n inteiro positivo.

No caso quando uma sequéncia (z,,) possuir uma cota inferior, dizemos que
a mesma € limitada inferiormente, e no caso de possuir uma cota superior,

dizemos que a mesma é limitada superiormente.

Esses conceitos de limitacao superior e inferior de uma sequéncia podem ser

facilmente estendidos para conjuntos ordenados.

Definicao 1.7 Dizemos que uma sequéncia (x,) é limitada se, e somente se,
ela tiver cotas superior e inferior, ou seja, quando for limitada superiormente e

inferiormente.

Ou seja, (z,,) é dita limitada se, e somente se, Ja, b € R tais que a < z,, < b,

VYn € N. Ou, de uma maneira mais simples, dizemos que (z,) é limitada se
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existir M > 0 tal que |z,| < M, Vn € N.

Um conceito importante que apresentamos a seguir é de infimo e supremo

de um conjunto.

Definicao 1.8 Seja X um conjunto limitado (superiormente e inferiormente,
ou seja, X possui cotas inferior e superior, no mesmo sentido mencionado an-
teriormente). Definimos como o supremo do conjunto X, e denotamos por
sup X, como a menor das cotas superiores para X e o infimo do conjunto X,
e denotamos por inf X, como sendo a maior das cotas inferiores para X. Mais

precisamente, temos que, denotando por M = sup X e m = inf X,
e M é supremo de X se, e somente se

(a) 2 < M, Vz € X, ie., M é uma cota superior para X;

(b) Ve >0, 3z € X tal que M —e < 2 < M; i.e., M é a menor cota

superior de X.
e m ¢é infimo de X se, e somente se

(a) x > m, Vx € X, i.e., m é uma cota inferior para X;

(b) Ve > 0, 3z € X tal que m < z < m +¢; i.e., M é a maior cota

inferior de X.

Y P} ...77’...’
n
uma cota

W =

1
57
podemos considerar 1 uma cota superior, assim como 30 també

. . ~
Exemplo 1. Para a sequéncia x,, = — cujos elementos sao 1,
n

D | =

=

superior. 0 é uma cota inferior.

Como o conjunto X = {z, : n € N} dos termos dessa sequéncia assume

valor maximo 1, temos que o supremo de X é 1, ou seja, supz,, = 1. Vamos
neN

mostrar que o infimo de X é 0. De fato, basta notar que!

(a) Vn € N, &, = 2 > 0. Logo, 0 é uma cota inferior para X = {z, = &

n € N}.

INote que os itens (a) e (b) foram adaptados para sequéncias.
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(b) ¥n € N, Ing € N tal que 0 < z,,, < 0+ z,. De fato, dado n € N qualquer,

tome ng = n + 1, e entao

o que prova (b)

Portanto, 0 = inf x,,.
neN

Proposicao 1.9 Se (z,) for uma sequéncia convergente, entdo (x,) ¢ limi-
tada.

Demonstragao. Seja lim x, = a. Tome ¢ = 1. Entdo, dng € N tal que,
n—oo

Vn > ng, implica em |z, — a| < 1, ou seja,
—1<x,—a<l,
isto é,
a—1<zxz,<a+1,Vn>ng.
Defina o conjunto X = {x1, 2, ...,Zn,—1,a — 1,a + 1}. Como este conjunto é

finito segue que existem
M =max X e m = minX,
e, portanto, concluimos que
n<z, <M,VneN,

ou seja, (x,) é limitada.
O

Observamos, porém, que o fato de uma sequéncia ser limitada nao implica
que ela seja convergente. Por exemplo, a sequéncia dada por a, = (—1)" é
limitada, visto que seus termos sao sempre —1 e 1, os impares e os pares, res-
pectivamente. Portanto, ﬁngrfoo an. A convergéncia nao ocorreu neste caso
pois os seus termos oscilam nos seus valores. A garantia da convergéncia de
uma sequéncia limitada é adicionar a hipétese da sequéncia, além de limitada,

ser também mondtona. Isto é provado no Teorema 1.13.
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1.4 Propriedades dos limites

As propriedades de limites de sequéncias sdo andlogas as propriedades de limi-
tes de fungoes, estudadas num curso de Célculo. Vamos enuncié-las aqui, mas
faremos a demonstracao de algumas apenas, visto que sao poucas as adequagoes

a serem feitas.

Proposicao 1.10 O limite de uma sequéncia, se existir, € Unico.

Demonstragao. Por absurdo, seja (x,) sequéncia tal que lim z, = a e
n—oo
lim z, =b, com a # b.
n—oo
b—a
Assim, tome € = | | > 0.
Disso, de hm T, = a, segue que Ing € N tal que, Vn > ng = |z, —a| < 5.
Ainda, se hm x, = b, segue que In; € N tal que, Vn > ny = |z, —b| < 5.
Tomando 7 = max{no, n1}, segue que valem |z, — a| < 5 elr, —bl < 5
Disso, Vn > n, temos
e € b—a
b—a|l=1b—z, +z, —a|] <|z, —bl+ |z, —al < §—|—§ :g:%

=1< % (Absurdo!)

Portanto, a = b.
a

Proposicao 1.11 (Propriedades aritméticas dos limites de sequéncias) Sejam

(2n) € (yn) duas sequéncias tais que lim z, =a e lim y, = b, entdo
n—oo n—oo

<l) nlglgo(xn + yn) =a+b;

(i) lim (zp, —yn) = a — b;

n—oo

(iil) lim (2, - yn) = a - b;

n—oo

(iv) lim In _ %, desde que b # 0.

n— oo y’ﬂ



10 Sequéncias e Séries

Demonstragao. Faremos as provas de (i) e (iii) e deixamos as demais para o

autor.

(i) Dado € > 0.
Como lim x, = a, segue que Ing € N tal que, Vn > ng = |z, — 1] < 5.
Como "h_;;o Yn = b, segue que In; € N tal que, Vn > ny = |y, — b| < 5.
Tomanycllgg = max{ng,n1} > 0 temos que, Vn > n valem as duas desigualdades
acima e daf

(@n = yn) = (@+B)| = 20— atyo b < |on —al + lya —b| < 5 + 5 =&,

ou seja, para € > 0 determinamos n € N tal que,
Vn >0 = [(xn +yn) — (a +b)| <,

isto é, vale (i).

(iii) Primeiramente, como existe o limite lim z, = a, segue que (z,) é limi-
n— oo

tada, ou seja, existe M > 0 tal que |z, | < M, ¥n € N.

Dado € > 0. Como lim z, =a e lim y, = b, segue que existem ng e ny
n—oo n—oo

naturais tais que

€
e para todo n > ng, implica em |z,, — a| < ————,
p L0} % | n I 2(|b|+1)

€
2M’
Assim, tome 7 = max{ng,n;}. Disso, segue que Vn > 7, valem ambas as

e para todo n > ny, implica em |y, — b| <

desigualdades acima. Dessa forma, avaliando |z,y, — ab|, vamos obter
|Tnyn — abl = |Tpyn — b + x,b — ab| =
= [(Znyn — Tnb) + (znb — ab)| < |2p| - lyn — b +[b] - |zn —a] <
<M -y —b[ + (o] +1) - |zn —a] <
< Mﬁ +(1b] + 1)@ e,

para todo n > 71, o que prova (iii)
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Exercicios

1. Prove que cada limite a seguir existe, encontrando um € > 0 e um ng € N

adequados.
2n —1 2 1
(a) lim 24— —_Z (b) lim - =
n—+oo0 3 — 5n 5 n—+oo 3n — 1 3
. . 2 —4n B
(c) Jim vn+1-vn=0 (d) Jim 7= !

2. Prove o seguinte teorema, versao para sequéncias do Teorema do Sanduiche:

Teorema. Sejam (zy), (yn) e (2n) sequéncias tais que T, < Yp < 2z,

VneN. Se lim z,= lim z,=a, entéo lim vy, =a.
n—-+00 n—-+00 n—-+00
- . cosn
3. Utilize o teorema anterior para provar que — 0.

4. Sendo a,b > 0, mostre que lim V/a™ + b"® = max{a,b}.

—+o0

1.5 Sequéncias mondtonas
Defini¢ao 1.12 Dizemos que uma sequéncia (a,) é
(i) crescente, se ap, < ap41 para todo n;
(ii) decrescente, se a, > a,+1 para todo n.

Chamamos de mondtona uma sequéncia que seja crescente ou decrescente.
Se a,, < an+1 a sequéncia é chamada de estritamente crescente e se a, > apt1
a sequéncia é chamada de estritamente decrescente.

Exemplo. Determine se a sequéncia (z,) dada por z, = ﬁ é crescente,

decrescente ou nao mondtona.

. Sabemos que os quatro primeiros elementos desta sequéncia sao
4
9

olug

,... 0 que nos leva a considerar que a sequéncia pode ser crescente.

) ) )

w|—Wn
(S Y

ao
3
7

Assim, temos:
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n+1 n M2 +2n+n+1-—2n2—3n
Tn41 — Tp = - = =
2n+3 2n+1 (2n+3)(2n+1)
1
= > 0,

2n+3)(2n+1)
ou seja, obtemos

Tpg1 > Tp, Vn € N.

mostrando que a sequéncia (z,) é estritamente crescente.

Aproveitando este exemplo, examinemos o supremo e o infimo de (z,,), caso

. ) n
existam. Temos que (z,) é crescente e que x,, = a1 > 0, Vo€ N Logo,
temos que 0 é uma cota inferior para (z,). Além disso, como (z,,) é crescente,
segue que

. . 1

inf z,, = minx, =z, = =.

neN neN

1
Afirmamos que sup x, = —. De fato, temos que
neN 2

= Z. Logo, 1 é uma cota superior para os z,,.
Mm+1 2n 2 08”2 periot b n

1 1
(b) Vn e N, HnOENtalqueg—xn<xn07§.

De fato, dado n € N, tomando ng = n + 1, teremos

1 1 n 1 ng

no no
7 n

= —— = <
2 2n+1 2(2n+1) ~ 22n+1) 2(n+n+1) 2(n+ng)’

1 1 ;
e como n + ng > ng + 1, temos ming < moTTs © assim,

1 < o < no no < no
Tp > > = = Tng»
2 2(n + Tlo) 2(71() + 1) 277/0 —+ 2 271() —+ ]. 0

como querfamos mostrar.

1
Portanto, por (a) e (b) segue que sup z, = =.
neN

O préximo resultado facilitard enormemente esta avaliagao.
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Teorema 1.13 Toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia mondtona e limitada. Sem perda
de generalidade, suponhamos que tal sequéncia seja crescente, i.e., z, < 41,
V¥n € N. Como (x,) é limitada, em particular, é limitada superiormente. Seja
A € R uma cota superior para (x,), i.e., z, < A, Vn € N.

Defina o conjunto de todos os termos da sequéncia por X = {z, : n € N}.

Obviamente X # () pois, por exemplo, z1 € X.

Entao, X é limitado superiormente por A. Logo, existe uma menor cota

superior, a qual denotaremos por L, ou seja, existe L = sup X.

Afirmamos que lim z,, = L. De fato, tome € > 0. Como L é cota superior
n—oo

para X segue que z,, < L, Vn € N.

Além disso, como L —e < L = sup X, segue que L — € nao é cota superior

para X. Portanto, segue que 3ng € N tal que L — e < xy,.

E, como (z,) é crescente, temos que
Vn>ng=>L—e<xp, <ap <L,

ou seja,

L—e<z,<L<l+e¢,
i.e.,
|z, — L| < g,

provando que lim z, = L.
n—oo |:|

Exemplo 1. Voltando ao exemplo anterior ao Teorema acima, como x, =
s—— ¢ estritamente crescente e limitada superiormente por 1, por exemplo
2n+1 ) ’
segue que tal sequéncia é convergente, e pela prova do Teorema acima, temos

que
1

supz,, = lim z, = lim = —.
nGII:\)I TS S 2n 41 2
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Exemplo 2. Considere a sequéncia (b,,) dada por

n

EECE NS 1
_Zk—— it g tg et
k=0

Afirmamos que esta sequéncia é convergente. De fato, precisamos mostrar
que:

(i) (bn) € mondtona (de fato, estritamente crescente). Realmente, basta notar

que
n+1 n
1 1 1 1
bn = ’rl n bna
+1 kz::ok' kzz()k!+(n+1) T

e, portanto, mondétona.

(ii) (by,) € limitada superiormente por 3, i.e., b, < 3, ¥n € N.
De fato,
1 1 1 1 1 1

et <l —+==+..+

1 1

3!

e como entre colchetes temos a soma de n — 1 termos de uma progressao
geométrica de razao 3 pela férmula da soma dos k£ — 1 primeiros termos

de uma P.G. de razao ¢ é dada por

g :a1(qk’1—1): ar _alq’“1
k=t g—1 1—g¢q 1—q’
teremos
-1
111 1 b))
1 1

(iii) (by,) € limitada inferiormente por 2. De fato, basta notar que

11
bp =141+ 45+ +—<1+1—2
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Portanto, concluimos que 2 < b, < 3, Vn € N e que (b,) é mondtona.
Portanto, pelo Teorema 1.13 segue que existe o limite da sequéncia (b,), e

denotaremos por

. . 1 1 1
e—nh_)rr;cbn—nh_{r;ol—l-l-i—a-l-g—l—...—i—a.
Exemplo 3. Seja (a,) a sequéncia definida por
1 n
an = <1 + ) .
n
Afirmacgao 1. (a,) € estritamente crescente.
Vamos mostrar que a,41 > ay, 0 que equivale mostrar que Gntl > 1. Note
an
que
n+1\"  (n+1)"
Gp = = .
n n'
Assim,
(n+2)n+t
any1  (n+ 1Dt (n42)ntt n"  (n+2)"(n+2)n"
a,  (n+D"  (n+ DL (n+1)7 (n+1)2n(n+1)
n’n
C[n+2n]"(n+2)  (P+20)"  n4+2
(n+1)2"(n+1) ®2+2n+1)" n+1
_ n?+2n+1-1 nn—|—2_ 1 1 " n+2
N n?+2n +1 n+1 n2+2n+1 n+1

Aplicando a desigualdade de Bernoulli? (1+x)" > 1+nx, ¥n € Ne Vo > —1

(no caso, tomando z = > —1), vamos obter

1
n2+4+2n+1

py1 1 1 nn+2> 1 n n+2
an n?24+2n+1 n+1" n2+2n+1) n+1

n24+n+1 n+2 n3+3n24+3n+2

TnZion+1 n+l m3+3n2+3n+l

2Esta desigualdade é vista em cursos de Anélise Real e pode ser mostrada facilmente por

Indugdo Matematica. Fica como exercicio.
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- "1
Afirmagao 2. a, < b, = Z R Vn > 2.
k=0

De fato, abrindo a soma com o desenvolvimento binomial para a,, obtemos

()£ 50

j=0 =0
ny 1 ny\ 1 ny\ 1 n\ 1
= O Tt 3 Tt o
" 1 . n! 1 n n! 1 - n! 1
= n— — — 4.t =
n  2(n—-2)!n?  3l(n-3)n3 n!(0!) n»
_ nn—11 nh-1)n-2)1 L n
B 1 n—-1 1 (n=1)(n-2) 1 nn-1)
71+1+5 3! n? ! nn

(=) 000

Como cada multiplicador de cada fator % é menor do que 1, obtemos a

estimativa

—1—1—1—i—1 1 L +1 1 1 1 2 +
n = 2! n 3! n n
..+1(11) (12>...<1”1)<
n! n n n

1 1 1

Logo, temos que
an < by <3, Vn,
e como (ay) é crescente e limitada superiormente por 3, segue pelo Teorema

1.13 que

4L = lim a, = sup a,.
n—oo neN
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Ainda, como a, < b,, Vn, pela passagem ao limite, teremos

L= lim a, =supa, <supb, = lim b, = e,
n— o0 n— 00

ou seja,

L<e. (1.1)

Mostremos que também vale a desigualdade contréaria. Para k fixado, Vn >

k, temos, desprezando apds o k-ésimo aditivo da expansao binomial para a,:

st (- 2oy (-2«
n = 2! n 3! n n
“+i 1,l 1fg 1,E )

k! n n n

Com k fixado, fazendo n — oo, obtemos

11 1
L2141+ g4 g+t =b,

ou seja,

L > by, Vk € N fixado,

entao pela passagem ao limite, vem

L > lim b, = e,

k—o0
ou seja,
L>e. (1.2)

Assim, por (1.1) e (1.2) segue que L = e, ou seja,

1 n
lim <1 + ) =e,
n—o00 n

onde a constante 2 < e < 3 é chamada de ndmero de Euler. Em cursos de

Anélise se prova que e ~ 2, 71828... é irracional.

Vejamos outro exemplo de aplicagao do Teorema 1.13.

Exemplo 4. Qual o valor de \/2 +v2+ 12+ ..., se existir?
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Solugao. Defina a sequéncia (z,,) recursivamente por

$1=\/§
Tpt+1 = v2+zn

Assim, temos que lim z,, = \/2 +1/2+ V2 + ..., se o limite existir.
n—oo

Afirmacao 1. A sequéncia (z,,) € crescente, i.e., X, < Tpi1, Yn € N.

A prova dessa afirmacao é feita por inducao sobre o indice n.

(i) Quando n = 1 temos z; = V2 e

To =242 = 2+\/§>\@:x1.
Logo, vale a base da inducao.
(i) Suponha que vale a desigualdade
Tk < Tryt, (1.3)

para um certo indice k. Precisamos mostrar que vale para o indice k + 1,

ou seja, que Tgy1 < Tr4o. De fato, somando 2 em (1.3), vem
2+ xp <24 Tpq1,

o que, extraindo a raiz quadrada, obtemos

Tpr1 = V2 + 3 < /24 Tpy1 = Tipo.
Logo, por (i) e (ii) segue que (z,,) é crescente.
Afirmacgao. A sequéncia (z,,) € limitada superiormente.

De fato, mostraremos que z,, < 2, ¥n € N. Faremos a prova por indugao

sobre o indice n.
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(i) Quando n = 1, temos
xr1 = \/§ S 2.

Logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponha que z; < 2 para um certo {ndice k. Precisamos mostrar que
Tr+1 < 2. De fato,

Tpy1 =V2+ a2 <V2+2=2
Logo, por (i) e (ii) segue a Afirmacao 2.

Assim, pelo Teorema 1.13, como a sequéncia (x,,) é crescente [Afirmagao 1]

e limitada superiormente [Afirmagao 2|, segue que existe o limite lim x, = L.

n—oo

Logo, pela defini¢ao recursiva da sequéncia (z,,),

Tn+1l = V 2 + L,
passando o limite, obtemos

L=v2+1L,

ou seja, obtemos a equagao

L~ L-2=0,
que fornece L =2 e L = —1, e como z,, > 0, para todo n, segue que vale L = 2,

ou seja, obtemos

\/2+\/2+\/ﬁ=2.

1.6 Dinamica das convergéncias
Considere a sequéncia (z,,) definida recursivamente por

21 =V2 e Tpi1 =2+ 2,

a qual mostramos acima convergir para 2.
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Escreva f(z,) = Tpy1 = V2 + x,, onde f: [0,400) — R é dada por
flz) =vV2+a.

Assim, temos

.xlz\/i7

e etc.

Como vimos na segao anterior, a sequéncia (x,) é crescente e limitada. A

fungao f acima definida também é crescente. Para ver isso basta verificar que

f(x) > 0, Va € (0,+00).

1
C2V2+
Montando os graficos de f e da reta bissetriz dos quadrantes impares y =

r num mesmo plano cartesiano, podemos visualizar a “dinamica” da con-

vergéncia:

SN e

Observe que a retay = x serve apenas para projetar a imagem f(x,) = Zp4+1

no eixo horizontal, e a partir dai determinar

f(@ny2) = V2 + 2pyq1, ete.
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Note que, sendo f crescente a dinamica vai produzindo uma “escada’ que

se aproxima do limite de x,, quando n — oo (a interseccao y = f(z) e y = x).

Se a f que determina os termos da sequéncia for decrescente a dinamica
nos fornecerda duas subsequéncias, uma crescente e outra decrescente, ambas

convergindo para o limite de z,, (ou seja, a sequéncia (x,) néo serd monétona):

plz)

[
I

]

Vejamos um exemplo para ilustrar este caso.

Vamos construir uma sequéncia (x,),, que converge para /2, do seguinte modo:
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escreva
V2=1+(2-1)=1+ LI ! 1yt
1 1 V241 1+V2
va-1 V2-1 V241
e assim
1 1
V2=1+ =l4+——=
L+v2 14+14
1++v2
1 1
2+ 24
24
1++v2
Isso nos motiva perguntar: Serd que
1
V2=1+ i ?
24+ ——
1
2+ 1
924 -
+ 2+ ..
Esta representacao para v/2 é chamada de fracdo continua.
Tal representagdo nos permite definir a sequéncia (x,,) onde
1 7
z1=129=14+-=-; 23 =1+ ——= = —; etc.
2 2 I 5
24+ -
2
Recursivamente, definimos a sequéncia (x,,) pondo
1
z1=1¢€e zpp1 =1+ Tz,
Vamos mostrar que z,, — v/2. Defina f : [0, +00) — R por
1 T+ 2
f(@) + 1+2 z+1
Como
(z+1)-1—(z+2)-1 1
=— , Vo € (0, ,
EFSE z € (0, +00)

f/((E): (.Z‘+1)2
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segue que f é decrescente em (0, +00).

Logo, a sequéncia (z,) ndo é monétona. Veja a ilustragdo da dindmica da

convergeéncia:

7

xq T3 2y o

Pela ilustracao acima, conjecturamos que
T <x3<x5<...<Tg<xTyg <To.

Vamos considerar duas subsequéncias da sequéncia (z,): a subsequéncia

(z2n—1) dos termos impares dada por

Ton1 = f(@2n) = [(f(T20-1)) = (f o [)(@2n-1);

e a subsequéncia (x,) dos termos pares, dada por

T2n = f(T2n-1) = f(f(T2n-2)) = (f o f)(¥2n—2).

Defina g : [0, +00) — R por

o) = (fo @) = S (@) = 5.
Assim, temos que
g,(x):(2x+3)~3—(3x+4)-2: L re (0.400)

2z + 3)2 2z 132
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Logo, g é crescente.
Afirmacao 1. A subsequéncia (x2,—1) dos termos impares é crescente.

Ou seja, vamos mostrar que a,—1 < Tant1, V € N. Tal prova serd feita por

indugao sobre n.

(i) Para n = 1, temos

1 =1< - =x3.

(SN

Logo, vale a base da inducao.

(ii) Suponha que k1 < Ta,4+1 para um certo indice k. Precisamos mostrar

que Tak4+1 < Top+s. De fato, como g é crescente,
Top—1 < Topg1 = 9(Tar—1) < 9(Tary1) = Tary1 < Takys.
Logo, por (i) e (ii) segue a prova da Afirmacao 1.
Afirmacgao 2. A subsequéncia (z2y,) dos termos pares é decrescente.

Ou seja, vamos mostrar que xs, > To,4+2, Y € N. Faremos a prova por

inducao.

(i) Para n =1 temos

Logo, vale a base da inducao.

(ii) Suponha que xog > Zak12 para um certo indice k. Precisamos mostrar que
vale para o indice k + 1, ou seja, precisamos mostrar que Togi2 > Tii4.

De fato, como g é crescente,
Tog > Topy2 = 9(Tax) > g(Tapr2) = Topyo > Topra-

Logo, por (i) e (ii) segue a prova da Afirmacao 2.
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Precisamos mostrar agora que as subsequéncias (za,) e (Z2,—1) sdo limita-
das, no caso, como (x2,) é decrescente, precisamos mostrar que ela é limitada
inferiormente, e como (zg,—1) é crescente, precisamos mostrar que é limitada

superiormente.

Afirmacao 3. A subsequéncia (x2y,) € limitada inferiormente.
De fato, como z,, > 0, ¥n, temos que 0 é uma cota inferior para (z,), logo,

em particular para (zay).

Afirmacao 4. A subsequéncia (xo,—1) dos termos impares é limitada superi-

ormente.

De fato, vamos mostrar que xa,_1 < 2. Faremos a prova por indugao.

(i) Para n = 1, temos

ZL‘1:1<

TIo.

| W

Logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponha que a desigualdade seja verdadeira para um certo indice n = k,
i.e., que

Tokp—1 < T2.

Precismos mostrar que xo;+1 < 2. Como g é crescente e lembrando que

(z2n) é decrescente, obtemos
Top—1 < To = g(xgk_l) < g(arg) = Top4+1 < Tq < T2.

Logo, por (i) e (ii) segue a Afirmacao 4.

Portanto, com base nas Afirmacoes 1 e 4 segue que existe L € R tal que

Ton—1 /L,

i.e., a subsequéncia dos termos impares é crescente e convergente para Li; e de

acordo com as Afirmacoes 2 e 3 segue que existe Ly € R tal que

Tan \ L,
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i.e., a subsequéncia dos termos pares é decrescente e convergente para Lo.

Mostraremos que L1 = Ly. Como

3x2p—1 +4
Ton+1 = 9(1‘2n—1) = m,
passando o limite, obtemos
3L +4
L, = 174_7
2L+ 3
donde segue que L; = /2.
Do mesmo modo, como
Sl‘gn + 4
Toan4+2 = 9(93271) = m7
passando o limite, obtemos
3Ly + 4
Ly = 274_7
2L+ 3

donde segue que Ly = v/2.

Conclusdo: L; = Lo = /2, ou seja, a sequéncia (r,) converge para /2,

pois as duas subsequéncias (zay,) e (r2,—1) convergem para V2.

1.7 O Teorema de Bolzano-Weierstrass

Nesta secao apresentaremos um importante Teorema do estudo de sequéncias,
conhecido por Teorema de Bolzano-Weierstrass. Antes, porém, apresentaremos

um Teorema preliminar.

Teorema 1.14 (Teorema dos intervalos fechados encaizados) Seja I, = [a,, by],

n € N uma sequéncia de intervalos fechados tais que I, 11 C I,, Vn € N. Entdo,

o0
Jec € R tal que c € I,,, Vn, ou seja, c € ﬂ I,.

n=1
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Demonstragao. Seja I, = [an,b,] uma sequéncia de intervalos fechados e

encaixados, ou seja, I,4+1 C I, Vn.
Seja X ={a, : n € N}
Observe que X # () pois a; € X.

Afirmamos que X é limitado superiormente por b;. De fato, seja n € N.

Como [an, by] C [a1,b1], segue que a,, < by, < by.

Portanto, sendo X limitado superiormente, temos que Jc € R tal que

c=supX.

Afirmamos também que ¢ € [ay, b,],Vn. De fato, sendo ¢ = sup X, temos que
¢ é cota superior do conjunto X e entao

an < ¢, Vn. (1.4)

Afirmamos também que Vn, b,, é uma cota superior de X. Realmente, seja
n € N. Assim, Vm > n temos [am,, bn] C [an, bs]. Logo an, < by, < by, ou seja,
am < by, Ym > n.

Mas a1 < as < ... < ay, < by, donde segue que a,, < by, Vm.

Logo, b, é uma cota superior de X e dai temos que b, > sup X = ¢, Vn.
Portanto,
¢ < by, Vn. (1.5)

Juntando (1.4) e (1.5) segue o resultado.

Por fim, apresentamos o importante teorema sobre sequéncias.

Teorema 1.15 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada

possui subsequéncia convergente.
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Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia limitada. Entdo Ja1,b; € R, a4

cota inferior e ag cota superior de (z,,).
Seja I = [ay,b1]. Temos que z,, € I;, Vn € N.

Dividimos I; em dois sub-intervalos pelo ponto médio. Escolhemos I =
[az, bo] uma das metades tal que x,, € I3, para uma infinidade de indices n.
Apés isto, dividimos Iy em dois sub-intervalos ao meio. Tomamos I3 = [a3, bs]
uma das metades tal que x, € I3 para uma infinidade de indices n. Segui-
mos estas divisoes recursivamente, sempre tomando-se aquele subintervalo que
contém uma infinidade de indices n (se em alguma etapa de divisdo em dois
sub-intervalos ambos possuirem uma infinidade de termos de (z,), entdo po-

demos tomar qualquer um deles para fazer a nova divisao).

Obtemos desta forma uma sequéncia de intervalos fechados encaixados Iy, I, ...

onde

..chhcly ,c..clhcl
tais que
[ak+1,bk41] = Tpt1 C I = [ak, by
Sendo /1, é o comprimento do j-ésimo subintervalo temos

by — ag

2 71'716]167

1
Elk-f—l = §£lk ~ bk+1 —O0p41 =

para uma quantidade infinita de indices n.

Pelo Teorema dos intervalos fechados encaixados temos que dc € R tal que
c € I, Vk.
Vamos mostrar que existe uma subsequéncia de (z,) que tende para o nimero

real c. Para isto, precisamos escolher indices
ny <ng <n3zg<..<n;<njyr <..,

com Tp; — C.

Note que
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e a, € I;,Yn € N. Entao, escolhemos qualquer n;. Seja ny = 1. Temos

entao que a,, =a; € I;.

e a, € I, para uma infinidade de indices n. Escolhemos ns € N, no > ng

tal que a,, € I.

e a, € I3, para uma infinidade de indices n. Escolhemos ng € N, ng > ng

tal que an,, € Is.

Seguindo estes raciocinios, obtemos n; < ny < ng < ... < g < Ngyg < ...

de tal forma que z,, € Ij,Vk. Temos entdo uma subsequéncia (z,,) de (z,).

Note ainda que z,, € Ij e c € I, isto implica que

bp1—ar-1 = bi—a
2 T gkl

lc = xp, | < L, = by —a =

quando k — +oo.

Portanto, (z,, ) é uma subsequéncia de (z,,) tal que x,, — c.
]

Uma aplicacao importante do Teorema de Bolzano-Weierstrass é ajudar na
demonstracao do Teorema do Valor Extremo estudado nos cursos de Célculo,

cuja demonstragao é omitida por faltar o estudo de sequéncias:

Teorema do Valor Extremo. Seja f : [a,b] — R continua no intervalo

fechado [a,b]. Entdo f possui um valor mdzimo e um valor minimo em [a,b].

Demonstragao. Mostraremos apenas que f assume valor méximo em [a, ],

visto que a prova da outra parte é feita analogamente.

Seja f : [a,b] = R continua. Mostremos primeiramente que f é limitada su-
periormente. De fato, se por absurdo f nao for limitada superiormente, entao,
Vn € N, 3z, € [a,b] tal que f(x,) > n.
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Como z,, € [a,b],Vn, temos que a sequéncia (z,) é limitada. Entdo, pelo
teorema de Bolzano-Weirestrass, existe uma subsequéncia x,, convergente, di-

gamos Tp, — C.

Portanto,

a<z, <bVnp=a<c<b=c€Elab

Assim, temos que
Zn, — € € [a,b] e f é continua emec,
donde segue, por continuidade, que
flan,) = f(0). (1.6)

Mas f(zy) — 400, pois f(z,) > n, Vn. Em particular, f(z,,) > ng, donde

segue que f(xy, ) = +00, 0 que entra em contradigdo com (1.6). Absurdo!
Logo, f é limitada superiormente.

Por fim, mostremos que f assume um valor maximo em [a,b]. Seja X =

{f(z) : = € [a,b]} o conjunto imagem de f.

Como mostramos acima que f é limitada superiormente, segue que o con-

junto o X das imagens possui um supremo.

Seja entao M =sup X = sup f(x).
z€Ja,b]

Precisamos mostrar que 3z € [a, b] tal que f(zg) = M.

1
Pela definigdo de supremo temos que, Vn € N, 3z, € [a,b] tal que M — — <
n
f(zn) < M. Entao, pelo Teorema do Sanduiche temos que f(x,) — M.

Como z,, € [a, b] temos que a sequéncia (x,) é limitada. Logo, pelo Teorema

de Bolzano-Weirestrass, existe uma subsequéncia (z,,) convergente para um
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limite 4, i.e.,

T, — L, L € [a,b].

Por continuidade de f segue que f(x,,) — f(£).
Mas f(x,) — M.

Portanto, pela unicidade do limite segue que f(¢) = M, ou seja, [ assume

um valor méximo em |[a, b].

O

1.8 Sequéncia de Cauchy

Até o presente momento de nosso estudo de sequéncias vimos por exemplo, que
para provar que uma sequéncia é convergente precisavamos, a priori, conhecer
o candidato a limite. Porém, nem sempre isso é possivel. Nesta secao vamos
apresentar um outro critério mais interessante para mostrar se uma sequéncia
é convergente sem precisar saber para quanto ela converge. Para isto vamos

definir sequéncia de Cauchy.

Defini¢cao 1.16 Dizemos que uma sequéncia (x,,) é de Cauchy se, para qual-
quer £ > 0 dado, existir um indice ny € N tal que, para quaisquer indices

m,n > ng implique em |z, — 2,| < &.

A ideia geométrica desta definigdo é bastante simples: uma sequéncia (z,)
chama-se de Cauchy se, dado um raio € > 0, existir um indice ng tal que
a distancia entre dois termos quaisquer da sequéncia, a partir do indice ny,

estarao préximos um do outro a menos de ¢.

x X3 x
: EVT\
nxn+1

E'
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Observe na ilustragao que, fixado um raio € > 0, temos que a distancia
entre x1 e x5 é maior do que este ¢, as distancias entre x, e x3 e entre x5 e x3
também sao maiores do que €, e assim por diante. Porém, a partir de um indice

ng dois termos quaisquer da referida sequéncia equidistam entre si a menos de €.

A proposicdo a seguir mostra um importante resultado.

Proposicao 1.17 Se uma sequéncia (x,,) for convergente, entao ela é de Cau-

chy.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia convergente e seja a o seu limite.
Assim, dado € > 0, Ing € N tal que, ¥n > ng = |z, —a| < 5. Desta forma,

tomando m,n > ng temos
€ €
|xm—a\<§ e |xn—a\<§.

Avaliando a distancia entre z,, e x,, temos

[T — Tp] = |2m —a+a —zp| <|zpm —al + |z, —a] <

DN ™

Ou seja, dado € > 0, mostramos que dny € N tal que, Vm,n > ny =

|z — x| < €, ou seja, (x,) é uma sequéncia de Cauchy.
]

Queremos provar que a reciproca da proposicao acima também é verdadeira.

Porém, precisamos ver primeiramente o Lema abaixo:
Lema 1.18 Se (z,) € uma sequéncia de Cauchy, entao ela é limitada.
Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy e tome € = 1. Entao,
Ing € N tal que, Vm,n > ng = |z, — x| < 1.
Em particular, fixando n = ng (o que é vélido), segue que Vm > ng temos
[T — Tng| <1 =1 < Ty — Ty <1 Xy — 1 < Ty < Ty + 1.

Portanto, ,, € (n, — 1, Zn, + 1), Ym > ng, ou seja, a partir do indice ng todos

os termos da sequéncia (z,,) ficam no intervalo (z,, — 1, Zpn, + 1).
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Resta observar a quantidade finita de termos que ficaram fora deste inter-
valo, ou seja, os termos xi, %2, ..., Tno—1 € 0S extremos do intervalo acima

ZTp, — 1 € 2y, + 1. Para isto, defina o conjunto
X ={z1,22, ..., Tng—1,Tng — 1, &n, + 1}

Como X é um conjunto finito podemos destacar o menor e o maior elemento.
Assim, tomamos ¢ = min X e b = max X. Desta forma, conseguimos encontrar
um intervalo [a,b] tal que =, € [a,b],¥n € N, ou seja, a sequéncia (z,) de

Cauchy é limitada.
O

Proposicao 1.19 Se (z,) € uma sequéncia de Cauchy, entdo ela é conver-

gente.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Pelo Lema anterior
segue que (z,,) é limitada. Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe

uma subsequéncia z,, convergente, digamos, z,, — a.

Afirmamos que lim z, = a.
n—4oo

De fato, primeiramente, sendo (x,) de Cauchy, temos que dado £ > 0,
Ing € N tal que Vm,n > ng = |2, — 2,] < §.
Ainda, como z,, — a, temos que, para o mesmo ¢ > 0, In; € N tal que,
Vng >ny = |z, —al < 5.

Tome 7 = max{ng,n;}. Entdo, Vn > @, escolhendo um indice ny > 7,
temos

20 = al = |0 = ) = @y = Q)] < fon =y +lon, —al < S+ 5 ==,

o que prova que lim =z, = a.
n—-+oo

(]
Teorema 1.20 Seja (z,) uma sequéncia e seja X € R, com 0 < X\ < 1, tal que
|xn+1 - xn| < )\|xn - xn71|7 vn > 2.

Entao, a sequéncia (x,) é convergente.
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Demonstragao. Vamos mostrar que (x,) é uma sequéncia de Cauchy e, por-

tanto, convergente.

Para m > n € N, tome p > 0 tal que m = n + p. Assim,
|Tm — 20| = |xn+p —Tp| =
= |33n+p — Tntp—1+ Tnip-1 — Tnip—2 + Tnyp-2 + ... T Tp_1 — Ty <
< |Zptp = Tngp—1l + [Tngp—1 = Tnap—2| + o+ [Tn1 — T,
ou seja, obtemos
|Tm — Tn| < [Tntp — Tngp—1| + [Tntp—1 — Tntp—2| + .. + |21 — zn]. (L.7)

Pela hipotese do Teorema segue que quaisquer dois termos consecutivos xy,

e xx—1 da sequéncia (x,) podem ser estimados por
|2k — 2p—1] < Nop—1 — Th_o| < N|zp_g — 2p_3| <
< )\3|xk,3 ] R )\k_2|x2 — 1]

Assim, temos que (1.7) fica majorado por
|$m - Jjnl < ‘zn-i-p - JCn—i—p—1| + |xn+p—1 - zn+p—2‘ + ...+ |1'n—1 - mn‘ <

S >\n+p72|x2 - I1| + )\n+p73|$2 - SC1| + /\"+p74|x2 - l‘1| + ...+ >\n71|1‘2 - 1‘1‘ =
— (/\n+p72 + A\vtp—3 4 /\n+p74 + /\nfl) |$2 _ $1|.

O aditivo entre parénteses é uma soma de uma progressao geométrica de
n+p—2—(n—1)=p—1 termos de razdo A\~!, e sabendo que a soma Sj, de

k termos de uma P.G. de razao ¢q é dada por

k

ay aiq
Sk = - ,
PT1og 1-¢

segue que

)\n+p—2 )\n+p—2()\_1)l)_1
APTP=2 4 Antp=3 4 \ntp—4 | y\n—1 _ — =
+ + + 17— )\-1L 1— )1
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)\n—i—p—l A"
T oA-1  A-1
e dai
|zm - zn‘ S ()\n+p72 + )\n+p73 + )\n+p74 + Anil) ‘132 - 1‘1‘ =
/\n—i—p—l A" A7 )\n+p—1
= _— — = U — — <
( A—1 A—1>|x2 7 <1—)\ 11— )'“ nl =<
< - |zo — 21|
Assim, dado € > 0, tome ng € N tal que
A0 < A=Ne
w2 — @1

Entao, Vn > ng, sendo 0 < A < 1, obtemos

AT < AT,
Logo,
)\TL )\TLO
1—-X " 1-X
e, portanto, Vm,n > ng, vale
AT Ao (1 — )\)6 |Z‘2 — 1‘1|
m— Tn| < - < — - < ' =&
[om =l < g3 vl < g e — el < e AT =

ou seja, (x,) é uma sequéncia de Cauchy, e entdo, pela Proposigao 1.19 ela é

convergente.
O

1.9 Ponto aderente

Como ja sabemos, a sequéncia (z,) dada por x, = (—1)", embora seja limi-
tada, ela nao é convergente, pois nao é monétona. No entanto, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, como tal sequéncia é limitada, podemos extrair uma
subsequéncia convergente. De fato, neste exemplo, é possivel destacar duas
subsequéncias convergentes, a subsequéncia dos termos pares (x2,), dada por
To, = 1, ou seja,

(zan) = (1,1,1,1,1,1,...),
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que converge para 1; e a subsequéncia dos termos {mpares (z2,-1) dada por

Ton—1 = —1, ou seja,
(l‘gn_l) = (71, 717 71, 71, )

que converge para —1. Tais valores aos quais as subsequéncias convergem sao

chamados de pontos aderentes. Ou seja, temos a defini¢do que segue.

Definicao 1.21 Seja (z,) uma sequéncia. Dizemos que um ponto ¢ € R é um
ponto aderente para a sequéncia (x,,) se existir uma subsequéncia (z,, ) tal que

Ty, — C.

Na introducao dada acima temos que 1 e —1 sao pontos aderentes da

sequéncia x, = (—1)".

Proposicao 1.22 Seja (z,,) uma sequéncia e ¢ € R. Entao, o ponto ¢ € ponto

aderente de (x,,) se, e somente se, para todo € > 0, o conjunto
{neN:z,e(c—¢,c+e)}
€ infinito.

Demonstragao. Suponha que ¢ € R seja ponto aderente de (x,). Entao,

existe uma subsequéncia (z,, ) de (z,,) tal que z,, — c.

Tome ¢ > 0. Entao, pela definicao de limite segue que existe um indice

ng € N tal que, Vng > ng, implica em |z, — ¢| < €, ou seja, implica em
c—e < xy, <c+e, Yng > nyg,

e como tal desigualdade, pela definicao de limite, vale para uma infinidade de

indices ny, desde que ny > ng, concluimos que o conjunto
{nk D Tp, € (C—€,C+€)}

¢é infinito.
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Reciprocamente, suponha que Ve > 0, z,, € (c—¢, c+¢) para uma infinidade
de indices n. Vamos consruir uma subsequéncia (z,,) tal que x,, — ¢. De

fato, como a contencao acima vale para todo € > 0, entao:
e Para e =1 > 0, escolha um indice ny tal que z,, € (c—1,c+1).

e Para e = 5 > 0, o conjunto {c — %,c + %} ¢ infinito. Assim, escolha um

1
2
indice ny > ny tal que z,,, € (c— 3,c+ 1).

e Para e = £ >0, o conjunto {c — 1,c+ 3} ¢ infinito. Assim, escolha um

indice ng > ny tal que @, € (c— 1,c+ 3).

e Segue a construgao por indugao: para € = % > 0, suponha escolhido

o indice ny > ni_1, tal que x,, € (v — %,c + l) para uma infinidade
de indices; para ¢ = k—H > 0, escolhe-se o indice ng41 > ng tal que o

conjunto {n € N : (c } é infinito.

- k+17c+ k+1)

Assim, por indugdo construimos uma subsequéncia (z,,) de (z,)tal que

1
|, — | < —

k Y

o que, fazendo k — oo concluimos que x,, — c.

1.10 Limites infinitos
Nesta secao definiremos o conceito de limite infinito.

Definicao 1.23 Seja (z,) uma sequéncia. Entao:

Def.
lim z, = +oc0 £ VA > 0, Ing € N tal que,Vn > ng = z,, > A.
n—oo
Por exemplo, considere a sequéncia (z,,) dada por z,, = n?. Afirmamos que

lim z, = +o00. De fato, dado A > 0, precisamos achar um indice ng € N tal
n—oo



38 Sequéncias e Séries

que, para qualquer n > ng, se tenha x,, > A. Para isto, basta tomar ng € N

tal que ng > VVA. Assim, Vn > ng, teremos

mn:n22n3>(\/2)2:14,

ou seja,
lim n? = 4o0.
n—oo
Também podemos definir lim x, = —oco como segue:
n—oo

Def.
lim z, = — <:e) VA >0, dng € N tal que,Vn > ng = x, < —A.

n—oo

H4 varias propriedades aritméticas referentes a limites infinitos, porém nao
estamos interessados neste curso, mas se o leitor estiver interessado as mesmas

podem ser encontradas em livros de Analise na reta.



Capitulo 2

Séries numeéricas

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos a no¢ao de soma infinita, denominada série numérica.

Iniciemos com a sua definicao.
Definicao 2.1 Chama-se série infinita a soma da forma
ar+azx+az+...+a, + ...

dos termos de uma sequéncia (a,)nen. A série pode ser abreviada usando-se o

simbolo de somatério > . Assim,
+oo
a +a2+a3+...+an+...:Zan
n=1

e a notagao Y . deve ser adotada, salvo para séries muito simples.

Na notagao
o0
§ G,y
n=1

an chama-se termo geral da série.
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Nosso objetivo é compreender o significado de tal soma infinita e desenvol-
ver métodos para decidir se uma dada série possui ou nao uma soma e, em

alguns casos, determinar tal soma.

Toda série infinita > a,, estd associada & sequéncia (s, ) das somas parciais

definida por

n
sn:a1+a2+a3+...+an:2ak.

k=1
Portanto,
$1 =a1, S =ai +az, S3=a1 +az+as, ... S, =a1 +az+ ...+ ay, ...
—+o0
Definicao 2.2 A série infinita E a, € dita ser convergente se a sequéncia das
n=1

somas parciais (s,), for convergente; e divergente se a sequéncia das somas
parciais for divergente. Se a série for convergente e a sequéncia das somas

parciais (s,) convergir para S, entao S serd chamada a soma da série, e escreve-

se
+oo
S = Z an
n=1
Portanto,
+oo n
Z an = nll)rfoo Sn = nllg-ir-loo %
n=1 i=1
desde que o limite exista.
. ,. 1 3 7 2n —1
Exemplo: Considere a série 5 + 1 + 3 + ...+ “on + .... Note que, os ter-
2" —1
mos desta série formam uma sequéncia convergente, pois lim () =
n——+o00 AL

) 1 - N ‘-
lim (1—- — | =1. No entanto, nao segue a convergéncia da série.
n— 00 n

Neste caso, podemos observar que cada termo da série é pelo menos igual

1
a 3 e, consequentemente

>1+1+1+ +1 1
S —t-t+t-t+...t+-=n--.
"= 2 2 2 2
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m s, = +oo. Logo, a

A sequéncia s, é mondtona, mas nao ¢é limitada, e li+
n——+0oo

série é divergente.

De modo geral, devem-se distinguir as nogoes de série, sequéncia dos ter-
mos de uma série, e a sequéncia de somas parciais de uma série. A série é
simplesmente um outro modo de descrever-se a sequéncia das somas parciais;

os termos da série descrevem as variagoes entre uma soma parcial e a soma

seguinte.
Exemplo. Para atribuirmos significado, por exemplo, para uma expressao
do tipo
14 L + ! + ! + .+ ! +
sttt taat

somamos os termos um a um a partir do inicio e buscamos um padrao para as

somas parciais.

Soma Valor | Expressao sugerida para
Parcial a soma parcial
s1=1 1 2—1
1 3 1
=14 = — 2— =
2=tty 2 2
14 1 n 1 7 9 1
BTy 4 4
14 1 n 1 n 1 15 9 1
MEITOTLTR 8
=1+ 1 + L + ...+ 1 1
Sn = 9 4 on—1 on—1

Realmente existe um padrdo. A soma parcial forma uma sequéncia cujo

ene-ésimo termo é

Sp =2 —

on—1"
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Esta sequéncia converge para 2, pois lim |2 — = 2. Assim, dizemos
n—oo on—1

+ ... é igual a 2.

infinita 1 + 5 + - + ...
que a soma infinita +2+4+ +2n71

Observe a figura a seguir.

,_.
2 |—
|
oa|—

—

11 . .
T sao adicionados um a um, a soma

N =

Quando os comprimentos 1,

se aproxima de 2.

Vocé deve estar se perguntando: Podemos adicionar um ntmero infinito
de termos um a um? A resposta é: Claro que nao! Contudo, podemos ainda

definir sua soma como o limite da sequéncia de somas parciais quando n — +oo.

+oo 1

Exemplo: Encontre a soma da série! Z m
n(n

n=1
Solugao. Inicialmente procuramos um padrao na sequéncia das somas parciais

que possa levar a uma férmula para s,,. Neste caso, a chave é a decomposicao

em fragoes parciais.
1 1 1

nn+1) n n+1

Assim, podemos escrever
+oo
1

e !
Zn )_;g_nJrl

— (n+1
1 l n l 1
n—1 n n n+1

(D (e

—+oo

1
1A série Z ———— é chamada série telescopica.
n=1 n(n + 1)
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Note que, lim s, = lim = 1. Logo, a série converge, e sua soma é
n—-+oo

) n—+oon + 1

2.2 Série geométrica

Séries geométricas sao da forma
—+o0
l+a+a’+d®+..+a"+..=) a",
n=0
onde a € R.

Se a = 1, a n-ésima soma parcial da série geométrica é s, = 1 4+ 11 + 12 +

.. + 1" = n+ 1 e serd divergente, pois lim s, = +00. Se a = —1, a série
n—oo

diverge porque a n-ésima soma parcial oscila entre 1 e 0. Se |a|] # 1, podemos

determinar a convergéncia ou a divergéncia da série da seguinte maneira:
spn=14+a-+a>+d>+..+a"
Multiplicando por a, obtemos
a-sp,=a+a>+a>+..+a*+a"t!
Subtraindo a primeira igualdade da segunda, obtemos
a- sy, — S, =a"tt —1.

Logo, como assumimos |a| # 1, podemos escrever

anJrl -1 1 anJrl

T L1 1-a 1-a

Se |a] < 1 segue que a1 — 0 e daf

Snp —
1—a’
ou seja, concluimos que
oo
n 1 . ;.
E "= onde |a| < 1, i.e., a série converge.
—a
n=0

Quando |a|] > 1 a série seréd divergente.
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2.3 Propriedades das séries

A proposicao abaixo estabelece as principais operagoes entre séries convergen-

tes.
—+o0 —+o0

Proposicao 2.3 Se E an € E b, sdo convergentes com somas A e B res-
n=1 n=1

pectivamente, e k € uma constante, entao

+oo
(i) > (an+by)=A+B
“+oo
(i) > (an—b,)=A-B
+oo +o0o
(i) Y (k-an)=k-> an=Fk-A
n=1 n=1

Demonstragao. Faremos apenas a demonstracao de (i) e deixaremos (ii) e
(iii) para o leitor. Sejam (A,) e (By,) as sequéncias das somas parciais de ) a,

e > by, respectivamente. Ou seja,

n

A, = iak e B, :an.
k=1 k=1

Como Y ay, e > b, convergem para A e B, respectivamente, dado ¢ > 0,

temos
e como lim A, = A, Ing € N tal que, Vn > ng = |4, — A < §;
n— o0
e como lim B, = B, 3n; € N tal que, ¥n > n; = |B, — B| < 5.
n—oo

Tome 7 = max{ng,n1}. Assim, Vn > 7, valem
€ €

Entao, avaliando a diferenga |(A4,, + By) — (4 + B)|, obtemos:

[(An+ Ba) = (A+ B)| < |4 — Al +|By — Bl < S + = = <.
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Logo, segue que
lim (A, + B,) = A+ B.
n—oo
Por outro lado,
A, + B, = Zak—FZbk = Z(ak +bk),
k=1 k=1 k=1
e disso,
A+B= HILII;O(ATL + By) = nhHH;o Z(ak +bi) = Zl(an +bn),
k=1 n=
o que conclui a prova do item (i).
a

Corolario 2.4 (i) Quando multiplicamos uma série divergente por uma cons-

tante diferente de zero, obtemos uma série também divergente.

(i) Se > a, converge e Y b, diverge, entao tanto Y (a,+by,) como Y (a,—by)

divergem.

Obs.: Lembre-se de que Y (a,+by), pode convergir quando tanto Y a, € > by
divergem. Por exemplo, > a, =14+14+14+...e> b, = (=1)+(-1)+(-1)+...

divergem, enquanto Y (a, + b,) =0+ 0+ 0+ ... converge para 0.

Exemplo. Calcule as somas a seguir.

=Xan-1og = 4
(a) Z 6n—1 (b) Z gn—1
n=1 n=1

Solugao. Note que basta usar a Proposigao 2.3 e notar que temos operagoes

com séries geométricas:

Rl X1 1 = &=
(a)ZGnl:Z<2nl_6nl>:Zin_Z6n1:

n=1 n=1 n=1 n=1

=4 RE 1
(b)zgn_l‘lzgn_l‘*'(l_ >8

n=1 n=1
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+oo
Proposicao 2.5 (Critério do Termo Geral) Se Z an for convergente, entdo

n=1
lim a, =0,
n—-+o0o
Demonstracgao. Fazendo-se S representar a soma da série e s, = a1 +ag+...+
an representar a n-ésima soma parcial, se tomarmos n suficientemente grande,
tanto s, como s,_1 estdao perto de S, assim a diferenga s, — sp_1 = a,, estd
proxima de zero. Mais formalmente,

lim a,= lim (s, —$,-1)= lm s,— lim s, 1=5-5=0
n——+oo n n~>+oo( n n 1) n—-+oo n n—-+oo n—1

Logo, se a, nao convergir para zero, a série nao podera convergir.

O

Note que esse critério s6 podera ser usado para provar divergéncias. Se

lilf an =0, a série Y a, poderd divergir ou convergir.
n—-+0oo

Exemplo. Aplicar o teste do n-ésimo termo para verificar se a sequéncia

diverge.
+oo
o . Y .
(a) z:l( 1)" diverge, pois ngrﬂr—loo( 1)™ néo existe.
n=
+oo
(b) Z n? diverge, pois n? — +o00, quando n — +oo.
n=1
+oo
3n—1 3n—1 3
(c) ; 4Zﬁ diverge, pois nll)r-&r-loo 47;? =1 # 0 quando n — +00.
400 1
(d) Z — . Note que, lim — = 0, logo o teste nao revela nada. Veremos
1 n n—-+oo N

abaixo que esta série, chamada harmonica, diverge. Antes, porém, apresenta-

mos uma importante Proposicao.

+oo
Proposicao 2.6 Uma série g a, de termos nao megativos converge se, e

n=1
somente se, suas somas parciais sao limitadas superiormente.
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Demonstragao. Suponha que ) a,, seja convergente, com a,, > 0, Vn. Vamos
mostrar que a sequéncia (s,) das somas parciais da série é limitada superior-

mente. Seja

Sp=a1 +ag+ ... +ay

tal que

n

4 lim s, = lim E a; =58>0,
n—-+00 n——+00 4 7
i=

pois a, > 0, Vn.

Assim, dado € > 0, Ing € N tal que, Vn > ng = |s, — s| < e.

Ou seja, —e < s, — s < g, donde segue que s, < s+ €, Yn > ng.
Tome k = max{s + ¢, 1,82, ..., Sny } > 0.

Assim, segue que s, < k, Vn € N, ou seja, encontramos k > 0 tal que
sn < k, Vn, o que mostra que a sequéncia das somas parciais da série Y a, é

limitada superiormente por k > 0.

Reciprocamente, suponha que a sequéncia (s,,) das somas parciais de Y a,,

seja limitada superiormente.

Vamos mostrar que »_ a,, converge, onde a,, > 0, Vn. Por absurdo, suponha

que »_ a, diverge. Isto significa que

lim s, = +oo,
n—-+oo

ou seja, VM > 0, Ing € N tal que s, > M, Vn > ng.

Mas isso contradiz a hipétese de que (s;,) é limitada superiormente. Ab-
surdo!

Portanto, _ a,, é convergente.
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No que segue, mostraremos a divergéncia da série 3 1, c.f. mencionado

anteriormente.

+oo
1 1 1 1 1
Exemplo. A série Z — =1+ 3 + 3 + 1 4+ ...+ — + ... é chamada série
—n n

harmonica. Esta sérizié muito importante e, assim como a série geométrica, é
muito usada como referéncia para alguns testes de convergéncia que veremos
adiante. A série harmonica é divergente, mas isto nao segue do teste do n-ésimo
termo, pois lim 1 = 0. Isto ocorre porque nao ha limitante superior para

n—+4oo N
suas somas parciais, ou seja, a Proposi¢ao 2.6 nao se cumpre.

De fato, basta observar a soma parcial son onde, separando adequadamente

os aditivos como segue, obtemos

T i N e  E C R
27L— 2 3 4 5 6 7 8 CRY e

1 1 1 1 1 1
it m—/—F+ ..+t = >+ -+ -+ F+-=14+n- - =0
2n—1 41 2n

— 1 1
>2n 1'2T=§

Logo, a série harmonica diverge.

oo

Teorema 2.7 (Critério de Cauchy) Uma série E a, converge se, e somente
n=1

se, Ve > 0, dng € N tal que para todo p > ng,

P
|Zan|<5.

n=no

Demonstragdo. Sabemos que a série Y a, converge se, e somente se a

sequéncia das somas parciais (s,) for convergente. Logo, pelo Critério de Cau-
~ . 3

chy para sequéncias, temos que s, = Y., _; aj converge se, e somente se, para

todo € > 0, existir ng € N tal que, Ym,n > ng, implicar em

[Sm — sn| < €.
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No entanto, escrevendo n = ng e m = ng + p, onde p > 1, segue que

no+p
| Z an| = [@no 41+ o F Angp| = [Sngtp — Sno| <&

n=no+1

2.4 Testes de convergéncia

Dada uma série Y a,, vamos estudar Teoremas que nos ajudarao a decidir
sua convergéncia ou divergéncia. Primeiramente vamos estudar séries que nao
possuem termos negativos. A razao para essa restrigao consiste no fato de que
as somas parciais dessas séries formam sequéncias crescentes, e sequéncias cres-
centes limitadas superiormente sempre convergem. Para mostrar que uma série
sem termos negativos converge, precisamos simplesmente mostrar que suas so-

mas parciais sao limitadas superiormente.

2.4.1 Teste da comparacao

Teorema 2.8 Sendo > ay e Y b, séries de termos nao-negativos,

(i) se Y. b, for convergente e a,, < b, para todo n, entdo Y a, também serd

convergente.

(i) se > by for divergente e a, > b, para todo n, entdo Y a, também serd

divergente.

Demonstragao. Faremos apenas a demonstragao de (i) e deixaremos (ii) para
o leitor. Seja > b, uma série convergente e a,, < b,, ¥n. Vamos mostrar que
a série Y a, também é convergente.

De fato, sejam (B,) a sequéncia das somas parciais da série > b, e (A,) a

sequéncia das somas parciais da série Y a,,, dadas respectivamente por

B, = ibn e A, zian.
k=1 k=1
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Note que, como a,,b, > 0, Vn, segue que as sequéncias (4,) e (By,) sdo

crescentes.

Como por hipétese a,, < b,, para todo n, somando os n primeiros termos,

obtemos
n n

> an < b,
k=1 k=1

isto é,
A, < B,, Vn.

Como > b, é convergente, segue que a sequéncia das somas parciais (B;,)
é limitada superiormente, i.e., 3K € R (na verdade, K > 0) tal que B,, < K,
Vn € N.

Portanto, obtemos

An < B, < K, Vn,

e entdo a sequéncia (A,) das somas parciais da série Y a,, é limitada superi-
ormente. Como (A,,) também é crescente, pelo Teorema 1.13 segue que (A,,) é

convergente, i.e.,

n oo
3 lim A, = lim E a, = E Q-
n— o0 n—oo
k=1 n=1

+o0
Exemplo: Determine se a série E

n=1

converge ou diverge.
mn—1
Solugao. Precisamos encontrar uma maneira de comparar o termo geral da
série dada com o termo geral de uma outra série na qual sabemos ser conver-
gente ou divergente. Observe que, Vn € N temos 5n — 1 < 5n. Tomando os

inversos, temos
1 1

on — 1 ~ 5n
Multiplicando esta ultima desigualdade por 5, obtemos

5) 5) 1

5n—1>57n:n'
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Como a série Y L diverge (série harmoénica) e vale a desigualdade acima Vn,
pelo teorema acima, o item (ii) nos diz que divergéncia da série de termo geral
menor implica em divergéncia da série com termo maior, ou seja, concluimos

que a série dada é divergente.

2.4.2 Teste da comparacao do limite
Teorema 2.9 Sejam Y a, e > b, séries de termos positivos, se

. a
lim = =¢>0,

n—oo n

entdo ambas as séries Y a, e Y by, convergem ou divergem.

Demonstragdo. Sejam Y a, e > b, nas hipSteses do teorema.

Considere lim dn _ ¢ > 0. Assim, dado € = ¢ > 0, segue que dng € N tal

n—+0oo O,

. . An, .
que Vn > ng, implica que |b— — ¢| < ¢. Ou seja, para qualquer n > ng temos
n
a,

O<b—L<c+céO<an<2cbn.

Portanto, de acordo com o teste de comparacao visto anteriormente, a con-
vergéncia da série Y b, e, consequentemente, a convergéncia da série 2¢ Y by,
implica na convergéncia da série »_ a,, e divergéncia da série > a,, implica na
divergéncia da série > b,,.
O
+oo

Exemplo. Determine se a série E o1

7 converge ou diverge.

n=1

+00 1\" +o00 1
Solugao. Consideremos a série geométrica E ( ) = E o que é conver-

2
1 n=1 n=1
gente. Assim, considerando a, = on © b, = o1’ temos
1
on 1
m 2 = fim —2" = Lim 1—— =1>0.
n—-+oo bn n—-+oo 1 n—-+oo on
2n — 1

Portanto, pelo teorema acima, sendo »_ a, convergente, concluimos que > b,

também é convergente.
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2.4.3 Teste da integral

Teorema 2.10 Seja f : [1,4+00) — R wma fung¢do continua e decrescente,

com f(x) >0, para todo x > 1. Ponha a, = f(n), para todo n € N. Entdo, a

“+ o0
série E an converge se, e somente se, a integral impro’pm'a/ f(x)dx for
1

n=1
convergente.

Demonstragdo. Como f : [1,400) — R é decrescente, temos que, Vo €
[k, k+ 1], com k € N,
fk+1) < fz) < f(k).
Integrando em [k, k + 1], vem

k+1

/:Hf(k—i-l)dxg/:ﬂf(x)dmg/ F(k)da,

k

ou seja,
k-+1
fer )< [ f@)ds < ),
k

Somando para k = 1 até um n fixado, obtemos

flk+1) <

e entdo, lembrando que f(k) = ay, temos

Zakﬂ < /nf(x)dx < Zan. (2.1)
k=1 1 k=1

k+1

f@)dz < 3 F(h),
k=1

Assim:

(=) Suponha que > a,, converge. Logo, a sequéncia (s,) das somas parciais é

limitada superiormente, ou seja 3 M > 0 tal que

n
Sp = Zak < M, Vn.
k=1

Entao, de (2.1), obtemos

/ fx)dz < Zan < M, ¥n,
! k=1
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(oo}
e entao a integral imprépria / f(z)dz converge.
1

+oo
(<) Reciprocamente, suponha que a integral / f(x)dx convirja. Entao,
1

Vn > 1 fixado, segue que 3 L > 0 tal que

+oo
/ f(z)dz < L.
1

Por (2.1) vem que

n 400
Z ap1 < / f(z)dx < L,
k=1 1
ou seja,
n n
Zak —a1 = Zak+1 <L,
k=1 k=1

e entao

n

E ap <ay+ L, Vn € N,

k=1
ou seja, a sequéncia (s,) das somas parciais é limitada superiormente por
a1+ L > 0 e é também crescente pois os a;’s sdo positivos. Portanto, (sy)

é convergente, i.e.,

(o)
Z ap < oQ.
k=1

Abaixo apresentamos um exemplo cldssico de aplicacao.

o0
. . 1
Exemplo. Estude a convergéncia da série g — onde p > 0.
n
n=1
Solugao. Primeiramente, esta série é chamada de série hiper-harmonica. Note
que no caso p = 1 temos uma série harmonica, a qual j4 mostramos ser diver-
gente. Vamos, portanto, considerar o caso p > 0e p # 1.
1

Defina f : [1,400) = R por f(z) = — = x~P.
x
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Como f'(x) = ——8r <0, segue que f é decrescente. Além disso, notamos
que f(z) > 0, Vz € [1,+00). Estamos, portanto, nas hipéteses do Teorema do

teste da integral. Assim, calculando a integral improépria:

“+o00 “+o0 d b —p+1
/ fl@)dx = / 2~ lim e Pdr = lim —
1 1 xP b—+o0 1 b—+oco0 —p + 1

b

1

] pl—p 1 400 , 8¢ p<l1
= lim -—— ) = .
bo+too \1—p 1—p —1;} ,se p>1
1
Logo, pelo Teste da integral segue que a série hiper-harmonica E —» com
n
n=1

p > 0, é convergente se p > 1 e divergente se p < 1.

Um bom exercicio a fazer é mostrar para quais valores de p > 0 a série

i 1
= n(lnn)?

é convergente (segue o mesmo roteiro do exemplo acima, e o caso p = 1 deve

ser analisado separadamente).

2.4.4 Teste da razao

Teorema 2.11 Seja > a, uma série de termos positivos e suponha que

. CLn+1
lim —— =¢
n—-+oo an

FEntao,
(i) a série converge se ¢ < 1.
(i) a série diverge se ¢ > 1 ou se ¢ for infinito.
(iii) o teste € inconclusivo se ¢ = 1.

Demonstragao. Faremos apenas a demonstragao de (i).

a
Suponhamos que lim ntl — e <1

n—-+oo anp
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Tome ¢ > 0 tal que ¢+ ¢ < 1. Entao, pelo limite acima segue que dng > 0 tal
Qp41

que —c| < e, Vn > ng, ou seja,

an

a
0<n7+1<6+€, Vn > ng.

Qn,
Assim, fixando n > ng podemos escrever

a
0< 2t « o te,

Any

a
0< —2F2 0 te,

an0+1
Ano+3

0< 2 <eote,
an0+2

Qn

0<

<cH+e
Up—1

Multiplicando todas estas desigualdades obtemos

dn < (c+e)"™ ", VYn > ny.
g
Ou seja,
ano n
0<a, < —2 . £)", Vn > ng.
< G e Yz

/o Qn , ‘s P ~
Como a série O)no E (c+¢e)" é uma série geométrica de razdo ¢+ ¢ < 1,

(c+e

esta série é convergente e, portanto, pelo critério de comparagao segue que a

série Y a, é convergente.

O
X245
Exemplo. Investigue a convergéncia da série Z T
n=0

Solugao. Basta montar a razdo entre termos consecutivos. Assim,

2ntl 15
Qn+1 gnFl o 20Fl45 2.2 42.5-5
a,  2"+5 3n(2n45)  3n(2n+5)
3n




56 Sequéncias e Séries

2(2" 4 5) 5 2 5
= - 50
37(27 +5) 37(2,+5) 3% 37(2"+5)

quando n — +o0.

Portanto, obtemos

. An+1
lim —2*
n—+00 Ay

=0<1,

e entdo a série dada é convergente.

2.4.5 Teste da raiz

Teorema 2.12 Seja > a,, uma série de termos positivos e suponha que

lim a, =c

n—-+oo

FEntao,
(i) a série converge se ¢ < 1.
(11) a série diverge se ¢ > 1 ou se c € infinita.
(iii) o teste € inconclusivo se ¢ = 1.

Demonstragao. Faremos a demonstracao de (i).

Seja liril Wa, = ¢ < 1. Assim, dado € > 0 tal que ¢+ ¢ < 1 (por exemplo,
n——+0oo
podemos considerar € = 150 > 0), Ing > 0 tal que Vn > ng, temos | /a, —c| <

€, ou seja,

0< Ya, <c+e, Vn > ng.
Elevando esta desigualdade a poténcia n temos
0<an<(c+e)™.

Como ¢+ ¢ < 1 temos que a série geométrica » (¢ + &)™ é convergente e, pelo

critério de comparagao, concluimos que a série > a, também é convergente.

O
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“+oo m + 3 n
Exemplo. Teste a convergéncia da série Z (3 n 2) .
n

n=1

Solugao. Aplicando o teste da raiz temos

v = om+3\" m+3 2t
”a,n: = = .
3n+2 3n+2 3+g
n
Portanto,

3
whe Von = Jp 2 =3 < b

n

0 que mostra que a série dada é convergente.

2.5 Séries absolutamente convergentes

Definicao 2.13 Se uma série Y a,, for tal que ) |a,| é convergente, entéo a

série > ay, serd chamada absolutamente convergente.

—+o0
Teorema 2.14 (Teorema da Convergéncia Absoluta) Se E |ayn| convergir,
n=1
+oo
entao E an convergird, ou seja, toda série absolutamente convergente € con-
n=1
vergente.

Demonstragao. Suponha que ) |a,| converge. Entdo, pelo Teorema 2.7
do Critério de Cauchy para séries segue que, dado € > 0, Ing € N tal que,
VYm > ng, implica em

m
D ol

n=no

<e,

ou seja,
|ano | + |ane+1] + - + lam| <e.

Pela desigualdade triangular para médulos vale

|ang + Ang+1 + oo+ am| < ang| + ang 1] + oo+ fam| <e,
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e disso concluimos que

m
Zan <e, Ym > ng,

n=no

ou seja, a série Y a,, também converge.

|
+oo n—1
-1 1 1 1
Exemplo. A série ; (2% =1- 3 + 1738 + ... é convergente, pois
+oo
1 1 1
a série Z o 1 = 1+ 3 + 1 + 3 + ... converge.

n=1

Podemos interpretar este Teorema como afirmando que a introducao de
sinais negativos para diversos termos de uma série convergente de termos po-

sitivos tende a ajudar a convergéncia.

Definicao 2.15 Uma série Y a,, que converge, mas que nao é absolutamente

convergente, é chamada condicionalmente convergente.

+oo
Por exemplo, afirmamos que a série Z(—l)

n=1
poderd ser comprovado com o Teorema do Teste de Leibniz que serd apre-

1 .
ntl. Z & convergente e isso
n

sentado na secdo seguinte (Teorema 2.18). Porém, neste caso, temos que
an = (=1)"1 . L e assim |a,| = 1, e entdo a série dos médulos Y |a,|

seré a série harménica Y- 1, & qual sabemos ser divergente. Portanto, a série
+o0
n+1 1 ..
E (=1)™"" . — converge condicionalmente.
n
n=1
Podemos extender a Proposicao 2.8 para séries absolutamente convergentes

como segue.

Proposicao 2.16 Sejam > a, €Y. b, séries tais que |a,| < by, Vn € N, onde

b, >0, Vn. Se > b, converge, entdo y  a, converge absolutamente.
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Demonstragao. Suponha Y b, convergente e |a,| < b,, Vn. Seja (s,) a

sequéncia das somas parciais da série > by, ou seja,

n
k=1
Entéo (s,) é mondtona e convergente e, portanto, limitada. Logo, existe M € R
(de fato, M > 0) tal que s,, < M, e entdo, pela hipdtese segue que
lar] + ag| 4+ ... + |an| <by+ba+ ...+ b, = 5, < M,

entdo, a sequéncia (o,,) das somas parciais de Y _ |a,| dada por

n
on =2 la
k=1

é limitada superiormante e também é crescente. Logo, (0,,) é convergente, i.e.,

a série Y |a,| é convergente e, portanto, Y a, é absolutamente convergente.
(]

2.6 Série alternada

Definicao 2.17 Uma série alternada é aquela cujos termos sao alternadamente

positivos e negativos.

Sao exemplos de séries alternadas

*f(—nn*l 1 1 1 1 1

=l—c4-—=-4-—4..
~ n 2 3 156"
) L - S S
—~ n+l1 2 3 4 5 6

2.6.1 Teste da série alternada

Teorema 2.18 (Teste de Leibniz) Se a série alternada

“+oo
S (1) by = by — by + by — by + ..y

n=1

com by, > 0, satisfizer
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(i) bpt1 < by, para todo n (i.e., a sequéncia (by,) € decrescente),
(i) ngr}rloo b, =0,

entao a série é convergente.
Demonstragao. Como (b,) é uma sequéncia decrescente (por (i)), segue que
by > by > b3 > ...

Seja (s,) a sequéncia das somas parciais da série, onde:

e s; = by;

® 5o =0b; —by < by =51 = 59 < 8713

® S3=0>b; — by + b3 =55+ by > 59 = 59 < S3;

Ainda, s3 = b1+ (—ba +b3). Como (b,,) é uma sequéncia decrescente, temos
que b3 < by e entdo —bo + b3 < 0. Assim,

83 =b1 4+ (=by + b3) < by = 51,
ou seja,
S1 > S3.

Da mesma forma, como bs > by, pois (b,) é decrescente, temos b — by > 0
e entao

84282+(b3—b4)>82:>84>82.

Ainda,
S5 =83 — by + b3 < s5 e 86:S4+(b5—b6)>84.

Seguindo estes raciocinios montamos duas sequéncias de somas parciais: as

pares (s2,) e as fmpares (S2,—1), onde temos que
S9g < 84 < S < ... < 85 < 83 < S71.

Pela cadeia de desigualdadas montada acima, temos que (s, ) é uma sequéncia

crescente e limitada superiormente por s;. Portanto,

HLl = lim Son-
n—00
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Da mesma forma, sendo (s2,—1) decrescente e limitada inferiormente por sa,
segue que

HLQ = lim Son—1-
n—00

Portanto,
L < Lo,

pelas desigualdades acima.
Mostraremos que Ly = L.

De fato, note que

b2n = S2n—1 — S2n-

Assim,
0< Ly~ L <5951 — 82 = bap,

e como by, — 0, pelo Teorema do Sanduiche segue que Ly, — L1 = 0, ou seja,

L1 = Lo, isto é, a série converge.

O
= 1 11 1
Exemplo. A série alternada ngl(—l)"_1 = 1- 5 + 371 +... é convergente,
pois as duas condicoes do teste da série alternada sao satisfeitas:
1 1

i < — = b <b

(1) n+ 1 n n+1 n

(i) lim —=0

n—+oo n

2.6.2 Outros testes para séries alternadas

Podemos extender as Proposigoes 2.11 e 2.12 para séries alternadas como segue.
Nao apresentaremos aqui suas demonstragoes pois sao analogas as equivalentes
211 e 2.12.

Proposicao 2.19 Seja > a, uma série alternada, tal que

Ap+1
Qn

lim
n—-+o0o

= C.
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Entao, se ¢ <1 a série converge absolutamente, se ¢ > 1 a série diverge e se

c=1 o teste € inconclusivo.
Proposicao 2.20 Seja > a, uma série alternada, tal que
1' n — 3
n—1>r—ir-1<>o |an| ¢

Entao, se c < 1 a série converge absolutamente, se ¢ > 1 a série diverge e se

c=1 o teste ¢ inconclusivo.

Vejamos um exemplo de aplicagao.
+oo

Exemplo. Estude a convergéncia da série Z(—l)

n=0

n
107

Solugao. Usando o teste da razao temos

1 10™ 1
= lim (n+)~0—lim nt

Ont1 Tt 2
n—+oo 107t1 n! n—+oo 10

2%

lim =400 >1

n—-+00

Portanto, concluimos que a série dada diverge.

2.7 Rearranjo de séries

Seja > ay, série de termos nao negativos, i.e., a, > 0, ¥n e seja ¢ : N - N
uma bijecdo (esta bijegao vai efetuar um “embaralhamento” dos conjuntos dos
naturais e, consequentemente, uma reordenagao dos termos da sequéncia ay,).

Denotaremos por
—+oo
§ : A (n)
n=1
a série obtida pela reordenagéo dos termos da série Y a,,, conforme a bijecao ¢.

Temos, pois, a seguinte propriedade para séries de termos nao negativos:

Proposicao 2.21 Sejam > a, uma série convergente tal que a, > 0, para

todon € N e ¢ : N — N bijecao, Entao temos

oo oo
Z Ap = Z aw(n).
n=1 n=1
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Demonstragao. Sejam (s,,) e (t,,), respectivamente, as sequéncias das somas
parciais de ) a, € ) agy(m), Ou seja,

n m
Sp = Zak (§] tm = Za‘p(k)'
k=1 k=1

Entao, como a, > 0, Vn, temos que (s,) € (t,) s@o crescentes. Supondo
> Gn € ) Gy(y) convergentes, temos que

oo
E an, = lim s, =sups, =5,
n=1

n—oo neN

= lim ¢, =supt,, =1T.

m— o0 meN

> )
n=1

Vamos mostrar que S = T. Isso provard a Proposicao. Ou seja, vamos
mostrar que sup s, = sup t,,.
n m

Dado t,, = ay(1) + ap(2) + - + Ay(m), denote
k = max{p(1), p(2), ..., p(m)}.
Assim, temos

Sk =a1+as+ ...+ ag > ty,.
Mas

S = sup sy, Z Sk Z t?na

ou seja,
S > ty,, Vm.

Portanto, S é cota superior para (t,,) e entdo segue que S > supt,, = T,
ou seja,

S>T.

Analogamente mostra-se que 7' > S, donde segue que S =T
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Resumindo, a Proposicao acima nos diz que, dada uma série convergente de
termos nao negativos, alterar a ordem da soma dos seus termos nao vai alterar
a soma da série. Veremos na Proposicao a seguir que isso pode ser estendido

para séries absolutamente convergentes.

Antes, porém, apresentaremos uma notacido que serd tutil: para r € R,

denotaremos
rT =max{z,0} e 2z~ =max{—z,0}.
Com essa notacdo, temos que 7,2z~ > 0 e ainda,
r=ax" -2 e |z|=2T +z".

Proposicao 2.22 Se " a, for uma série absolutamente convergente e p : N —

N uma bijecao, entao
—+o0

“+oo
ap = E aw(n).
1 n=1

Demonstragao. Pela notacao acima definida, escrevemos

n=

+oo +oo
Z an = Z(arf —a;). (2.2)

Vamos mostrar que Y a} e Y a, sao convergentes. De fato, como
+ + 4 -
Qp, S ap, +an - |an|a
e como por hipétese Y |a,| é convergente, pelo Teorema do teste da comparagao

segue que Y. a,} é convergente.

Analogamente se justifica que > a, também é convergente. Logo, a luz ds

Proposigao 2.3, podemos abrir o somatério infinito em (2.2) como segue:

Doan =) (0 —ap) =Y = e,

e como a,',a, >0, Vn, pela Proposigao anterior segue que

doan =D ai= ay =D ali =D 000y =D 0 —ag) =D g
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O

Porém, o rearranjo de uma série pode resultar em qualquer valor se a série

for condicionalmente convergente. Ou seja, temos a seguinte Proposicao:

Proposicao 2.23 Se " a,, for condicionalmente convergente (i.e., a série con-
verge, mas ndo absolutamente), entao dado S € R qualquer, existe p : N — N

bijecao tal que
+oo
> apm) = 5.
n=1

Em outras palavras, se Y a, converge condicionalmente, podemos rearran-

jar seus termos de tal modo que a soma da série possa resultar no valor que

quisermos!
+00 1
Um tipico exemplo é considerar a série E (—=1)"*1 . = que é convergente
n
n=1

de acordo com o teste de Leibniz, mas a série dos médulos é a série harmonica,
que é divergente, e entao a convergéncia da série dada é condicional. Abrindo

sua soma, denotando-a por s, temos

1 1+1 1+
s=1—--4+-—=-4..
2 3 4

Dividindo toda a soma por 2, obtemos

3_1 1+1 1+
2 2 4 6 8 7
e entao, somando
_ 1+1 1+1 1+1 1+
ST T3 T Ty e T8
s 1 1 1 1
5=0+5+0— 1 F0+c+0— o+
vamos obter
3s_1+1 1+1+1 1+
2 3 2 5 7 4 7

possui os mesmos termos da série original de soma s, porém reordenados de

maneira diferente.
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Capitulo 3

Sequéncias de funcoes

Neste capitulo vamos considerar uma teoria andloga aquela estudada para limi-
tes de sequéncias numéricas aplicada em um tipo especial de sequéncia, onde os
termos sao fungoes ao invés de nimeros reais, ou seja, vamos estudar sequéncias

de fun§665 (fn)n = (f13f27f37 )

3.1 Conceito

Definicao 3.1 Seja X um conjunto de nimeros reais. Definimos por sequéncia
de funcoes f, : X — R como a correspondéncia que associa para cada n € N

uma funcao f, de X em R.

Vamos examinar um exemplo. Defina, para cada n € N, a sequéncia
fn:]0,10] = R

por

x
Neste caso, temos
f1:10,10] = R, fi(z) =

)

f2:10,10] = R, fo(x) =

X
X
51
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f:10,10] 5 R, fo(e) = 53
e assim por diante. Faca um esbogo grafico dos primeiros termos dessa sequéncia
de fungoes (fy,). Considere f : [0,10] — R dada por f(x) = 0. Podemos ob-
servar que a medida em que n aumenta, o grafico de f,, vai se aproximando
cada vez mais do gréfico de f. E nesse sentido que se estuda convergéncia
de sequéncia de fungoes. Existem dois tipos importantes de convergéncia: a
convergéncia simples e a convergéncia uniforme, como veremos na proxima

Secao.

3.2 Convergéncia simples e uniforme

Definicao 3.2 Seja X C R um intervalo. Dada uma sequéncia de fungoes
fn: X >Redada f: X — R, dizemos que:

(1) fn converge para f simplesmente, e escrevemos f, — f se, para todo
x € X fixado, Ve > 0, Ing € N tal que |f,(2) — f(z)| < e, Vn > ny.

(2) fn converge para f uniformemente, e escrevemos f, = f, se Ve > 0,
Ing € N tal que, Vo € X, Vn > ng, |fo(z) — f(z)] <e.

Em outras palavras, a sequéncia de fungoes f,, : X — R converge sim-
plesmente a f quando, para cada z € X fixado, a sequéncia de ntimeros reais
(fn(x))n = (fi(z), fo(x),...) converge para o numero f(z), e dessa forma o
ng € N da defini¢do depende do ¢ e da escolha do x, ou seja, ng = ng(e, x).
Entao, para todo z € X fixado,

lim f,(x) = f(z).

n—oo

A fungdo f: X — R, se existir, é chamada de funcdo limite.

J& a convergéncia uniforme é mais forte: dado £ > 0, existe um indice ng
tal que, a partir desse indice, os graficos de todas as f, estarao préximos do
grafico de f a menos de €. Ou seja, conseguimos obter um ngy que sirva para
todos os z € X, i.e., neste caso o ng € N dependerd somente do €, ou seja,

ng = ng(e). Observe o desenho abaixo, onde temos o grifico de f e os grificos
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dos translados f+c¢ e f—e, onde, no interior temos uma faiza de raio €, na qual
os graficos de f, ficam no interior, para todo n > ng, devido a convergéncia

ser uniforme.

Para deixar esses conceitos de convergéncia mais claros, vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 1. Considere a sequéncia de fungdes f, : [0,1] — R dada por
fa(z) =2™ e f:]0,1] — R definida por

0, sel0<z<1
f(z) = :

1 , sex=1

E facil ver que f, — f simplesmente. De fato, para todo x € [0,1) temos

que
lim z" =0,
n— o0

e
lim 1" =1.
n— 00

Porém, afirmamos que f, nao converge para f uniformemente, i.e., f,, 2 f.

De fato, se por exemplo tomarmos € = i, construindo a faixa de raio € = i

em torno do grafico de f, veremos f,, nao fica contida em tal faixa, para qual-

quer n € N. Faca um desenho para verificar.
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Exemplo 2. Considere a sequéncia de fungoes f, : R — R dada por
nx

o) = T

Afirmamos que f, converge simplesmente para a fungdo f: R — R, f(z) =0.

De fato, basta observar que para cada x € R fixado, temos que
lim z)= lim ———= =0= f(x).
No entanto, afirmamos que tal convergéncia nao é uniforme, e isso pode ser
verificado se conseguirmos mostrar que todas as fungdes f,, : R — R tiverem a
mesma amplitude, e issi é feito verificando os pontos de maximo e minimo das

fn. De fato, a derivada de f, sera

(1+n22*)n—nx-20°z  n(l—n?2?)  n(l—nz)(l+nz)

/ _ — =

ful@) = (14 n2z2?)?2 (14 n2z2)2 (14 n2ax2)?

Logo, os pontos criticos de f sdo onde f/(0) = 0, o que nos fornecem
v==+1 edaf fo(L)=+1.

Primeiramente, notamos que, para todo = < —% segue que 1 + nx < 0.

Logo, somando —2 nessa desigualdade, vamos obter
2414+nr<-2=—-14+nr< -2,
o que, multiplicando por —1, vem 1 — nz > 2 > 0. Assim, obtemos
Vo < —% = fl(z) <0.
Analogamente, obteremos

1
Vo > - = fr(x) > 0.
Portanto, f,, tem um ponto de minimo em x = f%. Deixamos o leitor

verificar que f, possui ponto de maximo em z = 1

n°

Entéo, qualquer faixa de raio menor do que % construida para f(z) = 0,

teremos que os gréficos das f,, nao ficarao inteiramente contidos em tal faixa, e

entao f, 22 f. Veja a figura abaixo, onde desenhamos, para ilustrar, os graficos

de f3(z) e fr(x) e uma faixa de raio 1 centrada em f(z) = 0.
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Sejamos mais precisos no que diz respeito a convergéncia simples neste
exemplo: para todo z € R, vamos mostrar que f, — f = 0. Dado € > 0, temos

que

Assim, precisamos escolher um ng € N tal que

ng > (3.1)

1
bl
elz|
e assim, para todo n > ng, teremos

1 1 elx]

|fn(x) = f(2)] <

nolz| |z 7

para todo n > ng, e portanto f, — f = 0 simplesmente.

Observagao. Observe neste exemplo que a desigualdade (3.1) nos diz que se x
for muito pequeno, entao o ng tera de ser muito grande. Logo, a convergéncia
nao pode ser uniforme, pois o indice ng fica dependendo de € e de z, ou seja,

ng = no(e, x).

No que segue, apresentamos um importante resultado para investigar se
uma convergéncia é uniforme. Antes, porém, precisamos definir sequéncia de

Cauchy para sequéncia de fungoes.

Definicao 3.3 Uma sequéncia de fungoes f, : X — R chama-se sequéncia de
Cauchy se, para todo € > 0, existir ng € N tal que, para todos m,n > ny,

implicar em |f,(z) — fm(x)| < €, para todo x € X.
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Isso posto, enunciamos:

Teorema 3.4 Uma sequéncia de funcgées f, : X — R € uniformenente con-

vergente se, e somente se, for uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Suponha que f, = f. Seja € > 0. Pela Definicdo de con-
vergéncia uniforme, segue que 3ng € N tal que |f,(z) — f(z)] < 5, Vn > ng,
Vo € X.

Logo, para m,n > ng vale:
[fm(x) = fo(@)] = [fin(2) = f2) + f2) = ful(2)] <
< @) = F@)| +fal@) = f@)] < 5 +5 =<,

2
para todo = € X. Ou seja, (f,) é de Cauchy.

Reciprocamente, suponha que (f,) é de Cauchy. Entao, Ve > 0, Ing € N tal
que |fm(x) - fn(x” <eg, Vz e X,Vm,n > ne.

Vamos definir uma fungao f : X — R do seguinte modo: fixado xg € X,
a sequéncia de nimeros reais (fy,(zg)), é de Cauchy, e portanto converge para
um limite yo = lim f,(x0). Defina f(z¢) = o, e isso para cada zq fixado.
Isso define f: X n—_;o]lcé

Vamos mostrar que f, = f.

Como (f,) é de Cauchy, dado € > 0, temos que Ing € N tal que
|fn(z) = f(x)] < g, Vm,n > ng, Vo € X.

Com z € X e n > ng fixados, a desigualdade acima vale Vm > ng. Fazendo

m — o0, vamos obter
€
[fule) = @) < 5 <=,

e isso para todo n > ng e para todo x € X, provando que f, = f.
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Outro resultado importante é o descrito abaixo:

Proposicao 3.5 Sejam f, e f : X — R. Entdo, f, converge para f unifor-
memente se, e somente se,
dy = sup |fn(z) — f(z)| = 0.
zeX
Demonstragao. Suponha que f,, — f uniformemente. Vamos mostrar que
d, — 0. Dado € > 0. Como f, — f uniformemente, segue que Iny € N tal
que |fn(z) = f(x)| < §, Vz € X, Vn > ng.

Fixando n > ng, vale |f,(z) — f(z)| < §, Vo € X. Portanto,
€
sup | fn(2) = f(z)] <

5
zeX 2

isto é, d, < § <&, Vn > ng, ou seja, d, — 0.

Reciprocamente, suponha que d, — 0. Entado, dado ¢ > 0, dng tal que
dn, < €,¥Yn > ng. Assim, pela definicdo de supremo segue que para todo z € X

e para todo n > ng, tem-se que

[fulz) = f(2)| < dn <,

0 que prova que f, — f uniformemente.
O

Vejamos um exemplo de aplicagdo. Considere f, : (0,1] — R dada por
fu(x) = nxe ™.
Considerando a fungao f : (0,1] — R, f(x) = 0, afirmamos que f, converge
para f simplesmente. De fato, basta notar que
lim f,(z) = lim Aa—)

n—oo n—oo T

Vejamos se a convergéncia é uniforme. A derivada de f, serd

, ne™ —nrne™  n(l —nx)

f” (x) = e2nw - ent :

Assim, os pontos criticos sdo quando f},(z) = 0, o que corresponde em verificar

onde 1 —nzx =0, ou seja, z = % Entao,
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e sex < i entdo f)(z)= w > 0;
e sex > 1 entdo f)(z) = % < 0.
Portanto, segue que =z = % é um ponto de maximo para as f,. Usando a

Proposicao 3.5, temos

_ nr  nx
d, = sup |nze ™ —0] = max — =
2€(0,1] z€(0,1] e"* entlp=1

n

1

= - 7L> 07
e

e entdo segue que a sequéncia (f,) nao converge uniformemente.

Abaixo, a titulo de curiosidade, temos os esbocos gréaficos de f1, f1, f7 € foo
e a reta pontilhada corresponde a altura maxima atingida quando x = % que
corresponde a f (%) = % Repare que, realmente, construindo uma faixa de raio
e em torno da fungao limite f(z) = 0, Vz € (0, 1], temos neste caso que todas
as f, ficam fora da referida faixa, o que ilustra que realmente a convergéncia

para a func@o identicamente nula néo é uniforme, somente simples.
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3.3 Propriedades da convergéncia uniforme

Nesta se¢ao vamos apresentar algumas propriedades importantes da convergén-

cia uniforme.

Teorema 3.6 Sejam fn,f : X — R tais que a sequéncia de fungdes (fy)
converge a f uniformemente. Seja xg € X. Se, para todo n € N, a func¢do f,

for continua em xq, entdo a funcao limite f também € continua em xg.

Demonstragao. Suponha que f,, — f uniformemente. Assim, dado & > 0,

segue que existe ng € N tal que
|fn(z) — f(2)] <§,Vm€X, Vn > ng. (3.2)

Fixe n = ng. Como f,, é continua em x(, por hipétese, segue que 36 > 0 tal
que para todo = € X tal que |z — zp| < §, implica em
€

[fro (%) = fo (o) < 3- (3.3)

Isto posto, para todo x € X tal que |x — xg| < J, temos que
|f (@) = f(@o)| = [£ (@) = fro (%) + fro (%) = Fro(@0) + fro (T0) — f(20)] <
e € €
<17 = S|+ 1o (@) = Fra @) + L (0) = f(a0)| < 54+ 5+ 5 =,

onde no aditivo de médulos acima, o primeiro e o terceiro médulos ficam ma-

jorados por § para todo x € X, devido a (3.2) e o segundo fica majorado por

£ devido a (3.3). Logo, f também é continua em .
([l

Observagao. O Teorema acima é falso se a convergéncia for somente simples.
Por exemplo, veja a ilustracao abaixo, onde as f, sao todas continuas em xg e

convergem para uma f que nao é continua em xg.
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-

Para um exemplo interessante a fim de constatar esta observacao basta
revisitar o Exemplo 1 da Segdo 3.2, onde as f, : [0,1] — R definidas por
fn(x) = 2™ s@o continuas em 1, mas a fungdo limite ndo. Isso ocorreu pois a

convergéncia de tais f, para a f dada por

0, sel0<zx<1
1

fz) =

, sex=1
nao é uniforme, é apenas simples.

Teorema 3.7 Seja f, : [a,b] = R uma sequéncia de fungdes integrdveis, f :

[a,b] = R uma fun¢do. Se f, — [ uniformemente, entio f €& integrdvel e

b b
/ fn(zx)dz —>/ f(@)dx. Em outras palavras,

b

b
lim fn(x)dx:/ nh_}rréofn(x)dx

n—oo

Demonstragao. Suponha as f, integraveis e que f,, — f uniformemente.
Af. 01. f é integravel.

Como f,, = f, dado € > 0, segue que existe ng € N tal que

fal@) — f(2)] < ﬁ Y > ng, Yz € [a, b]. (3.4)
Como por hipdtese esta f, é integrdvel em [a,b], segue que existe uma

particio P = {a =ty < t1 <tz < ... <t, = b} de [a,] tal que

S(fn; P) = s(fn; P) < (3.5)

Wl M
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De (3.4) segue que

flx) < fn(z) + 3(b€—a)’ Yn > ng, Vx € [a, b],

e como essa desigualdade vale para todo n > ng e para todo = € [a,b], em

particular valera para
flx) <

Ainda, tal desigualdade é verdadeira para todo x € [a,b], e em particular

€
- > )
sup  fo(z) + 30— a) Vn > ng, Yz € [a, b]

T€[ti—1,t:]

valerd para sup f em [a,b], ou seja,

sup  J(@) S sup fu(e) g V2 o, Vi € [a, ],

TE[ti—1,ti] x€[ti_1,t4]

Multiplicando pelo respectivo comprimento ¢;—t;_1 do subintervalo [¢;_1, t;],

obtemos
€
sup  f(x)(tica —t:) < sup fo(@)(tion —ti) + g (tic1 — i),
x€[t;—1,t4] x€[ti_1,t4] 3(b - a‘)
o que, somando sob todos os i’s, vamos obter
n n n
€
sup  f(z)(ti-1—1t;) < sup  fo(z)(tic1—ti)+) o (tim1—t:)
i—1 TE[ti—1,t4] ; x€[ti_1,t4) " ; 3(b - a‘)
ou seja,
S(FiP) < S(fas P) + 5 (3.6)
Analogamente, obtemos
c (3.7)

s(fiP) 2 s(fu; P) = 3.
Fazendo (3.6) — (3.7), obtemos
S(FiP) = s(f:P) < S(fui P) = s(fui P) + 5 + 5.

e de acordo com (3.5), concluimos

e € €
S(f§P)—5(f§P)<§+g+§:€7
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e portanto f é integravel, ou seja, vale a Afirmacao 01.

Af. 02. /abfn—>/abf.

De fato, como f,, = f, dado € > 0, existe ng € N tal que
fu(t) — F(8)] < ﬁ Y > no, Yt € [a, b].

Entao

b b b b
I/jumﬁ—/f@ﬁhﬂ/(hw—fwﬂﬂé/Ln@—ﬂ®W<
b

€ €
b—a/a dt—b_a(b—a)—s.

Logo, vale a Afirmacao 2.

<

As duas afirmagoes provam o Teorema.

|
Vejamos um exemplo de aplicagdo. Sejam f, : [0,1] — R dadas por
fulz) = 17jrx2x e f:[0,1] —» R dada por f(z) = =x.
Afirmamos que f, — f uniformemente. De fato, basta usar a Proposicao
3.5: note que ,
nx 1
1)~ 1@ =| s = o] = 1

Assim, temos

dn = sup |fo(z)— f(x)] = sup

xz€[0,1] z€0,1] 1+nx

Defina gy, : [0,1] — R por

T
gn(m) T 14 nz
Como )
gn(z) = 5 >0, vz € [0,1],

(14 nx)
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segue que g, é crescente em seu dominio. Além disso, g, também é continua

em [0, 1]. Portanto,

1
d, = su = sup ¢gn(z) = max g,(z) = g,(1) = — 0,

P
zefo,1] L+ 12 e, z€0,1] 1+n

e entao pela Proposigao 3.5 segue que f, — f uniformemente.

Verifiquemos, por fim, o Teorema 3.7. Primeiramente, temos por um lado
1 1 2
/ fn(z)dx :/ Ldac,
0 o 1+nx
2 1 2,.2 1 2,.2 1 1
/ e dzzf/nz dzzf/udxz
1+nx nJ) 14+nx n 1+nz
1 1 -1 1
:7/ (nx 4+ 1)(nx )+ dr —
n 14+ nx 14+ nx
1 1 d
:f/(mc—l)dx—i—f/ L=
n nJ) 1+nx
1
n

x? n 1 / ndx
n— —2x — =
2 n? 1+nx

2

1

e entao pelo Teorema Fundamental do Célculo segue que

que

€ Ccomo

1

0

1 2
T x 1
/0 fn(z)dx = ?f;+ﬁln|1+nx|+c

1 1 1
e entao
1
1 1 1 1
tim [ f(w)de = lim (2 Sl Thas n)) =
Por outro lado,

1 1 22
/ lim f,(x)dx = / rdr = —
o Moo 0 2

1

0
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ou seja, cumpriu-se o Teorema 3.7:

1 1
lim fn(x)dz = / lim f,(x)dz,

visto que f, — f uniformemente.
Observagao. Se f, — f apenas simplesmente, entao o Teorema 3.7 é falso.

Por exemplo, considere as f, : [0,1] = R dadas por

n2x ,se T € [O,%)
falz) =9 -n’z+2n ,se ze[i 2)

0 ,se we 2]

e f:[0,1] —» R dada por f(z) =0 (a funcao identicamente nula).

As f, s@o integraveis pois sdo continuas. Abaixo temos um esboco grafico

das f,. Nesse esboco percebemos que f,, — f = 0, pois & medida que o indice
n aumentar, mais alta ficard a altura n do tridngulo, mais fina ficara a base de

tamanho 2, e entdo ficard cada vez maior o intervalo [2,1] onde f,(z) = 0.

Pelo desenho temos que
1 g n
n =1,Vn >3,
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e entao .

lim [ fu(z)dr= lim 1=1.

n—o0 0 n—oQ

Por outro lado,

1 1
/ lim f,(x)dx = / 0dx =0,
0 n—oo 0

/Olfn+>/01f.

Isso aconteceu porque f, A f.

ou seja,

Frente ao Teorema acima provado poderiamos pensar se vale algum anélogo
para derivadas. No entanto, afirmamos que nao. Ou seja, o fato de f,, — f
uniformemente nao implica em f; — f’. Vejamos dois exemplos para ilustrar
esse fato. Por exemplo, as fungdes f, : [0,1] — R dadas por f,(z) = *22% sdo
tais que f, = f =0 (Verifique!), mas

fi(x) = cosnz 4 f =0.

De fato, neste exemplo, f/ (x) = cos nz nao converge nem mesmo simplesmente!

Para um outro exemplo, considere f : R — R dada por f(x) = |z| = Va?
e as f, : R = R dadas por f,(z) = /22 + % Neste caso também temos que

fn — f uniformemente (Verifique!), as f,, sdo derivaveis, mas Af’(0).

Ou seja, nao existe um resultado andlogo ao Teorema 3.7 para derivadas,
pelo menos no mesmo formato que no referido Teorema. O que existe é o resul-
tado seguinte, o qual omitiremos sua prova, mas a mesma pode ser encontrada,

por exemplo, no livro Curso de andlise, Vol. I, do Elon L. Lima, pagina 303.
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Teorema 3.8 Sejam f, : (a,b) — R uma sequéncia de funcgoes derivdveis.

Suponha que

(i) xg € (a,b) tal que a sequéncia numérica (fn(xo))n € convergente;

(i) f; — g uniformemente.
Entao, f, converge uniformemente a uma fungao f, e f € derivdvel com f' = g.
Observagao. Na pratica, se verificarmos que

(a) as f,, sao derivéveis;

(b) fn — f uniformemente;

(c) fI — g uniformemente;

entao f é derivavel e f' = g.



Capitulo 4

Séries de funcoes

Neste capitulo vamos estudar o conceito de séries de fungoes. Do mesmo modo
que no estudo de sequéncias de fungoes, existem dois tipos principais de con-
vergéncias de séries de fungoes - a convergéncia simples e a convergéncia uni-
forme - isso porque considerando (S,) a sequéncia das somas parciais s, =
fi+ fo+ ...+ fn, entdo podemos determinar propriedades andlogas a muitas
vistas no Capitulo anterior. Nosso principal foco de estudo neste capitulo serao
as séries uniformemente convergentes e daremos uma atencgao especial também

ao estudo de séries de poténcias.

4.1 Conceitos

Definicao 4.1 Seja (f,) uma sequéncia de fungdes f,, : X — R. Para cada

x € X, definimos a sequéncia numérica das somas parciais (S, (z)), por

Sn(@) = f1(@) + f2(@) + o + ful2) =D ful@), Vo € X
k=1

o0

Se, para cada x € X fixado, a série numérica E fn(x) convergir, diremos que

n=1
[eS)

a série de fungoes E fn é convergente.

n=1
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Para o estudo de séries de fungoes temos também os conceitos de con-
vergéncia simples e uniforme, e serao andlogos aos estudados no capitulo ante-

rior, considerando a sequéncia (S,,) das somas parciais da série.

Definicao 4.2 Dizemos que a série de fungdes Y | f,, converge simplesmente se
a sequéncia das somas parciais (S,,) convergir simplesmente, i.e., se para todo

x € X, a série numérica Y fn(z) convergir.

Neste caso, definimos a funcao f : X — R por
fl@)=> falz), V2 € X,
n=1
chamada de soma da série.

Definicao 4.3 Diremos que a série de fungoes Y f,, converge uniformemente

se a sequéncia (S,,) das somas parciais convergir uniformemente.

Proposicao 4.4 A série de fungoes Y f, converge uniformemente se, e so-

mente se, Ve > 0, Ing € N tal que
ka(x) <e, Vm>n>mngy Ve X.
k=n

Demonstragao. Seja (S,) a sequéncia das somas parciais da série > fp.
Entao, temos que Y f, converge uniformemente se, e somente se, (Sp(x))n
converge uniformemente, Vo € X . Mas (S, (z)), converge uniformemente se,
e somente se, (S, (z)), for de Cauchy, Vz € X, e isso se, e somente se, Ve > 0,
Ing € N tal que, Vm,n > ng, implicar em |S,,(z) — S, (x)] < &, Vo € X. Sem
perda de generalidade, suponha que m > n > ng. Entao, para o € > 0 dado e

m > n > ng, temos que Y f, converge uniformemente se, e somente se,

m

1D @) =1 fule) - Z_: fr(@)] = [Sm () = Sna(2)| <e.
k=n k=1

k=1
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4.2 Teste M de Weierstrass

No que segue apresentamos um importante Teorema para verificar se a con-

vergéncia de uma série de fungoes é uniforme.

Teorema 4.5 (Teste M de Weierstrass) Seja > fn uma série de fungoes fy, :
X — R. Suponha que

(i) |fu(2)|] < M, (obviamente M,, > 0,¥n), Vo € X;

oo
(ii) a série numérica E M,, é convergente.

n=1

Entdo a série Y fn, converge uniformemente.

Demonstragao. Como a série numérica Y M, converge, pelo critério de
Cauchy para séries numéricas (Teorema 2.7), dado € > 0, segue que existe

ngp € N tal que Vm > n > ng, implica em (note que My > 0, Vk)

ZMk:|ZMk| < €.
k=n k=n

Portanto, lembrando que de (i) temos | f,,(z)| < M, e a estimativa por ¢ acima

encontrada, temos que

m

D H@I<Y @) <D M <,
k=n k=n k=n

e pela Proposigéo 4.4 segue que Y f,, converge uniformemente.

[l
=\ sennx
Exemplo 1. Verifiquemos que E 5— converge uniformemente. De fato,
n
n=1
sen nx
definindo f,, : R — R por f,(z) = ——5—, observe que:
n
. sen nx 1
(i) |fn(z)] =] 3 | < ol Vz € R. (neste caso, tomamos M,, = -)

o0
. 1 . - .
(11) E — [§] Convergente, pois € a serie hlper—harmomca com p = 2> 1.
n
n=1
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sen nx
n2

o0
Portanto, pelo Teste M de Weierstrass, segue que a série E
n=1
verge uniformemente.

x n
- z . .
Exemplo 2. A série E — converge uniformemente em todo intervalo da
—~ nl
forma (—a, a).

n

. x
De fato, basta observar que, definindo f,, : (—a,a) — R por f,(z) = U
temos que
$7L aTL
) =|—| < —
n X n
. a . - - a”
Le., neste caso temos M, = —. Ainda, a série numérica E — ¢ convergente,
n! n!

n=1
n

a
pois pelo teste da razao do limite, denotando o termo geral da série por b,, = —
n!

vem 11 |
.b . a™ n! . a
lim -2 = lim ——— — = lim — =0< 1.
n—o00 bn n—oo (n + 1)' am n—oo N

Logo, temos as condigoes (i) e (ii) do teste M de Weierstrass, donde segue

oo
a convergéncia uniforme da série E - -
n!
n=1

Proposicao 4.6 Seja > f, uma série uniformemente convergente de fungoes

integrdveis f, : [a,b] = R. Entdo, sua soma € integrdvel e

b oo 00 b
/a ;fn(x)dx:;/a fula)de.

Demonstragao. Seja (S,) a sequéncia das somas parciais da série > fp.

Como Y f,, converge uniformemente, segue que a sequéncia (S, (z)), converge
o0

uniformemente, Vz € [a, b], para S(z) = Z fn(x).
n=1

Além disso, S,, é integravel, Vn, pois

Sn(r) = fi(z) + fa(x) + ... + fu(2)
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é uma soma de fungoes integraveis. FEntao, pelo Teorema 3.7 do Capitulo

anterior, segue que

b b
lim Sn(x)dx:/ lim S, (z)dx

n—oo a n—oo
onde
/anh—>H;OS dgc—/ S(x dx—/ Zlfn(:t)dx
e

b

Jim [ Su()dr = lim (/ (Fi(@) + ot ful@))d )

:nh—>Holo</ filx da:—i—/ fo(z)dx + .. +/ fnl(z >—

i 3 [ i =3 [

k=179 k=172

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1. Seja f, : (—1,1) — R dadas por f,(t) =t". Sabemos que
n 1 7. 2, .
Zt =1 bara t e (—1,1). (série geométrica)

Para cada ¢ € (—1,1), temos

(i) [fn(®)] = [t"] < e, Ve € (=1, 1).

(ii) Z le|™ é convergente (série geométrica de razao |c| < 1)
n=1

o0
Entao, pelo teste M de Weierstrass segue que a série Zt" converge uni-

n=1
formemente no intervalo [—c, ¢]. Assim, Vx € [—c,¢], c.f. a Proposigéo 4.6,

/Zt”dt Z/ t"dt,

n=0 n=0
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ie.,
] =t |”
—dt = ,
/0 1-1 7;) n+1|,
logo,
— In(1 — ¢t)] Z
ou seja,

x’z , Vo e (—1,1).

Exemplo 2. Para t € (—1,1), temos a série geométrica

oo o0

: i = _ El tz) Z(_tZ)n _ Z(_l)nth.

n=0 n=0

Esta série serd uniformemente convergente em todo intervalo fechado con-
tido em (—1,1). Assim, Vz € (0,1), aplicando o Teorema Fundamental do

Calculo, obtemos

xT
1
/ dt = arctan z.
o 1412

Pela Proposicao 4.6, temos

x 1 r ) > T )
arctana::/o @dt:/o nZ:O(—l)nt ndt:,;)(_l)n/O t*"dt =

oS
z2n+1

=2V

chamada de Série de Taylor para arctanz no intervalo (—1,1).

4.3 Séries de Poténcias

Nesta secao estudaremos o importante conceito de séries de poténcias.

Definicao 4.7 Chama-se uma série de poténcias a uma série de fungoes da

o0
= E apx”,
n=0

onde a,, € R sdo os coeficientes da série.

forma
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Note que, para cada x € R fixado, tal série torna-se uma série numérica.

Teorema 4.8 Se a série Y an,xy converge, entdo a série Y a,x"

converge
para todo x € R tal que |x| < |x1]. Além disso, para todo 0 < |z| < ¢ < |z1], a

convergéncia é uniforme em [—c,c].

Demonstragao. A prova da primeira parte é simples, basta usar o teste
da comparacdo (Teorema 2.8) e deixamos para o leitor. Fagamos a prova da
segunda parte. Como a série Y a,z} converge, segue que o termo geral a,a}
tende a zero quando n tende a infinito. Ou seja, segue que a sequéncia (a,z]),

é limitada. Assim, 3M > 0 tal que
lanxy| < M, V¥n € N.
Considere 0 < |z] < ¢ < |z1]|. Assim temos

c" c|” c \"
o [a,2"| < |anc"| = |anzy - El = |anzy|- 1771 =M (|:p1|> ;

o0 n
Y c Ve . 7 ’ . 7’ .
e a série E M <> é convergente, pois é uma série geométrica de

Portanto, pelo Teste M de Weierstrass segue que a série . a,z" converge

uniformemente em [—c¢, ¢].
(I

Precisamos agora saber em qual intervalo vai haver convergéncia da série,
ou seja, precisamos determinar um intervalo no qual a série desenvolvida seja

convergente.

Admitamos que a série Y a,z™ seja convergente. Assim, pelo teste da raiz

temos que
1
lim V/|a,2"| <1< lim {l]a,l-|z| <1 e |z] < ———,
n—00 n—00 lim ¥ \an\
n—oo
. - 1
ou seja, temos que a série Y  a,x" converge para todo z tal que |z| < 17“
im +/l|a,

n—oo
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A esse numero real definimos por raio de convergéncia da série e o denota-

mos por
1

lim {/]an|
n—oo
Portanto, a série > a,x™ converge, para todo z tal que |z| < R (mais que
isso: a convergéncia serd uniforme em [—c, ¢], onde 0 < ¢ < R). O conjunto dos
pontos x tais que |xz| < R fornece o intervalo (—R, R), chamado de intervalo

de convergéncia da série. Para || = R precisamos verificar em cada caso se

haverd convergéncia da série ou ndo. Abaixo apresentamos alguns exemplos de

aplicacao.

+o0
. . . n .

Exemplo 01. Determine para quais valores de x a série Z S—nx" é conver-
n=1

gente.

Solugao. Calculando o raio de convergéncia R temos

= =3.

Wl |~

1 _ 1 _
nh~>n;o |an| lim Q"/ Sﬁn

n—oo

Portanto, a série converge para todo x real tal que |z| < 3, i.e., em (=3, 3).

Resta ver se hé convergéncia nas extremidades, i.e., em x = -3 e em x = 3:
o r=—-3:
—+o00 —+o0
(3T =Y (1)
3n - "
n=1 n=1

que é uma série alternada divergente.

e r=23:
+o0o 400
Z 3%3" = Z n,
n=1 n=1

que é divergente.

Portanto, a série dada converge no intervalo aberto (—3,3).
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Exemplo 02. Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia
da série

+oo nlnl

Solucgao. Note que

gn—1 3l-4
Vil {

e entao
1 B 1 1
lim “la,| 3% 3
dm Vleal oy, 30
n—oo 2Yn
assim, R =

11
5 e a série converge em (—3, 3).
Vejamos nas extremidades do intervalo

B ()8

1
nl —1n

.1 1 e
Note que, Vn, n > /n e entdo — < T Logo, a série diverge pelo teste
n n
da comparagao.
o = %:
I O
n=1 n=1 \/ﬁ
1
que é uma série alternada com b,

— > 0. Ainda, temos que
\/>

1
(i) vVn+1 > +/n, Vn e entdo

IN

-

) i'e'7 bn-i-l < bn7

S
+
-

1
(ii) lim b, = lim — =0.
n—o00 n—oo 1/n

Portanto, pelo teste de Leibniz, a série é convergente

11
Assim, o intervalo de convergéncia é (—=, =].
33
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Observagao. Um fato importante que devemos observar neste ponto consiste
em notar que, c.f. o Teorema 4.8, temos que uma funcao f : (—R,R) — R
definida por f(z) = > an,a™ (série de poténcias) converge uniformemente em
todo intervalo fechado da forma [—c¢,c], onde 0 < ¢ < R. Por exemplo, a
funcdo f : (—1,1) — R dada pela série geométrica f(z) = > .~ 2" converge
uniformemente em [—c¢,¢], Ve € (0,1)., mas nao converge quando z = —1 e

r=1.

4.4 Derivagao termo a termo. Série de Taylor

Lembrando do estudo de sequéncias de fungoes, lembramos do Teorema 3.8 que

se (fn) for uma sequéncia de fungdes derivéveis tal que

=3 f e fvlega

entdo f é derivdvel e f' = g.

Isso posto, adaptado para séries, temos o seguinte Lema:

Lema 4.9 Considerando f,(x) = ¢1(z)+p2(x) + ...+ pn(x) derivdveis, temos

que, se
> ’ '
on(x) e Z(pn(x) convergem uniformemente,
entao
/
(D enl@) =D ¢l

o0
Teorema 4.10 Seja f(z) = Z anx™ com raio de convergéncia R > 0. Entdo

n=0

f € derivdvel e a derivada € obtida termo a termo, ou seja,
oo
/ n—1
fi(x) = E n-apz T,
n=0

com o mesmo raio de convergéncia.
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Demonstragao. Seja R’ o raio de convergéncia de >_ na,2" 1. Note que

E napx™ ! converge @mg na,z™ "' converge < E na,x" converge.

Assim,
!/ 1 _ 1 — 1 —
lim {/|na,| lim ¢/n- {/|an] lim {/n- lim m
n—00 n—00 n—00 n—00
— 1 —
lim {/|ay| ’
n— o0

onde R é o raio de convergéncia de Y a,z™. Logo, o raio de convergéncia é o

mesmao.

Além disso, V0 < ¢ < R temos que Y. a,z™ e Y na,z" "' convergem uni-
formemente em [—c,c]. Logo, pelo Lema 4.9 temos f(x) = > a,z™ derivével
em (—c,c) e f'(z) = > na,a" !, Vo € (—¢,c). Como c é qualquer, vale para
todo =z € (—R, R).

[

Corolario 4.11 Se f(x) = Y a,x™ com raio de convergéncia R > 0, entdo

f € C*> e podemos derivar termo a termo repetidas vezes.

o0
Proposicao 4.12 O termo geral a,, de uma série de poténcias Z anx™ € dado
=0
por "
F(0)
Gp = .
n!

Demonstracao. Dada

f@) = ana" = ao + 12 + az2” + aza® + asz’ + ...,

n=0
temos,

f(0) = ao.
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Derivando, obtemos
f'(x) =ay +2-asx +3-azz? + ...,

e disso,
f(0) = as.

Derivando novamente, obtemos
f'(x)y=2-a2+2 -3z + ...,

e disso,

f//(0)=2'a2=>a2=@7

etc.

Dessa forma, uma série de poténcias pode ser expressa por

oo 0 r(n)
f(LL') — Zanmn — Z f n|(0) L =
n=0 n=0 '

= f(0) + f'(0) - > + L;('O) s 4 L;EO) a4

conhecida por série de Maclaurin desenvolvida em torno de x = 0.

Um resultado mais geral consiste em considerar a fun¢do f como uma série

de poténcias em x — a, i.e.,

conhecida por série de Taylor de f desenvolvida em = = a.

Exemplo 1. Vamos desenvolver a fungdo f(x) = senz como uma série de

poténcias. Para isto, notamos que
f(:c) = f(4)(x) = f(g)(l’) = f(12)(x) = ...=senux;
f/(x) = f(s)(f) = f(g)(x) = f(lg)(w) = ... = CO0sx;
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(@) = FO ) = fO(@) = 09 (@) = ... = - senz
(@) = fDz) = F(2) = f3(2) = ... = — cosz,
e entao
F(0) = £9(0) = f¥(0) = F'(0) = ... = sen 0 = 0;
F1(0) = f0) = fD0) = f19(0) = .. = cos0 =15
£(0) = F©O0) = f190) = fAY(0) = ... = — sen0 =0
£(0) = fD(0) = FD(0) = f09(0) = ... = —cos0 = —1,
e assim,

X r(n) 1" " )
1@ =3 L0 poy 4 e+ L0 LS00y

T T T e 2n+1
Seegtyoawt ; BT

e deixamos o leitor verificar que o reio de convergéncia é infinito.

Do mesmo modo, mostra-se que a expansao em série de poténcias para cos x
serd,

B > (_l)nlﬂn
cosx = 712207(271)!

Exemplo 2 - Férmulas de Euler. Considere a funcao exponencial f : R —
(0, +00), f(x) =€, onde e = 2,7182818284590... é o nimero de Euler. Assim,

2 nao pode ser expresso como um nimero complexo na forma a+ bi, com b # 0.

A menos que estendamos esta funcao para a teoria de Varidveis Comple-
xas, o que nao desejamos, s6 podemos ter a unidade imagindria em expressoes
polinomiais. Assim, procuraremos representar e® na forma de um polinémio

p(z) = ap + a1 + azx® + ... + a,a™ + ..., onde a; € C, Vi € {0,1,2,...}.
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Isto nos sugere a aplicagao de séries de Taylor. Logo, desenvolvendo e* em
série de poténcias em x = 0, obtemos

. f/(O).’t f”(O)QEQ f’”(())x?’ fn(O)mn
flx)y=€e"=1+ 1 + ol + 30 ++T+
= SH )"
k!

k=0

Coodn(z) ¥, temos

mo ——(€ € 110
dx™ ’

= :eo = 1’
e com isto, concluimos que
e " 22 23 s _+0<> k
e = —‘ri“rg“r?-‘r"-mﬁ-—k g
=0

Substituindo x por if, i = v/—1, obtemos

w . if (02 (0)° (i) 0 (i6)°  (i0)
e TR R R TR *

ou seja,

TR TR TR T (4.1)

o (000 0B e
e’ = *Eﬂ’I*EﬁL... +1 1!**4’***4*... .

3! 5! 7!
Como
. 02 o+ 6°
0 0 6> 9
cosf=—— —+ —

AT TR
temos que (4.1) fica escrito na formal

e = cos® +i-siné.

1Este é um resultado importante para o estudo de Equagdes Diferenciais.
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Substituindo 6 por —6 e recordando que o seno é funcao impar e o cosseno

é fungao par, obtemos também

e = cos(—0) + i - sin(—0) = cosf — i - sin 6. (4.3)

Somando (4.2) e (4.3) e isolando cos @ obtemos

0, ,—i0
cosf = %. (4.4)

Subtraindo (4.3) de (4.2) e isolando sin 6 obtemos

) e
sinf = — (4.5)

Estas formulas sao as classicas Relacoes de Fuler que definem as fungoes circu-
lares em termos de exponenciais. As demais fungoes circulares também podem

ser obtidas aplicando-se estas férmulas.

Repare que estas féormulas s@o muito parecidas com as fungdes cosseno hi-
perbdlico e seno hiperbdlico. De fato, existe uma intima ligagao entre elas
através de numeros complexos. Mais geralmente, existe uma intima ligagao

entre as fungoes hiperbdlicas e as trigonométricas.

Antes de chegarmos a estas ligacGes, porém, deduziremos uma interessante
relagao, conhecida também como rela¢do de Fuler, que liga os cinco ntmero
mais importantes da Matematica: 0,1, 7, e e .

Do estudo de nimeros complexos, temos que um nimero complezo z possui a
representacao z = p(cos #+i-sin ) na forma trigonométrica, onde p representa
o médulo de z, i.e., a distancia de z até a origem do plano complexo e 6 é o
argumento de z, i.e., o angulo de inclinacao do vetor oz em relacao ao eixo real,
indicado no sentido anti-horério, como na Trigonometria.

Por (4.2) podemos escrever

z = p(cos@ +i-sinf) = pe'?,

que é a chamada forma polar de um nimero complexo z. Assim, para repre-

sentar o complexo z = —1 na forma polar, temos p = 1 e § = 7, e com isto
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obtemos

ou seja,

Esta é a chamada Relagao de Euler.

Voltemos para o assunto anterior, sobre ligacoes entre fungoes hiperbdlicas e

trigonométricas.

Estendendo a definigao de seno hiperbdlico para os complexos temos que, para

. ef—e’*® . .
z€C, sinhz = — Em particular, para z = 1z com = € R, temos
) ) ir _ i el _ ol ) )
sinh iz = =1 - =1 -sinx,
2 21

ou seja,

sinhiz =4 -sinx
Analogamente se pode mostrar que

coshix = cosx e tanhix =1 -tanzx.

A demonstracao destas fica como exercicio.

4.4.1 Algumas séries de poténcias usuais

Nas secoes anteriores ja determinamos varias séries de poténcias, para varias

funcoes conhecidas. A saber, determinamos

0 m2n+1
arctanx = 7;)(—1)"271 1 Vz e (—1,1);
1 N "
In = x—, Vo e (—1,1);
1—= —n
oo —1)" 2n+1
senxzz( )"z , Ve e R;

|
= (2n+1)!
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929

> (—1)".1‘2"

cosx = Z n) Vz € R;
n=0
too "
T __
e’ = Zﬁ’ Vr e R
n=0

Vamos determinar uma representagao em série para a funcao binomial

f(x) = (1 4+ x)™. Observe que, pelo desenvolvimento em binémio de New-

ton, a soma sera finita se n for um ndmero natural. Vamos, entao, considerar

m negativo ou racional. Neste caso, determinando os coeficientes da série de

Maclaurin para tal funcio, vamos obter
o f@)=(+a)" = f(0) = 1;
o P@)=m+ )" = f(0) = m;
o /(2) = mm —1)(1 + )" = ["(0) = m(m — 1);
o (@) =m(m — D)(m—2)(1+2)" = [(0) = m(m — 1)(m — 2);
o f¥ @) =m(m— 1) (m— (k= 1)1 +2)"

= fO0)=mim—1).--- (m—k+1);

Dessa forma, o desenvolvimento da série sera

LI 110

3 _
o1 3l 4+ ... =

n

> £(n)
oy =S L2000 p0) + p0)e
n=0 :

(m—1) 2_‘_m(m —1)(m— 2)303—1— +m(m —1).(m—k+1)

= lmat = 3l !

chamada de série binomial.

zF 4+
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Uma outra forma de verificar o raio de convergéncia de uma série é verificar
onde o teste da razao se cumpre. Neste caso, a série binomial sera convergente,

pelo teste da razao do imite, quando

bn+1 —n

li
1m bn

n— oo

<l&...& lim

n—oo

‘~|:E|<1<:>|x<17
n+1

ou seja, o raio de convergéncia é R = 1.
Vejamos um interessante exemplo. Considere determinar a série de Taylor

para f(z) = (1 — xQ)*%. Neste caso, pela série binomial acima determinada,

temos

n

o1 1, 1.3, 1.3.5 1:3-5.2n—1) ,
(1—27) 2f1+§x +22.2!x+23.3!x ] T

para todo z € (—1,1).

Se integramos em [0, z], para « € (0, 1), obteremos a representacao em série

de poténcias para a funcao arco seno de x:

-(2n—1) gt
!

/I dt +§:1-3-5....
arcsenxr — —_— =X . s
o V1—t2 ot 2n.n 2n+1

|z| < 1.
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