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1. Sejam p e ¢ numeros reais positivos tais que — + — = 1. Prove as seguintes afirmacoes:
p q

uP vl
(a) Seu>0ewv>0,entdo uv < — + —.
p q
b

b
(b) Se f e g sdo Riemann integrdveis em [a,b] com f,g > 0, e / fPde =1= / gldx,

b
/ fgdx < 1.

(c) Se f e g sao Riemann integréveis em [a, b], entdo

[ roue| < (/abvv’);(/abmqf.

Tal desigualdade é chamada de Desigualdade de Holder para integrais. Quando p = q =
2 é chamada de Desigualdades de Cauchy-Schwarz.

entao

(d) Suponha que f’ é integravel em [0, 1] e f(0) = 0. Prove que para todo « € [0,1] temos

1
/ Zd_
@) < /Olf(t)l !
Solugao.

(a) Trata-se da desiqualdade de Young. Como f : R — R dada por f(z) = e” é convexa,

temos que

In(u-v) _ eln v+1nv %ln u+% Inv _

u-v=e =e
LlnuPalnod 1 1
= ep MWVt — (TP 4+ ZIno?),

1

e como f(z) = e® é convexa e 5+ % =1, segue que

1 1 1 1 1 1 1 1
w-v=f(=Inu? +=Iv?) < = f(InuP) + = f(Inv?) = —eP¥ 4 Zenv" = —yP 4 ~p9,
p q p q p q p q

(b) Sejam f,g : [a,b] — R integrdveis tais que f,g > 0, Vx € [a,b]. Usando u = f e v = g,
da desigualdade do item (a), obtemos

P9t
fr9<—+=.
P q

Integrando em [a, b], obtemos

b b/ op q 1 b 1 b
/f-gdxg/ (f—I—g)dx:/ f”dm—&—f/qux,
a a p q P Ja q.Ja

b b
e como / fPdx=1= / g%dz, o resultado segue.

i 1
(S21717)" (47 1gle)”

(c) Considere agora u =



Aplicando a desigualdade de (a), segue:

A 4
e AT ()
(Ssw)™ (0 lgle) " ! !

Q=

Logo,
. p q
|f - gl S i S [

(f: |f|p)% (f; |g|q)% - ff|f|p p fab|g|q q

Integrando em [a, b] e notando que % + % =1, o resultado segue.

(d) Pelo Teorema Fundamental do Célculo, para qualquer z € [0,1] temos f(z) = [ f/
(pois f(0) = 0). Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz estabelecida no 1tem antenor

(i.e., quando p = ¢ = 2),
"(t) - 1dt’ < \//rf/(t)wt-\//x 12dt =
0 0
= [ rwaeva< [ popa
0 0

)| =

’(t)dt‘ =

. Sejam f : [a,b] = R monétona, derivdvel com f’ integravel e g : [a,b] — R continua. Mostre
que 3¢ € [a,b] tal que
b
/ fg= / g+ /() / :
Solugao. Defina G(z f g(t)dt. Logo, por Teorema segue que G é continua e derivavel

com G’ = g. Pelo Teorema da mtegra(;ao por partes, vem (note que G(a) = 0):

/abfg:/abfG’:f-GZ—/abf’G- 1)

Vamos analisar a integral fab f' - G da igualdade acima. Note que por hipdtese temos que f
é mondtona. Sem perda de generalidade, assuma que f seja crescente. Como f também é
derivavel, tem-se que f’ > 0, Va € [a,b]. Além disso, sendo [’ e G continuas em [a,b], por
um dos Teoremas do valor médio para integrais estudado (Teorema 3.29), segue que existe
¢ € la, b] tal que

b b
/ G =6(e) / = GOF®) — f(a) (2)

Juntando (1) e (2), obtemos

b
/ f9 = FBG®) — GO b) — f(a)).

Logo,

/fg— G(e) + F(0)[G() — G(c)]:f(a)/:ﬁf(b) Vabg_/:g]:
:f(a)/:g—kf(b)/cbg,
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3. (Funcao Beta de Euler) Mostre que

m— 1)l(n—1)!

1
B = [ eyt = :
(m,n) /0 2™ (1 —x) x 1) , Vm,neN

Dica: Use integragio por partes repetidamente, primeiramente notando que B(m,n) = %B(m +1,n—1).

4. Mostre que a férmula de Taylor com resto integral pode ser escrita como: seja f uma fungao
n+ 1 vezes derivdvel em um aberto I com f("*1) integravel em todo subintervalo de I. Seja
a € I. Entao, dado x € I,

"(a ") (a
1) = f@) + F@e -+ @ —ap e O oy gy,
onde .
Rala) == [ f" D 0)(a — 0",

Em seguida, mostre que se |f("*1)(¢)| < M para todo ¢ entre a e x, entdo o resto integral
R, (x) satisfaz a desigualdade

M
< = _ ’I'L+1.
Ra(@)] < -l —al
1 a? 1/1\°
5. Se0<a< 3 mostre que senx = x — 37 + r(z), onde |r(z)| < sils )

Solugdo. Observe que f(z) = senz = fW(z); f(x) = cosz = fO)(x); f’(x) = senuz;
1" (x) = —cosx .

Pela Férmula de Taylor com resto integral, na forma apresentada no exercicio anterior, temos

"(a e (4) a
£@) = f(@) + @) —a) + 0D @ a2 LD gy

(x —a)* +r(x),
onde

)= / "W (@ — 0t

Para a = 0 teremos f(0) = 0, f/(0) = 1, f(0) =0, f(0) = —1, f*(0) = 0, e entdo vamos
obter

com

1" 1"
Ir(z)| = ‘4'/0 cost(xt)4dt| < I/O |z — t|*dt,

ecomo 0 <z < %, obtemos

1 (t—a)
4! 5

1 s 1o 11\
Ir(x)] < 025(_0+x):§x §5!<2> .

6. Seja f : [a,+00) — R uma funcdo com derivada segunda continua e tal que lim f(z) =
Tr—r00
lim f”(z) = 0. Mostre que lim f'(z) = 0.
Tr—r 00 Tr—r 00

(Sugestao: Utilize a férmula de Taylor com resto integral para avaliar).



7. Seja P ={a =1ty <t <..<t,=>b} uma partigao de [a,b] e ¢; < ¢c. Em cada subintervalo
[ti—1,t;] destaque um ponto z; qualquer, determinando assim uma partigdo pontilhada P*
pelos z;. Se u pertence ao subintervalo [t;_1,t;] e ¢; < 2; < ¢o, mostre que

e1— Pl < u < ea+IP.

Solugao. Temos que u € [t;—1,1;], entdo segue que t;—1 < u e é tal que
cr Sap <t <ty +[|Pl.
Logo, ¢; < t;—1 +||P||, e subtraindo ||P||, vem
c1 —|[|P|] <tic1 <,

ou seja,
a1 —||P| < wu. (3)

Além disso, temos que u < t;, e também temos
ti = [|P|| <tio1 <ty <o,

e entao somando || P|| vamos obter a desigualdade ¢; < ¢ + || P||, e como u < ¢;, concluimos
que
u< e+ |IP. (4)

Juntando (3) e (4), segue o resultado.
8. Sejam f, g : [a,b] — R integrdveis. Para toda particdo P = {a =tg < t; < ... < t, = b} de
[a,b] sejam P* = (P;¢) e P# = (P,n) pontilhamentos de P. Prove que

b
Jim ST a6~ i) = [ fagta)da,

Solugao. Basta observar que

D FEDgm) (i —tima) =Y f(&)g(&) (i —tima) + Y F(&)(g(m:) — 9(&))(t — tim).

O segundo somatdrio tende a zero quando ||P|| — 0 pois | f(&)| < M, para algum M >0 (f
é limitada).



