AN Littto de Matemiticn e
curso de
analise
real

Cassio Neri






Curso de Analise Real

Cassio Neri

Instituto de Matematica - UFRJ
Rio de Janeiro - RJ - Brasil
2006






Sai che ti avverra,
praticando il disegnare di penna?
che ti fara sperto, pratico,
e capace di molto disegno entro la testa tua.

Sabe o que te acontecerd, praticando o desenho a pena?
tornar-te-as perito, pratico,
e capaz de muitos desenhos dentro de tua mente.

- Cennino Cennini da Colle di Valdelsa
Il Libro dell'arte (1437) - Cap. XIII.
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Capitulo 1

Nocoes de Teoria dos Conjuntos

1.1 Conjuntos e elementos.

A nogdo intuitiva que se tem da palavra conjunto nos é satisfatéria e uma apresentacdo
rigorosa da Teoria dos Conjuntos é dificil e além dos objetivos do curso.

DEFINICAO 1.1. Um conjunto € constituido de objetos chamados elementos. Usamos a
notacdo x € A (lé-se x pertence a A) para dizer que x € um elemento do conjunto A. Se x
ndo é um elemento de A, entdo escrevemos x ¢ A (lé-se x ndo pertence a A).

Uma forma de caracterizar um conjunto é através da lista dos seus elementos, escrevendo-

os separados por virgulas “,” no interior de duas chaves “{" e “}".

EXEMPLO 1.2. Seja A o conjunto cujos elementos sdo os nimeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6.
Escrevemos A = {1,2,3,4,5,6}. Temos1 € A, 2€ AeT ¢ A.

Outra maneira de caracterizar um conjunto é através de uma propriedade P possuida por
todos os seus elementos e apenas por estes (mais adiante faremos algumas considera¢des sobre
isto). Escrevemos neste caso {z ; P(x)}, {z | P(z)} ou {z : P(x)} (lé-se o conjunto dos
elementos x tais que P(x) é verdadeira, ou ainda, dos elementos = que possuem a propriedade
P). Salientamos que a letra x é arbitraria de modo que {z ; P(z)} ={y; P(y)}.

EXEMPLO 1.3. Seja P a propriedade “é um nimero presente na face de um dado” e seja
A= {x ; P(x)} Entido A ={1,2,3,4,5,6}, i.e.l, A é o mesmo conjunto do Exemplo 1.2.

DEFINICAO 1.4. Dizemos que A é um subconjunto de B ou que A é uma parte de B,
ou ainda, que A esta contido em B e escrevemos A C B se todo elemento de A pertence a

Lie., abreviacdo de “id est” que, em latim, significa “isto é".
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B. Dizemos também que B contém A e escrevemos B D A. Quando A C B e B C A, os
conjuntos A e B s3o ditos iguais e escrevemos A = B. (Caso contrario eles sio diferentes
e escrevemos A # B. A notacdo A C B (ou B 2 A) é uma abreviacio para A C B com
A # B, neste caso dizemos que A é um subconjunto préprio de B.

EXEMPLO 1.5. Sejam A ={2,4,6} e B={1,2,3,4,5,6}. Temos que A C B.

EXEMPLO 1.6. Sejam A o conjunto dos niimeros inteiros miltiplos de 4 e B o conjunto
dos numeros pares. E Sbvio que A C B porém, vamos demonstrar esta afirmacdo. O primeiro
passo consiste em interpretar a definicdo do conjunto A. Um nidmero inteiro n é muiltiplo de
4 se n/4 € inteiro, ou equivalentemente, se existe um inteiro m tal que n = 4m. Logo,

A = {n ; existe um inteiro m tal que n = 4m}.

Andlogamente,
B = {n; existe um inteiro m tal que n = 2m}.

Estamos preparados para a demonstracdo. Sejan € A. Entdo existe um inteiro m tal que
n = 4m = 2(2m). Como m € inteiro, 2m também é. Concluimos que n € B.

Como n é um elemento arbitrario de A (além de n € A ndo fizemos nenhuma hipdtese
sobre n) concluimos que qualquer que sejan € A temosn € B, i.e, que todo elemento de A
pertence a B, ou seja, que A C B. Isto termina a demonstragao.

EXEMPLO 1.7. Sejam A = {0,1,2} e B = {1,2,3,4}. Pergunta: A C B? Por qué?
Resposta: Nao, pois0 € A e ¢ B.

De maneira geral, se A ndo é um subconjunto de B significa que existe pelo menos um
elemento de A que n3o pertence a B.

Existe um conjunto especial chamado de vazio (denotado @) que ndo possui nenhum
elemento, ou seja, ndo existe  tal que z € &. Uma propriedade interessante do conjunto vazio
é que ele é subconjunto de qualquer conjunto. Vejamos isto mais precisamente. Suponhamos
que exista um conjunto A tal que & n3o seja subconjunto de A. Pelo que vimos anteriormente,
isto significa que existe algum elemento = € & tal que = ¢ A. Mas, por definicdo de vazio,
ndo podemos ter x € @. Esta contradicdo nos obriga a concluir que @ C A pois, sendo,
chegariamos a uma conclusdo absurda.

Acabamos de mostrar que @ C A usando um argumento do tipo “demonstracao por
absurdo”. Neste tipo de argumento supomos inicialmente que a conclusdo desejada seja falsa
e, a partir desta hipétese, chegamos a um absurdo. Desta forma, somos obrigados a admitir
que a suposicdo é falsa e, portanto, que a conclusao desejada é verdadeira.

Existem conjuntos cujos elementos sdo conjuntos como mostra o préximo exemplo.
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EXEMPLO 1.8. Sejam A = {1,2}, B = {3} eC = {A, B}. Tente se convencer de que
todas as afirmativas abaixo sdo verdadeiras.

AeC, Be(C, {A}ccC, {B}ccC, 1¢c¢C, 2¢C, 3¢C.
Perceba ainda que é errado dizer {2} C C, {3} C C ou {{2}} C C. Entretanto, € verdade

que {{3}} C C (esta é simplesmente a quarta das afirmagées acima).

Quando C é um conjunto de conjuntos, para simplificar a linguagem, muitas vezes dizemos
que C é uma colecao, uma classe ou uma familia de conjuntos. Para familias utiliza-se
também notagdo especial (como veremos a seguir). Elementos de C sdo comumente chamados
de membros.

Por falar em conjuntos de conjuntos...

DEFINICAO 1.9. Seja A um conjunto. A colecio de todos os subconjuntos de A € dita
conjunto das partes de A e é denotada por P(A) ou por 2*. Em simbolos,

P(A) = {B ;B C A}.

Portanto, B € P(A) se, e somente se, B C A.

EXEMPLO 1.10. Temos que P(2) = {@}. Se A = {1}, entdo P(A) = {@, {1}}.

1.2 Operacoes com conjuntos.

DEFINICAO 1.11. Sejam A e B dois conjuntos. Existe um conjunto, chamado unido ou
reunidao de A e B (denotado por AU B), cujos elementos pertencem a A ou a B. Também
existe um conjunto chamado intersecao de A e B (denotado por AN B) cujos elementos
pertencem a A e a B. Em outros termos

AUB={z;x€AoureB} e ANB={r; x€Aex e B}.
De maneira geral, fazemos a seguinte definicdo.

DEFINICAO 1.12. Se C é uma colecio n3o vazia de conjuntos, ent3o a unido ou reunido
da colegdo C é formado pelos elementos que pertencem a pelo menos um membro de C. Em
simbolos,

UA:{QL' ; existe A € C tal que x € A}.
Aec

A intersecao da colecdo C € constituida pelos elementos que pertencem a todos os membros
de C. Em simbolos,

ﬂA:{x; x € A para todo A € C}.

Aec
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Por definicdo ANBNC ={z; v € Aex € Beux e C}. Neste caso podemos substituir
o conectivo “e" por uma virgula ", escrevendo ANBNC ={z; z€ A, x € Bex € C}.
Porém, o conectivo “ou” é sempre preservado.

EXEMPLO 1.13. Sejam A ={1,2,3} e B={1,2,4,8}. Temos

AUB={1,2,3,48 e AnB=/{1,2}.

DEFINICAO 1.14. Sejam A e B conjuntos. O conjunto diferenca entre A e B (denotado
por A\ B ou A — B) é constituido pelos elementos de A que ndo pertencem a B. Em
simbolos,

A\B={x; x€ Aex ¢ B}.

DEFINICAO 1.15. Quando trabalhamos apenas com subconjuntos de um determinado
conjunto X (subentendido no contexto) definimos o complementar de A por X \ A e o
denotamos AC.

Dissemos anteriormente que um conjunto pode ser definido pela lista de seus elementos.
Devemos ressaltar que a ordem dos elementos na lista ndo importa e que repeticoes sao
irrelevantes. Desta forma,

{a,b,c¢} = {b,a,c} = {c,a,b} = {a,a,b,c}.

Quando queremos que a ordem ou repeticdes sejam relevantes usamos o conceito de
par ordenado. Dados dois objetos a e b definimos o par ordenado (a,b) cuja primeira
coordenada é a e a segunda é b. Dois pares ordenados (a,b) e (¢, d) sdo iguais se eles forem
iguais coordenada por coordenada, i.e.,

(a,b) = (¢,d) se, e somente se, a=ceb=d.

Repare que (a,b) # (b, a) salvo se a = b e que (a,a) # (a). De maneira andloga definimos
triplas ordenadas (a, b, ¢) ou n-uplas ordenadas (ay,...,a,).

DEFINICAO 1.16. Dados dois conjuntos A e B existe um conjunto chamado de produto
cartesiano de A e B (denotado A x B) formado pelos pares ordenados (a,b) tais que a € A
eb € B. Em simbolos:

Ax B={(a,b); ac Aebe B}.

Em particular, podemos definir A x A e, por simplicidade, o denotamos A?. De maneira
andloga definimos A x B x C' = {(a,b,c) ; a € A, b€ Bece C}, A3=AxAxA,
A" = A x -+ x A (n vezes).
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1.3 Simplificando a escrita.

Repetidas vezes usamos expressoes do tipo “existe”, “para todo”, “qualquer que seja”, etc.
Para simplificar a escrita destas expressoes introduziremos alguns simbolos que as representam,
a saber:

= significa “existe”;

3! significa “existe um (nico”;

v significa “para todo” ou “qualquer que seja”;
— significa “se ... entdo ..." ou “implica que”;
<= ou “sse” 1 significa “se, e somente se,”.

Desta maneira, podemos escrever que, por definicao, A C B sse
reA = uzeb.

Temos também

(YA={x;zcAVAecC} e [JA={r;3AeCtalquesc A}

AeC AeC

1.4 Teoria dos Conjuntos é facil?

N3o entramos nos fundamentos légicos da Teoria dos Conjuntos e tudo parece trivial e
familiar. Mas (in)felizmente a Teoria dos Conjuntos ndo é tdo facil como possa parecer. Por
exemplo, nossa exposicao apresenta uma inconsisténcia légica, ou paradoxo, conhecido como
Paradoxo de Russel?.

Logo na primeira secao dissemos que dada uma propriedade P podemos definir, ou melhor,
existe o conjunto A dos elementos que possuem a propriedade P e escrevemos

A= {x : P(x)}
Ora, n3o hd nada mais razodvel.

Nada nos impede de considerar conjuntos cujos elementos sdo conjuntos (como j3 fizemos
ao introduzir cole¢des) e de questionar se um conjunto é elemento dele mesmo. Como
exemplo, considere o conjunto C' de todos objetos que ndo s3o bolas. Ora, C' ndo é uma
bola, logo, C' € C'. Vejamos como isto gera um paradoxo.

Diremos que um conjunto X é normal se ele ndo pertence a si préprio, i.e., se X ¢ X.
Seja N o conjunto dos conjuntos normais:

N={X; X énormal} ={X ; X ¢ X}.

!Este neologismo ¢ derivado de outro em inglés iff que significa if and only if. Foi o matematico Halmos
que o inventou. A ele devemos também o pequeno quadrado que indica final de demonstracao.
Paul Richard Halmos: x 03/03/1916, Budapeste, Hungria.

2Bertrand Arthur William Russell, x 18/05/1872, Ravenscroft, Pais de Gales -  02/02/1970, Penrhyn-
deudraeth, Pais de Gales
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Perguntamo-nos se N é normal. Existem duas respostas possiveis: sim ou n3o. Vamos
analisar cada uma delas.

12 possibilidade: N é normal.

Por definicao, N é o conjunto dos conjuntos normais €, sendo ele préprio normal, temos
que N € N. Isto implica, por definicao de conjunto normal, que N ndo é normal.

Temos entdo uma contradicdo! Pode-se pensar que este argumento seja apenas uma
demonstracdo por absurdo que mostra que a primeira possibilidade ndo funciona e entdo
devemos concluir que é a segunda que é a boa. Vejamos.

22 possibilidade: N nao é normal.

Pela definicdo de N, e como N n3o é normal, devemos ter N ¢ N. Logo, por defini¢do
de conjunto normal, concluimos que N é normal.

Novamente temos uma contradicao. Nenhuma das duas possibilidades é possivel - para-
doxo!

Para eliminar este paradoxo da Teoria dos Conjuntos (que é o pilar de toda a Matematica)
uma solucdo € a seguinte. Ao invés de admitir que dada uma propriedade P existe o conjunto
dos elementos que possuem a propriedade P, admitimos que dada uma propriedade P e
um conjunto A existe o subconjunto dos elementos de A que possuem a propriedade P.
Escrevemos {93 € A P(:)s)} Feito isto o argumento usado no Paradoxo de Russel se
transforma em um teorema (veja Exercicio 9) segundo o qual ndo existe o conjunto de todas
as coisas ou, de forma mais “poético-filoséfica”, “nada contém tudo”. Boa viagem!

1.5 Funcoes.

Todos sabemos que o valor da prestacao de uma televisao comprada em 12 parcelas iguais
e sem juros depende do seu preco a vista. Por isto, dizemos que o valor da prestacdo é funcdo
do preco a vista. Neste caso, se x é o preco a vista, entdo o valor da prestagdo é x/12. A
funcdo “valor da prestacdo” a cada ‘valor a vista” x associa o “valor da prestacdo”, dado por
x/12. De maneira geral, uma fungdo associa, através de uma regra precisa, cada elemento de
um conjunto a um dnico elemento de outro conjunto (os dois conjuntos em questdo podem
ser iguais).

O exemplo anterior é de uma fun¢do numérica definida através de uma férmula, mas nem
toda funcdo é deste tipo. Por exemplo, cada pessoa possui um (nico tipo sanglineo, logo,
podemos considerar a fun¢ao que a cada elemento do conjunto das pessoas associa o seu tipo
sangliineo que é um elemento do conjunto {A, B, AB,O}. Mudando a regra a fun¢do muda.
Assim, a funcdo anterior é diferente da fun¢do que a cada pessoa associa o tipo sangliineo do

pai.

DEFINICAO 1.17. Sejam A e B dois conjuntos néo vazios. Uma funcio f : A — B (1é-se
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fungdo f de A em B) € definida por uma regra de associagcdo, ou relagdo, entre elementos de
A e B que a cada x € A associa um tinico elemento f(x) (Ié-se f de ) em B, dito imagem
de x por f. O conjunto A é o dominio de f enquanto que B € o contradominio de f.

Note que ndo deve haver exce¢do a regra: todo = € A possui uma imagem f(z) € B. Por
outro lado, pode existir y € B que ndo seja imagem de nenhum z € A. Note também que,
dado = € A, ndo deve haver ambigiiidade com respeito a f(x). Entretanto, o mesmo elemento
y € B pode ser imagem de mais de um elemento de A, i.e., pode ocorrer f(x1) = f(x2) com

T # To.

EXEMPLO 1.18. Sejam A = {alunos da UFRJ}, B = {nimeros inteiros}. Como exemplo
de fungdo, temos f : A — B que a cada x € A associa seu ano de nascimento. Qutro
exemplo € a fungcdo g : A — B que a cada x € A associa seu ano de entrada na UFRJ.

EXEMPLO 1.19. Seja A = {pessoas}. Se a cada © € A fazemos corresponder f(x) € A
de maneira que f(x) seja irmdo de x, entdo f ndo é uma funcdo por duas razées. Primeiro
por excecdo pois nem toda pessoa tem irmdo. Segundo por ambigiiidade pois existem pessoas
que tém mais de um irmao.

Por definicao, f,g: A — B sdo iguais se sao dadas pela mesma regra de associa¢ao, ou
seja, se
flz) = g(x) Vo e A.

A condi¢do acima s6 tem sentido (podendo ser falsa) se f e g tiverem o mesmo dominio (no
caso A). No entanto, é dispensavel que f e g tenham o mesmo contradominio. Por esta
razao, podemos considerar iguais duas fun¢des de contradominios diferentes. Desta forma, a
funcdo

h : {alunos da UFRJ} — {ndmeros inteiros positivos},

que a cada x € {alunos da UFRJ} associa seu ano de entrada na UFRJ é igual a fun¢do ¢ do
Exemplo 1.18.

Mais grave é considerar que fun¢des de dominios diferentes sejam iguais. Entretando,
cometemos este abuso quando, por exemplo, o dominino de uma funcdo contém o dominio da
outra. Quando a prudéncia mandar, devemos lidar com os conceitos de restricao e extensao.

DEFINICAO 1.20. Sejam f : A — B eg: C — D. Dizemos que f é uma restricio de
g ou que g € uma extensao de f se A C C' e f(x) = g(x) para todo z € A. Neste caso
escrevemos [ = g|a.

DEFINICAO 1.21. Sejam f: A— B e C C A. Aimagem de C por f é definida por
f(C)={yeB; 3z eC tal que f(z) =y} ={f(2); =z € C}.

Em particular, o conjunto f(A) é chamado de imagem de f.
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DEFINICAO 1.22. Sejam f : A — B e C C B. Aimagem inversa ou pré-imagem de
C por f é definida por

f(C)={zeA; f(z)eC}.
Se C = {y}, entdo escrevemos f~'(y) em vez de f~'({y}). Se f~*(C) = {z}, entdo
fazemos o abuso de notacdo v = f~1(C).

DEFINICAO 1.23. Uma fungdo f : A — B é dita sobrejetiva se f(A) = B, ou seja, se
qualquer que seja y € B, existe v € A tal que f(z) =vy.

Observamos na definicdo anterior que, ao se tratar da sobrejetividade de uma funcdo, deve
estar claro qual conjunto estd sendo considerado como contradominio.

EXEMPLO 1.24. Seja A = {a,b}. A fungdo f, definida por f(x) = = para todo = € A,
ndo é sobrejetiva de A em {a,b,c} mas € sobrejetiva de A em {a,b}. De modo geral, toda
fungdo € sobrejetiva na sua imagem.

DEFINICAO 1.25. Uma funcdo f : A — B é dita injetiva ou injecdo se para quaisquer
x,y € A tais que x # y temos f(x) # f(y), ou equivalentemente, se x,y € A s3o tais que
f(z) = f(y), entdo x =y, ou ainda, se para todo y € f(A) existe um tnico x € A tal que

f(z) =y.

Faremos a seguinte convencdo de terminologia. Diremos que uma fungdo f tem a proprie-
dade P em A, se f4 tem a propriedade P. Por exemplo, dizer que f € injetiva em A significa
que f4 € injetiva. Isto é muito usual, sobretudo em conversas informais entre matematicos.
Entretanto, isto deve ser usado com cuidado para ndo cairmos em armadilhas (veja Exercicio
12 do Capitulo 6).

DEFINICAO 1.26. Uma funcio f : A — B € dita bijetiva ou bijecdo se ela € injetiva e
sobrejetiva.

EXEMPLO 1.27. Sejam A ={1,2,3}, B=1{2,4,6} e C ={1,4,9,16}. Consideremos as
fungées f: A— B,g: A— C eh: A — A definidas por

flx) =22, g(x)=2% hx)=2 VreA

Temos que f € injetiva e sobrejetiva e, portanto, bijetiva. Temos ainda que g € injetiva mas
ndo € sobrejetiva e h ndo € injetiva e nem sobrejetiva.

DEFINICAO 1.28. Sejam f : A — B e g : C — D tais que f(A) C C. Definimos a
funcao composta go f: A — D que a cada x € A associa g(f(x)) eD.
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A definigdo anterior faz sentido pois dado = € A temos que f(z) € f(A) ecomo f(A) C C
temos f(z) € C. Neste caso podemos aplicar g e encontrar g(f(z)) € D.

Observamos ainda que a operacdo de composicdo de funcdes é associativa, i.e., se f :
A—B,g:C—Deh:FE— Fcom f(A) C Ceg(C)C E, entdo temos

((hog)o f)(x)=(ho(go f))(x)=h(g(f(x)) Vxe A
Para f: A — A definimos f*: A — A por f" = fo---of (n vezes).

DEFINICAO 1.29. Sejam f : A — B eg: B — A tais que (go f)(x) = x para todo
x€Ae(fog)(y) =y para todoy € B. Dizemos que f € invertivel, que g € a inversa de
f e escrevemos g = !

N3o devemos confundir f~! da definicdo acima com f~! da Definicio 1.22.

Repare que intercambiando f com g, A com B e x com y as hipdteses da Definicdo 1.29
ndo mudam, porém a conclusdo dird que f é a inversa de g. Concluimos que f é a inversa
de g se, e somente se, g é a inversa de f.

Se f: A — B é injetiva, entdo mesmo quando ela n3o for sobrejetiva, ainda poderemos
considerar sua funcdo inversa f~! ficando subentendido que o dominio de f~! é f(A) (e ndo
B). Desta forma (f~'o f)(z) =z paratodoz € Ae (fo f)(y) =y para todo y € f(A).

1.6 Familias

Dissemos anteriormente que a palavra familia é usada para designar conjuntos de conjun-
tos. De fato, este é o principal uso da palavra familia mas n3o o dnico. Na verdade, uma
familia é uma func3o para a qual usamos uma notacdo especial.

DEFINICAO 1.30. Sejam I e C conjuntos nio vazios. Uma familia (A;)ier de elementos
de C' é uma fungdo A : I — C para a qual denotamos por A; (em vez de A(i)) a imagem
de i por A. Dizemos que a familia esta indexada pelo indice i € I, que I é o conjunto de
indices e que A; é o i-ésimo elemento (ou membro) da familia. Quando I é o conjunto dos
nitmeros naturais substituimos a palavra familia por seqtiéncia.

Os gramaticos que nos perdoem mas usamos o sufixo “ésimo” em i-ésimo mesmo quando
7 ndao € um numero cardinal.

Observe que na notagdo (A;);c; ndo aparece o contradominio C' da fungdo. Por isto,
ao introduzirmos uma familia, é obrigatério dizer que tipo de objetos constituem o seu con-
tradominio. Por exemplo, uma familia de pessoas é uma fun¢do cujo contradominio é um
conjunto de pessoas. Da mesma forma, uma familia de macacos é uma fun¢ao cujo contra-
dominio é um conjunto de macacos (agora sdo os bidlogos que h3o de nos perdoar).
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Como dito anteriormente, o uso mais frequiénte do termo familia é quando o contradominio
é uma colecdo de conjuntos. Trata-se, entdo, de uma familia de conjuntos. Neste caso,
existem notacdes especiais para a unido e a intersecdo da colecdo. Se (A;);c; € uma familia
de conjuntos, entdo a unido e a intersecdo da familia sdo definidas, respectivamente, por

i€l BeC i€l BeC

sendo C a imagem de A. Desta forma, = pertence a unido da familia (A;);c; se, e somente se,
existe B € C tal que x € B. Mas como C é a imagem de A, isto acontece quando, e somente
quando, existe i € [ tal que z € A;. Do mesmo modo, constatamos que x é elemento da
intersecdo de (A;);cs se, e somente se, © € A; para todo ¢ € I. Em simbolos

UA,-:{x; existe i € [ tal que x € A;} e mAi:{x; x € A; para todo i € [}.

iel iel
Se I é o conjunto dos numeros inteiros de m até n, entdo também é usual escrever

OAZ-:Amu-UAn e ﬁAi:Amﬂ-~-ﬁAn.

Se I é o conjunto de todos os inteiros positivos, entdo as nota¢des usuais sao

+00 too
UAZ:AlLJAQU € ﬂAz:AlmA2m
i=1 =1

O simbolo oo (infinito) que aparece nas notagbes anteriores ndo é um ndmero. Ele é
apenas um simbolo tipografico cujo papel nas notacdes acima é dizer que tanto a unido
quanto a intersecdo da familia (A;);c; sdo tomadas para todo ¢ € {1,2,3,...}. Este mesmo
simbolo aparecerd em varias notagdes ao longo do texto sendo que em cada uma delas seu
papel serd diferente. Porém, sempre devemos ter em mente que infinito ndo é niumero!

1.7 Exercicios.

1 - Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto X. Mostre que

a) AU = A;

by AnNo =g;

c) AUX =X,

d) AN X = A;
) @

(S
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f) X
g)AcBeBCC = ACC;
hAcB = Bbc AL

i) AN(BUC)=(ANB)U((ANCO);
j)AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
k) (AU B)t = ACn BE;

)

1) (AN B)t = Aty BC.

2 - Mostre que as seguintes afirmacdes s3o equivalentes.

i. ACB;
i. ANB=A;
ii. AUB = B.

3 - Considere uma familia (A;);c; de subconjuntos de um conjunto X . Seja ainda A C X.
Mostre que

a) AN (Uz‘el Ai) = UieI(Ai N A);
b) AU (ﬂiel Ai) = mieI<Ai U A);
¢) (Nier Ai) = Uier A

d) (Ui A5)° = Micy A%

Repare que (3.a), (3.b), (3.c) e (3.d) sdo generalizagdes de (1.i), (1), (1.I) e (1.k)
(respectivamente). As relagdes (3.a) e (3.b) sdo chamadas leis de distributividade enquanto
que (3.c) e (3.d) sdo conhecidas como leis de De Morgan'.

4 - Sejam f: A— BeC,D C A mostre que
a) f(CUD)=f(C)Uf(D)
b) f(CND)C f(C)Nf(D).

5 - Dé um exemplo que mostre que podemos ndo ter igualdade entre os conjuntos do
exercicio (4.b).

6 - Sejam f: A— Be (C,D C B mostre que
a) f~H(CuUD)=fHC)U fHD);

L Augustus De Morgan: « 27/06/1806, Madura, india - 1 18/03/1871, Londres, Inglaterra.
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b) f~H(C' N D) = fHC)N f7H(D).

Observacao: Neste exercicio, f~! tem o sentido da Definicdo 1.22.

7 - Sejam f: A — B e (B;);c; uma familia de subconjuntos de B. Mostre que
a) 7 (Uier Bi) = User f(Ba);

b) £~ (Mier Bi) = Mier f~H(By).

Observacao: Neste exercicio, f~! tem o sentido da Definicdo 1.22.

8 - Seja f : A — B. Mostre que f é invertivel se e somente se f é bijetiva.

9 - Usando o argumento do Paradoxo de Russel, mostre dado um conjunto A, existe um
conjunto N tal que N ¢ A. Conclua que n3o existe o conjunto de todas as coisas, nem o
conjunto de todos os conjuntos.



Capitulo 2

Numeros naturais, inteiros e racionais

2.1 Numeros naturais e inteiros.

O conjunto usado para contagens é o conjunto N = {1,2,3,...}. De t3o natural, N
ganha o nome (N é o conjunto dos niimeros naturais) e é o primeiro conjunto numérico
que aparece na histéria de qualquer civilizacdo ou em qualquer tratado sobre os fundamentos
da Matematica.

Neste curso admitiremos conhecidos os conjunto Ne Z = {...,—2,—-1,0,1,2,...} (dos
nimeros inteiros) bem como suas propriedades algébricas de soma e multiplicacdo e sua
relacdo de ordem <.

No conjunto N valem dois principios fundamentais: o “Principio da Boa Ordem” e o
“Principio da Inducao”.

PRINCIPIO 2.1. (Da Indugao) Seja A C N satisfazendo as seguintes propriedades:

1€ A; (2.1)
neA = n+leA (2.2)

Entd0 A = N.

PRINCIPIO 2.2. (Da Boa Ordem) Todo subconjunto ndo vazio de N possui elemento
minimo, ou seja, se B C N com B # &, entdo existe n € B tal que n < m para todo
m e B.

O Principio da Indugio (e suas variantes) é usado para demonstrar que certas propriedades
sdo verdadeiras para todo nimero natural. A estratégia é a seguinte. Definimos o conjunto A
constituido pelos niimeros naturais que possuem uma certa propriedade P. A seguir, mostra-
se que A satisfaz (2.1) e (2.2). Dai, concluimos que A = N e, portanto, que P ¢é verificada por
todo ndmero natural. Este tipo de argumento é chamado de demonstracao por inducao.

13



14 CAPITULO 2. NUMEROS NATURAIS, INTEIROS E RACIONAIS

EXEMPLO 2.3. Vamos demonstrar, por indugcdo, a conhecida féormula 1 + --- +n =
n(n + 1)/2 vdlida para todo n € N. Seja A o conjunto dos n € N para os quais a férmula é
valida, i.e.,
1
A= {nGN‘l—P-A—nz%}.
Pelo Principio da Indugdo, basta mostrar que A satisfaz (2.1) e (2.2) para concluir que A = N,

ou seja, que férmula acima é valida para todo n € N.

Evidentemente, 1 € A pois 1 = 1(1 + 1)/2. Tomemos n € A e mostremos que m =
n+1leA Comone€ Atemosl+---+n=n(n+1)/2. Segue que

n(n+1)+(n+1): (n+1)2(n+2) :m(m2+1)‘

I+-+m=1+--+4+n+(n+1)=
TEOREMA 2.4. Se vale o Principio da Boa Ordem, ent3o vale o Principio da Indugdo.

Demonstracao. Seja A C N satisfazendo (2.1) e (2.2). Suponhamos, por absurdo, que
A # N. Isto significa que existe algum elemento de N que n3o pertence a A e, portanto, o
conjunto B = AC & n3o vazio. Pelo Principio da Boa Ordem, B possui um elemento minimo
m. Com certeza m > 1 poism ¢ Ael € A. Assim, m —1 é um natural menor que m. Pela
minimalidade de m, temos que m — 1 ¢ B e portanto m — 1 € A. De (2.2) concluimos que
m=(m—1)+1¢€ A, oque é absurdo. n

TEOREMA 2.5. Se vale o Principio da Inducdo, entdo vale o Principio da Boa Ordem.

Demonstracao. Seja B C N ndo vazio. Suponhamos por absurdo que B n3o possua
elemento minimo. Em particular, 1 ¢ B (sendo 1 seria elemento minimo de B). Seja

A={neN; n<mVme B}

Observamos inicialmente que ANB = &. De fato, se ANB # &, entdo existe n € ANB.
Tendo n € A temos também n < m qualquer que seja m € B, em particular, tomando
m =n € B obtemos n < n o que é absurdo. Concluimos que AN B = &.

Mostraremos a seguir que A = N. Vejamos agora que isto é suficiente para concluir a
demonstracdo. Neste caso temos @ = ANB = NN B = B contradizendo a hipdtese B # &.

Mostremos, por indugdo, que A = N. J4 sabemos que 1 ¢ B e portanto 1 < m qualquer
quesejam € B, ouseja, 1 € A. Tomemos n € A. Por definicdo de A temos n < m qualquer
que sejam € B, logon+1 < m paratodom € B. Sen+1 € B entdo n+ 1 é um elemento
minimo de B. Como, por hipétese, B n3o possui elemento minimo, segue que n+ 1 ¢ B e
portanto n+ 1 < m para qualquer m € B. Concluimos dai que n+ 1 € A. Pelo Principio da
Inducdo A = N. [ ]
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2.2 Conjuntos finitos, enumeraveis e nao enumeraveis.

Como dissemos na Secdo 2.1 o conjunto N é o conjunto usado para contagens. Quando
queremos contar, por exemplo, o niimero de integrantes do grupo The Beatles procedemos
da seguinte maneira. A cada miusico associamos um elemento do conjunto N seguindo a sua
ordem usual: Paul 1, John 2, George 3 e Ringo 4.

Acabamos de definir uma func¢3o injetiva f do conjunto A = {Beatles} no conjunto N,
de modo que f(Paul) =1, f(John) =2, f(George) =3 e f(Ringo) = 4. Bastava tomar
o conjunto B = {1,2,3,4} como contradominio que f ainda seria injetiva. Porém, isto ndo
seria possivel se B fosse {1,2,3} pois, neste caso, pelo menos um elemento de B estaria
associado a mais de um mdusico (e portanto f ndo seria injetiva). De fato, 4 é o menor
nimero n tal que o conjunto {1,...,n} possa ser contradominio sem que f deixe de ser
injetiva.

Estas consideracGes nos levam as seguintes defini¢oes:

DEFINICAO 2.6. Dizemos que um conjunto A é enumeravel se ele é vazio ou se existe
uma fungdo injetiva f : A — N.

DEFINICAO 2.7. Seja A um conjunto nio vazio. Se existe n € N e uma funcdo injetiva
g:A—{l,...,n} diremos que A é€ finito, caso contrario, A € infinito. O menor nimero
n que verifica esta propriedade é dito numero de elementos de A. Escrevemos #A = n.
Diremos também que o conjunto vazio € finito e que seu nimero de elementos € 0.

Observamos que o nimero de elementos de um conjunto finito A n3o vazio é bem definido
gracas ao Principio da Boa Ordem. De fato, o conjunto dos niimeros n € N que verificam a
propriedade “existe fun¢do injetiva g : A — {1,...,n}" é um subconjunto n3o vazio (pois A
é finito) de N e portanto possui um elemento minimo.

Vejamos outro exemplo de contagem. Um professor vai aplicar uma prova e n3o tem
certeza se a sala destinada a este efeito tem um nimero suficiente de cadeiras para acomodar
os alunos. Ele pode contar as cadeiras e os alunos e comparar os resultados para obter a
resposta. Uma alternativa ébvia a este método é pedir aos alunos que se acomodem e trés
coisas podem acontecer ao final do processo:

i. existem alunos de pé e todas as cadeiras estdo ocupadas;
ii. existem cadeiras livres e todos os alunos est3o sentados;

iii. todos os alunos estdao sentados e todas as cadeiras estdao ocupadas.

No primeiro caso temos que o nimero de alunos é maior que o de cadeiras, no segundo
caso ocorre o contrario e, finalmente, no terceiro eles sdo iguais. Obtemos assim a resposta
a pergunta “qual conjunto tem mais elementos?” sem necessariamente conhecer os niimeros
de elementos dos conjuntos envolvidos. Estas consideracdes motivam a seguinte defini¢do.



16 CAPITULO 2. NUMEROS NATURAIS, INTEIROS E RACIONAIS

DEFINICAO 2.8. Sejam A e B dois conjuntos n3o vazios. Dizemos que A e B tém a
mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é igual a de B e escrevemos # A = #B,
se existe uma bijecdo f : A — B. C(aso contrario dizemos que eles ndo tém a mesma
cardinalidade ou que suas cardinalidades sdo diferentes e escrevemos #A #+ #B.

A definicdo anterior faz sentido mesmo se os conjuntos A e B s3o infinitos. Nela o simbolo
# A isoladamente ndo tem nenhum sentido. Apenas as expressbes #A = #B e #A #* #B
tém. Por outro lado, se A é finito entdo #A é um nimero natural e tendo eles a mesma
cardinalidade temos que #A = #B e esta “igualdade” tem dois sentidos distintos: como
igualdade de niimeros naturais e como apresentado na Definicdo 2.8. Porém a “igualdade”
cocorre num sentido se, e somente se, ocorre no outro. Por esta razao, podemos pensar no
conceito de cardinalidade como generalizacdo do conceito de nimero de elementos.

DEFINICAO 2.9. Sejam A e B conjuntos n3o vazios. Se existe func3o injetiva f : A — B,
entdo dizemos que a cardinalidade de A € menor ou igual a de B e escrevemos #A < #B.
Se existe uma fungdo sobrejetiva g : A — B, entdo dizemos que a cardinalidade de A é
maior ou igual a de B e escrevemos #A > #B. Se #A < #B e #A # #B, entao
escrevemos # A < #B (lé-se a cardinalidade de A é menor que a de B). Analogamente, se
#A > #B e #A # #B, entdo escrevemos #A > #B (lé-se a cardinalidade de A é maior
que a de B).

Feita esta definicdo, temos que A # @ é enumerdvel se, e somente se, #A < #N.

E verdade que #A < #B se, e somente se, #B > #A mas este fato carece de demons-
tracao.

PROPOSICAO 2.10. Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Entdo #A < #B se, e
somente se, #B > #A.

Demonstracao. Suponhamos #A < #B e mostremos que #B > #A. Por definicdo,
existe uma funcdo injetiva f : A — B. Para concluir, devemos mostrar que existe funcdo
sobrejetiva g : B — A.

Fixemos um elemento yy € A. Para todo x € B definimos g(x) da seguinte maneira.
Se x ¢ f(A) tomamos g(x) = yo, sendo, se x € f(A), entdo, pela injetividade de f, existe
um unico y € A tal que f(y) = z. Neste caso tomamos g(x) = y. Mostremos que g é
sobrejetiva. Sejay € Aex = f(y). Temos z € f(A) e, por definicdo de g, segue que
9(x) =y.

Mostremos agora a reciproca, i.e., que se #B > #A, entdo #A < #B. Por hipdtese,
existe uma fun¢ao sobrejetiva g : B — A. Logo, para todo y € A podemos escolher z € B
tal que g(z) = y. Definimos f(y) = x. Mostremos que f é injetiva. Se f(y1) = f(y2) (com

y1,92 € A), entdo y1 = g(f(y1)) = 9(f(y2)) = v m

Outra propriedade que se espera do simbolo < é dada pela proposicdo seguinte.
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TEOREMA 2.11. (De Cantor!-Bernstein>-Schréder®) Se #A < #B e #B < #A,
entdo #A = #B.

Demonstracao. Por hipdtese, existem f : A — B e g : B — A injetivas. Considere
F :P(A) — P(A) dada por

F(X) =g(f(X)9° vx c A

Seja Xo = ;5 F'(A) (convencionando que F°(A) = A). Como f é injetiva, temos

s = () Fn) =1 st

Portanto,
oo c\ C oo c oo c
F(Xo) = g (mf<Fi<A>)> =g<Uf(Fi(A))U> - <Ug<f(Fi(A))c>>

= o (FE @)Y = N F(EA) = ) = N £ = X,

Segue que X = F(X,)® = g(f(X,)®). Concluimos que g é uma bijegdo de f(X,)¢ em X,
logo, g~ é uma bijecdo de Xg em f(Xo)E. Também temos que f é uma bijecdo de Xy em
f(Xo). Destas observagdes segue que h : A — B dada por
| flz)  sex € Xy,

hz) = { g Nz) sexe XL
é bijetiva. [ ]
EXEMPLO 2.12. Seja A um conjunto ndo vazio. E evidente que #A = #A pois a funcio
identidade /d : A — A dada por Id(x) = = para todo x € A é uma bijecdo.

EXEMPLO 2.13. Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios com A C B. Obviamente
#A < #B pois a fungdo Id : A — B dada por Id(z) = x para todo x € A € injetiva.

EXEMPLO 2.14. #7 = #N. Escrevendo 7. = {0,1,—1,2,—2,3, -3, ...} uma bijecdo de
f N — Z nos salta aos olhos. Ela é dada por f(1) =0, f(2) =1, f(3) = -1, f(4) =

2, f(5) =—2, f(6) =3, ..., mais precisamente,
f(n) = m sen =2m, m=1,2,3,...
|l —-m sen=2m+1, m=0,1,2,...

1Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor: x 03/03/1845, Sdo Petersburgo, Russia - 1 06/01/1918 Halle,
Alemanha.

2Felix Bernstein: x 24/02/1878, Halle, Alemanha - { 03/12/1956, Zurique, Suica.

3Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder: x 25/11/1841, Mannheim, Alemanha - ¥ 16/07,/1902, Karlsruhe,
Alemanha.
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EXEMPLO 2.15. #N? = #N, em particular, N*> é enumeravel. De fato, #N < #N? pois
a funcdo f : N — N? dada por f(n) = (n,n) é claramente injetiva. Por outro lado, vejamos
que #N? < #N. Pela unicidade da fatoracdo de naturais como produto de primos, (Teorema
Fundamental da Aritmética) temos que a fungdo g : N> — N dada por g(m,n) = 2m3" é
injetiva. Uma outra demonstracio, bastante popular, para #N? = #N ¢é obtida através do
esquema mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Bijecdo de N em N2,

Uma bijecdo h : N — N2 € definida seguindo as setas da seguinte maneira:

h(l) = (17 1)7 h(2) = (172)7 h(g) = (27 1)7 h(4) = (17 3)7 h(5) = (272)7

EXEMPLO 2.16. Vamos mostrar que #N < #P(N). Ora, a funcdo f : N — P(N) dada
por f(n) = {n} é obviamente injetiva, logo #N < #P(N). Suponhamos, por absurdo, que
exista uma bijecdo g : N — P(N). Seja A = {n € N; n ¢ g(n)}. Como g € bijetiva,
existe m € N tal que g(m) = A. Das duas, uma: oum € A oum ¢ A. Se m € A, entdo
m ¢ g(m) = A, que é absurdo! Por outro lado, se m ¢ A, entio m € g(m) = A o que
também é absurdo. Concluimos que ndo existe bijecdo de N em P(N).

O argumento usado no Exemplo 2.16 é conhecido pelo nome de “Processo de Diagona-
lizacdo de Cantor”. Georg Cantor procurou sem sucesso um conjunto A tal que #N < #A <
#P(N). Finalmente ele conjecturou que ndo existe tal conjunto (esta é a chamada “Hipétese
do Continuo”). Demonstra-la ou encontrar um contra-exemplo era o primeiro da lista de 16
problemas nio resolvidos no século XIX que, segundo Hilbert!, eram os principais a serem
estudados no século XX. A questdo foi totalmente resolvida em 1963. Numa primeira etapa,
em 1940, Godel® [9] mostrou que ele era consistente com os axiomas de Teoria dos Conjuntos

1David Hilbert: 23/01/1862, Kaliningrad, Rissia - 1 14/02/1943, Gottingen, Alemanha.
2Kurt Godel: x 28/04/1906, Brno, Repliblica Tcheca - 7 14/01/1978, Princeton, Estados Unidos.
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propostos por Zermelo! e Fraenkel?, ou seja, Godel mostrou que n3o era possivel demonstrar
que a Hipdtese do Continuo era falsa. Finalmente, em 1963, Cohen® [3] mostrou que, por
outro lado, n3o era possivel mostrar que ela era verdadeira! Desta forma demonstrou-se que
a Hipdtese do Continuo é independente dos axiomas da Teoria dos Conjuntos.

PROPOSICAO 2.17. Se A e B sdo enumeradveis, entio AU B € enumeravel.

Demonstracdao. Se A = @ ou B = J, entdo a proposicdo é imediata. Suponhamos que
ambos sejam n3o vazios. Entdo, existem fun¢des injetivas f : A — Neg: B — N. Definimos
h: AU B — N da seguinte maneira:

 2f(x) sex € A,
h(x)—{ 2g(x)+1 sex € B\ A.

Temos que h é bem definida e €, claramente, injetiva (observe que h(A) N h(B) = & pois os
elementos de h(A) sdo nimeros pares enquanto que os de h(B \ A) sdo impares). u

A préxima proposicao generaliza a anterior.
PROPOSICAO 2.18. Se, para cadan € N, A,, é enumerdvel, entdo U:ii A,, é enumeravel.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que A,, # & para todo n € N.
Seja A== A,.

Por hipdtese, para cada n € N, temos que A, é enumeravel, logo, existe f,, : N — A,
sobrejetiva. Vamos mostrar que a funcao
f: NxN — A
(n,m) +— fu(m)
é sobrejetiva. De fato, se z € A, entdo existe n € N tal que x € A,,. Como f,, é sobrejetiva,
existe m € N tal que f,(m) = z. Segue que f(n,m) = f,(m) = .

No Exemplo 2.15 vimos que #N = #N?2. Portanto, existe g : N — N2 sobrejetiva. Segue
que fog:N — A é sobrejetiva. ]

2.3 Nuameros racionais: operacoes e enumerabilidade.

Lembramos que um nimero racional é aquele que pode ser expresso como razio entre
dois inteiros m,n € Z, com n # 0, ie.,

VeeQ, dmeZ, neN tais que x:T.
n

'Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo: % 27/07/1871, Berlim, Alemanha -  21/05/1953, Freiburg, Alema-
nha.

2Adolf Abraham Halevi Fraenkel: * 17/02/1891, Munique, Alemanha - 1 15/10/1965, Jerusalém, Israel.

3Paul Joseph Cohen: x 02/04/1934, Long Branch, Estados Unidos.
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Q é o conjunto dos nimeros racionais. Como m/1 = m para todo m € Z temos que
Z C Q.

Como fizemos com N e Z admitiremos neste curso que o leitor ja estd familiarizado com as
propriedades basicas do conjunto Q. Nesta e nas préximas duas se¢des revisaremos algumas
destas propriedades e estudaremos outras menos familiares.

PROPOSICAO 2.19. Q € enumerdvel, i.e., #N = #Q.

Demonstracao. Como N C Z C Q, temos que #N < #Q. Vamos mostrar que #N > #Q.

A defini¢do de nimero racional diz que a fung¢do f : Z x N — Q dada por f(m,n) =m/n
é sobrejetiva.

Vimos no Exemplo 2.14 que Z é enumerdvel. Segue do Exercicio 6 que Z x N também ¢é
enumerdvel. Logo existe g : N — 7Z X N sobrejetiva. Terminamos a demonstracao observando
que fog: N — Q é sobrejetiva. [ ]

As operacoes de adicdo e multiplicacdo de nliimeros racionais verificam certas propriedades
algébricas que definem o conceito de corpo.

DEFINICAO 2.20. Seja K um conjunto munido de duas operagdes bindrias chamadas
adicao e multiplicacao da seguinte maneira: a cada par x,y € K a adicdo e a multiplicacdo
fazem corresponder, respectivamente, a sua soma z+y € K e o seu produto = -y € K (por
simplicidade, as vezes omitimos o -). Dizemos que o terno (K, +,-) é um corpo se valem as
seguintes propriedades.

i. Comutatividade da adicao e da multiplicagdo:

r+y=y+xr e z-y=y-xz Vr,yek

ii. Associatividade da adicdo e da multiplicagco:

(x+y)+z=x+@W+z2) e (z-y)-z2=2-(y-2) Va,y,ze K

iii. Existéncia do elemento neutro da adigcdo:
dlz e K talque z4+y=y VYyek
Tal elemento sera denotado 0 e chamado de zero.

iv. Existéncia de oposto:
VreK, 3dyeK talque z+y=0.

Neste caso, dizemos que y é o oposto de x e o denotamos —x.
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v. Existéncia do elemento neutro da multiplicagco:
dlz e K\ {0} talque z-y=y VyekK
Tal elemento sera denotado 1 e chamado de um.

vi. Existéncia de inverso:

Ve e K\ {0}, 3yeK talque z-y=1.

Neste caso, dizemos que 1y é o inverso de x e o denotamos x~*.

vii. Distributividade:

r-(y+2)=(x-y)+(x-2) Vr,yzekK

A operacao de multiplicacdo tem prioridade sobre a de soma, assim x -y + x - z significa
(-y)+ (z-2).

EXEMPLO 2.21. O terno (Q,+, ), onde + e - sdo as operacdes usuais de adicdo e multi-
plicacdo (de nimeros racionais), é um corpo.

A Propriedade (iii) nos diz que zero existe e € tnico. Na verdade a unicidade do zero pode
ser demonstrada a partir de sua existéncia, i.e., poderiamos substituir o simbolo “3!" por “3"
que n3o faria diferenca. De fato, suponhamos que 0 e 0’ sejam dois zeros, ou melhor, dois
elementos neutros da adicdo. Mostraremos que 0 = (/. Como 0 é elemento neutro da adic3o,
0+ y = y para todo y € K. Em particular, para y = 0, temos 0 + 0/ = (0. Da mesma
maneira, obtemos que 0’ + 0 = 0. Portanto, 0’ =0+0'=0"+0=0.

Analogamente a existéncia do oposto de x implica a sua unicidade. De fato, suponhamos
que y e z sao opostos de x. Isto significaque z4+y=0ex+2=0, logo x +y =z + 2.
Adicionando y aos dois lados da equa¢do obtemos

y+r+y=y+a+z = (y+a)+ty=y+z)+z = 0+y=0+z = y==z.

Cabe ao leitor a tarefa de verificar as unicidades de 1 e do inverso.

Da definicdo de oposto e da comutatividade da soma, temos que x é o oposto de y se, e
somente se, y é o oposto de x. Em outros termos, o oposto de —x é z, ou ainda —(—z) = x.
Observagdo analoga vale para o inverso.

Para simplificar a escrita, usaremos as seguintes convenc¢des:

X _
r—y=x+(—y) e gzx/yzx-y !

As operacdes de um corpo podem ser estendidas as fungdes com contra-dominio neste
corpo. Este é o objeto da préxima definicdo.
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DEFINICAO 2.22. Sejam (K, +,-) um corpo e f,g: A — K. As funcées soma, produto,
diferenca e quociente de f e g sdo definidas e denotadas, respectivamente, por

f+9)(x) = f(x) + g(x) para todo x € A;
g)(z) = f(x) - g(x) para todo x € A;
f=9)(z) = f(z) — g(x) para todo x € A,

A
i (f
i
(f/9)(x) = f(x)/g(x) para todo x € A tal que g(z) # 0.

iv.

Dado ¢ € K definimos ainda (c- f)(z) = c¢- f(z) para todo z € A.

2.4 Nuameros racionais: ordem.
No conjunto dos niimeros racionais estd definida uma relagdo de ordem completa.

DEFINICAO 2.23. Uma relagio < num corpo (K,+, ) € dita ordem total ou, simples-
mente, ordem se valem as seguintes propriedades.

i. Ela € transitiva: sex <y ey < z, entdoxr < z.
ii. Ela é anti-simétrica: sex <y ey <z, entdo r = y.
iii. Ela é completa: Vx,y € K temosz <y ouy < z.
iv. A adicdo é mondtona: sex <y, entiox +z2<y+z Vzelk

v. A multiplicacdo é mondtona : sex <y, entdox-z <y-zquando0 < zey-z<x-z
quando z < 0.

Neste caso, dizemos que (K, +,-, <) é um corpo ordenado.

DEFINICAO 2.24. Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado e sejam x,y € K. Se x <y, entdo
dizemos que x é menor ou igual a y, ou ainda, que y é maior ou igual a © e também
escrevemos y > x. Se x < y e x # y, entdo dizemos que x € menor que y e escrevemos
x <y, ou ainda, que y é maior que x e escrevemos y > T.

DEFINICAO 2.25. Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado e A C K. Dizemos que A é
limitado superiormente pela cota superior s € K se a < s para todo a € A. C(Caso
contrario, A € ilimitado superiormente. De modo analogo define-se conjunto limitado
inferiormente, cota inferior e conjunto ilimitado inferiormente. Finalmente, A € dito
limitado se ele € limitado superior e inferiormente. Caso contrario, A € ilimitado.
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DEFINICAO 2.26. Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado e f : A — K. Dizemos que f é
limitada superiormente se f(A) € limitado superiormente. Analogamente define-se fun¢do
limitada inferiormente, funcao limitada e funcao ilimitada.

DEFINICAO 2.27. Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado, ACKef:A— K

i. [ écrescente quando x <y implica que f(x) < f(y).
ii. f €decrescente quando x <y implica que f(y) < f(x).
iii. f € monétona quando € crescente ou decrescente.
iv. f € estritamente crescente quando x < y implica que f(z) < f(y).
v. f é estritamente decrescente quando x < y implica que f(x) > f(y).

vi. f € estritamente mondétona quando € estritamente crescente ou estritamente decres-
cente.

2.5 Numeros racionais: propriedade arquimediana.
Uma importante propriedade do corpo ordenado (Q, +, -, <) é ser arquimediano.

DEFINICAO 2.28. Dizemos que um corpo ordenado (K, +, -, <) é arquimediano se N é
um subconjunto de K ilimitado superiormente, ou seja, para todo x € K existe m € N tal
que T < m.

De fato, (Q,+, -, <) é arquimediano pois se x € Q, com z > 0, entdo, existem m € Z
en € N tais que x = m/n. Como xz > 0, temos m € N. Concluimos observando que
r=m/n<m<m+1€N,

2.6 Exercicios.

1 - Mostre, por indugdo, que 12+ -+ +n? =n(n+1)(2n 4+ 1)/6 para todo n € N.

2 - Mostre que
1 1 1

1
- N.
n+n+1 2n — 2 vn €

3 - Seja X C N um subconjunto infinito. Prove que existe uma tnica bijecdo crescente
f:N—X.
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4 - Use a Proposicao 2.17 para mostrar, de maneira diferente do Exemplo 2.14, que Z é
enumeravel.

5 - Use a Proposicdo 2.18 para mostrar que N? é enumeravel.

Sugestdo: Considere conjuntos da forma {n} x N com n € N.

6 - Mostre que se A; e Ay sdo enumeraveis, entdo A; x Ay é enumerdvel. Mostre, por
inducdo, que se Aq,..., A, sdo enumerdveis, entdo A; X --- x A, é enumeravel.

7 - Denotamos {0, 1}" ao conjunto de todas as fungdes f : N — {0,1}. Mostre que
#{0,1}" = #P(N).

Sugestdo: Para cada f € {0, 1}" considere o conjunto f~!(1).

8 - Seja A um conjunto n3o vazio. Denotamos por A{%?} ao conjunto das funcdes
f:{1,2} — A. Mostre que #At2} = 4 A2,

9 - Sejam (K, +, ) um corpo e z,y, z € K. Mostre que

a)z-0=0;

b) (—2) -y =—(z-y);

c) (=z) - (—y) =z-y.

Sugestdo: Em (9.a) use 0 =0+ 0. Em (9.b) use (9.a) e em (9.c) use (9.b) duas vezes.

10 - Mostre a unicidade de 1 a partir de sua existéncia e da comutatividade da multi-
plicacdo, ou seja, mostre que se a operagao - é comutativa em K e existe x € K tal que
x -y =y qualquer que seja y € K, entdo ele é unico.

11 - Mostre a unicidade do inverso de © € K — {0} a partir de sua existéncia e da
comutatividade da operacdo de multiplicacao.

12 - Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado e z,y, z € K. Mostre que
a)sexr <y, entdoxr+z2<y+z

b)sex <y, entdozr-2<y-zquando0< zey-z<x-zquando z < 0.

13 - Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado. Sejam z,y € K. Mostre que
a)sex>0ey >0, entdox-y>0;
b)sex >0ey<0,entdox y<0;
c)sex<0ey<0, entdox-y>0;
d)sex>0ey >0, entdo x-y > 0;
)

e)sex>0ey <0, entiox- -y <O0;



2.6. EXERCICIOS. 25

f)sex<0ey<0,entdox-y>0.

14 - Seja f : A — B uma fungao crescente e decrescente ao mesmo tempo. Mostre que
f é constante, i.e., f(x) = f(y) quaisquer que sejam z,y € A.

15 - Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado.

a) Mostre que 0 < z -z para todo = € K e conclua que 0 < 1.

b) Mostre que se 0 < z, entdo —z < 0 e conclua que —1 < 0. (Atencdo: desigualdade
estrita).

c) Diga porque é impossivel definir uma relagdo de ordem no conjunto dos complexos de
modo que (C, +, -, <) seja um corpo ordenado.

Sugestao: Em (15.a) considere separadamente os casos 0 < z e x < 0 e utilize a
monotonia de < para a multiplicagdo. Em (15.b) use a monotonia de < para a adicdo. Em
(15.c) use (15.a) e (15.b) e considere z = i.

16 - Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado. Sejam z,y € K. Mostre que

a)se x>0, entdo z7! > 0;

b) se z < 0, entdo z~! < 0;

c)se0<x <y, entio 0 <y ! <zl

17 - (Desigualdade de Bernoulli') Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado contendo N
e a € K com a > —1. Mostre, por indugdo, que (14 a)” > 1+ na para todo n € N.

18 - Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado arquimediano, e = € K com x > 0. Mostre
que

a) existe y € K tal que 0 < y < ;

b) se y € K ey >0, entdo existe n € N tal que = < ny;

c)sey € Key > 1, entdo existe n € N tal que x < y".

! Jacques Bernoulli: x 27/12/1654, Basiléia, Suica - 1 16/08/1705, Basiléia, Suica.
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Capitulo 3

Numeros reais

3.1 A polémica descoberta dos incomensuraveis.

Uma das figuras mais importantes da Matemdtica grega foi Pitdgoras!. Nascido em

Samos, uma das ilhas do Dodecaneso, ele viajou pelo Egito e Babil6nia antes de se estabelecer
em Crotona (atualmente na Itdlia) e 1d fundar a chamada Escola Pitagérica. Mais do que
uma escola matemadtica ela era uma sociedade secreta dotada de varias doutrinas cientificas,
filoséficas, politicas e morais. Uma delas dizia que o conhecimento era um bem comum a
sociedade, e por isso, a atribuicdo de descobertas n3o era feita a nenhum membro especifico
da escola. Por esta razdo, é melhor n3o falar da obra de Pitdgoras mas sim da obra dos
pitagédricos.

O famoso Teorema de Pitdgoras ja era conhecido, provavelmente, por outras civilizagdes
mas imagina-se que foram os pitagéricos os primeiros a demonstra-lo.

Segundo outra doutrina pitagérica “tudo é nimero”, ou seja, tudo podia ser explicado
através dos numeros (inteiros) e suas razdes (ndmeros racionais). Acreditava-se também
que dados dois segmentos quaisquer eles eram sempre comensuraveis, i.e., que existia um
terceiro segmento, menor que os dois primeiros, tal que cada um deles era miltiplo inteiro do
menor. Em outros termos, se a e b s3o os comprimentos dos dois segmentos, entdo existe um
segmento de comprimento ¢ e dois inteiros m e n tais que a = mc e b = nc. Daf conclui-se
que a/b = m/n. Muitas das demonstracdes da época eram baseadas neste fato. Vejamos o
que, junto com o Teorema de Pitdgoras, isto acarreta.

Consideremos um quadrado de lado 1 e seja d o comprimento de sua diagonal. Pelo
Teorema de Pitdgoras d?> = 12 + 12 = 2. Pela comensurabilidade entre a diagonal e o lado,
existem inteiros m e n tais que d/1 = m/n. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
m e n n3o tém divisor comum maior que 1. Assim, 2 = d*> = m?/n%. Segue que m? = 2n>
e, portanto, m? é par, o que implica que m também é. Logo, existe um inteiro p tal que
m = 2p. Temos entdo 2n? = m? = 4p? e, portanto, n? = 2p>. Dai concluimos que n? é par

1Pitagoras de Samos: * ~ 569 A.C., Samos, Grécia - T ~ 475 A.C., 7.

27
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e, logo, n também é. Provamos que tanto m quanto n s3o pares contradizendo o fato que
eles nao possuem divisor comum maior que 1. Isto mostra que 1 e d sao incomensuraveis.

A comensurabilidade entre dois segmentos quaisquer é equivalente ao fato que todo
ntimero é racional!l A incomensurabilidade entre 1 e d significa que d = /2 n3o é racio-
nal. Isto mostrou aos Pitagéricos que, ao contrario do que eles preconizavam, os nlimeros
(inteiros) e suas razdes ndo eram capazes de explicar tudo. Acredita-se este resultado foi
descoberto e revelado por Hippasus de Metapontum?! que, por este motivo, foi expulso da
confraria (pior, segundo a lenda, ele foi jogado ao mar).

Foi Eudoxo® quem resolveu a crise surgida com a descoberta dos incomensuraveis intro-
duzindo uma nova definicdo de razdo tal como ela aparece no livro V de “Os Elementos” de
Euclides®.

3.2 x Cortes de Dedekind.

Vimos na secdo anterior que os nimeros racionais sio insuficientes. Por isto, devemos
completa-los introduzindo o corpo ordenado (R, +, -, <) dos nimeros reais. O conjunto R
contém o conjunto dos niimeros racionais. Existem vdrias maneiras de construir este corpo
ordenado. Neste texto, optamos pela construcio através de cortes de Dedekind* [4] que pode
ser vista como uma modernizacao da idéia de Eudoxo.

Com certeza o leitor estd habituado a trabalhar com nidmeros reais. Porém, se este é seu
primeiro Curso de Andlise, é muito provavel que ele nunca tenha visto a definicao de nimero
real. O objetivo desta secdo é cobrir esta lacuna.

Os gregos da época pitagérica conheciam e manipulavam nimeros racionais e apenas
eles. Suas demonstracdes eram baseadas nas propriedades dos racionais e somente nelas. Por
outro lado, eles sabiam que existiam outros “ndmeros” (por exemplo v/2) e, pelo fato de ndo
saberem como eles eram, os gregos eram incapazes de manipula-los. Este foi o motivo da
crise descrita na secdo precedente.

Peco ao leitor que se comporte, simultaneamente, com duas posturas diferentes. Deve
esquecer tudo o que conhece sobre nlimeros reais - até mesmo a existéncia. Deve admitir, neste
momento, que conhece, além de Teoria dos Conjuntos, apenas fun¢bes, niimeros racionais e
suas propriedades (operatdrias, ordem, etc). Por outro lado, o leitor deve manter em mente
o conjunto dos nlmeros reais pois a experiéncia adquirida com ele nos guiard para a sua
construcdo. Sabendo onde se deve chegar fica mais facil percorrer o caminho ate |3.

A mesma tipografia usada para as defini¢cGes, exemplos, teoremas, etc serd usada, e iden-
tificada pela palavra IDEIA, para explicar a idéia intuitiva sobre os nimeros reais que estara

'Hippasus de Metapontum: * = 500 A.C., Metapontum, Italia - t ?

2Eudoxo de Cnido: * 408 A.C., Cnido, Turquia - T 355 A.C., Cnido, Turquia.

3Euclides de Alexandria: x ~ 325 A.C., ? - + = 265 A.C., Alexandria, Egito.

4Julius Wihelm Richard Dedekind: * 06/10/1831, Braunschweig, Alemanha - { Braunschweig, Alemanha.



3.2. x CORTES DE DEDEKIND. 29

por tras das demonstracoes e definicOes que a seguirdo. Porém, elas servem apenas para isto
e ndo podem ser usadas como fato constatado. Comegamos por uma destas idéias.

IDEIA. Seja A um intervalo (de nimeros reais) aberto, ilimitado inferiormente e limitado
superiormente. Claramente, existe a € R tal que A = (—o0,a). Reciprocamente, dado um
nidmero real a o intervalo (—oo, a) € aberto, ilimitado inferiormente e limitado superiormente.
Desta forma, existe uma correspondéncia biunivoca entre nimeros reais e intervalos abertos,
ilimitados inferiormente e limitados superiormente. A nossa construcdo serd baseada nesta
correspondéncia: consideraremos intervalos do tipo (—oo, a) e no conjunto de tais intervalos
definiremos uma relacdo de ordem assim como operacées de soma e multiplicacdo. Ao final
diremos que cada intervalo destes é um nimero real.

O nosso trabalho consiste entdo em definir um intervalo aberto, ilimitado inferiormente e
limitado superiormente, i.e., um intervalo do tipo (—o0,a) sem considerar o nimero a que,
rigorosamente falando, ndo existe! A definicdo seguinte cumpre este objetivo.

DEFINICAO 3.1. Dizemos que A C Q é um corte se valem as seguintes propriedades.

i AoeAl £ o
ii. Sepe Aeq<pentdoqe A

iii. Para todo p € A existe ¢ € A tal que p < q.

Denotamos o conjunto de todos os cortes por ().

IDEIA. As duas primeiras condi¢oes da Definicao 3.1 implicam que A é um conjunto da forma
(—00,a) N Q ou (—o0,a] N Q. A terceira condicdo exclui a segunda possibilidade (quando
a € Q) dizendo que A ndo tem mdximo.

EXEMPLO 3.2. Sejar € Q. O conjunto Z(r) ={p € Q; p < r} é um corte. De fato, é
facil ver que Z(r) satisfaz as duas primeiras propriedades da definicdo de corte. Falta mostrar
que ele satisfaz a terceira. Sejap € Z(r) e tomemos q = (p+1)/2. Claramente temos p < q
eq <r (logoqe€ Z(r)). Definimos desta maneira uma fungdo Z : Q — ) que € claramente
injetiva. Veeremos, posteriormente, outras de suas importantes propriedades.

O exemplo anterior é fundamental. Para destaca-lo, fazemos a seguinte definicdo.

DEFINICAO 3.3. O cortes da forma Z(r) = {p € Q ; p < r}, comr € Q, sdo ditos
cortes racionais.

IDEIA. Sejam a e b dois nimeros reais. Temos que a < b se, e somente se, (—o0,a) C
(—00,b). Isto nos indica que a relacdo de inclusdo entre cortes é a maneira natural de definir
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uma relagdo de ordem no conjunto §). Ja sabemos que a relacdo de inclusio € transitiva
e anti-simétrica. Porém, ela ndo é completa pois existem A C Q e B C Q que ndo sio
comparaveis, i.e., nem A C B nem B C A. Entretanto se A e B s3o cortes uma destas
inclusées deve ser verdadeira. Este é o assunto do préximo teorema.

TEOREMA 3.4. Sejam A, B € ). Temos A C B ou B C A.

Demonstracao. Se A = B, ent3o n3o hd nada a ser demonstrado. Suponhamos que A # B.
Ent3o, existe p € B tal que p ¢ A ou existe ¢ € A tal que ¢ ¢ B.

No primeiro caso devemos ter A C B. De fato, qualquer que seja r € A temos r < p
(pois sendo, se fosse p < r, entdo, como A é corte, teriamos p € A) e, como B ¢é corte,
re B.

De maneira andloga, concluimos que no segundo caso temos B C A. [ ]

PROPOSICAO 3.5. Seja A, B € Q. O conjunto
C={reQ;r=p+qcompe Aeqe B}

€ corte.

Demonstracao. Claramente C' # &. Sejam p, € A e ¢y € BE. Vamos mostrar que
Po + qo ¢ C (e portanto que Cct £ @). Suponhamos, por absurdo, que py + ¢o € C. Entéo,
existem p € A e ¢ € B tais que py + ¢o = p + gq. Ndo podemos ter py < p (sendo teriamos
po € A) nem qo < ¢ (sendo teriamos ¢y € B). Logo p < py e ¢ < qo. Pela monotonia da
adicao p+q < p+ qo < po + qo, que é absurdo.

Sejamr € Ces <r. Existemp € Aeq € Btaisquer =p+gq. Sejat =s—p.
Mostremos que t € B. De fato, devemos ter t < ¢ pois sendo, se ¢ < t, entdop+q < p+t,
i.e., r < s. Portanto t < q e, como B é corte, segue que t € B. Concluimos que s =p+t
comp € Aet € B e, portanto, s € C.

Finalmente, seja r € C' e mostremos que existe s € C tal que r < s. Ora, r € C significa
quer=p+qgcompec Aeq € B. Existet € Atalque p <t logo, r=p+q<t+q. Para
concluir, basta tomarmos s =t + q. ]

DEFINICAO 3.6. Sejam A, B € Q. O corte C dado na Proposicdo 3.5 é denotado A & B
é chamado de soma ou adicao de A e B.

OBSERVACAO 3.7. E fdcil ver que se A, B € Q sdo tais que Z(0) C AN B, entdo
Z(0)c Ae B.

Fica assim definida uma operacao de adicao entre cortes. Mostraremos que esta operacio
satisfaz algumas das propriedades da adigdo em um corpo.
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TEOREMA 3.8. Sejam A, B,C € 2. Temos

i, A®B=DB®& A;
i (AeB)&C=A®(BaC),
ji. Ae Z(0) = A.

Demonstracao. (i) Seja r € A @ B. Podemos escrever r = p+qgcomp € Ae q € B.
Pela comutatividade da soma de nimeros racionais, temos r = g+ p com ¢ € Be p € A.
Concluimos que 7 € B @ A e, portanto, A® B C B@® A. Da mesma maneira mostra-se a
inclusdo contrdria.

(ii) Esta propriedade é conseqiiéncia imediata da associatividade da soma de ndmeros
racionais (assim como (i) é da comutatividade).

(iii) Seja r € A@ Z(0). Escrevemos r =p+qcomp € Ae g e Z(0). Ora g € Z(0)
significa ¢ < 0, logo, p+q < p+0, i.e., 7 < p. Como A é corte, segue que r € A. Mostramos
assim que A @ Z(0) C A. Reciprocamente, seja r € A. Tomemos p € A tal que r < p. Se
q=r—p, entdo ¢ < 0 e, portanto, ¢ € Z(0). Concluimos que r =p+q € A® Z(0). [ ]

IDEIA. Para cada a € R estd associado o intervalo A = (—00, a) e ao seu oposto —a estd
associado o intervalo B = (—oo, —a). Devemos ser capazes de definir B em termos de A sem
considerar o nidmero a. Inicialmente observamos que p € B se, e somente se, —p € (a, +00).
Mas AC = [a,+00), logo, p € B se, e somente se, —p € Al e —p # a. Para dizer que
—p # a, evitando usar o nimero a, basta dizer que —p ndo é minimo de AC.

PROPOSICAO 3.9. Seja A € Q. O conjunto
B={peQ; —peACeEIqEAEta/queq<—p}

€ corte.

Demonstracdo. Sejam p € A e g € AL, E facil ver que —(¢+1) € B e —p € BL. Portanto,
B+@eB +£0.

Sejam p € B e g < p. Temos que —p < —q. Como —p € A®, segue que —q € A® e que
—g n3o é minimo de A®. Concluimos que ¢ € B.

Seja p € B. Por definicio de B, existe ¢ € A® tal que ¢ < —p. Tomando r = (p—q)/2
temos que p < r e também que ¢ < —r, logo, r € B. [

DEFINICAO 3.10. O corte B da Proposicio 3.9 é denotado ©A e chamado oposto de A.

OBSERVACAO 3.11. Seja A € Q. E fécil ver que:
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— 0A=7(0);

)
— SA+# Z(0);
)
)

(0) (
(0) (
iii. AD Z(0) <= cAC Z(0);
(0) (

— A C Z(0).
O teorema justifica porque chamamos o corte ©A de oposto de A.
TEOREMA 3.12. Seja A € 2. Temos que A @ (©A) = Z(0).

Demonstracdo. Seja r € A @ (©A). Entdo existem s € A, p € QA eq € A tais que
r=s+peg<—p. Comose Aeqe A% temos s < q. De ¢ < —p segue que p < —q €,
pela monotonia da adigdo, s+ p < s — ¢. Portanto, r = s+ p < s — ¢ < 0. Concluimos que
r e Z(0).

Finalmente, seja € Z(0), i.e., 7 < 0. Sejam ainda s € A e n o menor natural tal que
s —nr/2 e AL. Tomemos
-1 n+1)r
pzs_u7 == qzs_%.
E facil ver que t,q € Ab e t < ¢, logo, —q € ©A. Também temos p € A e r = p — ¢. Segue
que r € Ad (8A). n

IDEIA. Queremos definir multiplicacdo de cortes. A primeira idéia € imitar a definicio da
soma. Definimos o conjunto C', produto dos cortes A e B, formado pelos produtos p- q sendo
p € Aeq € B. Porém, isto ndo funciona pois o conjunto C' ndo é corte. Para ver isto,
considere o exemplo A = B = Z(2). Neste caso, C' = Q. De fato, —1,1 € Aeser <0,
entdor € B. Segue que —r,r € C e, portanto, C' = Q.

Vamos adaptar esta idéia inicialmente para cortes “positivos”. Posteriormente, estendere-
mos a definicdo para todos os cortes. Como vimos no Exercicio 13 do Capitulo 2, o produto
de numeros positivos € positivo. Portanto, tomando apenas os racionais positivos nos cortes
A e B obteremos apenas os racionais positivos de C'. Para que C' seja corte, faltara incluir
0s racionais negativos.

PROPOSICAO 3.13. Sejam A, B € Q tais que Z(0) C A e Z(0) C B. O conjunto
C={reQ;r<0our=p-gqcompe A, g€ B, p>0eq>0}

€ corte.

Demonstracdo. Claramente —1 € C. Sejam py € Al e ¢ € B®. Vamos mostrar que
Po-qo ¢ C (e, portanto, que Cct -+ ). Suponhamos, por absurdo, que pg - qo € C. Entéo,
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existem p € A e ¢ € B tais que py - qo = p - q. Ndo podemos ter py < p (sendo teriamos
po € A) nem gy < ¢ (sendo teriamos ¢y € B). Logo, p < pp € ¢ < qo. Pela monotonia da
multiplicacdo, p-q¢ < p-qo < po - qo, que é absurdo.

Sejamr € C'e s < r. Se s < 0, entdo é imediato que s € C'. Suponhamos s > 0 e,
portanto, » > 0. Da definicao de C, segue que existem p € Aeq € Btaisquer =p-q, p >0
e q>0. Comor >0, segue que p > 0. Seja t = s/p. Mostremos que ¢t € B. De fato,
devemos ter t < ¢ pois sendo, se ¢ < t, entdop-q < p-t, i.e.,, r < s. Portanto, t < q e,
como B é corte, segue que t € B. Concluimos que s=p-tcomp € Aet € B e, portanto,

seC.

Finalmente, seja r € C' e mostremos que existe s € C' tal que r < s. Se r < 0, entdo
basta tomar s = r/2. Suponhamos r > 0. Neste caso, r € C significa que r = p - ¢ com
peEA g B, p>0eq>0. Existemt € Aeu € Btalquep <teq< u, logo
r=p-q<t-q<t-u. Para concluir, basta tomarmos s =t - u. [

DEFINICAO 3.14. Sejam A, B € ) tais que Z(0) C A e Z(0) C B. O corte C dado na
Proposicao 3.13 e denotado A ® B € chamado de produto ou multiplicacao de A e B.

OBSERVACAO 3.15. Da Definicio 3.14 segue-se imediatamente que se Z(0) C A e
Z(0) C B, entdo Z(0) C A® B.

IDEIA. Para estender a definicdo de produto para cortes ndo positivos, procedemos como
quando aprendemos a multiplicar nimeros negativos pela primeira vez (no Ensino Fundamen-
tal). Fazemos o produto dos mddulos e ao resultado impomos o sinal de acordo com a regra
dos sinais. Vlejamos a definicdo de modulo de um corte e, em seguida, a definicdo geral do
produto.

DEFINICAO 3.16. Dado A € ), o médulo de A, denotado por |A|, é definido por

A se Z(0) C A,
Al =
oA se AC Z(0).

Em vista da Observagdo 3.11 temos que |A| D Z(0) para todo A € €.

DEFINICAO 3.17. Sejam A, B € Q. Definimos A ® B por
( |A|®|B|] seZ(0)C AeZ(0)C B,
O(|Al®|B|) se Z(0) c Ae B < Z(0),

AG®B= (3.1)
(Al ®|B]) se AC Z(0) e Z(0) C B,

|A|®|B] se AC Z(0)eB < Z(0).
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TEOREMA 3.18. Sejam A, B,C € ). Temos

i AOB=DB0o A;
i (AOB)®C=A406(BoC);
ji. A® Z(1) = A.

Onde Z(1) = {p € Q ; p < 1} (conforme a Definicdo 3.3).

Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, que Z(0) C AN BNC.

(i) Sejar € A® B. Se r < 0, entdo é imediato que r € B ® A. Suponhamos r > 0.
Podemos escrever r = p-qcomp € A, ¢ € B, p > 0 e g > 0. Pela comutatividade
do produto de nimeros racionais, temos r = ¢g-pcom q € B, p € A, ¢ > 0ep > 0.
Concluimos que 7 € B ® A e, portanto, A® B C B® A. Da mesma maneira mostra-se a
inclusdo contréria.

(ii) Esta propriedade é conseqiiéncia imediata da associatividade do produto de ndmeros
racionais (assim como (i) é da comutatividade).

(iii) Observamos inicialmente que Z(0) C Z(1). Seja r € A ® Z(1). Novamente, se
r < 0, entdo é imediato que r € Z(0) C A. Suponhamos r > 0. Escrevemos r = p - ¢ com
peEA g€ Z(1)ep>0. Oraq € Z(1) significa g < 1, logo, p-q <p-1, ie, r <p.
Como A é corte, segue que r € A. Mostramos assim que A ® Z(1) C A. Reciprocamente,
sejar € A Ser <0, entdior € A® Z(1). Suponhamos r > 0. Tomemos p € A tal
que 0 < r < p. Seq=r/p, entdo 0 < q < 1 e, portanto, ¢ € Z(1). Concluimos que
r=p-q€A®Z(1).

O caso geral é conseqiiéncia da parte j& demonstrada. Por exemplo, vamos mostrar (i)
para A C Z(0) C B. Neste caso,

A®@B=0(l4@|B|)=o(B|®|A)=Bo A

A primeira igualdade segue da terceira linha de (3.1), a segunda igualdade é a parte ja
demonstrada do teorema e a terceira igualdade segue da segunda linha de (3.1). Deixo para
o leitor a tarefa de terminar a prova do teorema. [

PROPOSICAO 3.19. Seja A € Q tal que Z(0) C A. O conjunto
B={peQ; p<OoupteAledqge Al tal que g < p~'}

€ corte.

Demonstracao. Claramente temos —1 € B. Seja p € A tal que p > 0. Temos que
p~! € BL. De fato, se fosse p~! € B, entdo terfamos p = (pH e AL, que é absurdo.
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Sejam p € Be g < p. Se ¢ <0, entdo trivialmente temos ¢ € B. Suponhamos ¢ > 0 e,
portanto, p > ¢ > 0. Temos p~! < ¢~!. Como p~* € A?, segue que ¢! € AC e que ¢! ndo

é minimo de AC. Concluimos que ¢ € B.

Seja p € B. Vamos mostrar que existe ¢ € B tal que p < ¢. Claramente existe ¢ € B
com ¢q > 0, logo, se p < 0, entdo ndo ha nada a ser demonstrado. Suponhamos p > 0. Por
definicso de B, existe r € A® tal que r < p~*. Tomando s = (r+p~1)/2 temos r < s < p~!
e, portanto, s € A®. Tomando g = s!temos p < ¢ e também ¢ € B pois ¢~ € Al e
r < q_l. [ ]
DEFINICAO 3.20. Seja A € Q tal que A # Z(0). Se Z(0)
Proposicdo 3.19 é denotado A°' e chamado inverso de A. Se A
A@l — @(|A|91)_

A entdo o corte B da
7

-
C Z(0), entdo definimos

O teorema a seguir justifica porque chamamos o corte A°! de inverso de A.
TEOREMA 3.21. Seja A € Q) tal que A # Z(0). Temos A ® (A®') = Z(1).

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que Z(0) C A.

Sejar € A® (A®). Ser <0, entdo r € Z(1). Suponhamos r > 0. Entdo existem
seA peAleqge Altaisquer=s-p, s>0,p>0eqg<p ' Comosec Aeqe AL
temos s < q. De ¢ < p~! segue que p < ¢! e, pela monotonia da multiplicacio, s-p < s/q.
Portanto, r = s-p < s/q < 1. Concluimos que r € Z(1).

Reciprocamente, seja r € Z(1). Como antes, se r < 0, entdo é imediato que r € A ®
(A®1). Por outro lado, se 7 = 0, entdo, como 0 € Ae 0 € A®!, temosr = 0-0 € A® (A®).
Suponhamos > 0. Seja s € A com s > 0 e n o menor natural tal que s - (r~!)" € A® (tal
n existe pois r < 1 e, portanto, r~! > 1). Tomemos

p=s-(r)" e t=s-(r"H)"

Pela escolha de n, temos p; € A et € AL, Seja p € A tal que p; < p e tomemos
q=t"-p'-p. Dep <pseguequet <t-p-p;" =q ' Obtemos assim que ¢ € Al e
dai que ¢ € A®'. Temos ainda

p.q:p.t_l .p_l.pl :5_1.7’n.$.(7~_1)n_1 = 7.
Concluimos que r € A ® A°*,

Consideremos o caso A C Z(0). Temos trivialmente que A®' C Z(0). Da defini¢cdo de
produto de cortes e da parte ja demonstrada do teorema obtemos

Ao A% =Ale A =4]e e (A°)] = 4] e (A7) = Z(1).
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TEOREMA 3.22. Sejam A, B,C € Q. Temos que (A& B)>C =(Ac0C)® (BG CO).

Demonstracao. Suponhamos inicialmente Z(0) C AN BNC.

Sejar € (A® B) ® C. Vamos mostrar que r € (A® C) & (B ® C). Em vista das
observagdes 3.7 e 3.15 temos Z(0) C (A® C) & (B ® C) e, portanto, basta considerar o
caso r > 0. Podemos supor ainda que r» > 0 pois, neste caso, se r é elemento do corte
(A C)@ (B® (), entdo 0 também é. Neste caso, existem p € A® B e q € C tais que
r=p-q,p>0eq>0. Orape A® B, logo, podemos escrever p = s+t com s € A e
t € B. Vamos mostrar que s- ¢ € A ® C (da mesma maneira mostra-se que t- ¢ € B ® C).
Se s-q < 0, ent3o, novamente gracas as observagoes 3.7 e 3.15, é imediato que s-q € A®C.
Por outro lado, se 0 < s-¢, entao, como ¢ > 0, temos que s > 0 e dai segue que s-q € A®C.
Tendor = s-q+t-gcoms-g € A®C et-q € BOC, concluimos quer € (AC)®(BGC).

Sejar € (A®C)® (B ®C) e mostremos que rr € (A® B) ® C. Como antes, basta
considerar o caso > 0. Existempe A®Ceqge B® (C taisquer =p+¢q. Como 0 < r,
temos p > 0 ou g > 0. Para fixar as idéias, suponhamos p > 0. Neste caso, existem s € A
ete(Ctaisquep=s-t,s>0et>0. Vamos considerar separadamente os casos ¢ > 0,
g=0eq<0.

1) ¢ > 0.

Existem u € Bewv € C taisque g =u-v, u >0 e v > 0. Suponhamos v < t (o caso
v > t se trata analogamente). Temosr = s-t+u-v = (s+u-v/t)-t. Como v/t <1 temos
que u-v/t € B. Segue quer € (A® B) ® C.

2) ¢=0.

Tomemos ¢ € B® C tal que ¢ < ¢’. Comor =p+q < p+q e, pelo caso anterior,
p+q¢ € (A® B)©® C, concluimos que r € (A® B) © C.

3) ¢<0.

Escrevemos © = (s + ¢ -t7%)-t. Como ¢-t~! < 0, segue que ¢-t~' € B. Concluimos
quer € (A® B) ® C (observe que s +¢q-t~! > 0).

Cada um dos outros casos (para os quais ndo vale Z(0) C A, Z(0) C Be Z(0) C C) é
tratado de maneira andloga ou é consequéncia deste que acabamos de demonstrar. [ ]

Os teoremas 3.8, 3.12, 3.18, 3.21 e 3.22 nos dizem que (£2,®,®) é um corpo. Além
disto, a relacdo de inclusdo C é uma relagdo transitiva, anti-simétrica e completa em ().
Para concluirmos que (2, ®,®, C) é um corpo ordenado falta estabelecer a monotonia das
operacOes. Este é o assunto do préximo teorema.

TEOREMA 3.23. Sejam A, B,C € ). Temos:

i. se AC B, entioAdC C Ba(C;
i. se ACBeZ(0)CC,entioA®C CBOC;
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iii. se ACBeCCZ(0),entioBOC CAGC.

Demonstracao. Sejar € A@ C. Entdo existem p € A e g € C tais que r = p+ q. Ora,
A C B e, portanto, p € B. Segue que A C C B C.

Do item (i), tomando C' = S A, obtemos Z(0) C B & (©A). Gragas a Observagdo 3.15
temos Z(0) C (B® (@A) ©C = (BoC)® (0A) ®C. Somando A ® C, novamente do
item (i), obtemos (ii).

O dltimo item se demonstra de maneira andloga a (ii). ]

Terminaremos esta secdo com uma importante proposicao sobre a funcdo Z.

PROPOSICAO 3.24. A funcio Z é injetiva. Além disto Z é um homomorfismo de corpos
ordenados, i.e., para todo p,q € Q temos:

i. p < q se, e somente se, Z(p) C Z(q);
ii. Z(p+4q)=2Z(p)® Z(q);

ii. Z(p-q) = Z(p)® Z(q).

Demonstracado. A injetividade de Z e a Propriedade (i) sdo triviais.

Vamos mostrar (ii). Sejar € Z(p+q), i.e.,, < p+ q. Temos

r:<p+l;—(1)+(q+$).

Vemos que r—(p+q) < O e, portanto, p+(r—p—q)/2 < p. Segue que p+(r—p—q)/2 € Z(p).
Analogamente, ¢+ (r—p—q)/2 € Z(q). Concluimos que r € Z(p) & Z(q). Tomemos agora
r € Z(p) ®Z(q) esejam s € Z(p) et € Z(q) taisquer = s+t. Comos<pet<yq,
temos r = s+t < p+ ¢. Concluimos que r € Z(p+ q).

Note que aplicando o item (i) a ¢ = —p obtemos Z(0) = Z(p) & Z(—p) e, portanto,
©Z(p) = Z(=p).

(iii) Suponhamos inicialmente p > 0 e ¢ > 0, de modo que Z(0) C Z(p) N Z(q). Seja
r € Z(p-q), ie, r <p-q Ser <0, entdo temos imediatamente r € Z(p) ® Z(q).
Suponhamos r > 0. Teremos entdo p > 0 e g > 0. Seja s = (r+p - q)/2, de modo que

r<s<p-q. Temos
09 (57)
r = p._ . - - .
S p-q

Vemos que r/s < 1 e, portanto, pr/s < p. Segue que pr/s € Z(p). Da mesma maneira
q-s/(p-q) € Z(q). Concluimos que r € Z(p) ® Z(q). Seja agorar € Z(p)® Z(q). Ser <0,
entdo trivialmente temos r € Z(p-¢). Suponhamos r > 0. Existem s € Z(p) e t € Z(q) tais
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quer=s-t,s>0et>0. De0<s<pe0<t<gq, gracas a monotonia da multiplicacdo,
obtemos s -t < p-t < p-q. Concluimos que r € Z(p - q).

O caso geral (p e ¢ ndo necessariamente positivos) segue do que acabamos de demonstrar
usando a regra dos sinais e o fato que ©Z(p) = Z(—p). |

Uma propriedade fundamental de (2, ®,®,C) e & chamada completeza. Antes de
enuncia-la precisamente, vamos interpretar a Definicdo 2.25 de subconjunto limitado superi-

ormente em (£2,®, ®, C). Um conjunto I" C 2 é limitado superiormente pela cota superior
Selse AC S paratodo AeTl.

A préxima definicao, com adaptacdo dbvia, tem sentido em qualquer corpo ordenado.
Porém, nos limitaremos a (2, ®, ®, C).

DEFINICAO 3.25. Seja ' C Q, ndo vazio. Se existir S € ) que seja a menor cota superior
de T, isto €,

i. AC S paratodo Ael;

ii. se R é cota superior de I', entdo S C R;

entdo dizemos que S é supremo (finito) de T", e escrevemos supI' = S. Quando T" € ilimitado
superiormente (ndo existe cota superior para I'), dizemos que o supremo de I é mais infinito
e escrevemos sup I' = +o00.

EXEMPLO 3.26. Sejal' = {4 € Q; AcC Z(0)}. E imediato que Z(0) é cota superior de
I e, portanto, I" € limitado superiormente. Também € imediato que Z(0) € o supremo de I'.

TEOREMA 3.27. O corpo ordenado (€, ®, ®, C) € completo, i.e., todo subconjunto de
) ndo vazio e limitado superiormente tem supremo finito.

Demonstracao. Seja I' C Q2 ndo vazio e limitado superiormente e seja .S a unido de todos
os elementos de T', i.e,
S=JA

Ael

E imediato que A C S para todo A € I' e também que S C M quando M € 2 que é cota
superior de I'. Logo, basta mostrar que S é corte para concluir que S é o supremo de I'.

Claramente S # &. Seja M € {2 uma cota superior de I'. Temos que S C M e, portanto,
que M® c SC. Em particular, temos que S® #+ .

Sejape SereQtal quer <p. Sendo p € S temos que existe A € T tal que p € A.
Ora, A é corte, logo, r € A e existe ¢ € A tal que p < q. Como A C S, temosr € S e
q € S. Concluimos a prova de que S é corte. |
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Terminamos nossa tarefa de mostrar que (€2, ®,®,C) é um corpo ordenado completo.
A partir de agora, vamos mudar as notacoes e nomenclaturas. Um corte serd chamado de
nimero real, o conjunto ) passa a ser denotado R e serda chamado de conjunto dos
nimeros reais. Os simbolos & e © serdo substituidos por + e - respectivamente. E,
em se tratando de cortes, passamos a escrever x < y ao invés de x C y. Observamos
que, rigorosamente falando, um nidmero racional ndo é nimero real. De fato, um nimero
racional é um elemento do conjunto Q enquanto que um nimero real é um subconjunto de
Q. No entanto, através da fungdo Z (Definicdo 3.3) passamos de um ndmero racional r ao
ndmero real Z(r). Sendo Z injetiva (ver Proposicdo 3.24) temos que o conjunto Z(Q) é um
subconjunto de R que é uma espécie de “cépia” ou “clone” de Q. Esta nocdo é precisada
matematicamente pelo fato de Z ser um homomorfismo injetivo (ver Proposicdo 3.24). Por
esta razdo, podemos, e faremos, os seguintes abusos de notacdo e de linguagem: “Q C R"
ou “todo ndmero racional é niimero real”. E ainda, Z(0) passa a ser notado 0, Z(1) passa a
ser notado 1, etc.

3.3 Numeros reais.

Na Sec¢do 3.2 definimos um corpo ordenado completo (R, +, -, <) dito dos niimeros reais
e tal que Q C R. Daqui por diante, ndo precisaremos nos servir da definicao de nimero real.
Tudo que precisamos saber é que (R, +, -, <) é um corpo ordenado completo, isto é, (R, +, )
satisfaz as propriedades da Definicdo 2.20, além disto, a relagdo < em R satisfaz as condi¢oes
da Definicao 2.23 e, finalmente, vale a completeza dada pelo Teorema 3.30 abaixo.

DEFINICAO 3.28. Seja A C R, ndo vazio. Se existir s € R que seja a menor cota superior
de A, isto é,

i. a < s para todoa € A;

ii. ser é cota superior de A, entdo s <r;

entdo dizemos que s é supremo (finito) de A, e escrevemos sup A = s. Quando A € ilimitado
superiormente (ndo existe cota superior para A) dizemos que o supremo de A é mais infinito
e escrevemos sup A = +oc.

DEFINICAO 3.29. Seja A C R, ndo vazio. Se existir i € R que seja a maior cota inferior
de A, isto e,

i. i <a paratodoa € A;

ii. ser é cota inferior de A, entdor < i;
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entdo dizemos que i € infimo (finito) de A, e escrevemos inf A = i. Quando A € ilimitado
inferiormente (ndo existe cota inferior para A), dizemos que o infimo de A é menos infinito
e escrevemos inf A = —o0.

TEOREMA 3.30. Seja A C R, ndo vazio. Se A € limitado superiormente, entdo A tem
supremo finito. Se A € limitado inferiormente entdo A tem infimo finito.

Demonstracao. Observamos que as definicoes 3.28 e 3.25 sdo equivalentes, diferindo apenas
na nota¢do. Da mesma forma, a primeira afirmagdo do Teorema 3.30 é uma nova versdo do
Teorema 3.27.

A segunda afirmag¢do do Teorema 3.30 é consequéncia da primeira. De fato, verifica-
se facilmente que se A é limitado inferiormente, entdo B = {—x ; « € A} é limitado
superiormente e inf A = —sup B. [ ]

Um ndmero real que ndo é racional é dito nimero irracional. O Exercicio (1.c) da
Secdo 3.4 mostra a existéncia de um nimero irracional. Vamos considerar uma variagdo deste
exemplo.

EXEMPLO 3.31. SefamA={peR;p<0oup?*<2}eB={¢eR; ¢>0eq* > 2}
Claramente, A e B sdo ndo vazios.

Segue facilmente das definicbes que A é limitado superiormente e que B € limitado in-
feriormente. Mais precisamente, qualquer elemento de A é menor que qualquer elemento de
B.

Pelo Teorema 3.30 existem r,s € R comr =sup A e s = inf B. E imediato quer,s > 0.
Como p < q para todop € A e q € B, temos que r < s e, portanto, > < s°.

Vamos mostrar que B ndo possui elemento minimo. Seja q € B. Temos ¢ > 0 e
q¢> — 2 > 0, de modo que podemos tomar h € R tal que h < q e
¢ —2

0<h< .
2q

Temos 2qh — h* < 2qh < ¢* — 2 e, portanto, (¢ —h)? > 2. Logo, ¢ — h é um elemento de B
estritamente menor que q. Em particular, ¢ ndo é elemento minimo de B. De modo analogo,
mostra-se que A n3o possui elemento maximo.

Temos que s*> < 2 pois, sendo, s seria elemento minimo de B. Analogamente, mostra-se
que r? > 2. Concluimos que r* = 5% = 2.

Este exemplo mostra que, gracas & completeza, existe r € R tal que r > 0 e r> = 2.
Veremos posteriormente, que existe um tnico ndimero com esta propriedade (chamado raiz
de 2 e denotado por \/2). Porém, como nio existe nenhum racional com esta propriedade
(v/2 € irracional) concluimos que (Q, +, -, <) ndo é completo.

PROPOSICAO 3.32. (R, +, -, <) € arquimediano.
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Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que N seja limitado superiormente e seja s =
supN. Temos que n < s para todo n € N. Segue que n + 1 < s para todo n € N. Logo,
n < s—1 para todon € N, ou seja, s —1 é cota superior para N que é menor que s = sup N.
Absurdo. [ ]

DEFINICAO 3.33. Sejam a,b € R com a < b. Um intervalo é um subconjunto de R de
qualquer uma das formas abaixo:

i [a,))={r €eR; a<x<b}
i. [a,b) ={z€R; a<z<b};
ii. (a,b)={r€R; a<z<b},

(a,b) ={z € R; a <z <b},
v. [a,+00) ={zeR; a<z},

vi. (a,+00)={z€R; a<uz},

vii. (—00,b] ={zx € R ; x <b};

viil.

—00,b) ={z eR; = <b};

—00,4+00) = R.

Quando a = b, temos |a,a] = {a} e |a,a) = (a,a) = (a,a] = @. Logo, o conjunto vazio
e conjuntos unitarios sdo intervalos. Estes dois tipos de intervalo sdo ditos degenerados
enquanto que os outros sdo ditos nao degenerados.

Intervalos dos tipos (iii), (vi), (viii) e (ix) sdo ditos abertos. O intervalo & e os intervalos
dos tipos (i), (v), (vii) e (ix) sdo ditos fechados.

Sejam a,b € R com a < b. O simbolo (a,b) é ambiguo pois representa ao mesmo
tempo um intervalo e um par ordenado. Isto poderia ser fonte de confusdo (por isto alguns
autores usam a notac¢3o |a, b[ para intervalos). Porém, fazendo as coisas como elas devem
ser feitas, isto é, sendo preciso nas argumentacdes, de acordo com o contexto entende-se
imediatamente qual das duas possibilidades é a correta. Por exemplo, na afirmagdo 1 € (0, 1)
fica claro que (0, 1) representa um intervalo, mesmo sendo falsa a afirmagdo. Por outro lado,
ao considerarmos (0, 1) como um par ordenado, ambas as afirmagdes 1 € (0,1) e 1 ¢ (0,1)
nao tém sentido, e portando n3o cabe a questdo de saber qual delas é correta.

De acordo com a Definicdo 3.33, os conjunto R e & s3o intervalos abertos e fechados
ao mesmo tempo. Isto ndo deve causar nenhuma confusido ja que R e @ n3o sdo portas.
Acabamos de ver as definicoes matematicas de intervalo aberto e de intervalo fechado. Mesmo
se as palavras aberto e fechado tém outros sentidos na vida comum, sdo os sentidos da
Definicao 3.33 que serdo usados ao longo de todo o texto. Observe que, por definicdo, R
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e & sdo os Unicos intervalos que possuem esta propriedade. Perceba também que existem
intervalos que n3o sdo abertos nem fechados.

O préoximo teorema é outra consequéncia da completeza.

TEOREMA 3.34. (Dos Intervalos Encaixantes) Se ([a,, b)), € uma seqiiéncia de
intervalos encaixantes, i.e., [a,, b,] D [an11,bni1] para todon € N, entdo ﬂ:ﬁ [an, by # @.

Demonstracao. Seja A = {a,, ; m € N}. De [an,b,] D [ani1,bnr1] obtemos que a, <
apr1 < bpr1 < b,. Dali, segue facilmente que a,, < b, quaisquer que sejam m,n € N.
Em outras palavras, qualquer b, é cota superior de A. Pelo Teorema 3.30 existe s = sup A.
Mostremos que s € ﬂ:ﬁj [an,b,]. Seja n € N. Temos que s é cota superior de A, logo,
s > a,. Além disto, s é a menor cota superior de A, portanto, s < b,. Concluimos que
a, < s < by, ouseja, s € [a, by n

J& vimos que v/2 é um nimero irracional. Vamos mostrar agora que na verdade ‘“exis-
tem mais nGmeros irracionais do que racionais’. Mais precisamente, na préxima proposicao
mostraremos que #N < #R. Como conseqiiéncia, obtemos #Q < #(R \ Q). De fato, se
fosse #(R\ Q) < #Q = #N, entdo, como R = QU (R \ Q), teriamos #R < #N (veja a
Proposi¢do 2.17).

PROPOSICAO 3.35. O conjunto R ndo é enumeravel, ou seja, #N < #R.

Demonstracao. Devemos mostrar que n3o existe funcdo sobrejetiva de N em R ou, de
maneira equivalente, que qualquer funcdo f : N — R n3o é sobrejetiva.

Seja f : N — Reseja [} = [ay,dy] um intervalo fechado tal que f(1) ¢ I;. Dividimos este
intervalo em trés partes da seguinte maneira: tomamos by, ¢y € [ taisque a; < by < ¢; < d;
e assim obtemos Iy = [ay,b1] U [b1,c1] U [c1,dy]. Certamente f(2) ndo pertence a algum
destes trés intervalos que denotaremos [;. Repetimos o processo com o intervalo I5: o
dividimos em trés partes e definimos I3 como sendo uma destas partes tal que f(3) ¢ Is.
Continuando indefinidamente este processo, construimos uma familia (/,,),en de intervalos
fechados e limitados tais que I, D I,+1 e f(n) ¢ I, qualquer que seja n € N. Pelo Teorema
3.34 existe s tal que s € I, para todo n € N. Segue imediatamente que s # f(n) qualquer
que seja n € N e portanto f nao é sobrejetiva. [ ]

3.4 Exercicios.

1-SejaA={peQ; p<0oup®<2}. Mostre que
a) A é corte;

b) A® A C Z(2);
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c) Nio existe 7 € Q tal que Z(r) = A.

Sugestdo: (1.a) Seja p € A tal que p > 0. Mostre que se h < 1 é bem escolhido, entdo
tomando ¢ = p+ h teremos ¢ € Aep <q.
(1.c) Proceda por absurdo e, usando a Proposi¢do 3.24, conclua que se Z(r) = A comr € Q
entdo 1% = 2.

2 - O objetivo deste exercicio é dar outra demonstracdo para o Teorema 3.27. Seja ' C 2
nao vazio e limitado superiormente e seja S a intersecao de todas as cotas superiores de T,

Ie.,
S= ()M,

MeX

sendo ¥ = {M € Q ; M é cota superior de I'}. Sem usar o Teorema 3.27, mostre que
a) S é corte;
b) S é cota superior de T’
c) S é subconjunto de toda cota superior de I'.

Conclua que S é o supremo de I'.

3 - Lembremos que o médulo de = € R, denotado por |x|, é definido por

xr sex >0,
2| =
—x sex <0.

Mostre que se z,y, 2z, € R, sendo € > 0, entao
a) |z| = max{z, —z};

b) |zy| = [z[lyl;

C

d

)
]z —y|l<e <= z€(y—ey+e);

) |z 4yl < laf + [y},

e) lz—yl <z -2+ ]z -yl

F) [l =yl | < fo—yl.

Cada uma das trés desigualdades acima é conhecida como Desigualdade Triangular.

4 - Seja I C R um intervalo. Mostre que I é limitado se, e somente se, existe a > 0 tal
que I C (—a,a).

5 - Seja A C R, n3o vazio e limitado superiormente. Mostre que s = sup A se, e somente
se:

i. s é cota superior de A;
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ii. ser < sentdoexiste v € Atalquer <z <s.

6 - Sejam A C R e r € R. Definimos 7rA = {rz ; x € A}. Mostre que se A é limitado
e n3o vazio, entdo rA é limitado e ndo vazio. Diga quando a reciproca é verdadeira e dé um
exemplo onde ela é falsa. Sob que condicdes temos suprA = rsup A? Diga o que acontece
no caso contrario.

7 - Sejam A, B C R, ndo vazios e limitados tais que A C B. Prove que inf B <inf A <
sup A < sup B.

8 - Dado A C R, sua funcao caracteristica x4 : R — R é defida por xa(z) = 1, se
x €A exalx)=0,sex ¢ A Sejam A, B C R. Mostre que

a) A C B se, e somente se, x4 < X5;

b) xaus < xa + X, valendo a igualdade se, e somente se, AN B = &;

C) XANB = XA * XB-

9 - Sejam f,g: A C R — R limitadas e tais que f(x) < g(x) para todo x € A. Mostre:
a) sup{ f(z) ;= € A} <sup{g(z) ;z € A}
b) inf{f(x) ;2 € A} <inf{g(x) ;z € A};
) sup{—f(z) ; # € A} = —inf{f(z) ; v € A};
d) inf{—f(z) ; x € A} = —sup{f(z) ; z € A}.

C

como no Teorema 3.34. Mostre que ()5 [ay, b,] € um intervalo

10 - Seja ([an, bn])nE
fechado.

N



Capitulo 4

Sequéncias e séries

4.1 Sequéncias e subseqiiéncias.

A Definigdo 1.30 tratou do conceito de seqiiéncias, em geral, e de sequiéncias de nliimeros
reais, em particular. A préxima definicao é apenas uma revisao.

DEFINICAO 4.1. Uma seqiiéncia de nimeros reais é uma funcio  : N — R para a
qual denotamos o valor de x em n por x,, em vez de x(n).

Geralmente usamos a notagdo (z,)nen para representar uma seqiiéncia  : N — R. As
vezes a notaremos também por (z1,xs,...,T,,...). Dizemos que x, é o termo de ordem
n ou que x, é o n-ésimo termo da sequéncia.

Quando quisermos explicitar que a imagem da seqiiéncia (z,,)nen estd contida em A C R
escreveremos (,)nen C A.

Como seqiiéncias sdo fungdes, as definicdes de funcdo limitada, crescente, decrescente,
mondtona, etc, também fazem sentido para seqiiéncias.

EXEMPLO/4.2. Seja a € R e tomemos x,, = a para todon € N. A seqiiéncia (r,)nen €
constante. E imediato que (x,)nen € limitada.

EXEMPLO 4.3. A seqiiéncia (1,0,1,0,1,0,...) € limitada mas no é mondtona.

EXEMPLO 4.4. Sejam a,r € N. Considere x1 = a, x9 = a+r, x3 = a+ 2r, de maneira
geral, x, = a + (n — 1)r. A seqiiéncia (x,)nen € uma Progressao Aritmética de primeiro
termo a e razdo r. Ser = 0, entdo (x,)nen € constante e, portanto, limitada. Se r > 0,
entdo (z,)nen € estritamente crescente e, portanto, limitada inferiormente. Finalmente, se
r < 0, entdo (x,)en € estritamente decrescente e, portanto, limitada superiormente.

45
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DEFINICAO 4.5. Dizemos que (yi)ren € uma subseqiiéncia de (z,),en se existe uma
seqiiéncia (ng)rey C N estritamente crescente tal que y, = x,, para todo k € N.

EXEMPLO 4.6. Seja (v,)nen @ Progressdo Aritmética de termo inicial a e razdo r. A
Progressdo Aritmética (y)ren de termo inicial a e razdo 2r é uma subseqiiéncia de (x,,)nen-
De fato, tomando ny, = 2k — 1 (k € N) obtemos

Tp, =a+ (np—1)r=a+ 2k —-2)r=a+ (k—1)(2r) = y.

4.2 Sequéncias convergentes.

Intuitivamente, uma seqiiéncia (x,,)nen é convergente para z se seus termos se aproximam
de x quando n cresce. Esta idéia ndo estd de todo errada. Porém, ela pode induzir a uma idéia
equivocada de convergéncia. Somos tentados a dizer que (z,,),en converge para x quando a
distancia entre x,, e = diminui a medida que n cresce, ou seja, a fungdo f(n) = |z, — x| é
decrescente. N3o é bem assim. Veja a Figura 4.1. Ela foge um pouco do assunto “seqiiéncias
em de numeros reais” mas ilustra bem o que queremos dizer por “se aproximar”. Imagine que,
partindo do ponto A, percorremos no sentido anti-horario o caminho desenhado como indicado
pelas setas. Ninguém duvida, e com razao, de que estaremos assim nos aproximando do ponto
O. Porém, a idéia de que a nossa distancia ao ponto O decresce com o tempo mostra-se
errada. Convenca-se disto percebendo que passamos primeiro por B antes de chegar a C' e,
entretanto, o segmento BO é menor que o segmento CO. De fato, a distancia a O cresce
quando percorremos o segmento BC. Podemos perceber que existem muitos trechos do
caminho sobre os quais a distancia a O é crescente com o tempo, de modo que n3o existe
nenhum ponto a partir do qual a distdncia a O passe a ser decrescente com o tempo.

c s ]

o 0

L] |

A\ 4

A

Figura 4.1: Espiral da convergéncia

Continuemos analisando a Figura 4.1 em busca da boa definicdo de convergéncia. Obser-
vamos que nossa distancia a O fica tdo pequena quanto quisermos, bastando para isto que
continuemos andando por um tempo suficientemente longo. Por exemplo, nossa distancia a
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O sera menor que 1 depois que passarmos pelo ponto D. Ou seja, em certo instante entramos
na bola de raio 1 centrada em O e dela ndo saimos mais. Da mesma forma, a partir de outro
instante (futuro) entramos na bola de raio 1/2, centrada em O, e ai ficamos. De modo geral,
dado qualquer nimero positivo ¢, existe um instante a partir do qual nossa distancia a O sera
menor que €. Ai estd a definicdo. Para seqliéncias de niimeros reais ela é expressa da seguinte
maneira.

DEFINICAO 4.7. Uma seqiiéncia (zn)nen € dita convergente se existe x € R de modo
que
Ve>0, INeN talque n>N = |z,—z|<e.

Neste caso, escrevemos x, — x e dizemos que z € limite da seqiiéncia (z,)n,en OU que T,
converge para (ou tende a) x quando n tende a mais infinito (n — +00). Se (y)nen ndo
é convergente, entdo dizemos que ela € divergente.

EXEMPLO 4.8. Seja x € R e considere a seqiiéncia dada por x,, = x para todo n € N.
Temos que z,, — z. De fato, |x,, — x| = 0 para todo n € N. Portanto, podemos escrever

Ve>0, n>1 = |z,—z|<e.

EXEMPLO 4.9. Considere a seqiiéncia x,, = 1/n para todo n € N. Vamos mostrar que
xn, — 0. Dado € > 0, tomemos N € N tal que N > 1/¢. Temos entdo 0 < 1/N < e. Mas
sene€Nen>N, entdoxr, =1/n < 1/N =xy. Logo, podemos escrever

Ve >0, INeN talque n>N = |z,—0[<e.

O leitor talvez conhega a notagdo lim,, ..., x, = x para x,, — x. Vamos refletir sobre
ela. Por enquanto, facamos de conta que n3o conhecemos a definicdo de limite. Suponhamos
que ao abrir um livro de Anélise, pela primeira vez, encontremos as seguintes inscri¢des:

z,—0 e x,— 1.
N3o ficariamos chocados. Porém, se estivesse escrito

lim z,=0 e lim =z, = 1.
n—-+o0o n—-+00
Seriamos levados a concluir que 0 = 1. Ora, é o sinal de igual “=" que nos leva a esta con-
fusdo. Se ndo tivermos a unicidade do limite, entdo a notagdo lim,, . o, x, = = é fortemente
enganosa. Apenas para constar, informo ao leitor interessado a definicao de convergéncia num
contexto mais geral (de espacos topoldgicos), do qual a nossa é um caso particular, permite
a n3o unicidade do limite (isto ocorre em espacos que n3o s3o de Hausdorff!). Entretanto, a
préxima proposicao nos dard direito ao uso da notagao lim,, ., x, = .

Felix Hausdorff: x 08/11/1868, Wroclaw, Polénia - 1 02/01/1942, Bonn, Alemanha.
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PROPOSICAO 4.10. Sejam (x,)nen uma seqiiéncia e z,y € R tais que x, — = e T, — .
Entdo x = y.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que = # y. Seja ¢ = |z — y|/2 > 0. Como
r, — x, existe N € N tal que

n>N =|z,—xz] <e.
Também temos x,, — y. Logo, existe N’ € N tal que
n>N = |z,—y|<e.

Seja n o maior dos nimeros N e N’. Para tal n as duas concluses anteriores sdo validas.
Temos entao
le—y| <|z—z,|+ |z, —y| <e+e=2e=|z—y

Concluimos que |z — y| < |z — y|, o que é absurdo. u

PROPOSICAO 4.11. Uma seqiiéncia (n)nen tende a x se, e somente se, toda subseqiiéncia
de (x,)nen tende a x.

Demonstracao. Suponhamos que exista © € R tal que z, — x. Seja (Yx)reny uma sub-
seqiiéncia de (z,,)nen, i€, Yp = Tn, (Vk € N) para alguma seqiiéncia (ny)geny C N estrita-
mente crescente. Mostremos que y, — x. Seja € > 0. Como z,, — z, existe N € N tal que
sen > N, entdo |z, — x| < e. Como (ny)keny C N é estritamente crescente, existe K € N
tal que se k > K, entdo n, > N. Segue que

k>K = |y.—z|<e.

Portanto (yx)ren converge para x. A reciproca é imediata (basta observar que (z,)nen €
subseqiiéncia de si mesma).

EXEMPLO 4.12. A segiiéncia (1,0,1,0,1,0,...) é divergente. De fato, se ela fosse conver-
gente, entdo pela proposicao anterior todas as suas subseqiiéncias seriam convergentes para o
mesmo limite. Porém, (1,1,1,...) e(0,0,0,...) sdo duas de suas subseqiiéncias sendo que
a primeira converge para 1 enquanto que a segunda converge para (.

Como corolario da proposi¢do anterior, obtemos que se x,, tende a x, entdo x, 2006 tende
a x. N3o ha nada de especial com o niimero 2006. Mais geralmente, fixado p € N, temos que
se x,, tende a z, entdo z,,4, tende a x. E facil perceber que a reciproca também é verdadeira,
ou seja, se para algum p € N temos que z,., tende a z, entdo é porque z,, tende a z.
Verifique! A importancia deste fato é a seguinte. Se conhecermos alguma propriedade que
garanta a convergéncia de uma seqiiéncia e soubermos que tal propriedade sé é valida a partir
do seu p-ésimo termo ent3o, ainda sim, podemos concluir que a seqiiéncia é convergente.
Vejamos um exemplo esclarecedor.
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EXEMPLO 4.13. Sabemos que seqiiéncias constantes sdo convergentes. Considere a
seqiiéncia (ndo constante) dada por x, = [1000/n|, sendo |x| a funcdo Parte Inteira
de x, definida abaixo:

lz] =m se meZ e m<z<m+l.

E ficil ver que x,, = 0 para todo n > 1000. Ou seja, (x,)nen € constante a partir do seu
milésimo-primeiro termo. Concluimos que ela é convergente.

TEOREMA 4.14. Toda seqiiéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja (x,),cny uma seqiiéncia convergente para x € R. Tomando £ = 1 na
definicdo de seqiiéncia convergente, concluimos que existe N € N tal que se n > N, entdo
|z, —z| <1, ie, z, € (x— 1,2+ 1). Tomando

a=min{zy,...,xy,xr—1} e b=max{zy,...,zn,x+ 1}

temos imediatamente que z,, € [a, b] para todo n € N. Portanto (x,,),en € limitada. u

4.3 Sequéncias monoétonas e seqiiéncias limitadas.

A reciproca do Teorema 4.14 é falsa como mostra o Exemplo 4.12. Porém, existem algumas
reciprocas parciais que veremos nesta secdo. Muitos dos resultados aqui apresentados utilizam,
em sua demonstracdo, a caracterizagdo do supremo vista no Exercicio 5 do Capitulo 3.

PROPOSICAO 4.15. Se (z,)nen € crescente e limitada superiormente, entdo x, —
sup{z, ; n € N}. Da mesma forma, se (x,),en € decrescente e limitada inferiormente,
entdo x, — inf{x, ; n € N}.

Demonstracao. Vamos provar apenas a primeira parte da proposicao ja que a segunda se
demonstra de modo andlogo. Seja s = sup{z, ; n € N}. Dado ¢ > 0, tome N € N tal que
r—e <oy <s. Logo, paran > N, temosz —¢c < xy < z, < s. Concluimos dai que
|z, — s| <e. n

TEOREMA 4.16. (Bolzano!-Weierstrass?) Toda seqiiéncia limitada possui subseqiiéncia
convergente.

!Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano: « 05/10/1781, Praga, Republica Tcheca - 1 18/12/1848,
Praga, Republica Tcheca.

2Karl Theodor Wilhelm Weierstrass: x 31/10/1815, Ostenfelde, Alemanha - 1 19/02/1897, Berlim, Ale-
manha.
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Demonstracao. Sejam (z,,),en uma seqiiéncia limitada. Considere o seguinte conjunto:
N={neN; z, >z, Ym>n}.

Existem duas possibilidades: N ¢é infinito ou N é finito.
12 caso: N é infinito.

Escrevamos N = {ny,n9,n3,...} com n; < ny < nz < ... Assim, se i < j entdo
n; < n;j e, como n; € N, obtemos que x,, > Z,. Concluimos que a subseqiiéncia (z,, )ren
é decrescente. Sendo ela limitada obtemos, finalmente, que ela é convergente.

22 caso: N é finito.

Como N é finito, existe n; € N\ N cota superior de N. Ora, n; ¢ N logo, existe
ny > ny (e portanto ny ¢ N) tal que x,, < z,,,. Mas de ny ¢ N segue que existe ng > ny
(e portanto n3 ¢ N) tal que x,, < x,,,. Por indugdo, definimos uma subseqiiéncia (z,, )ren
que é crescente e, portanto, convergente (pois ela é limitada). [

4.4 Sequéncias de Cauchy.

DEFINICAO 4.17. Uma seqiiéncia (2n)nen € dita de Cauchy! se

Ve >0, IANeN talque nnm>N — |z,—x,|<ec.

Uma seqiiéncia é de Cauchy se seus termos se aproximam uns dos outros. Repare que n3o
apenas termos consecutivos mas sim todos eles. E natural acreditar que qualquer seqiiéncia
convergente é de Cauchy e vice-versa. Vamos admitir, por hora, que seqiiéncias convergentes
sdo de Cauchy (este fato serd demonstrado a seguir). Fagamos alguns comentdrios sobre a
reciproca.

Considere uma seqiiéncia (,, )nen de nimeros racionais convergente para, por exemplo, v/2
(existe tal seqiiéncia?). Sendo convergente ela é de Cauchy. Como a definigdo de seqiiéncia
de Cauchy n3o faz mengdo ao limite, mesmo se sé conhecéssemos nimeros racionais ainda
estariamos de acordo que (z,),en é de Cauchy. Porém, neste caso, ndo seriamos capazes de
mostrar a existéncia do limite. Ou seja, se considerdssemos apenas nimeros racionais, nao
seria possivel mostrar que toda sequiéncia de Cauchy é convergente.

Ja que seqiiéncias de Cauchy s3o convergentes em R mas n3o em Q, isto deve estar
relacionado a completeza. De fato, alguns autores usam sequéncias de Cauchy de nimeros
racionais para construir R. A vantagem desta construcdo é que ela pode ser empregada para
“completar” outros conjuntos (ou melhor, espagos métricos) que n3o sejam corpos ordenados.

TEOREMA 4.18. Uma seqiiéncia é convergente se, e somente se, ela é de Cauchy.

L Augustin Louis Cauchy: x 21/08/1789, Paris, Franga - 1 23/05/1857, Sceaux, Franga.



4.5. LIMITES INFINITOS. 51

Demonstracao. Seja (x,),cy uma seqiiéncia convergente para o limite . Dado € > 0,
existe N € N tal que se n > N, entdo |z, — x| < /2. Portanto, se m,n > N temos

£ €
|xn—xm|§|xn—x|+|x—xm|<§+§:5.

Concluimos que (x,,)nen € uma seqiiéncia de Cauchy.

Reciprocamente, suponhamos que (x,),en € de Cauchy. Um argumento analogo ao da
demonstragdo do Teorema 4.14 mostra que (x,),en € limitada (verifique). Pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, (z,)nen tem subseqiiéncia (x,, )ren convergente para o limite .
Mostremos que x, — z. Seja € > 0. Como (x,)nen € de Cauchy, existe N € N tal que

nm>N = |z,—2,|< %. (4.1)

Como z,, — =z, existe k € N tal que ny > N e |z, — | < /2. Dai e de (4.1) segue
que, se n > N, entao

£ €
|xn—x|§|xn—xnk|+|xnk—x|<§+§:€.

4.5 Limites infinitos.

Existem sequéncias divergentes que possuem limite! Isto é apenas um jogo de palavras.
A definicdo seguinte diz que certas sequéncias tém limites que n3o sdo nlimeros reais. Nao
diremos que tais seqiiéncias sao convergentes.

DEFINICAQO 4.19. Seja (z,,)neny uma seqiiéncia. Dizemos que x,, tende a mais infinito
quando n tende a mais infinito ou que mais infinito é limite da seqiiéncia e escrevemos
Tp — +00 ou lim,, o T, = 400 se,

VM eR, dNeN talque n>N — z,> M.

DEFINICAQO 4.20. Seja (x,)nen uma seqliéncia. Dizemos que x,, tende a menos infinito
quando n tende a mais infinito ou que menos infinito é /imite da seqtiéncia e escrevemos
Tp — —00 ou lim, ., T, = —00 se,

VM eR, dNeN talque n>N — z,<M.

Insistimos no fato que se x,, — +00 ou z, — —o00, entdo ndo podemos dizer que a
sequiéncia é convergente. Uma seqliéncia é dita convergente exclusivamente quando satisfaz a
condi¢do da Definicdo 4.7. Além disto, se x,, — 400, entdo (,)nen € ilimitada superiormente
e, portanto, é divergente. Da mesma forma, se x, — —o0, entdo (z,)n,en € ilimitada
inferiormente e, portanto, é divergente.
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OBSERVACAO 4.21. Com estas convencdes sobre uso dos termos ‘“seqiiéncia conver-
gente” e de “limite de seqiiéncia” a Proposicdo 4.11 também € valida (obviamente com outra
demonstracdo) se substituirmos x por +00 ou por —oc.

Como z, > M é equivalente a —x,, < —M, temos que z, — 400 se, e somente se,
—x, — —oo. Portanto toda afirmacg3o sobre limite mais infinito tem uma analoga para limite
menos infinito.

4.6 Operacoes com limites.

Temos a seguir algumas propriedades aritméticas de limites finitos.

PROPOSICAOQ 4.22. Sejam (Z,)nen € (Yn)nen convergentes para x ey, respectivamente,
ec € R. Temos:

I Tp+Yp — T +Y,;
. Ty Yp — T Y,
il ¢-x, — cx;
1

iv. sey #0, entdoy,; ! — y~L.

Demonstracao. (i) Seja ¢ > 0. Gragas as convergéncias de (2, )nen € (Yn)nen, existem N’
e N” tais que, se n > N/, entdo |z, — z| < /2, e se n > N”, entdo |y, — y| < /2. Seja
N = max{N’, N"}. Assim, se n > N, entdon > N’ en > N" e, dai,

€

225.

g
[(@n +yn) — (@ +y)| = (20 —2) + (Yo —y)| < \xn—$\+|yn—y|<§+

Mostramos assim que z,, + vy, — = + ¥.

(i) Seja e > 0. Como (2, )nen € convergente, ela é limitada. Logo, existe C' > 0 tal que
|z,| < C paratodon € N. Seja N € Ntal quesen > N, entdo |z, —z| <cel|y,—y| < e.
Desta forma, para n > N, temos

< Clyn —yl+ [yl - 2 — 2| < (C+y)e.

Isto mostra que x,, - y, converge para x - y.

(iii) E conseqiiéncia do item anterior, tomando ¥,, = ¢ para todo n € N.



4.6. OPERACOES COM LIMITES. 53

(iv) Sejae > 0 e N' € N tal que, se n > N, entdo |y, —y| < . Temos ainda que
y # 0, consequientemente, existe N” € N tal que, |y,| > |y|/2, i.e, |y.|™" < 2|y|™!, quando
n > N”. Tomando N = max{N’, N"}, para todo n > N, temos que

1 1 |y_yn|

ik Bl e R

Yoyl lual Yl Jyl?

Isto conclui a demonstracao. [ ]

EXEMPLO 4.23. Seja r € R. A seqiiéncia (r"),en € uma Progressao Geométrica de
razaor.

Se |r] < 1, entdo multiplicando por |r"| > 0, obtemos 0 < [r"*!| < |r"|. Logo,
(|r™|)nen € decrescente, limitada inferiormente e, portanto, convergente para, digamos, I.
Ora, |r"*1| = |r||r"|, entdo, passando o limite, obtemos | = |r|l. Como |r| # 1, temos [ = 0.
Segue, finalmente, que (1™),en converge para 0 (Exercicio (2.a)).

Se |r| > 1, entdo |r| = 1+ h com h > 0. Pela desigualdade de Bernoulli, |r"| = |r|" >
1+ nh e, portanto, |r"| — 4o00. Em particular, (r"),en € divergente (Exercicio (2.b)).

Deixamos para o leitor o estudo dos casosr =1 er = —1.
Vejamos agora as propriedades “aritméticas” de limites infinitos.

PROPOSICAO 4.24. Sejam (Zn)nen € (Yn)nen duas seqiiéncias e ¢ > 0. Suponhamos que
T, — +o0o. Temos:

i. se (Yn)nen € limitada inferiormente, entdo x,, + y, — +00;
ii. sey, > c para todon €N, entio z, -y, — +00;

il ¢-x, — +00;
iv. 71— 0
. T, )

Demonstracdo. (i) Seja a € R tal que a < y,, para todo n € N. Dado M € R, como
T, — +0o, existe N € N tal que se n > N, entdo z,, > M — a. Segue que se n > N, entdo
Tp + Yn > x, +a > M. Concluimos que z,, + vy, — ~+oc.

(i) Dado M € R, podemos tomar N € N tal que se n > N, entdo z,, > |M|/c. Desta
forma, se n > N, entdo z,, - y, > x, - ¢ > |M| > M. Portanto z,, - y, — +00.

(iii) E conseqiiéncia do item anterior, tomando ¥, = ¢ para todo n € N.

(iv) Dado € > 0, tomemos N € N tal que se n > N, entdo z,, > ¢~ !. Segue que se
n > N, entdo |z;' — 0] = z;! < e. Concluimos que z;! — 0. -
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4.7 * Limite superior e limite inferior.

No estudo de limites de subseqiiéncias é conveniente fazer a seguinte definicdo.

DEFINICAO 4.25. Dizemos que z € R é valor de aderéncia de (n)nen Se existe sub-
seqiiéncia de (x,),en convergente para .

O Teorema de Bolzano-Weierstrass diz entdo que toda seqiiéncia limitada possui valor de
aderéncia.

Observe que se (z,)nen € limitada superiormente, entdo o conjunto dos seus valores de
aderéncia também é limitado superiormente (veja Exercicio (4.c)). Analogamente, se (Z;,)nen
é limitada inferiormente, ent3o o conjunto de seus valores de aderéncia também é.

DEFINICAO 4.26. Seja A o conjunto dos valores de aderéncia de (1,)nen. O limite
superior de (x,,),en € definido por

+00  se (xy)nen € ilimitada superiormente;
limsupz, =< sup A se (z,)nen € limitada superiormente e A # &;
e —00  se (xy)nen € limitada superiormente e A = &.

O limite inferior de (x,,),cn € definido por

—00  se (x,)nen € ilimitada inferiormente;
liminfx, = ¢ inf A se (x,)nen € limitada inferiormente e A # @;
n—-400 T . .

+00  se (Ty)nen € limitada inferiormente e A = .

Essencialmente, o limite superior de uma sequéncia é o seu maior valor de aderéncia,
enquanto que o limite inferior é seu menor valor de aderéncia.

A Proposi¢do 4.11 diz que (z,,)nen cOnverge para x se, e somente se, x é o Gnico valor
de aderéncia de (z,),en. Isto também pode ser expresso dizendo

lim z,=2 <= liminfz, =limsupz, = x.
n—+o00 n—~+00 n—-+o00

Pode parecer estranho tomar —oo como definicao de limite superior de uma seqiiéncia
limitada superiormente e sem valor de aderéncia. A razido é que, nestas condicoes, a seqliéncia
tende a —oo (veja Exercicio 8). Desta forma, o resultado do pardgrafo anterior também ¢é
valido para limites infinitos.

PROPOSICAOQ 4.27. Existe subseqiiéncia (@, Jken de (Tn)nen tal que

lim z,, = limsup z,.
k—+4o00 n—-—+o0o

Em particular, se limsup,,_,, ., € R, entdo este é o maior valor de aderéncia de (,)nen-
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Demonstracao. Seja A o conjunto dos valores de aderéncia de x,,.
Suponhamos inicialmente que (z,).en seja ilimitada superiormente e, portanto,

lim sup x,, = +o0.
n—-+400

Neste caso, é imediato que (x,)nen tem subseqiiéncia que tende a +00.

Suponhamos, agora, que (,)nen Seja limitada superiormente e A = &. Portanto,

lim sup x,, = —o0.

n—-400
Se (z,)nen for limitada inferiormente, entdo (z,)nen Serd limitada e, pelo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, teremos A # &. Logo, (x,)nen € ilimitada inferiormente e, portanto,
tem subsequéncia tendendo a —oc.

Finalmente, suponhamos que (x,),en seja limitada superiormente e A # &. Como ja
observado antes, A é limitado superiormente e, portanto, seu supremo s é finito. Vamos
mostrar que s € A. Aplicando sucessivamente o resultado do Exercicio 5 do Capitulo 3

obtemos:
Ja; € A talque s>a; >s—1;

das € A talque s>ay >s—1/2;
daz € A talque s>a3>s—1/3;

Como a; é valor de aderéncia de (z,)neny € s+ 1 > a3 > s — 1, existe n; € N tal que
s+ 1>z, >s—1. Também temos as € A, logo, existe ny, > n; tal que s+ 1/2 > x,, >

s—1/2. Prosseguindo deste forma, construimos uma subseqiiéncia (z,, )xen convergente para
s. Segue que s € A. |

4.8 Séries.

DEFINICAO 4.28. Considere uma seqiiéncia (Zn)nen. Para cada n € N definimos
Sn:in:xﬁ—---%—xn.
i=1

A seqiiéncia (Sy,)nen € dita das somas parciais da série )z, e z,, € 0 n-ésimo termo ou
termo geral da série. Escrevemos

+oo

E T, = lim S,
n—-4oo

n=1

quando o limite acima existe e, neste caso, ele é dito limite da série. Dizemos que > x,
é convergente ou divergente se (S, ),cn € convergente ou divergente, respectivamente.
Finalmente, dizemos que > x,, € absolutamente convergente se a série Y |z,| € conver-
gente.
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EXEMPLO 4.29. Considere a Série Geométrica de termo geral z,, = r"~Y). Temos
S, =14+r+r2+ - 424t

Se r = 1, entdo € imediato que S, = n. Segue que (S,).en diverge e, portanto, > x,
diverge. Suponhamos r # 1. Multiplicando por S,, por r obtemos

rS,=r+ri4ri 4.y n
=1+r+r+r+ " 4" —1
=S, +r"—1

Portanto, S,, = (1" —1)/(r — 1). Assim, Y x, converge se, e somente se, |r| < 1 e, neste

€aso,
+oo 1
E T, = .
1—r
n=1

A préoxima proposicdo é uma versao da Proposicdo 4.22 para séries.
PROPOSICAO 4.30. Sejam >, e 3., duas séries convergentes e ¢ € R. Temos que

. > (x, +yn) € convergente para x, + > Yn;
ii. > (c-x,) é convergente parac- . x,.

Demonstracao. A demonstracao é trivial: basta aplicar a Proposicao 4.22 para as seqliéncias
das somas parciais de > x,, e de > y,. n

Observamos que, em geral,

+00 +0o0 “+oo
n=1 n=1 n=1

Passamos ao estudo da natureza de séries, i.e., estamos interessados em critérios que
determinem se uma série é convergente ou divergente.

TEOREMA 4.31.

i. > x, converge se, e somente se,

n
D @

1=m

Ve >0, AN eN talque n>m>N = < €.

ii. Se > x, converge, entdo x, — 0.
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iii. Toda série absolutamente convergente é convergente.

Demonstracao. (i) O critério dado diz simplesmente que a seqiiéncia das somas parciais é
de Cauchy. O resultado segue do Teorema 4.18.

(ii) Segue de (i), tomando m = n.

(iii) Observamos que para todo m,n € N temos

m m m
Saf <Y fwl =Y e
i=n =n =n

Portanto, por (i), a convergéncia de Y |z,| implica a de ) z,. n

O item (iii) do teorema anterior estd intimamente ligado ao fato de R ser completo.
Devemos ressaltar ainda que a sua reciproca nao é verdadeira, ou seja, existem séries que sao
convergentes mas nao absolutamente convergentes. Veremos um exemplo posteriormente.

EXEMPLO 4.32. Pelo item (ii), a condicdo x,, — 0 € necessdria para a convergéncia da
série Y x,, porém ela ndo é suficiente. A Série Harménica ) 1/n € o contra exemplo mais
famoso. De fato, temos

1
52:1+§7
1 1 2 1
= 4z Z—-1492.Z2
54 52+3+4>52—|—4 + 5
1 1 1 1 1 4 1
= o4 4+->142-4-=1+3-=
Ss S4+5+6+7+8> + 2+8 +3 5

Portanto, Son > 1+ n/2. Dai, segue que lim,,_,,,, Son = 400. Concluimos que a série
diverge.

Vamos tratar agora de alguns critérios de convergéncia para séries de termos positivos.
Claramente, todos os critérios aqui expostos podem ser adaptados para séries de termos
negativos. De fato, se > x,, € uma série de termos negativos, entdo > (—z,) é uma série de
termos positivos e, além disto, a primeira converge se, e somente se, a segunda converge.

Eventualmente, podemos usar também critérios sobre séries de termos positivos para uma
série > 1, que tenha termos de sinais varidveis. Ora, se ao aplicarmos algum destes critérios
para a série Y |x,| concluirmos que ela é convergente, entdo, como toda série absolutamente
convergente é convergente, concluiremos que »_ x,, converge. Por outro lado, se o critério
nada disser, ou mesmo se ele nos informar que >_ |z, | é divergente, em geral, nada poderemos
afirmar sobre a convergéncia da série > x,,.

Observamos também o seguinte fato, jd mencionado no caso de sequiéncias. Os primeiros
termos de uma série nada influem na sua natureza. De fato, a série ) x, converge se, e
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somente se, a série > T, 42006 converge. De maneira geral, fixado p € N a série >z, é
convergente se, e somente se, a série »_ x,, é convergente. Desta forma, todos os critérios
que determinam a natureza de uma série através de alguma propriedade verificada por todos
os seus termos continuam validos se a tal propriedade é verificada a partir de algum termo
(por exemplo, 2006). Por outro lado, ndo podemos desprezar nenhum termo de uma série
convergente quando estamos interessados em determinar o valor do seu limite.

PROPOSICAO 4.33. Uma série de termos positivos é convergente se, e somente se, a
seqliéncia de suas somas parciais € limitada superiormente.

Demonstracao. Por definicdo, > x, é convergente se, e somente se, a seqiiéncia de suas
somas parciais (S, )nen € convergente. Como x,, > 0, temos imediatamente que (S, )nen €
crescente. Logo, (S,)nen é convergente se, e somente se, ela é limitada superiormente (ver
proposi¢cdes 4.14 e 4.15) [ ]

TEOREMA 4.34. (Critério da Comparacgao) Sejam (z,)nen € (Yn)nen tais que 0 < x, <
Yn para todo n € N.

i. Se Yy, converge, entdo »  x, converge.

ii. Se > x, diverge, entdo Yy, diverge.

Demonstracao. Sejam (S,,)nen € (Th)nen as seqiiéncias de somas parciais de >z, € > Yn,
respectivamente. De z,, < y, segue imediatamente que S,, < T}, para todo n € N. Assim,
se (Sy)nen € ilimitada superiormente, entdo (7},),cn também é. Por outro lado, se (7},),en €
limitada superiormente, entdo (S,,)nen também é. Concluimos gragas a Proposicdo 4.33. =

EXEMPLO 4.35. Vamos estudar a natureza da série > 1/nP segundo os valores de p. E
claro que se p < 0, entdo ela diverge pois neste caso lim,, ., x, # 0.

Suponhamos 0 < p < 1. Temos 1/n < 1/n? para todon € N. Portanto, por comparacdo
com a Série Harménica, concluimos que a série diverge.

Finalmente, consideremos os caso p > 1. Mostraremos que a série converge. Seja (S, )nen
a seqliéncia das somas parciais. Para todon € N, temos

1 1 1
civ iyl by
- or  3p np (2n — 1)p

SN (S [ (I I Loy
B 20 3P 4p 5P 6P TP (2n—1)p (2n —1)p

n

<1+ 2 + 4 4t 2 = Z(gl—p)(i—l)
- op 4p (2n—l)p p— :
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Como p > 1 temos 2'7P < 1 e, portanto, a Série Geométrica de razdo 2'~P converge. Segue
que (Sy)nen € limitada superiormente e portanto > 1/n” é convergente.

TEOREMA 4.36. (Teste da Razdo, ou de d'Alembert') Seja (x,),cn uma seqiiéncia
de niimeros estritamente positivos.

i. Se limy, 400 Tpi1/xn < 1, entdo > x,, € convergente.

ii. Selim, .\ Tpi1/x, > 1, entdo > x, € divergente.

Demonstracao. (i) Tomemos r € R tal que lim,, o zp11/2, < 7 < 1. O resultado do
Exercicio (4.a) garante que existe N € N tal que x4/, < r para todo n > N. Temos
entao

TN+1 < TTN;
2 .
INt2 < TTN41 < TTIN;

3, .
TN43 < TTN42 < T7IN;

De maneira geral, z,, < r Ny, para todo n > N. Tomando y, = " Yy (para todo
n € N) temos que z,, < y, para todon > N. Como >y, é uma Série Geométrica de razdo
r € (0,1), ela é convergente. O resultado segue do Critério de Comparagio.

(ii) Usando o resultado do Exercicio (4.b) concluimos que existe N € N tal que x,,1/x, >
1 para todo n > N. Portanto, x,,1 > x, para todo n > N. Segue que a seqiiéncia dos
termos gerais da série é crescente a partir do N-ésimo termo e, portanto, ndo converge para
zero. Logo, a série é divergente. [ ]

EXEMPLO 4.37. A série > 1/n! é convergente pois

. 1/(n+1)! . n! ' 1
Ilm —~* = lim ——— = lim —
n—+oo  1/nl n—too (n+ 1)1 notoomn +1
Quando lim, 4 Tpi1/x, = 1, o Teste da Razdo nada permite concluir (nem con-

vergéncia nem divergéncia).

Existem varias versGes do Teste da Razdo. A versdo vista aqui n3o é a mais geral delas.
Por exemplo, podemos substituir o simbolo de limite em (i) pelo simbolo de limite superior. A
conclusdo de (ii) também ¢é vélida se substituirmos o simbolo de limite pelo de limite inferior.

1 Jean Le Rond d'Alembert: 17/11/1717, Paris, Franga - 7 29/10/1783, Paris, Franca.
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EXEMPLO 4.38. Vejamos exemplos para os quais o Teste da Razdo ndo € conclusivo.
Considere as séries > 1/n e > 1/n*. Jd vimos que a primeira é divergente enquanto que a
segunda é convergente. Porém, para ambas temos que lim,,_, o ,.1/x, = 1. De fato,

1 1 1 1)2 2
lim M — lm —— =1 e lim M - lim —* 1
n—-+oo 1/n n—+oom 4+ 1 n—-+00 1/n2 n—+400 (n —+ 1)2

TEOREMA 4.39. (Teste da Raiz, ou de Cauchy) Seja (z,)n,en uma seqiiéncia de
numeros positivos.

i. Se lim, ., /T, <1, entdo _ x, € convergente.

ii. Selim, .. /%, > 1, entdo > x, € divergente.

Demonstracao. (i) Seja r € R tal que lim,,_, o, /T, < r < 1. Do resultado do Exercicio
(4.a) obtemos que existe N € N tal que {/z,, < r, ou seja, x,, < r" para todon > N. O
resultado segue por comparacdo com a Série Geométrica »  r".

(ii) Andlogo ao item anterior. u

Quando lim,, ., {/Z, = 1, o Teste da Raiz nada permite concluir (nem convergéncia
nem divergéncia).

Também existem outras versdes do Teste da Raiz. A versdo aqui apresentada ndo ¢ a
mais geral delas. Por exemplo, podemos substituir o simbolo de limite em (i) pelo simbolo
de limite superior. A concluso de (ii) também é valida se substituirmos o simbolo de limite
pelo de limite inferior.

4.9 % A série dos inversos dos primos.

Terminamos o capitulo com um interessante resultado sobre a série dos inversos dos
primos. O primeiro a demonstré-lo foi Euler! [7]. A demonstracdo que apresentaremos aqui
é mais uma das preciosidades de Erdos? [6]. O argumento é do tipo combinatério. Antes de
apresenta-lo facamos uma definicdo.

DEFINICAO 4.40. A funcio Parte Inteira € definida, para todo = € R, por

lz] =n se neZ e n<zx<n+l.

EXEMPLO 4.41. Temos |1| =1, |1.4] =1e|—-1.5] = —2.

Leonhard Euler: x 15/04/1707, Basiléia, Suica -  18/09/1783 - S3o Petersburgo, Rissia.
2Paul Erdés: % 26/03/1913, Budapeste, Hungria - 1 20/09/1996, Warsaw, Polénia.
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PROPOSICAO 4.42. Seja (Pn)nen a seqiiéncia estritamente crescentes dos niimeros primos
(r1 =2, po=3, ps=5, ...). Asérie> 1/p, diverge.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que > 1/p, converge. Portanto existe N € N
tal que
400 1

DPn

<

N —

n=N

Seja M = 22V, Temos que M = #A + #B, sendo
A= {m e {l,..., M} ; m é miltiplo de algum dos primos py, pn1,-- - },
B = {m € {l,..., M} ; m n3o é miltiplo de nenhum dos primos py, py+1,-- - }
Vamos mostrar que #A < M/2 e #B < M /2 chegando assim a uma contradi¢3o.
O ndmero de miiltiplos do primo p que sdo menores que M é | M/p|. Segue que

+00 +00
#HA< ) My oM M
Pn Do 2
n=N n=N

Também é ficil ver que todo m € B pode ser escrito como m = a-b* sendo a um produto
de primos distintos, todos menores que py, e b*> um produto de quadrados de primos, também
menores que py. Existem exatamente 2V~! nimeros nas condicdes de a. Temos ainda que
b?> < m < M e portanto b < VM =2V, Segue que existem, no maximo, 2V nimeros nas
condicdes de b. Portanto #B < 2N~=1. 2N = 22N=1 — p1/9, N

4.10 Exercicios.

1 - Seja (ng)ken € N uma seqiiéncia crescente. Mostre que

a) se (ng)ken € limitada superiormente, entdo ela é constante a partir de um certo termo;

b) se (ni)ren € estritamente crescente, entdo n; > k para todo & € N. Conclua que
(nk)ren ndo é limitada superiormente.

2 - Seja (xy,)nen Uma seqiiéncia. Mostre que

a) se |z,| — 0, entdo z,, — 0;

b) se x,, — x, entdo |z,| — |z|;
3 - Mostre que a reciproca do Exercicio (2.b) é falsa.

4 - Sejam y € R e (x,)nen uma seqiiéncia convergente para x € R.
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a) Mostre que se y < x, entdo existe N € N tal que y < x,, para todo n > N.
b) Mostre que se x < y, entao existe NV € N tal que z,, < y para todon > N.

)

)

c) Mostre que se x,, > y para todo n € N, entdo z > y;

d) Mostre que se z,, < y para todo n € N, entdo = < y.
)

e) Se y < x,, para todo n € N, entdo podemos afirmar que y < z7

5 - Sejam (z,)nen € (Yn)nen Seqiiéncias convergentes para x e y, respectivamente. Su-
ponhamos que z,, < y, para todo n € N. Mostre que

a)z <uy;

b) (Teorema do Sanduiche) se (z,)en € tal que z, < z, < y, e se x = y, entdo

Zp — .

6 - Sejam (ng)ken, (Mi)ren C N estritamente crescentes e tais que {n; ; k € N} U
{mk i ke N} = N. Mostre que (z,)nen COnverge para x se, e somente se, as subseqiiéncias

(@, )ken € (Tm, )ken COnvergem para .
7 - Sejam (Z,)nen € (Yn)nen convergentes para x e y, respectivamente. Mostre que
a) Ty —Yp — T — Y,
b) se y # 0, entdo z,/y, — x/y;
c) z" — z™ qualquer que seja m € N,

8 - Seja (,,)nen uma seqiiéncia limitada superiormente e que ndo tem valor de aderéncia.
Mostre que x,, — —o0.

9 - Seja (z,)nen a seqiiéncia definida indutivamente por z; =0 e

Tni1 =V2+x, Vn € N.

Mostre que
a) (zn)nen € crescente;
b) z, <2 VneN,
¢) (zn)nen € convergente.

Determine lim x,.
n——+o0o

10 - O objetivo deste exercicio é mostrar o seguinte resultado: paratodom € Nea € R
comm > 2ea > 0, existe um tnico x € R tal que x > 0 e 2™ = a. Tal x é dito raiz
m-ésima de a e é denotado %/a (ou simplesmente y/a no caso m = 2). Para isto considere
a sequiéncia (z,)nen definida indutivamente por x; =1 e
T —a
Tpil = Tp — mam T Vn € N.
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Mostre que

a) a fungdo f : R — R dada por f(x) = z™ é estritamente crescente em [0, +00).
Conclua a unicidade da raiz m-ésima de a;

b) y™ > 2™ + ma™ Yy —z) Vz,y>0;

c)x, >0 VneN,

d)az'y >a VneN,;

e) Tpio < Tpy1 YR EN;

f) (xn)nen converge e o seu limite z verifica z > 0 e 2™ = a.

Sugestdo: Em (10.b) use (10.a) e considere separadamente os casos © < y, = > y €
x =1y. Use ainda a seguinte igualdade:

mo__ pm

y—x

Yy :ym—l+ym—2x+____‘_yxm—Z_‘_xm—l‘

Em (10.c) proceda por indugdo. Em (10.d) use (10.b) e em (10.e) use (10.d). Finalmente
use a Proposicdo 4.15 em (10.f).

11 - Determine se é convergente ou divergente cada uma das séries abaixo.
n n+ 2

a —; b —

12 - Seja > x,, uma série convergente de termos positivos. Mostre que

a) > (x2) é convergente;

b) se liminf,, 1o yn > 0, entdo > (z,/y,) é convergente.

13 - Use o resultado do Exercicio 2 do Capitulo 2 para mostrar que a série harmonica
diverge.

14 - Mostre que se > x,, é absolutamente convergente e (v, )nen é limitada, entdo > (-
yn) € absolutamente convergente.

15 - Mostre que > (sen n/n2) é convergente. Vocé consegue generalizar este resultado
para séries do tipo >_ (f(n)/n?), sob que hipétese sobre f : R — R?

16 - Sejam (z,)nen € (Yn)nen duas seqiiéncias positivas tais que

lim % =ceR\ {0}

n—-+o0o yn

Mostre que > z,, converge se, e somente se, »_ ¥, converge.
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17 - O objetivo deste exercicio é mostrar o Critério de Leibniz! que diz: se (z,,),cn é uma

sequiéncia decrescente de niimeros positivos convergente para 0, ent3o a série > (—1)"*'z,, é

convergente. Considere a seqiiéncia de somas parciais (S, )nen da série >_(—1)""z,,. Mostre
que

a) (Sp)nen € limitada;

b) (S21—1)nen € (San)nen sd0 mondtonas. Conclua que estas seqiiéncias sdo convergentes
para o mesmo limite s;

c) Y (=1)"*'z, é convergente.

18 - Use o Critério de Leibniz para dar um exemplo de uma série que é convergente mas
ndo é absolutamente convergente.

19 - Determine, segundo o valor do parametro a > 0, a natureza da série

(n)?
> o

1Gottfried Wilhelm von Leibniz: 01/07/1646, Leipzig, Alemanha - { 14/11/1716, Hannover, Alemanha.



Capitulo 5

Topologia de R

5.1 Introducao.

A seguinte frase é facilmente aceita pela nossa intuicdo: “se x € um nimero préximo de 2,
entdo 22 é um niimero préximo de 4". Outra, “z? estard cada vez mais préximo de 4 quanto
mais préximo z estiver de 2". Por esta razdo dizemos que a funcdo f(z) = z* (para todo
x € R) é continua no ponto 2. Muitas das funges que encontramos na Analise sdo fungdes
continuas. Queremos precisar o conceito de continuidade. Observe que para isto é necessario
estabelecer o que queremos dizer com “z é um ndmero préximo de 2".

Inicialmente, observe que a nocido de “estar proximo” usada cotidianamente é uma nocao
subjetiva. Por exemplo, suponhamos que um aluno de Engenharia de Producao da UFRJ,
morador de Niterdi, responda a um colega ao ser perguntado onde é o COPPEAD. Possivel-
mente ele respondera “E longe. Fica depois da reitoria”. Por outro lado, se 0 mesmo aluno
viaja para Ribeirao Preto e 1d o perguntarem em qual cidade ele mora, entdo, temendo que os
ribeirenses ndo conhecam Niterdi, ele resolve precisar sua resposta dizendo que “fica perto da
cidade do Rio de Janeiro”. Certamente o aluno sabe que a distancia entre o bloco F do CT e
o COPPEAD é menor que os 14 km da ponte Presidente Costa e Silva (a popular Rio-Niteréi)
que separam as duas cidades.

Em Matemadtica, como em qualquer outra ciéncia, as idéias intuitivas e subjetivas sdo
muito bem vindas para ajudar a tornar conceitos abstratos em objetos mais “palpdveis”.
Tais idéias facilitam a compreensao e o desenvolvimento do conhecimento. Entretanto, em
definicGes e demonstracdes, devemos lidar apenas com conceitos e fatos rigorosos e objetivos.
Idéias que dependam de interpretacdo do leitor, de acordo com sua opinido, ndo fazem parte
de nenhuma teoria matemética. E claro que, mesmo em Matematica, opinides e divergéncias
de opinides existem. Porém, uma demonstracdo (ou contra-exemplo) acaba com qualquer
polémica sobre a veracidade de uma afirmacao.

Para evitar esta subjetividade no conceito de proximidade, podemos refrasear o exemplo
dizendo que “a medida que x se aproxima de 2, 22 se aproxima de 4", ou “se x tende a 2,

65
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entdo z2 tende a 4". O verbo tender nos faz pensar imediatamente no conceito de limite que
ja foi explorado no capitulo anterior. Resumindo: os conceitos de proximidade e limite estdo
intimamente relacionados.

A Topologia é o ramo da Matematica que trata destas questdes de limite (e/ou proximi-
dade). A Topologia da Reta, isto ¢, a Topologia de R, é bem simples, para ndo dizer pobre.
Nela, os abstratos conceitos da Topologia Geral ganham formas mais concretas e compre-
ensiveis. Poderiamos usar estas formas simplificadas em nossa exposicao porém, preferimos
argumentos mais gerais para facilitar a (futura) passagem do leitor ao estudo da Topologia em
contextos mais gerais. Mesmo que o leitor ndo venha a se especializar em Topologia, para se
aprofundar em Andlise ou Geometria serdo necessarios outros conhecimentos que ultrapassam
os da Topologia da Reta.

5.2 Pontos interiores e conjuntos abertos.

Intuitivamente, x é um ponto no interior de um conjunto A se os pontos vizinhos a x
(tanto a esquerda quanto a direita) também estdo em A. Mais precisamente temos:

DEFINICAO 5.1. Dizemos que = € R é ponto interior de A C R (ou que A é vizinhanga
de x) se A contém um intervalo aberto do qual x é elemento. Neste caso, escrevemos x € A°,
ou seja, A° é o conjunto dos pontos interiores de A que, por isto, é denominado interior de

A.

OBSERVACAO 5.2. E ficil ver que na definicdo anterior podemos substituir, sem perda
de generalidade, o intervalo aberto arbitrario por um intervalo da forma (r — e, x + ) com
e > 0. Ou, em outros termos, © € A° se, e somente se,

Je>0 talque |ly—z|<e = yeA

Temos sempre A° C A. Porém a inclusdo inversa n3o é necessariamente verdadeira.
Tomemos, por exemplo, A = [0,1]. Temos que 1 ¢ A° pois todo intervalo aberto que
contém 1 tem elementos maiores que 1 e portanto n3o estd contido em A.

E trivial que todo ponto de um intervalo aberto pertence ao interior do intervalo. Ou seja,
se A é um intervalo aberto e n3o vazio, entdo A° = A. De maneira geral temos a seguinte
definicio.

DEFINICAO 5.3. Um conjunto A é aberto se todos os seus pontos sdo interiores, ou seja,
se A C A° (neste caso, A° = A).

Como na Observacdo 5.2 temos que A é aberto se, e somente se,

Vee A, Je>0 talque |[y—z|<e = ye€A
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EXEMPLO 5.4. O conjunto vazio é aberto! De fato, negar esta afirmacao significa admitir
que @° C & e, em particular, admitir que existe x € O.

EXEMPLO 5.5. O conjunto [0,1] ndo é aberto pois, como ja vimos, 1 ¢ [0,1]°. Da
mesma maneira, 0 ¢ [0,1]°. Por outro lado, qualquer = € (0,1) € interior de [0, 1] ou seja
[0,1]° = (0,1).

As propriedades mais importantes dos conjuntos abertos sdo dadas no teorema abaixo.

TEOREMA 5.6. Temos:

i. os conjuntos & e R sio abertos;
ii. toda reunido de abertos é aberta;

iii. toda intersecdo finita de abertos é aberta.

Demonstracao. (i) J4 foi provado.

(i) Sejam (A;)ic; uma familia de abertos e A = J,.; Ai. Se € A, entdo existe
it € I tal que x € A;. Como A; é aberto, temos =z € A, logo existe ¢ > 0 tal que
(x —e,x+e) C A; C A. Segue que = € A°.

(iii) Basta mostrar que se A; e Aj sdo dois conjuntos abertos entdo A = A; N A, também
é aberto (o caso geral segue por indugdo). Se A = o, entdo ndo hd nada mais a ser
demonstrado. Suponhamos A # & e seja x € A. Temos que = € A; e z € As, logo, existem
£1,62 > 0 tais que (x — g,z +¢;) C A; (i =1,2). Tomando ¢ = min{ey,e2} obtemos que
(x —e,x+¢) C A, ouseja, v € A°. n

5.3 Pontos de aderéncia e conjuntos fechados.

DEFINICAO 5.7. Dizemos que = € R € ponto de aderéncia de F C R se existe uma
seqiiéncia (x,)nen C F tal que x, — x. Neste caso, escrevemos x € F, ou seja, ' € o
conjunto dos pontos de aderéncia de F' e também é chamado de fecho de F'.

E facil ver que x é ponto de aderéncia de F' se, e somente se, qualquer intervalo aberto
da forma (z — e,z + ¢), onde € > 0, tem pontos de F'.

Temos sempre ' C F. Porém a inclusio inversa nio é necessariamente verdadeira.
Tomemos, por exemplo, F' = [0,1). Temos 1 € F pois a seqiéncia x, = 1 — 1/n é
convergente para 1 e além disto z,, € F' para todo n € N.
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Seja (Z,)nen uma seqiiéncia convergente para x. Sabemos que se x, > a para todo
n € N, entdo x > a. Do mesmo modo, se x,, < b para todo n € N, entdo = < b. Conclui-
se que uma seqiiéncia convergente de pontos em um intervalo fechado tem o seu limite no
intervalo. Ou seja, se F' é um intervalo fechado e n3o vazio, entdo F=F,

DEFINICAO 5.8. Um conjunto F' € fechado se todos os seus pontos de aderéncia perten-
cem a I, ou seja, se ' C I’ (que neste caso implica ' = F).

EXEMPLO 5.9. O conjunto vazio € fechado! De fato, negar esta afirmagao significa admitir
que & C & e, em particular, admitir que existe (z,,)nen C .

EXEMPLO 5.10. O conjunto [0,1) ndo é fechado pois, como ja vimos, 1 € (0,1). Da
mesma maneira 0 € (0,1). Por outro lado, se (x,)nen C (0,1) € convergente para x entdo
x € [0,1]. Segue que (0,1) = [0, 1].

O conjunto vazio (e também R) sdo exemplos de conjuntos que sdo abertos e fechados
simultaneamente. Isto nos mostra, que ao contrdrio do que podem sugerir as palavras “aberto”
e “fechado”, estes dois conceitos n3o sdo excludentes. Porém, existe uma relacdo estreita
entre conjuntos abertos e conjuntos fechados.

PROPOSICAO 5.11. Um conjunto é aberto se, e somente se, seu complementar é fechado.

Demonstragio. Seja A C R e F = AC.

Suponhamos que A seja aberto e mostremos que F' é fechado. Para isto, devemos mostrar
que ' C F. Se, por absurdo, existir uma seqiiéncia (z,,),eny C F convergente para v ¢ F
(ie., = € A), entdo, como A é aberto, existe ¢ > 0 tal que (x — e,z +¢) C A. Desta
maneira, para n suficientemente grande, temos que =, € (v — e,z +¢) C A. Isto é absurdo
pois z,, € F = A® para todo n € N.

Suponhamos agora que I’ seja fechado e mostremos que A é aberto. Se A ndo for aberto,
entdo existird x € A tal que x ¢ A°. Assim, qualquer que seja e > 0, o intervalo (z—&,x+¢)
ndo estara contido em A. Em particular, para cada n € N, tomando ¢ = 1/n concluimos
que existe =, € (z — 1/n,x + 1/n) tal que =, ¢ A, ou seja, x,, € F. Vemos facilmente
que x, — x e, portanto, z € F. Como F é fechado, temos = € F, o que é absurdo pois
z€A=FC [ ]

OBSERVACAO 5.12. Tomando complementares, o Teorema 5.6 nos diz que

i. os conjuntos & e R sdo fechados;

ii. toda reunido finita de fechados é fechada;
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iii. toda interse¢cdo de fechados é fechada.

Um conceito relacionado ao de ponto de aderéncia e de muita importancia é dado na
definicdo seguinte.

DEFINICAO 5.13. Dizemos que = € R é ponto de acumulacdo de F' C R se existe uma
sequiéncia (x,)neny C F'\ {x} tal que z,, — z, ou, em outros termos, se v € F'\ {z}.

A idéia desta definicao é que se x é ponto de acumulacdo de F' ent3o x pode ser “apro-
ximado" por elementos de F', diferentes de x.

Segue imediatamente da definicdo que todo ponto de acumulagdo é também ponto de
aderéncia. Porém, a reciproca ndo é verdadeira. Por isto, consideramos também a seguinte
definicao.

DEFINICAO 5.14. Se z é ponto de aderéncia de F' e no é ponto de acumulacdo, ento x
é dito ponto isolado de F.

Tente entender o porqué desta nomenclatura.

5.4 Conjuntos compactos.

A préxima definicao é apenas uma entre varias maneiras de se definir conjuntos compactos
em R. Estas vérias definices dependendo do contexto (i.e., do espago topoldgico) podem
ndo ser equivalentes (neste caso, a definicdo dada neste texto é a da chamada compacidade
seqiiéncial). Porém, como ja dissemos anteriormente, a topologia da reta é bastante simples
e neste contexto tais definicdes sdo equivalentes.

Dependendo dos objetivos de cada um, pode-se usar uma ou outra forma de compacidade.
A escolha pela definicdo seguinte é, de certa maneira, uma escolha pessoal do autor baseada
em sua prépria experiéncia em Matematica. E provavel que outro autor, mais interessado em
Geometria do que em Equagdes a Derivadas Parciais, prefira outra definicdo.

DEFINICAO 5.15. Um conjunto K C R é compacto se toda seqiiéncia de pontos de K
tem uma subseqiiéncia convergente para um ponto de K.

Vejamos uma caracterizacdo bem simples e de uso pratico para conjuntos compactos.

TEOREMA 5.16. (Heine'-Borel?) Um conjunto é compacto se, e somente se, ele é fe-
chado e limitado.

'Heinrich Eduard Heine: x 16/03/1821, Berlim, Alemanha - dagger 21/10/1881, Halle, Alemanha.
2Félix Edouard Justin Emile Borel: x 07/01/1871, Saint Affrique, Franga - { 03/02/1956, Paris, Franca.
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Demonstracao. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, toda seqiiéncia num conjunto limi-
tado tem subsequiéncia convergente. Se além de limitado o conjunto é fechado, entdo o limite
desta subseqliéncia serd um elemento do conjunto. Isto mostra que todo fechado e limitado
é compacto.

Suponhamos agora que K C R seja compacto e mostremos que ele é limitado e fechado.
Sejam v € K e (2,)nen C K convergente para . Como qualquer subsegiiéncia de (z,)nen
tende a = (Proposicdo 4.11), gracas a compacidade, temos = € K. Segue que K é fechado.
Suponhamos, por absurdo, que K n3o seja limitado, digamos, superiormente. Ent3o, para
cada n € N existe z,, € K tal que z,, > n. Temos que (z,),eny C K ez, — +00. Portanto,
todas as suas subseqiiéncias tendem a +oo (veja a Observagdo 4.21) e, portanto, ndo sdo
convergentes. Isto contradiz a compacidade de K. [ ]

A dltima demonstragdo (sobretudo a primeira parte) é digna de um livro de Topologia
Geral. Em vdrios destes livros as demonstracdes usam muito texto e poucos simbolos (alga-
rismos, em particular). Na opinido do autor, além da importancia incontestdvel da Topologia
Geral, estes livros também s3o referéncias perfeitas para mostrar aos leigos em Matematica
que, ao contrario do que eles pensam, ndés ndo somos pessoas que trabalham fazendo contas
com algarismos (ndmeros, como eles dizem)! :-)

Terminamos esta secdo com outra caracterizacdo de compactos. Mesmo nao sendo util
neste curso, tal caracterizagdo é importantissima. Em Topologia Geral, esta caracterizacdo é
a definicao de compacidade. Antes, definiremos cobertura aberta.

DEFINICAO 5.17. Uma cobertura aberta para K é uma colecio C de conjuntos abertos

tais que
KclJA
Aec

TEOREMA 5.18. Um conjunto K é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta C
para K tem subcobertura finita, ou seja, existe C' C C finita que € cobertura para K.

Antes de demonstrar este teorema, em toda sua generalidade, mostraremos um caso
particular.

TEOREMA 5.19. (Borel-Lebesgue') Se C é um cobertura aberta para [a,b|, entdo ela
tem subcobertura finita.

Demonstracao. Procedemos por absurdo, supondo que C ndo tenha subcobertura finita.

Dividindo o intervalo [a, b] no seu ponto médio obtemos dois intervalos de comprimento
(b —a)/2. Para pelo menos um destes intervalos, que denotaremos [ay, b1, ndo existe sub-
cobertura de C finita. De fato, se existissem C’,C"” C C finitas que fossem coberturas para o

'Henri Léon Lebesgue: « 28/05/1875, Beauvais, France - 1 26/07/1941, Paris, Franga.
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primeiro e para o segundo intervalo, respectivamente, entdo C’ U C” seria uma subcobertura
finita de C para [a, b]. Aplicamos o procedimento anterior ao intervalo [a, b;]. Continuando
indefinidamente este processo construimos uma seqliéncia ([an, bn])neN de intervalos encai-
xantes. Além disto, qualquer que seja n € N, b, —a,, = (a —b)/2" e ndo existe subcobertura
finita de C para [ay, by)].

Gracas ao Teorema dos Intervalos Encaixantes, temos que ﬂ:::i [an, b,] # @. Mais preci-
samente, esta intersecdo sé tem um elemento . De fato, suponhamos que exista y # x tal
que y € [an,by,] para todo n € N. Segue 0 < |z —y| < b, — a,, para todo n € N. Isto é
absurdo ja que b, — a,, — O.

Ora, z € [a,b], logo, existe A € C tal que x € A. Como A ¢é aberto, existe € > 0 tal que
(x —e,x+¢e) C A. Tomando N € N, suficientemente grande, de modo que by —ay < €
temos [an,by] C (z — e, +¢) C A. Portanto, tomando C' = {A}, temos que C’ é uma
subcobertura finita de C para [an, by]. Absurdo! n

Demonstracao. (Do Teorema 5.18) Suponhamos que K seja compacto (portanto limitado
e fechado). Seja C uma cobertura aberta de K. Como K é limitado podemos tomar a,b € R
tais que K C [a,b]. Como K é fechado, o conjunto KT & aberto. Temos claramente que
C U {K"} é uma cobertura aberta de [a,b]. Pelo Teorema de Borel-Lebesgue, existe ¢ C C
finita tal que K C [a,b] C Uyeer AU {KC}. Dai, concluimos que K C |Jeer-

Suponhamos agora que toda cobertura aberta de K possua subcobertura finita. Para
todo z € K definimos A, = (x —1,2+1). A colegdo {A, ; © € K} é uma cobertura aberta
de K. Por hipdtese, existem z; < --- < z, € K taisque K C A,, U---UA,, . Logo,
K C (zy — 1,2, + 1) e, portanto, K é limitado.

Vamos mostrar que K é aberto para concluir que K é fechado e, portanto, compacto
(pois ja sabemos que ele é limitado). Seja y € KC. Para todo z € K definimos

|z —y| |z —yl
A, = 2 — , .
(x 5 T+ 5

Temos que (A, ).cx é uma cobertura aberta de K tal que y ¢ A, qualquer que seja z € K.
Por hipétese, existem z4,...,x, € K taisque K C A,, U---UA,, . Tomando

1 .
€= §m1n{|x1 —yl, s o =yl

é facil ver que (y — e,y +¢) C KC. Mostramos que y € (KC)° e, portanto, KC é aberto. m

5.5 Conjuntos densos.

DEFINICAO 5.20. Sejam A,B C R com A C B. Dizemos que A é denso em B se
B C A
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Em outros termos, se A C B, entdo A é denso em B se, e somente se, para todo = € B,
existe (2, )neny C A tal que z, — .

A préxima proposicao nos fornece uma condicdo necessaria e suficiente para a densidade.

PROPOSICAO 5.21. Sejam A,B C R. Temos que A é denso em B se, e somente se,
todo intervalo aberto que contém algum ponto de B também contém algum ponto de A.

Demonstragao. Suponhamos que A seja denso em B. Sejam z € B e (Ty)neny C A
convergente para x. Se I um intervalo aberto contendo x, entdo para n € N suficientemente
grande temos z,, € I. Portanto I N A # @.

Por outro lado, suponhamos que todo aberto que intercepta B também intercepte A. Seja
x € B. Para todo n € N, o intervalo aberto (z — 1/n,z + 1/n) contém = € B e, portanto,
contém algum ponto z,, € A. Definimos desta maneira uma seqiiéncia (z,),eny C A tal que
r, — x. Segue que v € A. Logo, B C A. |

Vejamos um dos exemplos mais importantes de conjuntos densos em R.

EXEMPLO 5.22. QQ € denso em R. De fato, sejam a,b € R com a < b. Mostremos que
(a,b) NQ # . Se 0 € (a,b), entdo ndo hda mais nada a ser demonstrado. Se 0 ¢ (a,b),
entdo 0 < a ou b < 0. Consideremos o caso a > 0 (o caso b < 0 é andlogo). Como R é
arquimediano, existe n € N tal que n > 1/(b — a). Seja m € N o menor natural tal que
m > na, ou seja, m € N satisfaz

m — 1

m
<a< —.
n n

Para concluir que m/n € (a,b) N Q basta mostrar que m/n < b. Suponhamos, por absurdo,
que m/n > b. Neste caso,
m  m—1

m 1
<a<b< — = b—a<—-— - b—-a< —.
n n n n n

m—1

Contradizendon > 1/(b — a).

5.6 Exercicios.
1-Seja A=[0,1)U(1,2] U{3}. Determine:
a) 4; b) A°; c) AC; d) (A%)°.

2 - Sejam X C R e A a unido de todos os subconjuntos abertos de X. Mostre que
A= X°.
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3 - Mostre que X° é o maior subconjunto aberto de X, ou seja, mostre que
a) X° é aberto;

b) qualquer que seja o aberto A tal que A C X, temos A C X°.

4 - Sejam X C R e z € R. Mostre que sdo equivalentes:

i. qualquer que seja o conjunto aberto A tal que = € A, temos que X N A # &,
ii. qualquer que seja o intervalo aberto I tal que x € I, temos X N[ # &;
iii. para todo € > 0, existe y € X tal que |z —y| < ¢;

iv. € X.

5 - Seja X C R. Mostre que (X°)¢ = XC,

6 - Seja X C R. Mostre que X é o menor fechado que contém X, ou seja, mostre que
a) X ¢é fechado;
b) qualquer que seja o fechado F tal que X C F, temos X C F.

7 - Sejam X C R e F a intersecdo de todos os fechados que contém X. Mostre que
F=X.

8 - Mostre os itens (ii) e (iii) da Observagdo 5.12 a partir das definicdes de conjunto
fechado e ponto de aderéncia.

9 - D& um exemplo de familia de abertos cuja intersecdo n3o é aberta. Dé um exemplo
de familia de fechados cuja unido n3o é fechada.

10 - Seja A o conjunto dos niimeros reais da forma m /2" com m € Z e n € N. Mostre
que A é denso em R.

11 - Mostre que se A C R é enumerével, entio AC é denso em R. Conclua que QF é
denso em R.
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Capitulo 6

Limite e continuidade

6.1 Limite de funcoes.

Dada uma funcdo real f estamos interessados em saber o que acontece com o valor de
f(x) quando = se aproxima de um ponto zy sem, entretanto, assumir este valor. Este é o
assunto desta secdo. Muitas vezes f(x) se aproximard de f(xzg), porém, isto s6 ocorre para
uma classe de func¢des, ditas continuas. Trataremos desta questdo posteriormente.

Iniciamos nossa discussdo precisando o que quisemos dizer, no paragrafo anterior, com
“r se aproxima de um ponto x, sem, entretanto, assumir este valor’. Ora, se estamos
interessados no valor de f(x) é preciso que = esteja no dominio de f mas, como x ndo
assume o valor xy, ndo é necessario que f(xg) esteja definido. Ou seja, ndo é necessério que
xo pertenca ao dominio de f. Porém, é preciso que seja possivel “se aproximar de x," por
pontos do dominio de f. Rigorosamente falando, se A é o dominio de f, entdo a nogdo de
limite de funcdes terad sentido se, e somente, xy é ponto de acumulacdo de A. Lembramos
que esta condi¢do significa que zg € A\ {z0}, i.e., existe uma seqiiéncia (x,,)nen C A\ {z0}
convergente para z.

Sejam f: A CR — R e 2y um ponto de acumulacao de A. Como expressar de maneira
rigorosa que f(x) se aproxima de [ € R quando x se aproxima de z? A experiéncia com limite
de seqiiéncias nos indica que deve ser errado pensar que a distancia de f(x) a [ decresce junto
com a distancia de = a xg. A armadilha explicada na Figura 4.1 também se apresenta neste
contexto. Para armadilhas semelhantes usamos escapatdrias semelhantes. A idéia intuitiva
correta é dizer que f(z) é tdo préximo de [ quanto quisermos, bastando para isto tomar x
suficientemente préximo de xy. Vejamos a definicdo rigorosa.

DEFINICAO 6.1. Sejam f : A C R — R e x¢y um ponto de acumulagdo de A. Dizemos
que existe o limite de f(z) quando = tende a xy € R e ele vale | € R se

Ve>0, 36>0 talque z€A 0<|z—z9|<d = |f(x) -1 <e.

Neste caso, escrevemos lim, .., f(x) = .

75
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Neste momento, o leitor ja pode apreciar a capa do livro.

Comentdrio analogo ao que fizemos sobre a nota¢do de limite de seqiiéncias (em particular
sobre o sinal de igual nela presente) e a unicidade do limite também se aplica aqui. Querendo,
o leitor podera demonstrar a unicidade do limite. Ndés ndo a faremos aqui pois ela serd uma
consequéncia da Proposicao 6.6.

S6 faz sentido considerar o limite de f(z) quando x tende a xy quando zy é ponto de
acumulacdo do dominio de f. Daqui por diante, esta condicdo ficard subentendida quando
estivermos considerando limites.

Atencdo: a negacao de lim,_,,, = [ diz que o limite, se existir, é diferente de [ mas ndo diz
que ele existe. Portanto, para negar esta condicdo, se ndo tivermos de antemao a existéncia
do limite, entdo ndo podemos supor que lim, .., f(z) # [. Neste caso, devemos tomar a
negac3o légica da condi¢do que define que lim,_.,, f(z) = L. Isto sera feito, por exemplo, na
demonstracao da Proposicao 6.6.

EXEMPLO 6.2. Seja f: R\ {0} — R, dada por

1 sex>0,

fx) =

-1 sex < 0.

E ficil ver que 0 é ponto de acumulacio de R \ {0}. Suponhamos que lim,_ o f(z) = I.
Tomando ¢ = 1 na definicdo de limite, obtemos a existéncia de > 0 tal que |f(z) — 1] < 1
quando 0 < |x| < §. Portanto,

2=1-(=D[=[f(6/2) = f(=6/2)| < |f(6/2) = I[ +[f(=6/2) =] <1+1=2.
Absurdo!

EXEMPLO 6.3. Seja f: (0,1] — R dada por f(x) =1 para todo = € (0,1]. Observe que
0 ndo esta no dominio de f mas é ponto de acumulacdo deste. Logo, faz sentido perguntar
se existe o limite de f(x) quando x tende a 0 e, no caso afirmativo, determinar o valor
do limite. Mostraremos que ele existe e vale 1. Seja ¢ > 0. Para todo x € (0,1] temos
|f(z) — 1] = |1 — 1| = 0 < e. Portanto, tomando qualquer 6 > 0, temos

r€eA 0<|lr—0/<d = |f(x)—1]<e.

Concluimos que lim,_o f(z) = 1. Da mesma maneira mostra-se que se g : A C R — R é
constante igual a c e xg € A\ {xo}, entdo lim,_.,, g(x) = c.

O exemplo anterior ¢ atipico. Se xy, € e d sdo como na Definicdo 6.1, entdo, geralmente,
) depende de ¢ e de . Muitas vezes esta dependéncia é indicada na notagdo & = d(e, xg).
Os exemplos a seguir ilustram esta dependéncia. No primeiro deles  depende apenas de ¢ e,
no segundo, ¢ depende tanto de € quanto de xy.
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EXEMPLO 6.4. Sejam f : R — R, dada por f(r) = x para todo x € R, e g € R.
Mostremos que lim, ., f(x) = xy. Dado ¢ > 0, tomando § = ¢, obtemos

TR O0<|z—29|<d = |f(x)—a0|=|z—20|] <0=0c6.

QED*.

EXEMPLO 6.5. Sejam f : R — R, dada por f(x) = x? para todo v € R, e 2y € R.
Mostremos que lim, ., f(z) = 2%. Fixado ¢ > 0, tomamos 6 = min{1,e/(2|zo| + 1)}.
Desta forma, se 0 < |x — xo| < §, entdo |x| < |xo| + 0 < |zo| + 1. Além disto,

|f(x) — @] = |2* — a5] = & — 20| - |2 + @0| < 3(|2] + |wo]) < 6(2zo| + 1) <e.

O exemplo anterior pode induzir o leitor a pensar que achar § em funcdo de ¢ e de g
€ uma tarefa sobrenatural. Normalmente, rascunha-se a demonstracdo de trds para frente:
sabendo que devemos obter |f(z) — | < &, procuramos saber quio grande pode ser |z — x|
(i.e., qual deve ser o valor de §) para que cheguemos a esta conclusdo. Em seguida, passamos
a limpo a demonstracdo e, ja sabendo qual é o valor de 9, simplesmente dizemos: “seja
0 =abracadabra...” Porém, dependendo da fun¢do, mesmo que achar o valor de ¢ ndo seja
magica, tal tarefa pode ser bastante fatidica. Uma alternativa é fazer uso das proposicoes a
seguir. Elas facilitam as demonstracGes de existéncia e os calculos dos limites, sem necessidade
de manimupar ¢'s e d's.

PROPOSICAO 6.6. Sejam f: ACR — R exge A\ {xo}. Entdo, lim,_,, f(z) =1 se,
e somente se, lim,,_, o, f(x,) = [ para toda seqiiéncia (z,)nen C A\ {20} convergente para
Zg-

Demonstragao. Suponhamos que lim,_,, f(z) = [ e mostremos que se (2, )neny C A\{20}
e xr, — xg, entdo f(x,) — [. Seja € > 0. Por hipdtese, existe 6 > 0 tal que

reA 0<|jz—xo| <0 = |f(x)—I|<e. (6.1)

Ora, x, — o, logo, existe N € N tal que se n > N, entdo |z, — x¢| < 0. Assim, para
n > N, ao tomar x = x,, em (6.1) obtemos |f(z,) — [| < . Concluimos que f(z,) — .

Reciprocamente, suponhamos que seja falso que lim, .., f(z) = [. Isto significa que
existe € > 0 tal que

V6>0, dJreA talque O0<|z—x9/<d e |[f(x)—I>c¢. (6.2)

Para cada n € N, ao tomar § = 1/n em (6.2) obtemos z,, € A tal que

1
0<|$n—m0|<g e |f(z,) =1 >e.

LQED, abreviacdo de “quod erat demonstrandum’ que, em latim, significa “como querfamos demonstrar” .
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Constrdi-se desta maneira uma seqiiéncia (x,)neny C A\ {20} convergente para zy sem que
f(z,) — 1. Absurdo! u

Vejamos como esta proposicdo facilita o calculo de limites. Retomemos o Exemplo 6.5,
mostrando o mesmo resultado sem manipular £'s e d's.

EXEMPLO 6.7. Sejam f : R — R, dada por f(x) = 2? para todox € R, a € R e

(n)nen € R\ {a} convergente para a. Temos entdo que f(z,) = 22 — a®. Como a

seqiiéncia (x,)nen € arbitrdria, concluimos que lim,_,, f(x) = a®.

Aplicando as proposi¢bes 6.6 e 4.22 bem como o resultado do Exercicio 7 da Secdo 4.10
demonstra-se facilmente a préxima proposicao.

PROPOSICAO 6.8. Sejam f,g: ACR - Rece R Selim, ., f(z)=1€cRe
lim, ., g(x) = m € R, entdo

i limg .y (f(2) + g(z)) =1+ m;
i, limg g, (cf(x)) =dl;
i, limg gy (f(z) — g(z)) =1 —m;
iv. lim,_q, (f(2)g(2)) = lm;

v. sem # 0, entdo lim, ., f(z)/g(z) =1/m.

Demonstracao. Deixamos para o leitor. [

Terminamos esta secdo com uma propriedade util sobre limites.

PROPOSICAO 6.9. Seja f: AC R — R. Selim,_., f(z) =1 < m, entdo existe § > 0
tal que f(x) < m para todo x € A tal que 0 < |x — xo| < 0. Uma conclusdo analoga vale
quando | > m.

Demonstracao. Tomando ¢ = m — [ > 0 na definicdo de limite, obtemos § > 0 tal que
|lf(x) =l <m—lsexeAel<|r— x| <0. Ora

flo) =1 <|f(x)=ll<m—-1 = f(x)<m.
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6.2 Os quinze tipos de limite.
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J& vimos um tipo de limite (a saber, lim,_.,, f(z) = [). Nesta se¢do, veremos os outros
quatorze. Todos eles estdo presentes na Tabela 6.1 (onde xy e [ denotam nimeros reais e f
é uma func¢do real de dominio A C R).

limy .y f(2) =1 | limg_py f(2) = +00 | Tim, _,, f(z) = —o0
lm, .« f(z) =1 | lim,_ ¢ f(z) = +oo | lim,_ .+ f(z) = —o0
lim, _, f(@) =1 | lim,_, () = +oo | lim,_,_ f(z) = o0
lim, . yo0 f(z) =1 | limy—yoo f(2) = 400 | lim, 4o fz) = —00
lim, . f(z) =1 lim, o f(z) = 400 | lim,_,_o f(z) = —00

Tabela 6.1: Os quinze tipos de limite.

O limite que aparece na primeira linha e primeira coluna ja foi definido. Os outros sao
definidos com pequenas adaptagdes. O importante é entender o que significam limites iguais
al, 400 ou —oo (cada um destes corresponde a um coluna da tabela), bem como o que
representam os simbolos © — xg, * — xar, r — x,, T — +00ex — 400 (que correspondem
as linhas). Fagamos alguns comentdrios a este respeito.

lim f(z) =1

Como ja vimos, isto significa que, por menor que seja € > 0, podemos
concluir que |f(z) — [| < e desde que = que verifique certa condi¢3o.

lim f(z) = +oc  Significa que, por maior que seja M > 0, podemos concluir que f(z) > M
desde que x que verifique certa condigdo.

lim f(x) = —oo Significa que, por maior que seja M > 0, podemos concluir que f(x) <
—M desde que x que verifique certa condicdo.

r — X

Como ja vimos, isto significa que a condigdo sobre z é 0 < |x — x| < §
para § suficientemente pequeno. E necessario que 2o € A\ {z0}.
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r— xg Lé-se = tende a zy pela direita. Significa que que a condicdo sobre x
0
€0 < x—1xy < § para ¢ suficientemente pequeno. E necessdrio que
T9 € AN (JIQ, +OO)

T — Ty Lé-se x tende a x( pela esquerda. Significa que que a condi¢cdo sobre x
€0 < xg—x < 0 para 0 suficientemente pequeno. E necessario que
xg € AN (=00, z9).

r — 400 Lé-se = tende a mais infinito. Significa que que a condi¢do sobre = é
x > N para N suficientemente grande. E necessario que A seja ilimitado
superiormente.

T — —00 Lé-se = tende a menos infinito. Significa que que a condicdo sobre x é

x < —N para N suficientemente grande. E necessario que A seja ilimitado
inferiormente.

Por exemplo, limac_mﬂa f(z) = 400 deixa subentendido que 2y € AN (—o0, z) e significa:

VM >0, 36>0 talque z€ A 0<zp—2x<d = f(x)>M.

Para cada um dos quinze tipos de limite existem versdes das proposicoes 6.6 € 6.9. A
Proposicdo 6.8 tem uma versdo quase idéntica para limites da primeira coluna da Tabela 6.1.
Entretanto, para os outros tipos devemos tomar cuidado pois +00 e —oo ndo sdo ndmeros
reais, e por isto, ndo podem ser operados como se fossem: (+00) + (+00) = 2 - (+00), ou
ainda, (4+00) 4+ (—oc) = 0. Isto n3o faz sentido! Uma comparag&o entre as proposicdes 4.22
e 4.24 pode ajudar ao leitor a entender estas diferencas.

6.3 Funcoes continuas.

Como ja antecipamos, intuitivamente, uma fungdo f é continua em um ponto zy do
seu dominio se f(z) estd préximo de f(xy) quando = estd préximo de xy. Induzidos pela
discussdo que precedeu a definicdo de limite de funcdes, somos tentados a dizer que f : A — R
é continua em xy quando

lim f(z) = f(zo)- (6.3)

Tr—2T0

E quase isto, mas ndo exatamente. O problema é um “detalhe técnico”. A definicdo de
lim, ., f(x) exige que zy seja ponto de acumulagdo de A. Por outro lado, para que f(xg)
tenha sentido devemos ter xy € A. Estas duas condi¢des podem ser incompativeis (veremos
um exemplo a seguir). Entretanto, quando z verificar ambas as condi¢Bes a definicdo que
faremos serd equivalente a (6.3).

EXEMPLO 6.10. Seja A = [0,1) U {2}. Temos que 2 € A mas2 ¢ A\ {2} = [0,1].
Dada f : A — R, f(2) tem sentido ao contrdrio de lim,_. f(x). Por outro lado, 1 ¢ A e
1€ A\ {1} =[0,1]. Logo, ndo existe f(1), porém, pode existir lim, ., f(x).
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DEFINICAO 6.11. Sejam f : ACR — R exy € A. Dizemos que f é continua em z, se
Ve>0, 36>0 talque z €A, |[t—xo|<d = |f(x)— f(zo)| <e.

Dizemos ainda que f é continua se f é continua em todo ponto de A e escrevemos f € C(A).
Mais precisamente, f € C(A) se

Vye A, Ye>0, 30 >0 talque x€ A, |[z—y|l<d = |f(x)—f(y)|<e. (6.4)

Alguns autores costumam denotar por CY(A), em vez de C(A), ao conjunto das fun¢des
continuas em A.

Observe que a definicdo de continuidade tem (como esperdvamos) uma relagdo muito
grande com a definicdo de limite. Por esta razao, podemos facilmente adaptar os argumentos
dos exemplos 6.3, 6.4 e 6.5 para mostrar que sdo continuas as fungdes f,g,h: ACR — R
dadas por f(z) = ¢, g(x) =z e h(xz) = 2? para todo = € A.

EXEMPLO 6.12. Este exemplo pretende acabar com o mito, geralmente apresentado nos
cursos de Cdlculo I, que diz que fungdes continuas sdo aquelas cujos grdficos sdo tracados
sem tirar o lapis do papel. Considere a fungcdo g : N — R dada por g(n) = n para todo
n € N. Faga um esbogo do grafico de g e convenga-se que ndo é possivel desenha-lo sem
tirar o ldpis do papel. Ora, a fungdo g é a mesma do pardgrafo anterior (com A = N) que,
como ja sabemos, é continua! Vocé estd duvidando? Vejamos com mais detalhes. Sejam
e>0eneN. Sex e Nel|r—n|<1/2, entdo x =n e, portanto, |g(x) — g(n)| =0 < e.
Concluimos que g é continua em n e, como n € arbitrario, que g é continua!

Observe que tomamos 6 = 1/2 independente de € e de n. Mais que isto, nem a definicdo
de g ndo foi necessdria na demonstracdo. Moral da histéria: fungdes definidas em N ndo
apenas sao continuas como sdo “muito continuas”!

Passemos imediatamente as proposicoes que nos poupam, em muitos casos, o trabalho
com ¢'s e d's. Todas elas tém demonstracbes andlogas aquelas encontradas na Secdo 6.1.
Por esta razao omitiremos suas provas.

PROPOSICAO 6.13. Sejam f : ACR — R exg € A. A funcdo f é continua em x, se, e
somente se, lim,, .y, f(x,) = f(x¢) para toda seqiiéncia (x,),en C A convergente para xy.

A proposicdo anterior, essencialmente, nos diz que funcbes continuas s3o aquelas que
comutam com o simbolo de limite, ou seja, f é continua se, e somente se,

lim f(z,) = f( lim xn) :

n—-4o0o n—-4o0o

desde que a sequiéncia (x,)nen esteja contida no dominio de f e seja convergente para um
ponto deste conjunto.
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EXEMPLO 6.14. Seja f : R — R, dada por

1 sex€Q,
flz) =
0 sex ¢ Q.

Dado x¢ € R arbitrario, tomando seqiiéncias (z,,)nen C Q € (Yn)nen C QL convergentes para
xy, obtemos que f(x,) — 1 e f(y,) — 0. Concluimos que f € descontinua em qualquer
ponto.

PROPOSICAO 6.15. Sejam f,g: A C R — R ec € R. Suponhamos que f e g sdo
continuas em xo € A. Temos que cf, f+ g, fg e f — g sdo continuas em xy. Se além disto,
g(zo) # 0, entdo, f/g é continua em x.

COROLARIO 6.16. Sejam f,g: A C R — R continuas e ¢ € R, entdo cf f+g, fg e
f — g sdo continuas. Além disto, a funcdo f/g estd definida e € continua nos pontos de A
onde g ndo se anula.

PROPOSICAO 6.17. Sejam f: ACR —Reg: BCR — A tais que f(A) C B. Se f
é continua em xq e g € continua em yy = f(x¢), entdo go f € continua em xy. Segue que se
f e g sdo continuas, entdo g o f € continua.

Demonstracao. Seja (z,),en C A convergente para xy. Como f é continua temos que

F(0) = f(z0) = o € como g é continua em yo temos que g(f(z.)) — g(y0) = g(F(x0)).
Segue que g o f é continua em . ]

PROPOSICAO 6.18. Seja f: A C R — R continua em o € A. Se f(xg) <l €R, entdo
existe 6 > 0 tal que f(x) < [ para todo x € A tal que |x — xy| < §. Temos uma conclusdo
analoga se f(xo) > 1.

6.4 O Teorema do Valor Intermediario.

TEOREMA 6.19. (Do Valor Intermediario) Se f € C([a,b]) e f(a) <1 < f(b), entdo
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 1. A mesma conclusdo vale quando f(a) >1 > f(b).

Demonstracdo. Seja S = {z € [a,b] ; f(x) <I}. E imediato que S é ndo vazio (a € 9)
e limitado superiormente (b é cota superior de S). Sejam ¢ = sup S e (z,)neny C S tal que
x — c¢. Temos que f(z,) <1 para todo n € N e como f é continua em ¢ temos

lim f(z,) = f(c).

n—-4o0o
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Portanto, f(c) <l e, logo, ¢ < b.

Suponhamos que f(c) < [. Gragas a Proposicdo 6.18 existe § > 0 tal que se = € [a,b] e
|z —c| < 0, entdo f(x) <. Como ¢ < b podemos tomar x € [a,b] com ¢ < x < ¢+ § para
obter que f(z) < [. Isto implica que z € S e z > ¢ =sup .S, o que é absurdo. [ ]

PROPOSICAO 6.20. Seja I um intervalo n3o degenerado e f : I — R continua. Mostre
que

i. J = f(I) é um intervalo;
ii. Se f € injetiva, entdo f é mondtona;

iii. Se f é injetiva, entdo funcdo f~':J — I é continua.

Demonstracao. (i) Sejam a = infJ e b = supJ. Vamos mostrar que J° = (a,b) de
onde seguird que J é um intervalo (valera uma dentre as seguintes possibilidades: J = (a, b),
J =la,b), J = (a,b] ou J = [a,b)).

E fcil perceber que se y < a = inf J, entdo y ¢ J°. Da mesma forma, se y > b = sup J,
entdo y ¢ J°. Segue que J° C (a,b).

Seja y € (a,b). Por definicdo de infimo e supremo, existem y1,y, € J tais que a <
y1 <y <ys <b Como J = f(I), existem x1, x5 € J tais que f(z1) = y1 e f(z2) = yo.
Como f(x1) # f(x2), obtemos que x; # 5. Suponhamos, por simplicidade, que =1 < .
Aplicando o Teorema do Valor Intermedidrio a fungdo f no intervalo [z, 23] concluimos que
existe © € (xy,x2) tal que f(x) = y. Segue que y € J. Mostramos assim que (a,b) C J.
Como (a,b) é aberto, obtemos (a,b) C J°.

(73) Suponhamos, por absurdo, que f n3o seja mondtona. Entdo existem 1 < 9 < x3 €
I tais que f(x1) < f(za) > f(z3) ou f(xy) > f(xg) < f(xg) Consideremos o primeiro caso
(o segundo ¢ andlogo). Seja l € (f(z1), f(xz2))N(f x5)). Gragas ao Teorema do Valor
Intermedidrio, existem s € (r1,%2) et € (:)32,:173) tals que f(s) = f(t) = [, contrariando a
injetividade de f.

(7i1) Ja sabemos que f é mondtona. Para fixar as idéias, suponhamos que f é crescente.

Sejay € J e (Yn)nen C J tal que y, — y. Vamos mostrar que f~'(y,) — f~1(y).
Dado ¢ > 0, se r,t € I sdo tais que f~'(y) —e < s < [~ (y) <t < f~Hy) + ¢, entdo
f(s) <y < f(t). Como y, — vy, existe ng € N tal que f(s) <y, < f(t) se n > ng. Neste
caso, [l (y) —e <s < [ (yn) <t < fHy) +e. Portanto |~ (y,) — [ (y)| < € se
n > ng. |

6.5 Funcoes continuas definidas em compactos.

O préximo teorema é um exemplo de como a compacidade pode ser bem explorada. A sua
demonstracdo é bastante simples, porém, as idéias nela presentes sdo usuais (e poderosas)
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no Calculo de Variacbes e em Equacgdes Diferenciais Parciais. Antes de enuncii-lo facamos
algumas defini¢oes.

DEFINICAO 6.21. Sejam f: ACR — R e B C A. Se f(xo) > f(x) para todo = € B,
entdo dizemos que xo € um ponto de maximo de f em B. Neste caso, f(x() € o valor
maximo de f em B. Se f(xy) < f(z) para todo x € B, entdo x, € dito ponto de minimo
de f em B e f(xo) € o valor minimo de f em B. Se z, € ponto de maximo ou de minimo
em B, entdo xy é chamado de extremo em B. Em particular, quando B = A trata-se de
maximo global ou minimo global ou extremo global de f.

TEOREMA 6.22. (Weierstrass) Se K é compacto e f € C(K), entdo f tem pontos de
maximo e de minimo em K.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que f é limitada superiormente em K. Suponha-
mos, por absurdo que para todo n € N existe z,, € K tal que f(z,) > n. Claramente, temos
que lim, .. f(x,) = +oo. Como K é compacto, a seqiiéncia (z,)nen pOSSUi uma sub-
seqiiéncia convergente para algum = € K (por abuso de nota¢do, tal subseqiiéncia também
serd denotada (z,)nen, isto ndo deve atrapalhar o entendimento do leitor). Como f é continua
concluimos que f(z) = lim, o f(x,) = +o00. Absurdo.

Mostremos agora que existe ponto de maximo em K. Sendo f limitada superiormente
em K, existe M = sup{f(z) ; * € K}. Tomemos uma seqiiéncia (z,),en € K tal
que lim,, ., f(z,) = M. Como anteriormente, podemos extrair uma subseqiiéncia, ainda
denotada (z,,),en, convergente para xy € K. Da continuidade de f concluimos que f(zo) =
lim,, . f(z,) = M. Segue que xy é um maximo de f em K.

A demonstracio da existéncia de um ponto de minimo de f em K ¢é andloga. ]

DEFINICAO 6.23. Seja f: A C R — R. Dizemos que f € uniformemente continua se
Ve>0, 36>0 talque z,y€ A, |lx—yl<d = |f(x)—fly)<e.

Observe bem a diferenga entre as definigcdes de continuidade (veja (6.4)) e continuidade
uniforme. Apenas trocamos a expressdo “y € A" de lugar. Isto é realmente uma grande
diferenca. A definicdo de continuidade diz que, dadoc > 0 e y € A, existe 6 > 0, dependente
decedeytalquese z € Ae|x—y| < d entdo |f(x) — f(y)| < e. A definicdo de
continuidade uniforme nos diz mais que isto: é possivel encontrar 4, independente de y.
Vejamos um exemplo de fungdo continua que n3o é uniformemente continua.

EXEMPLO 6.24. J3 vimos que f : R — R, dada por f(z) = x? para todo x € R, €
continua. Mostremos que ela ndo é uniformemente continua. Tomemos ¢ = 1. Para todo
d >0, tomandox =1/6 — /4 ey =x+ /2, temos que |x — y| < § porém

[f(@) = f)| = la® —y*| = dlz —d/4 =1 =e.

Isto mostra que f ndo é uniformemente continua.
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TEOREMA 6.25. Se K é compacto e f € C(K), entdo f € uniformemente continua em
K.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que f n3o é uniformemente continua. Ent3o,
existe € > 0 tal que

V9 >0, dzr,ye K taisque |z—y|<d e |f(z)— fly)]>e

Tomando, para cada n € N, § = 1/n construimos duas seqiiéncias (z,)neny C K e
(Yn)nen C K tais que |z, — y,| < 1/n e |f(z,) — f(yn)| > € para todo n € N. Po-
demos extrair uma subseqiiéncia de (z,),en (ainda denotada (z,),en) convergente para
x € K. Como lim, (2, — y,) = 0, obtemos que (y,),eny também converge para z.
Como f é continua, temos lim, ., f(z,) = lim, 1 f(yn) = f(z). Concluimos que

lim,, o (f(zn) — f(yn)) =0, contrariando |f(z,) — f(y,)| > € para todo n € N. |

6.6 * Pontos fixos para funcoes continuas.

Facamos a seguinte definicdo para, em seguida, explicar sua importancia.
DEFINICAO 6.26. Seja f : A C R — R. Dizemos que x é ponto fixo de f se f(x) = x.

O leitor ja deve ter percebido que em Matematica é importante resolver equacdes, ou pelo
menos, mostrar a existéncia de solucdes. Por exemplo, o Exercicio 10 do Capitulo 4 tratava
de mostrar que a equacdo (em x)

2™ =a (6.5)

tem Unica solugdo positiva se m € N e a > 0. De fato, o que se demonstra é que a fungdo
F :]0,400) — [0,400) dada por

F(zx)=z— o
tem ponto fixo e que este é a solugdo procurada para a equagdo (6.5). Como neste exem-
plo, freqiientemente é conveniente transformar um problema de resolver uma equacdo num
problema de encontrar um ponto fixo para alguma funcdo. Por esta razio, teoremas sobre
existéncia ou unicidade de pontos fixos podem ser interessantes.

O préximo teorema é uma consequéncia simples do Teorema do Valor Intermediario. Ele
se generaliza para dimensdes maiores e, de fato, s3o estas generalizagdes que tém importancia.
Mas n3o custa nada demonstréa-lo aqui.

TEOREMA 6.27. (Do Ponto Fixo de Brouwer') Se f : [0,1] — [0, 1] é continua, entdo
f tem ponto fixo.

!Luitzen Egbertus Jan Brouwer: x 27/02/1881, Rotterdam, Holanda - ¥ 02/12/1966, Blaricum, Holanda.
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Demonstracao. Seja g : [0,1] — [0, 1] dada por g(z) = f(z) — x para todo = € [0,1].
Observamos que x é ponto fixo de f se, e somente se, x é raiz de g. Vamos entdo mostrar
que g tem raiz.

Ora, g(0) = f(0)—0>0eg(l)=f(1)—1<0. Se g(0) =0 ou g(1) = 0, entdo ndo
ha nada mais a ser demonstrado. Suponhamos agora que g(0) > 0 e g(1) < 0. Neste caso,
como ¢ é continua, o Teorema do Valor Intermedidrio garante a existéncia de uma raiz de g
no intervalo (0,1). n

Vejamos outro teorema de ponto fixo que é Gtil mesmo nesta sua versao mais simples.
Como preliminar, definimos contragdo.

DEFINICAO 6.28. Seja f : A C R — R. Dizemos que f é uma contracao se existe
a € (0,1) tal que
|f(z) = f(y)] < alz —y] Vr,y € A.

E facil ver que se f é uma contragdo, entdo f é uniformemente continua (veja Exercicio
6).

TEOREMA 6.29. (Do Ponto Fixo de Banach') Sejam f : A C R — R contracio e
X C A fechado, ndo vazio e tal que f(X) C X. Entdo existe um tnico a € X que € ponto
fixo de f. Mais precisamente, dado xy € X a seqiiéncia (x,)nen definida recursivamente por

Ty = f(Tn_1) Vn € N. (6.6)

converge para a.

Demonstracao. Vamos mostrar que a seqiiéncia (x,,),en € de Cauchy. Seja € > 0.
Por definicdo de contragido, existe a € (0,1) tal que
@) = fy)l <alz—yl  VzyeA
Como « € (0,1), existe N € N tal que

_ n
N> N — mizmlat
1—«

Por indu¢do, mostra-se facilmente que |r,.1 — x,| < a”|x; — x| para todo n € N.
Usando este fato, obtemos que se m > n > N, entdo

m—1 m—1 m—1
|Tm — @a| = Z(xi—i-l — ;)| < Z [Tip1 — x| < Z o' |zy — x|
i=n i=n i=n

X |a = mlan
< |9:1—9:0|Za’:¥ <e.
=n l1-a

1Stefan Banach: 30/03/1892, Krakéw, Polénia - T 31/08/1945, Lvov, Ucrania.
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Concluimos que a seqiiéncia (z,)n,en € de Cauchy e, portanto, convergente para algum
a € R. Como X é fechado obtemos que a € X. Tomando o limite quando n — +o00 em
(6.6), da continuidade de f segue que a = f(a), ou seja, que a é ponto fixo de f.

Mostremos agora a unicidade. Suponhamos por absurdo, que existe b € X ponto fixo de
f diferente de a. Temos

b—a| =f(b) = fla)] < alb—a| <[b—al
Absurdo. ]

O Teorema do Ponto fixo de Banach também é conhecido pelo nome de Método das
Aproximacdes Sucessivas de Picard! ou Lema da Contracio.

6.7 Exercicios.

1 - Para f: A— R, dé as defini¢cdes rigorosas de lim, . f(z) =1 elim, . f(x) =
+00.

2 - (Teorema do Sanduiche) Sejam f, g, h: A — R. Mostre que se f(z) < g(x) < h(x)
para todo x € A e lim,_.,, f(z) = lim,_,, h(z) = [, entdo lim,_,, g(z) = L.

3 - Nos exercicios abaixo, || denota a parte inteira de x € R (veja a Defini¢do 4.40).
Determine:

a) lim, .o x|1l/x];
b) lim, o x|1/x].
4 - Seja f : R — R continua. Mostre que o conjunto Z = {z € R; f(z) = 0} é fechado.

Conclua dai que, se f,g : R — R sdo continuas, entdo C' = {x € R ; f(z) = g(x)} é um
conjunto fechado.

5 - Mostre que se f : A — R é continua, ent3o |f| é continua. A reciproca é verdadeira?
Ou seja, podemos afirmar que se |f| é continua, entdo f é continua?

6 - Uma funcdo f : A C R — R é dita Lipschitz? continua se existe K > 0 tal que
|f(x) — f(y)| < K|z — y| para todo x,y € A. Mostre que se f é Lipschitz continua, entdo
f € uniformemente continua. Em particular, toda contragdo é uniformemente continua.

7 - Considere o polinémio p(z) = a,z" + a,_ 12" 1+ -+ + a1z + ag, onde a,, > 0 e n é
impar. Mostre que

a) lim, . 100 p(x) = +00;

1Charles Emile Picard: « 24/07/1856, Paris, Franga - ¥ 11/12/1941, Paris, Franca.
2Rudolf Otto Sigismund Lipschitz: x 14/05/1832, Kaliningrado, Rdssia - f 07/10/1903, Bonn, Alemanha.
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b) lim, . p(x) = —o0;
c) p(x) tem raiz, isto é, existe xy € R tal que p(xy) = 0.
8 - Considere o polindémio p(z) = a, 2™ + ap_12" 1 + -+ + a1 + ag, onde n € N é par

e a, > 0. Mostre que existe 7 € R que é ponto de minimo global de p. Mostre ainda que
se p(xg) < 0, entdo p tem pelo menos duas raizes.

9 - Seja f : R — R continua e suponha que lim, , o, f(x) e lim, ., f(z) existem e
s3o finitos. Mostre que

a) f é limitada;

b) f é uniformemente continua.

10 - Seja f : [0,1) U [2,3] — [0,2] dada por f(z) = xsex € [0,1) ou f(z) =2 —1

se x € [2,3]. Mostre que f é uma bijecdo continua com inversa dada por f~(y) = y se
y€[0,1) ou f7(y) =y +1sey € [1,2]. Conclua que f~! é descontinua em 1.

11 - Determine o conjunto onde f : [0, 1] — R é continua em cada um dos casos abaixo:

a)

1 sexeQ,
flx) =
0 sexzel0,1]\Q.
b)
x sex € Q,
flz) =

0 sexel0,1]\Q.

1 se x =0,
f(z) =< 1/q sex=p/qcom p,q € Z positivos e primos entre si,

0 sexel0,1]\Q.

12 - Sejam f: R — R e A C R. Considere a seguinte definicdo: f é continua em A se
f é continua em todos os elementos de A.

a) Mostre que se f é continua em A, entdo fi4 é continua.
b) Encontre um exemplo onde f4 é continua mas f é ndo é continua em A.

13 - O objetivo deste exercicio é mais ambicioso do que o do Exercicio 10 do Capitulo 4.
Sejam m € Ne f:[0,4+00) — [0, +00) dada por f(x) = 2™ para todo x > 0. Mostre que
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a) f é continua e injetiva;
b) lim, e f(x) = +00;
c) existe e é continua a fungdo f~!: [0, 4+00) — [0, +00).

A fungdo f~! é chamada de raiz m-ésima e ¢ denotada por f~!(y) = /Y para todo
y € [0, +00) (ou, simplesmente, \/y quando m = 2).
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Capitulo 7

Derivada

7.1 Derivabilidade e derivada.

O autor gostaria muito de ver a discussdo que segue nos livros de Calculo I. Como ndo a
encontrou, ele a fard aquil.

Partimos da seguinte observagcdo. As fung¢des afins (fungdes g : R — R da forma
g(x) = ax+0b, sendo a e b constantes, i.e., fungBes cujos graficos sdo retas) sdo mais simples
de serem manipuladas do que outras fun¢des (cujos gréficos sdo curvas). Por isto, pode ser
atil saber se € possivel (e em caso afirmativo, de que modo) aproximar uma fun¢do qualquer
por outra que seja afim. Intuitivamente, dada a funcdo f, queremos encontrar uma funcao
afim g que mais se pareca com f. Vejamos um exemplo que foge um pouco do contexto mas
que é suficientemente familiar para auxiliar nossa intuic3o.

Consideremos a Terra. Durante muitos milhares de anos, pensou-se que a superficie
terrestre era plana. A razao é que o planeta era visto de muito perto. S6 quando nos
afastamos dele, vemos que na realidade a sua superficie é mais parecida com uma esfera do
que com um plano. Diz-se que que Aristételes? reparou isto vendo a sombra da Terra sobre a
Lua durante um eclipse. De certa forma, Aristételes precisou recorrer a imagem da Terra vista
da Lua para poder perceber que a Terra ndo era plana. Ora, se a Terra parece (ou parecia)
plana significa que existe um plano que se parece muito com a Terra, certo? Na verdade,
sabemos que n3o é um plano, mas sim varios planos. Para um habitante de Téquio, o plano
que mais parece com a Terra ndo é o mesmo que para nds. Isto nos indica que esta nocao de
aproximacao é local, isto é, dependendo do ponto onde nos colocamos percebemos de modo
diferente o objeto simples (reta, plano, etc) que mais parece com o objeto original (curva,
esfera, etc).

! Agradeco ao colega Prof. Victor Giraldo pelas proveitosas discussdes sobre o assunto e indico ao leitor
interessado a referéncia [8].
Victor Giraldo: * 05/01/1969, Rio de Janeiro, Brasil.

2Aristételes: x 384 A.C., Stagirus, Grécia - T 322 A.C., Chalcis, Grécia.
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Voltando ao caso de uma fungdo real. Dada a funcao f definida numa vizinhanga de z,
queremos determinar a fun¢do afim g, dada por g(z) = ax + b, que mais se pareca com f
na vizinhanga de z (lembre-se que esta semelhanga é local, i.e., perto de x(). Determinar g
significa determinar as constantes a e b. Serd mais conveniente, modificando a constante b,
escrever a fun¢do g na forma g(x) = a(x — zo) + b (convenga-se que toda fungdo afim pode
ser escrita desta forma).

Como proceder? A resposta depende, é claro, do que se entende por “aproximar uma
funcao”. Devemos precisar o que significa g ser a fungdo afim que mais se parece com f
na vizinhanca de um ponto. E natural de se exigir que a funcdo ¢ satisfaca as seguintes
condi¢des:

i g(xo) = f(o);
i lim,_,, (f(z) — g(z)) = 0.

E facil ver que a primeira condicio é equivalente a b = f(zo). A condigdo (ii) significa
que o erro r(x) = f(x) — g(x) cometido ao aproximar f por g no ponto z fica tdo pequeno
quanto quisermos bastando para isto tomar z suficientemente préximo de xy. Substituindo g
por sua expressdo em (i) obtemos
lim [f(z) = (a(z—z0)+ f(z0))] =0 <= lim f(z) = lim (f(z0)+a(z—wz0)) = f(z0)-
T—T0 T—x0 T—T0
Ou seja, (27) é equivalente a continuidade de f em x. Veja que este resultado (in)felizmente
ndo implica nada sobre a constante a. Serd que existe algum valor para a que dé a melhor
aproximacado?

Consideremos um exemplo que sera esclarecedor. Veja a figura 7.1(a). Ela mostra duas
aproximacdes afins para a funcdo f(z) = x® em trés vizinhancas de 2y = 1, cada vez menores.

Observe que o gréfico da fungdo f é mais parecido com o gréfico de go(z) = 2(x—1)+1,
do que com o de ¢i(x) = (x — 1) + 1. Fazendo um zoom (tomando valores menores de h),
percebemos que quanto mais perto do ponto (1, 1) olharmos, maior serd a semelhanga entre
os gréficos de f e go. Podemos ter uma idéia dos valores dos erros ro(x) = f(z) — go(x) €
ri1(xz) = f(x)—g1(x) olhando para o extremo direito de cada um dos intervalos, i.e., tomando
x =14 h. Percebemos que r1(1+ h) se aproxima de zero, mas comparado com h n3o é tdo
pequeno. De fato, r(1+h)/h tende a 1 quando h — 0. Por outro lado, 73(1+ h) é pequeno
mesmo quando comparado com h ja que 75(1 + h)/h tende a zero quando h — 0. E esta
propriedade que formaliza o fato de g, ser a melhor aproximacgao afim de f numa vizinhanca
de 1. E ela também que nos indica qual deve ser o coeficiente angular da melhor aproximac3o.
Fazemos a seguinte definicdo.

DEFINICAO 7.1. Seja f : A C R — R dizemos que f é derivavel em zy € A se existe

a € R tal que
1@ = (f) + ale — w0)
im
T—T0 r — T

—0. (7.1)
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4 ; 2.5 ; 1.3
: Y :
z 5 | 2 z
3+ ; ..... f 1 204------ ; ..... f . 1.2+ ; ..... f...xT’g
: : 1 : r
: g2 : g2 : g2
2_ .......... 15_ .......... 11_ .......... ......... N
: g1 g1 : g1
1 J4 ......... A 10 J4 ......... A 10 R ......... A
b . h - h
0 f 0.5 f 0.9 f
0 1 2 0.5 1.0 1.5 0.9 1.0 1.1
(a) h=1. (b) h=0,5. (c) h=0,1.

Figura 7.1: Aproximacdes afins para f(x) = x? no intervalo [1 — h, 1 + h].

A discussao anterior mostra que se f é derivavel em x( entdo f é continua neste ponto.

O leitor que ja estudou Calculo I, pode estranhar esta definicdo, pois ela difere daquela
cldssica presente na maioria (sendo todos) os livros. A proposi¢do seguinte resolve esta
confusdao mostrando que as duas definicdoes sao equivalentes. A escolha pela Definicdo 7.1
se deve ao fato que ela pode ser facilmente generalizada para funcdes de mais varidveis
(inclusive infinitas!). O autor espera, com isto, suavizar as dificuldades que o leitor possa ter
com definicdo de derivabilidade para funcdes de duas ou mais varidveis. Reflita bastante sobre
a Definicdo 7.1 e a proposicdo seguinte.

PROPOSICAO 7.2. Uma funcdo f : A — R €& derivdvel em xy € A se, e somente se, o
limite abaixo existe e € finito.
f(x) = f(@o)

lim —————=.
T—X0 T — X

Neste caso, a constante a em (7.1) € dnica e igual ao limite acima.

Demonstracao. Observamos que

f@) = (f(zo) +alz —20)) _ f(x) = f(xo)

T — X T — X
Portanto,
o S@ = () rale—m) ) = fw)
T—x0 T — X T—To T — To
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DEFINICAO 7.3. Seja f : A — R. Se f € derivdvel em zy € A, entio a derivada de f
em x € denotada por f'(xy) e definida por

Se f € derivavel em todo ponto do seu dominio, entdo dizemos simplesmente que f € de-
rivavel. A funcdo f’, definida no conjunto dos pontos onde f € derivavel, que a cada x
associa f'(x) é chamada de derivada de f.

Se f é derivavel em 1z, entdo a reta de equagdo g(z) = f(xo) + f'(x0)(z — o) € a reta
que melhor aproxima o grafico de f numa vizinhanga de . Tal reta é chamada de tangente
ao grafico de f no ponto z.

EXEMPLO 7.4. Seja f : R — R dada por f(x) = ax + b para todo x € R coma e b
constantes. Perguntamos se f € derivavel num ponto xq € R e, no caso afirmativo, quanto
vale f'(xy)? Determinar se f é derivdvel em xq corresponde a determinar se f pode ser
bem aproximada por uma fungdo afim numa vizinhanca de xy. Neste exemplo, f ja € afim e
portanto pode ser muito bem aproximada por ela mesma. Além disto, sendo a derivada igual
ao coeficiente do termo em x da aproximagcdo, temos imediatamente que f'(xy) = a qualquer
que seja xy € R. Vamos verificar isto rigorosamente a partir da definicdo. Temos
ar+b—arg—b

lim M = lim = q.

T—To T — X T—X0 T — To

Segue que f é derivivel em todo ponto o € R com f'(xq) = a. Em particular, se f é
constante (a = 0), obtemos que f'(x) = 0 para todo x, € R.

EXEMPLO 7.5. Vamos verificar que a funcdo dada por f(z) = x™ para todox € R (n € N)
é derivdvel em qualquer ponto xo € R com f'(zy) = nx~*. Temos

n o n

" — g

lim = lim (2" '+ 2" 220 + -+ aal P+ 2l ) = nap
rT—xo0 T — X T—T0

Outros exemplos podem ser vistos em qualquer livro de Calculo |I. Vamos admitir conheci-
das varias func¢oes e suas derivadas. Em qualquer curso de Andlise o enfoque ndo deve estar
no célculo de derivadas mas sim no estudo rigoroso de suas principais propriedades.

7.2 Propriedades operatorias.

As propriedades operatdrias das derivadas s3o, em sua maioria, consequéncias imediatas
das propriedades andlogas sobre limites.
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PROPOSICAO 7.6. Sejam f,g: A C R — R derivdveis em 2o € A e seja ¢ € R. Temos:

i. f+ g éderivavel em zg e (f + g)'(zo) = f'(x0) + ¢'(x0);
ji. cf & derivével em zo e (cf) (x0) = cf'(z0);
jii. f— g é derivivel em z9 e (f — g)'(z9) = f'(x0) — ¢'(x0):
iv. fg éderivdvel em xq e (fg)(xo) = f'(z0)g(z0) + f(20)g (z0);

v. se g(xzo) # 0, entdo f/g € derivavel em z e

(j)/ (20) = f'(@0)g(0) — f(x0)g' (o)
g

g(wo)?

Demonstracao. (i) Basta notar que

(f+9)@) = (f+g)m) _ f) = fl@o) | g(x) = g(z0)

e aplicar a Proposicdo 6.8 (i).

(i) Segue de
(ef)(@) = (ef)z0) _  flz) = flzo)

r — 2o r — Ig

e da Proposicdo 6.8 (ii).
(iii) E conseqiiéncia imediata dos itens (i) e (ii).

(iv) Obtemos este resultado da igualdade

(f9)(x) = (fg)(wo) _ f(z) = f(wo) o(z0) + f(x)g(x) — 9(0)

r — I r — 2o r — T

e da Proposi¢do 6.8 (iv).
(v) Um simples calculo nos d

(f/9)x) = (f/g)(xo) 1 (f(x) — f(xo) o(z0) — fFla0) g(x) —g(xo))

T — X — g(z)g(wo) T — To T — To

Dai e da Proposicdo 6.8, conclui-se o resultado. [ ]

PROPOSICAOQ 7.7. (Regra da Cadeia) Sejam f: ACR—Reg: BCR— R com
f(A) C B (segue que g o f estd bem definida). Se f é derivavel em xq € A e g € derivavel
em f(xo) € B, entdo go [ € derivdvel em x e, além disto,

(go f)(wo) =g (f(z0)) f (20).
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Demonstracao. Seja r : B — R dada por

9(y) — 9(f(x0))
Yy— f(xo)

0 se y = f(xo).

- Ql(f(xo)) se y # f(xo),
r(y) =

E imediato que limy . f(z0) 7(y) = 0 = 7(f(0)).
Sey e Bey+# f(xg), entdo

9(y) — g(f(z0)) = ¢'(f(zo)) (y — flz0)) +r(y)(y — f(w0)).

Como a equagdo acima é, trivialmente, verdadeira para y = f (o) temos que ela é vélida para
todo y € B. Fazendo y = f(z) com z € A, x # xp, na equagdo acima e dividindo-a por
T — Ty, obtemos

g(f(l’)) - g(f($0)) _ g,(f(fl?o)) f(:L’) - f(l"o) i r(f(:z:)) f(:L’) - f(l"o)

r — 2o r — 2o r — Xy

Como f é continua em zy e r é continua em f(z(), da Proposicdo 6.17 obtemos que
lim, ., 7(f(z)) = 0. Concluimos a demonstracdo, fazendo © — zy na equacdo acima e
usando a Proposicao 6.8. [

PROPOSICAO 7.8. Sejam A,BC R e f: A — B invertivel. Se f é derivdvel em zy € A
com f'(xg) # 0 e f~1 € continua em f(x,), entdo f~ € derivdvel em f(xq) e, além disto,

(FY) (f(z0)) = (f'(a0))

Demonstracao. Seja yo = f(zg). Como f é derivavel em xy temos que xy € A\ {xo} e,
portanto, existe uma seqiiéncia (z,)nen C A\ {xo} convergente para xy. Como f é injetiva
temos que (f(xn))neN C B\ {yo}. Além disto, da continuidade de f segue que f(z,) — vo

e, portanto, yo € B\ {vo}-

Seja (Yn)nen C B\ {yo} convergente para y,. Vamos mostrar que

F7 ) = f7 (o) 1

lim = .
n—-+00 Yn — Yo f'(zo)

O resultado seguird da Proposicdo 6.6.

Definindo x,, = f~!(y,) para todo n € N, temos que (2, )n,ey C A\ {70} €, como f~1 ¢
continua em yo, (7, )nen cOnverge para xo. Segue que

[ o) =) w1
Yn — Yo f(xn) = f(x0) f'(x0)

quando n — +00.
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EXEMPLO 7.9. No Exercicio 13 do Capitulo 6 vimos que a fungdo f : [0, +00) — [0, +00)
dada por f(x) = x* para todo x > 0 tem inversa continua. Como a derivada de f sé se
anula em 0, a Proposicio 7.8 implica que f~1 é derivdvel em f(x) se x > 0, ou seja, 7' €
derivdvel em (0,+00). Além disto, em y = f(x) > 0, a derivada de f~' é dada por

1 1 1

A hipétese de continuidade de f~! é essencial como mostra o préximo exemplo.

EXEMPLO 7.10. Seja f : [0,1] U (2,3] — [0,2] definida por f(x) = = se x € [0,1] e
f(zx) =x—1, sex € (2,3]. Temos que f € derivavel com f'(x) = 1 para todo x no dominio
de f. Vimos no Exercicio 10 do Capitulo 6 que f é uma bijecdo com inversa descontinua em
1. Portanto, f~' nio é derivavel em 1.

7.3 Extremos locais e o Teorema do Valor Médio.

Em paralelo ao conceito de extremo global existe o conceito de extremo local. Veremos
a seguir como a derivada pode ser (til na determina¢do de extremos locais (e a posteriori de
extremos globais). O resultado importante neste sentido é o Teorema dos Extremos Locais.
Além de ser um resultado de uso bastante pratico ele também tem importancia tedrica. Por
exemplo, usaremos o Teorema dos Extremos Locais para demonstrar o Teorema do Valor
Médio. Este dltimo é um dos teoremas mais fundamentais da Andlise Real.

DEFINICAO 7.11. Seja f : A C R — R. Dizemos que zo € A é um ponto de maximo
local de f se xq € ponto de maximo de f na intersecdo de A com uma vizinhanga de x.
Mutatis mutandis define-se ponto de minimo local e ponto de extremo local (veja a
Defini¢do 6.21).

E imediato que todo extremo global é extremo local.

TEOREMA 7.12. (Dos Extremos Locais) Seja f : A C R — R. Sexy € A é um
extremo local de f tal que xy € A° e f € derivdvel em xq, entdo f'(xy) = 0.

Demonstragao. Suponhamos que 2y é um ponto de maximo local de f (a demonstra¢do
é andloga para ponto de minimo local). Como z, é ponto de méximo local no interior de
A, existe § > 0 tal que se |[x — x| < 0, entdo =z € A e f(x) < f(xy). Portanto para
zo <z < o+ 0 temos (f(z) — f(z0))/(x — m9) < 0. Segue que

i £@) = fwo)

x—mg T — T

<0.
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Por outro lado, para zg — § < o < g temos (f(x) — f(z0))/(x — o) > 0. Portanto

i £ = fwo)

T—T) T — X

> 0.

Como dissemos anteriormente, o Teorema dos Extremos Locais é (til na determinacdo dos
extremos globais de uma funcdo f : A C R — R. De fato, temos as seguintes implica¢oes:

xo € extremo global = x( é extremo local
/
xg € A° e f é derivavel em xg

Desta forma, se zy é extremo global, entao x( pertence a algum dos trés conjuntos abaixo:

{x € A°; f é derivdvel em z e f'(x) =0}, A\ A°, ou {z € A°; f n3o é derivdvel em z}.

EXEMPLO 7.13. Seja f : [0,4] — R dada por f(x) = |z — 1|(5 — x) para todo x € [0, 4].
Como f é continua e A = [0,4] é compacto, f tem extremos globais. Vamos determina-los.
E imediato que

(1—-2)b—2x) se0<uxz<1,

flz) =
(r—1)5—2x) sel<z<A4.

Segue facilmente (verifique) que f € derivavel em todo ponto z € A\ {1}. Além disto,

20 —6 se0<x <1,
fl(z) =

6—2x sel <z <4
Assim, todo extremo global pertence a algum dos trés conjuntos abaixo:
{x € A°; [ é derivdvel em x e f'(x) = 0} = {3},
A\ A° ={0,4},
{z € A°; f ndo € derivavel em x} = {1}.

Uma simples verificagdo nos dd f(0) =5, f(1) =0, f(3) =4 e f(4) = 3. Portanto, 0 é o
ponto de maximo global e 1 é o ponto de minimo global de f.

TEOREMA 7.14. (Do Valor Médio) Se f € C([a,b]) (com a < b) é derivdvel em (a,b),
entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(b) = f(a)+ f'(c)(b— a).

Demonstracao. Considere a fun¢do g definida sobre o compacto [a, b] dada por



7.3. EXTREMOS LOCAIS E O TEOREMA DO VALOR MEDIO. 99

Temos que g € C([a,b]) e g é derivavel em (a,b) com

1) = fa)

g(@) = 1) - 20—

Para terminar a demonstracdo basta mostrar que existe ¢ € (a, b) tal que ¢’(c¢) = 0. Obser-
vamos inicialmente que g(a) = g(b) = 0. Se g for constante, entdo ndo ha mais nada a ser
demonstrado. Suponhamos que g n3o seja constante.

Gragas ao Teorema de Weierstrass, g tem extremos globais em [a,b]. Como g ndo é
constante, um destes extremos, denotado ¢, é tal que g(c) # g(a) = g(b) e portanto ¢ € (a, b).
Do Teorema dos Extremos Locais segue que ¢'(c) = 0. n

Em particular temos o seguinte coroldrio.

COROLARIO 7.15. (Teorema de Rolle!) Se f € C([a,b]) (com a < b) é derivdvel em
(a,b) com f(a) = f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracao. Trivial. [

COROLARIO 7.16. Sejam I C R um intervalo ndo degenerado e f, g :€ CI), derivéveis
em I°. Temos:

i. se f'(x) > 0 para todo x € I°, entdo f € crescente,

ii. se f'(x)> 0 para todo x € I°, entdo € estritamente crescente;

iv. se f'(x) < 0 para todo x € I°, entdo f € estritamente decrescente;

0 para todo x € I°, entdo f € constante;

() =
()
iii. se f'(x) <0 para todo x € I°, entdo f é decrescente,
()
v. se f'(z)
()

vi. se f'(x) = ¢'(x) para todo x € I°, entdo f — g é constante.

Demonstracao. (i) Sejam a,b € I com a < b. Aplicando o Teorema do Valor Médio a
fifa,5, Obtemos que existe ¢ € (a,b) tal que

—a
Segue que f(b) > f(a). Portanto, f é crescente.
(ii) Andlogo ao item (i).

(iii) Analogo ao item (i).

IMichel Rolle: % 21/04/1652, Ambert, Franca - + 08/11/1719, Paris, Franca.
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(iv) Analogo ao item (i).
(v) Segue dos itens (i) e (iii).
(vi) Basta aplicar o item (v) a fun¢do f — g. u

Terminamos a secao com uma ‘“generalizacao” do Teorema do Valor Médio.

TEOREMA 7.17. (De Cauchy) Se f,g € C([a,b]) (com a < b) sdo derivdveis em (a,b)
e g’ ndo se anula em (a,b), entdo g(a) # g(b) e existe ¢ € (a,b) tal que

Demonstragao. Observamos inicialmente que g(a) # ¢(b), pois sendo, pelo Teorema de
Rolle, ¢’ se anularia em algum ponto de (a,b). Considere a fungdo h, definida sobre [a, b],

dada por
f) - f(a)( (
9(b) — g(a)

E facil ver que h satisfaz as hipSteses do Teorema de Rolle, logo existe ¢ € (a,b) tal que
h'(c) =0, ou seja,

W) = fz) = fla) - z) = g(a)).

Dai segue imediatamente o resultado. [ ]

Anteriormente anunciamos que o Teorema de Cauchy era uma “generalizagdo” do Teorema
do Valor Médio. Mas observe que na sua demonstracdo, usamos o Teorema de Rolle que
aparecia como caso particular do Teorema do Valor Médio. Ou seja, mostramos as seguintes
implicagoes:

Teorema do Valor Médio = Teorema de Rolle = Teorema de Cauchy = Teorema do Valor
Médio.

portanto estes trés resultados sdo equivalentes.

7.4 Derivadas de ordem superior e Férmulas de Taylor.

A idéia que nos motivou a definicdo da derivada foi a de aproximar uma func3o arbitraria
por uma funcdo afim, isto é, por uma funcdo polinomial de grau menor ou igual a 1. Veremos
nesta secao, que podemos fazer aproximacdoes melhores se tomarmos polindmios de graus
maiores que 1. Para isto serd necessério exigir mais de f.

DEFINICAO 7.18. Sejam I um intervalo e f : I — R derivdvel. Dizemos que f é duas
vezes derivavel em ©o € [ se [’ € derivdvel em xy. A segunda derivada de f em x, é
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definida por (f') (x¢) e denotada por f"(xy). Se f' € derivavel em I, entdo dizemos que f €
duas vezes derivavel e f” = (f')’ é a segunda derivada de f. Analogamente, definimos
a terceira derivada, quarta derivada, etc. De modo geral, a n-ésima derivada de f em x
é denotada por f(™ (x,). Convencionamos ainda que ) = f. Se f é n vezes derivdvel e
f™ e C(I), entdo dizemos que f é de classe C™ em I, e escrevemos f € C™(I). Finalmente,
se f € C"(I) para todon € N, entdo dizemos que f é de classe C> em I e escrevemos

fel=().

DEFINICAO 7.19. Seja f uma funcdo n vezes derivdvel em x. Definimos o polindmio
de Taylor! de ordem n em torno de x( por

f" (o)
2!

f(”)(xo)

n!

f‘/// (l‘o)

3 (x—m0)>+- -+

(.T—.To)2 -+

pn(x) = f(w0)+f'(20) (2 —120)+ (z—m0)".

Tomando h = x — xy, o polinbmio de Taylor de ordem n de f em torno de xy pode ser
escrito como

f”(l’o) 32 + fm(xo) B3 4+ 4 f(") (.To) h".

Observe ainda que no ponto z( as derivadas até a ordem n de f e de p coincidem.

TEOREMA 7.20. (Férmula de Taylor com resto de Peano?) Seja f uma funcdon — 1
vezes derivavel no intervalo I (se n = 1 esta hipdtese € eliminada), e n vezes derivavel em
xo € I. Se xg + h € I, entdo escrevendo

f(xo+h) = pu(zo + h) +1(h),
sendo p,, o polinébmio de Taylor de grau n de f em torno de x,, temos que

lim @

h—0 h™ =0

Demonstracao. Observamos inicialmente que a relagdo f(zg+h) = pu(xo+h) —r(h) deve
ser vista como a definicdo de r(h), i.e., r(h) = f(zo+ h) — pa(xo + h).

Procedemos por indugdo em n. Para n = 1 temos p;(zo + h) = f(xg) + f'(x¢)h. Seque
que

r(h)  f(xo+h) — f(xo) — f/(l"o)h.

h h
O resultado segue imediatamente da Definicdo 7.1 e da Proposicao 7.2.

1Brook Taylor: x 18/081685, Edmonton, Inglaterra - + 29/12/1731, Londres, Inglaterra.
2Giuseppe Peano: x 27/08/1858, Piemonte, Itdlia - + 20/04 /1932, Turim, Itdlia.
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Suponhamos n > 1. Observamos que f’ é n — 2 vezes derivdvel em I e n — 1 vezes
derivavel em xy. Um calculo simples mostra que o polindmio de Taylor de grau n — 1 de f’
em torno de x, é dado por p/,. Dai e da hipdtese de indugdo, obtemos

o @0+ B) = B + )

h—0 hn—1 =0

Seja € > 0. Da igualdade acima, concluimos que existe § > 0 tal que

xo +h) —pj,(zo + h)
hn—l

/
x0+hEI,0<|h|<5:>‘f< ‘<5.

Seja h € (0,9) tal que 2o +h € I (o caso h € (—9,0) é andlogo). As fungdes dadas
por 7(t) = f(xg +1t) — pn(xo + 1) € g(t) = t" sdo derivaveis em [0, 1] e se anulam em 0.
Além disto, ¢’ ndo se anula em (0,h). Pelo Teorema de Cauchy (Teorema 7.17), obtemos
que existe t € (0, h) tal que

r(h)| _ |r(h) —r(0) '
hr g(h) = 9(0)

< =<e.
n

wm' 1

f/(l‘() + t) — p/(llfo + t) ‘ g
tn—l

O teorema anterior diz que, numa vizinhan¢a de zy, podemos aproximar uma funcdo f
pelo seu Polinémio de Taylor de grau n. Ao fazé-lo, no ponto xg + h, cometemos um erro
r(h) = f(zo + h) — pu(zo + h) que é um infinitésimo de ordem n, i.e., que tende a zero
mais rdpido que h"™ quando h tende a 0. Este fato é, muitas vezes expresso, com a seguinte
frase: “r é o(h™) quando h — 0". Ou ainda, é usado o abuso de nota¢do “r = o(h™)".

O teorema seguinte fornece uma forma mais explicita para o erro da aproximacao. Ele
também pode ser visto como uma generalizagdo do Teorema do Valor Médio.

TEOREMA 7.21. (Férmula de Taylor com resto de Lagrange') Se f € C"([a,b])
(coma < b, 0 caso b < a é andlogo) e f é n+ 1 vezes derivavel em (a,b), entdo existe
c € (a,b) tal que

B S () ntl
f(b) = pa(b) + m(b —a)"",

sendo p,, o polinémio de Taylor de ordem n de f em torno de a.

Demonstracao. Seja g definida sobre [a, b] dada por

f"(x)

o) = @)+ P =)+ L0 =t LDy sy
o fO(2) ; A il
= Uik s AU

o

=

! Joseph-Louis Lagrange:  25/01/1736, Turim, Italia - 1 10/04/1813, Paris, Franca.
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sendo A uma constante escolhida de modo que g(a) = f(b) e, portanto,

f(0) = pn(b) + (b— )"

(n+1)!

Devemos mostrar que existe ¢ € (a,b) tal que f(")(c) = A. Temos que g € C([a,b]) e
é derivavel em (a,b). Além disto, g(b) = f(b) = g(a). Gragas ao Teorema de Rolle, existe
c € (a,b) tal que ¢’(c) = 0. Por outro lado,

n ) (4 ‘ n @ (¢ ‘ (n+1) (o) —
g/(C) _ Z f ( )(b—C)Z—Z f ( ) (b_c)z—l_é (f ( ) A)

b—c)" =
. il L (i — 1) =) nl
=0 i=1

(b—c)".

Segue que f"Y(c) = A, ]
Tome a = xp e b = x5 + h no Teorema 7.21 para compara-lo com o Teorema 7.20.

Como exemplo de aplicacdo da Férmula de Taylor temos a seguinte proposicdo sobre
extremos locais.

PROPOSICAO 7.22. Seja f uma funco definida num intervalo I e n vezes derivavel em
x9 € I com f'(xg) = -+ = f" V() =0 e f™(x4) # 0. Temos:

i. sen é pare f™(x¢) > 0, entdo xy é minimo local de f.
ii. sen épare f"(xy) < 0, entdo xy € maximo local de f.
iii. sen € impar, entdo xq ndo é extremo local de f.

Demonstracao. Seja x € I. Como as derivadas de f se anulam até a ordem n — 1, tomando
h = x — xo na Férmula de Taylor com resto de Peano obtemos

(n) h
F@) = 5o0) = ple) = Fleo) +r(w) = E L vy com S
(7.2)
Deste modo, existe § > 0 tal que se x € [ com 0 < |z — x| < J, entdo
(n)
r(h)| < ‘f n(,%)h” . (7.3)

De (7.2) e (7.3), obtemos que o sinal de f(z) — f(x¢) é o mesmo de

A (‘9:0) h" = /o (':):0) (x — o)™
n! n!

Dai seguem imediatamente as trés afirmagoes da proposigao. [
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7.5 x O Método de Newton.

No Exercicio 10 do Capitulo 4 mostramos que, dados m € N e a > 0, existe x > 0 tal
que ™ = a, ou de modo equivalente, que existe raiz para a fun¢do f : [0,+00) — R dada
por f(z) = 2™ — a para todo z > 0. Nosso método consistiu em definir recursivamente uma
sequiéncia (x,)nen que era convergente para a raiz da fung¢do f acima.

O método empregado é um caso particular do chamado Método de Newton!, muito
usado para calcular aproximacdes (t3o boa quanto quisermos) de raizes de fun¢des. A Figura
7.2 d4 uma idéia geométrica do método. O préximo teorema garante o seu funcionamento.

f(Zn1)

Tp — Tp—1

f,(xn—l) =

a Ln Tp—1

d

Figura 7.2: lteracao do Método de Newton.

TEOREMA 7.23. (Método de Newton) Seja f : ACR - R ea € A com f(a) = 0.
Suponhamos que exista € > 0 tal que

i. f € duas vezes diferencidvel em (a —e,a+¢€) e f” é continua em a,
ii. f' ndo se anulaem (a—¢e,a+e¢).
Entio, existe § > 0 tal que para qualquer x¢ € [a — 0, a + §], a seqiiéncia definida recursiva-

mente por
f(@n1)

Ty = Tp1 — ———~ Vn €N,

f/(xn—l)

é convergente para a.

Demonstracao. Segue imediatamente das hipdteses que, no intervalo (a —e,a+¢), a fungdo
dada por
f(z)

A=)

1Sir Isaac Newton: x 04/05/1643, Woolsthorpe, Inglaterra - + 31/03/1727, Londres, Inglaterra.
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esta bem definida e é derivavel. Derivando ¢ obtemos,

f'(@)? = fl@)f"(z) _ f@)f" (@)
"(z)=1-— = .
7 Fop e
Segue que ¢’ é continua em a e que ¢’(a) = 0. Portanto, existe § € (0, ¢) tal que |¢'(z)] < 1/2
paratodo z € X = [a — d,a + 0].

Vamos mostrar que gjx é uma contragdo. Sejam x,y € X. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que = < y. Pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (z,y) C X tal que

1
19(2) = 9(W)| = 19'(2)] - |2 =yl < Slw —yl.
Temos ainda que g(X) C X. De fato, se z € X entdo,
1
l9(2) —g(a)| < Slz —a <z —af <4

Como g(a) = a temos |g(x) — a| < J e, portanto, g(z) € X. Em particular, se o € X,
entdo (z,)nen C X. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, (x,,),en converge para o tnico
ponto fixo de g em X. Ou seja, (z,)nen COnverge para a. ]

7.6 x Regras de L’'Hospital.

PROPOSICAO 7.24. (Regra de I'Hospital' “0/0") Sejam f e g funcdes derivdveis
em (a,b). Se lim, ..+ f(z) = lim, .,+g(z) = 0, ¢’ ndo se anula em (a,b) e existe
lim, .+ f'(x)/g' (x) (finito ou ndo), entdo existe lim, .+ f(x)/g(x) e
/
lim @ = lim f/(x)
z—at g(l’) z—at @ (.T)

Demonstracao. Como lim, ..+ f(x) = 0, modificando ou estendendo f, se necessério,
podemos supor que f(a) = 0. Analogamente, g(a) = 0. Desta forma f e g sdo continuas
em [a,b).

Seja © € (a,b). Aplicando o Teorema 7.17 as fun¢des f e g sobre o intervalo [a, ],
encontramos y € (a, z) tal que

flx) _ fle) = fla) _ f'(y)

gx)  g(x)—gla) g'y)
O resultado segue da igualdade acima observando que y — a* quando x — a™. [ ]

Pequenas adaptacdes na demonstracao anterior mostram que a proposicdao também é
valida quando no seu enunciado substituimos x — a* por x — b~. Da mesma forma, a
Regra de I'Hospital vale para limites do tipo z — a. O préximo coroldrio trata do caso
x — 400 (0 caso x — —oo é analogo).

LGuillaume Frangois Antoine Marquis de L'Hospital: x 1661, Paris, Franga - 1 02/02/1704, Paris, Franca.
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COROLARIO 7.25. Sejam f e g funcbes derivdveis em (a,+o0). Se lim,_. o f(z) =
lim, .+ g(z) = 0, ¢ ndo se anula em (a,+00) e existe lim,_, f'(z)/g'(x) (finito ou
ndo), entdo existe lim, .. f(z)/g(z) e
!/
lim ﬂ = lim f/($>
A (o) e g la)

~—

Demonstracao. Considere a fungdo F' definida sobre um intervalo (0,b) por F'(y) = f(1/y).
Analogamente definimos G(y) = g(1/y). Os seguintes fatos sdo de verificagdo imediata:

i. F e G s3o derivaveis com F'(y) = —f'(1/y)/y* e G'(y) = —¢'(1/y)/y? (segue que G’
ndo se anula);

i, T, o Fly) = T, o+ £(1/y) =l £(z) = O

v limy o+ F'(y)/G'(y) = limy o+ f'(1/y)/g'(1/y) = limy o0 f'()/g'(2).
Pela Proposicdo anterior, lim, o+ F(y)/G(y) = lim, .4 f'(z)/g'(x). Entdo,

fim L) o L) PO ).

im = 1i
v—too g(x)  y—ot g(1/y) y—ot G(y) a—+oc

PROPOSICAO 7.26. (Regra de I'Hospital “oo/cc0”) Sejam f e g fungcdes derivaveis
em (a,b). Se lim, ..+ f(z) = lim, ..+ g(x) = 400, ¢’ ndo se anula em (a,b) e existe
lim, ..+ f'(x)/g (x) (finito ou ndo), entdo existe lim, .+ f(x)/g(x) e

lim f(z) = lim f'(z)

p—at g(x)  a—at g'(z)

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Suponhamos que lim, ..+ f'(x)/g'(x) seja finito e igual a I
(no caso infinito, a demonstragdo é andloga). Sabemos que existe y > a tal que

f'(2)
g'(2)

Como lim, .+ f(z) = lim, ..+ g(z) = 400, existe 6 > 0 (que podemos supor menor que
y — a) tal que

z€ (a,y) = l—e< <l+e. (7.4)

a<r<a+d = l-e< <l+e. (7.5)
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Seja x € (a,a+9) C (a,y). Gragas ao Teorema 7.17, existe z € (x,y) C (a,y) tal que

F@) A= f@/f@) _ fl@)=fly) _ ()

g(@)(1=g(y)/g(x)) gl@)—gly) g(2)

Dai segue que
fl@) _f'(z) 1-9g(y)/g(x)
gx)  ¢'(z) 1—f)/f(x)
Dai e das relagbes (7.4) e (7.5) obtemos

(—1-e) <2 ioase,
g9(z)

se f'(2)/4g'(2) > 0 (caso contrario, basta inverter as desigualdades acima). A conclusdo segue
imediatamente. |

Pequenas adaptacdes na demonstracao anterior mostram que a proposicdo também é
valida nos casos © — b~ e z — a. O préximo coroldrio trata do caso x — oo (analogamente,
trata-se o caso x — —o0). A demonstragdo é uma adaptac3o da idéia usada na demonstracio
do Corolario 7.25 que, por esta razdo, é deixada a cargo do leitor.

COROLARIO 7.27. Sejam [ e g fungdes derivdveis em (a,+00). Se lim,_. o f(x) =
lim, ., g(z) = 400, ¢’ ndo se anula em (a,+00) e existe lim, ., f'(z)/¢ (x), entdo
existe lim, o f(z)/g(z) e
/
f@) . F@

lim —<~ = .
z—+00 ¢ :L’) 400 g’(x)

Demonstracao. Deixada para o leitor. [ ]

7.7 Exercicios.

1-Sejam f: A— Rexy€ A° tais que f é derivdvel em xy e f'(xg) > 0. Mostre que
existem a,b € A tais que f(a) < f(zo) < f(b).

2 - Seja f : R — R continua. Suponhamos que f seja derivdvel em xy € R. Determine
o valor de a € R de modo que seja continua a funcdo abaixo:
@) S
F(z) = T %o Vo € R.

a se r = x,
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3 - Seja f:[—1,2] — R dada por f(z) = 2® — x. Determine os conjuntos

A ={z € [-1,2] ;x é minimo global de f},
B ={z € [-1,2] ;x é maximo global de f},
C = {x € [-1,2] ;2 é minimo local de f},
D = {z € [-1,2] ;x é maximo local de f}.

4 - O objetivo deste exercicio é demonstrar a versio real do Teorema Fundamental da
Algebra: todo polinomio de grau n tem no maximo n raizes.

a) Mostre que se f : R — R é derivdvel e tem n raizes, entdo f’ tem pelo menos n — 1
raizes.

b) Mostre a versio real do Teorema Fundamental da Algebra.

Sugestdo: Em (4.b) proceda por indugdo e use (4.a).

5-Sejam K > 0e f: I — R derivdvel em I°, sendo I um intervalo. Mostre que

|f(x) = fW)| < Klz—y| Ve,yel = f(2)| <K Vel

6 - Seja [ : [a,b] — R de classe C''. Mostre que existe K > 0 tal que

[f(@) = fy)| < Kz —yl, Va,y € [a,b].

7 - Seja f : R — R derivavel, com derivada limitada. Mostre que existe ¢ > 0 tal que a
fungdo g : R — R, dada por g(x) = = + c¢f(x) para todo x € R, é uma bijegdo com inversa
derivdvel.

8 - Seja f : A — R duas vezes derivavel no ponto xy € A°. Mostre que

neo i £ @0+ ) + (@ = h) = 2f (o)
(o) = Jim == i 0

D& um exemplo em que o limite acima existe mas f n3o é derivavel em z;.

9 - Seja f : R — R derivdvel e tal que f(0) = lim, ;o f(x) = 0. Mostre que existe
x > 0 tal que f'(z) = 0.

10 -
11 - Sejam m € N e a > 0. Escreva a defini¢cdo da seqiiéncia (x,),en de aproximagdes

dada pelo Método de Newton para a raiz da fungdo f : [0,4+00) — R definida por f(z) =
2™ — a para todo = > 0 (compare com a seqiiéncia do Exercicio 10 do Capitulo 4).
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12 - Mostre que para a convergéncia do Método de Newton (Teorema 7.23) a hipdtese
de continuidade de f” em a pode ser substituida pela limitagdo de f” em (a —€,a + ¢).

13 - Seja p um polinémio n3o constante. Mostre que

a) lim = 4-00;
z—+o0 |p(7)|
|
b) lim —— —0.
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Capitulo 8

Integral de Riemann

8.1 Somas superiores e inferiores.

O conceito de integral tem suas origens no Método da Exaustao devido, provavelmente,
a Eudoxo e que teve Arquimedes! como um dos seus grandes desenvolvedores. A motivacdo
deste método foi o calculo de dreas e volumes de figuras com fronteiras curvas.

Apresentaremos aqui a integral de Riemann? usando a definicio devida a Darboux® [2].

Para o autor, a importadncia da integral de Riemann é, sobretudo, histérica. A integral de
Lebesgue generaliza este conceito com muitas vantagens analiticas. Porém, a sua definicdo
exige ferramental muito mais complicado e abstrato. Portanto, a integral de Riemann também
tem importancia didatica. Ela serve de aquecimento a intuicao para o estudo posterior da
integral de Lebesgue. O leitor interessado no assunto podera consultar [17].

DEFINICAO 8.1. Chamamos partico de la,b] qualquer P C [a,b] finito tal que a,b € P.
O conjunto das particées de [a, b] € denotado P[a, b].

A definicdo anterior ndo exclui a possibilidade a = b. Neste caso, a Unica particao do
intervalo (degenerado) {a} é P = {a}.

E imediato que se P,Q € Pla, b], entdo P U Q € Pla, b)].

Se P € Pla,b], entdo ao escrever P = {xq,...,x,}, deixaremos sub-entendido que

a=x9<---<ux, =0

DEFINICAO 8.2. Seja f uma funcio limitada em la,b] e P ={xo,...,x,} uma particdo
de [a,b]. Para cadai € {1,...,n}, tomemos
m; = 1inf{f(z) ; = € [xi—1, 2]} e M,=sup{f(x); x € [v;—1, 3]}

LArquimedes: % 287 A.C., Siracusa, ltdlia - + 212 A.C., Siracusa, ltélia.
2Georg Friedrich Bernhard Riemann: x 17/09/1826, Breselenz, Alemanha - { 20/07/1866, Selasca, Itélia.
3Jean Gaston Darboux: x 14/08/1842, Nimes, Francga - 1 23/02/1917, Paris, Franca.
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Definimos a soma inferior e a soma superior de f com relacdo a P, respectivamente, por
E mi(T; — ;1) e E M;(z; — 2i-1)

A interpretacdo geométrica de I(f; P) e S(f; P) para uma fun¢do f continua e positiva
é dada na Figura 8.1. A drea pintada de cinza [ | (riscada ou ndo) corresponde a S(f; P)
enquanto que a drea riscada (0] corresponde a I(f; P). Vemos entdo que S(f; P) e I(f; P)
s30 aproximacdes por excesso e por falta, respectivamente, para a drea® da regido delimitada
pelo grafico de f, o eixo x, a reta x = a e a reta x = b. Observamos ainda que a area riscada
estd contida na drea cinza, refletindo o fato que I(f; P) < S(f; P).

Zo Ty o Ti—1 Xy g1 o Tp—1 Tp
Il Il

Figura 8.1: Interpretacdo geométrica soma superior e inferior para uma fungdo continua e
positiva.

EXEMPLO 8.3. Se a é um elemento do dominio de f, entdo f € limitada em {a} e
I(fi{a}) = S(f:{a}) =0.

EXEMPLO 8.4. Consideremos uma fungdo f constante, igual a ¢, em um intervalo [a,b].
Seja P = {xy,...,x,} uma particdo de [a,b]. Temos

=inf{f(x); v € [x;im1,z]} = ¢
Portanto,

:Zn:m,-(,-—le —CZ x; —xi—1) = c(b—a).
i=1

Analogamente obtemos S(f; P) = ¢(b— a).

10 que é 4rea de uma regido delimitada por linhas tortas?
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E facil ver que I(f; P) < S(f;P). A proposicdo a seguir é uma generalizagdo deste
resultado.

PROPOSICAO 8.5. Seja f uma funco limitada em [a,b]. Temos:
I(f;P) < I(f;PUQ) <S(f;PUQ) <S(f;Q)  VP,Q € Pla,b].

Demonstragao. Sejam P = {xg,...,z,} € Q@ = {vo,...,Ym}, particdes de [a,b], e j €
{1,...,n} tal que yy € [z;_1,2;].

Escrevemos
= mi(r; — zi1) Zmz T — xim1) + my(x; — 1)
= Z#J
= mila; = wia) +mylwy —yn) +my(y — w5). (8.1)
i=1
i#]
Tomando p = inf{f(x) ; = € [y1,z;]} e ¢ =inf{f(z) ; x € [xj_1,y1]}, temos
I(f; PU{y}) Zmz x; — xi1) + p(x; —y) +q(y — xj-1). (8.2)
2#]
Ora, [zj_1,y1] U [y1, xj] = [xj_1,2;], logo, m; < pem; <q. De (8.1) e de (8.2), obtemos
I(f; P) < I(f; PU{yi}). (83)
Analogamente, mostra-se que
S(f;QUiz}) < S(f;Q). (8.4)
Usando (8.3), m — 1 vezes, e (8.4), n — 1 vezes, concluimos que
I(f; P) < I(fiPU{n}) <+ < I(fiPULyn, - ymar}) = I(f1 PUQ)
<S(f;PUQ)= (f;QU {o1, o ana}) < < 8(fQU{}) < S(fQ).
u

COROLARIO 8.6. Seja f uma funco limitada em [a,b]. Entdo {I(f;P); P €Plab]}é
limitado superiormente e {S(f; P) ; P € Pla,b]} é limitado inferiormente. Além disto,

sup {I(f;P); P €Pla,b]} <inf {S(f;P); P € Pla,b]}.

Demonstracao. Gracas a proposicdo anterior temos

I(f; P) < S(f;Q) VP,Q € Pla,b].
Ou seja, I(f; P) é cota inferior para {S(f;Q) ; Q € Pla,b]}. Como o infimo ¢ a maior cota
inferior, temos
I(f;P) <inf {S(f;Q) ; Q €Pla,]} VP € Pa,]
Portanto, inf {S(f; Q) ; Q € Pla,b]} é cota superior de {I(f; P) ; P € Pla,b]}. Finalmente,
usando que o supremo e a menor cota inferior obtemos o resultado. [
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8.2 Integral e funcoes integraveis.

DEFINICAO 8.7. Seja f uma funcdo limitada em [a,b]. Dizemos que f é (Riemann)
integravel em [a, )] se

sup {I(f;P); P € Pla,b]} =inf {S(f; P); P € Pla,b]}.

Neste caso, a integral de f em [a,b] € definida por
b
/ f(x)dz =inf {S(f; P); P € Pla,b]}.
Neste texto, ao dizer que uma funcdo é integravel ficard subentendido que ela é limitada.

EXEMPLO 8.8. Sejam f e a como no Exemplo 8.3. Temos f € integravel em {a} e

/aa f(z)dx = 0.

EXEMPLO 8.9. Considere uma fun¢do f constante, igual a ¢, em [a,b]. Vimos no Exemplo
84 que I(f; P) = S(f; P) = c¢(b— a) para toda P € Pla,b]. Segue dai que f € integrdvel
em [a,b] e

/abf(:):)dx = ¢(b—a).

EXEMPLO 8.10. Considere a funcdo f dada por f(x) = = para todo x € R. Vamos
mostrar que [ € integravel em [0, 1] e que sua integral, neste intervalo, vale 1/2. Para isto,
tomemos n € N e consideremos a particido P, = {xo,...,x,}, sendo

i ,
.CL’Z—E V’LE{O,...,H}.

Para cada i € {0,...,n} temos
' -1 1
xi—xi_lzi—z =— e M,=sup{z; x€ [xi_l,xi]}:xizi.
n n n n
Portanto,
- —~ i n+l
S(fiP) =) M(xv;—xi )= - = :
(f7 ) p ('T r 1) ; n2 m
Analogamente obtemos I(f; P,) = (n — 1)/2n. Concluimos que
n—1 . n+1
5 <sup{I(f;P); PeP0,1]} <inf{S(f; P); PePl0,1]} < Vn e N.
n n

Tomando o limite quando n — 400 obtemos o resultado desejado.
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EXEMPLO 8.11. Considere a fungcdo [ dada por f(x) =1, sex € Q, e f(x) = —1, se
x & Q. Vejamos que f nio € integravel em nenhum intervalo |a,b] ndo degenerado. Como Q
e QC s3o0 densos em R, qualquer intervalo aberto intercepta estes conjuntos. Portanto, para
qualquer P = {xy, ..., x,} particdo de [a,b] com zo < --- < x,,, temos

inf{f(z); x € [x;_1,2]} = -1 e sup{f(z); v € [z;_1,x]} =1 Vie{l,...,n}.
Logo, I(f; P)=a—0beS(f;P)=0b—a para toda P € Pla,b]. Segue que
sup{I(f;P); P€Pla,b]} =a—-b<0<b—a=inf{S(f;P); P € Pla,b]}.

Concluimos que f ndo € integravel em [a, b].

No contexto da Integral de Lebesgue, a funcdo do exemplo anterior é integravel e sua
integral em [a, b] é a mesma da fungdo constante igual a —1. Isto ocorre porque o conjunto
onde f difere da fungdo constante —1 (no caso, Q) é, em certo sentido, “pequeno”. Em
outras palavras, estas duas fungdes sdo iguais “em quase todo ponto”, logo, é razodvel que
tenham a mesma integral. Para finalizar gostariamos de salientar que o sentido de “pequeno”
e ‘“quase todo ponto” ndo é o de cardinalidade mas estes estdo relacionados. Trataremos
deste assunto posteriormente.

Vejamos algumas propriedades importantes das fungdes integrdveis. Comegamos por um
lema atil que serd usado muitas vezes sem ser explicitamente mencionado. Portanto, é muito
importante que o leitor memorize-o.

LEMA 8.12. Seja f uma fungdo limitada em [a,b]. Entdo, f € integravel em [a,b] se, e
somente se,
Ve >0, dP € Pla,b] talque S(f;P)—1I(f;P)<e. (8.5)

Demonstracao. Suponhamos que f seja integrdvel e seja s a sua integral, i.e.,
sup {I(f;P); P €Pla,b]} =s=inf {S(f;P); P €Pla,b]}.
Dado ¢ > 0, da definicdo de s segue que existem P;, P, € P[a, b] tais que

s—%<[(f;P1)§s§S(f;P2)<s+%.

Tomando P = P, U P,, pela Proposicao 8.5, temos

s—5 <I(fsP) SI(f;P) S S(FiP) S S(fiP2) < 54 5.

e, portanto, S(f; P)—I(f;P) <e.

Reciprocamente, suponhamos que f n3o seja integrdvel. Para toda P € Pla, b] temos

I(f; P) <sup{I(f;Q); Q€ Pla,b]} <inf {S(f;Q); Q€Pla,b]} <S(f;P)
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Portanto, tomando

o inf {S(f;Q); Q € Pla,b]} ;SUP {I(f;Q); Q €Pla,b]} -0,

obtemos que S(f; P) — I(f; P) > ¢, contrariando (8.5). |

Reportamo-nos mais uma vez a Figura 8.1. Veja que a quantidade S(f; P) — I(f; P)
corresponde a area pintada de cinza e que n3o estd riscada. O lema anterior nos diz que
esta quantidade serd arbitrariamente pequena (bastando tomar uma parti¢do adequada) se, e
somente se, f for integrdvel.

TEOREMA 8.13. Se f € C([a,b]), entdo f € integrdvel em [a,b].

Demonstragao. Sabemos que f é limitada em [a,b], gracas ao Teorema de Weierstrass.
Mostremos que f é integravel.

Dado ¢ > 0, usando que f é uniformemente continua em [a, b], existe 6 > 0 tal que
z,y €lab] e |z—y[<d = [flo)-fly) <e (8.6)

Seja P = {xy,...,x,} uma parti¢do de [a, b] tal que z; —x;_1 < 6, paratodoi € {1,...,n}.
Definindo,

m; =nf{f(y); y € [wim1, ]} e M;=sup{f(z); = € [zi1, ]},

de (8.6), obtemos M; — m; < e. Portanto,

S(f;P)—I(f;P) = Z(Mi —my)(x; — 1) < EZ(% — 1) = (b —a).
||

O Teorema 8.13 e o Exemplo 8.11 s3o duas faces da mesma moeda (perceba que a fungdo
vista naquele exemplo é descontinua em todo ponto). De fato, existe uma relagdo estreita
entre a integrabilidade e continuidade dada pelo Teorema de Lebesgue (a seguir) do qual o
Teorema 8.13 é um simples corolario. Outros resultados sobre integrabilidade a serem vistos
nesta secdo também o s3o. Preferimos, no entanto, dar demosntracdes particulares para cada
um deles como forma de aquecimento a intuicdo.

PROPOSICAO 8.14. Sejac € R. Se f e g sdo integrdveis em [a,b], entdo f + g, cf e
f — g sdo integraveis em |a, b| e

/ab (F(@) +g(x))de = /abf(x)dx—l—/abf(x)dx;
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/ (o) =c / fa)de
/ab (f(z) = g(x))da = /abf(:c)dx _ /abf(:c)dx

Demonstracao. Deixo a cargo do leitor a prova (se ele ainda n3o a fez) de que f + g, cf e
f — g sdo limitadas em [a, b].

ii.

iii.

Dado € > 0, como f e g sdo integraveis, existe P = {xy,...,x,} particdo de [a,b] tal
que

/ F@)de — e < I(f; P) < S(f: P) < / (@) + <. (8.7)

b b
/ g(z)der —e < I(g; P) < S(g; P) < / g(z)dx + «. (8.8)

Mostremos que f + g é integravel sobre [a,b] e que vale (i). Para cadai € {1,...,n},
temos

sup { f(z) )i @ € (w1, zi]} <sup {f(2); @ € [wim1, zi] f+sup {g(z) ; @ € [wi_1, 3]}

Multiplicando por z; — x;_1 € somando de ¢ = 1 até ©+ = n obtemos
S(f+g:P) < S(f; P)+5(g; P).
Desta desigualdade, de (8.7) e de (8.8) segue que
S(f+g; P /f dx+/ g(x)dx + 2¢.
Analogamente, mostra-se que
b b
/ f(x)dx+/ g(x)dx —2e < I(f + g; P).

Das duas ultimas desigualdades concluimos que S(f+g¢g; P)—I(f+g; P) < 4. Comoe > 0
é arbitrario, segue do Lema 8.12 que f + g é integravel. Além disto,

/abf(x)dx + /abg(x)dx — 2% < /ab (f(z) + g(z))dx < /abf(m)dx + /abg(x)dx 4 9.

Finalmente, fazendo ¢ — 0, concluimos (7).
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Mostremos agora que c¢f € integravel sobre [a, b] e que vale (i7). Suponhamos ¢ > 0 (o
caso ¢ < 0 é tratado de modo analogo). Multiplicando (8.7) por ¢ e usando o resultado do
Exercicio 1, obtemos

b b b
c/ f(x)dx—cegl(cf;P)Sc/ f(x)deS(cf;P)Sc/ f(z)dz + ce.

Segue que S(cf; P) — I(cf; P) < 2ce. Novamente, como ¢ > 0 é arbritdrio, do Lema 8.12,
obtemos que cf € integravel. Tomando o limite quando € — 0 concluimos (ii).

Obtemos que f — g é integravel em [a, b] e que vale (7ii) como conseqiiéncia imediata dos
resultados ja demonstrados. [ ]

No espirito da proposicao anterior, o leitor pode perguntar sobre o produto e o quociente
de fungdes integraveis. Observamos, desde j4, que o quociente de fun¢des limitadas pode ndo
ser limitado (quando o denominador tende a zero em algum ponto). Sobre o produto, serd
preferivel adiar um pouco esta questdo. Antes disto demonstraremos duas proposicoes.

PROPOSICAO 8.15. Sejam f e g integrdveis em [a,b]. Se f < g em [a,b], entdo

[ rwars [

Demonstra¢ao. Seja P = {zg,...,z,} uma particdo de [a,b]. Do Exercicio (9.a) do
Capitulo 3, para todo i € {1,...,n}, obtemos

sup{f(z) ; @ € [zi_1, ]} <sup{g(z) ; 2 € [zi_1, 2]}
Multiplicando por x; — x;_1 € somando de i = 1 até : = n obtemos
S(f;P) < S(¢g; P) VP € Pla,b].
Finalmente, do Exercicio (9.b) do Capitulo 3, obtemos
inf {S(f; P); P €Pla,bl} <inf{S(g; P); P € Pla,b]}.

Que é a conclusdo desejada. ]

PROPOSICAO 8.16. Se f € integrdvel em la,b], entdo |f| € integrdvel em [a,b] e

/ab f(x)dz

Demonstracao. Mais uma tarefa para o leitor: mostrar que |f| é limitada em [a, b].

< [ V@i
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Dado € > 0, seja P = {xy,...,x,} uma partigdo de [a, b] tal que S(f; P)—I(f; P) <e.
Para cada i € {1,...,n}, denotamos

m; = 1inf{f(z) ; = € [xi_1, 2]}, M; = sup{f(z) ; = € [z;—1,xi]},
m; = inf{|f(z)] ; = € [z;-1, 2]}, M; = sup{|f(x)] ; @ € [x;_1, 1]}

Se z,y € [xi_1, 7], entdo f(z), f(y) € [m;, M;]. Portanto, |f(z) — f(y)| < M; —m,. Da
desigualdade triangular obtemos

f@)=1fWl < Mi—mi  — |f(2)] < |f(y)]+ M; —m.
Como o supremo é a menor cota superior, temos
M; <|f(y)l+M; —m; = M;~M;+m; <|f(y)]-
Como o infimo é a maior cota inferior, temos
M;—M;+m; <m; = M;—m;<M;—m.
Multiplicando a dltima relacdo por z; — x;_; € somando de i = 1 até : = n obtemos
S(f; P) = I(f[; P) < S(f; P) = I(f; P) <e.

Do Lema 8.12 concluimos que |f| é integravel.

Como f < |f| e —f < |f|, temos que

[ s s [

_/abf(x)dx:/ab(—f(x))dxS/ab|f(x)|dx.

Dai obtemos a conclus3o final. ]

A reciproca da proposi¢do anterior é falsa. Ou seja, |f| pode ser limitada e integrvel em
[a, b], sem que f seja integravel neste intervalo. Por exemplo, considere a fun¢do f dada por
fx) =1,sexe€Q e f(r) =—1sex ¢ Q. J&d vimos que f ndo é integravel em [0, 1].
Porém, a fungdo | f| é constante (igual a 1) e, portanto, integrdvel neste intervalo. Este é um
exemplo de desvantagem da integral de Riemann em relacao a de Lebesgue: f é integravel a
Lebesgue se, e somente se, |f| também é.

PROPOSICAOQ 8.17. Se f e g sio integrdveis em [a,b], entdo fg € integravel em [a,b.

Demonstracao. Aqui também fica a cargo do leitor a demonstracdo de que fg é limitada
em [a, b].
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Inicialmente, vamos considerar o caso particular em que f = g. Pela Proposicao 8.16
temos que |f| é limitada (digamos, pela cota superior M > 0) e integrdvel. Logo, dado
e > 0, existe uma parti¢do P = {xg,...,z,} de [a,b] tal que

S P)— (11 P) < 50—

Para cada i € {1,--- ,n}, denotamos
m; = nf{[f(z)|; 2 € |wi1, z]}, M; = supf[f(2)] 5 @ € [wi, 2]},
m; = inf{f(z)?; x € [x;_1, 2]}, M; =sup{f(z)?; x € [z;_1, 2]}

Desta forma, para todo z € [x;_1,x;], temos m? < f(z)? < M?. Portanto,

m? <m; < f(x)? < M; < M.

Concluimos dai que

S(f2§P) - I(f2§P) = Z(Mz —mz’)(% —$z’—1)

< Z(ME —mi) (@i = wiea) = (M + m)(M; = my) (@ — i)

i=1
<MY (M; —my)(w; — xi0) = 2M [S(|f|; P) = I(|f|; P)] < ¢
i=1
Pelo Lema 8.12 obtemos que f? é integrdvel.

O caso geral segue imediatamente do caso particular ja demonstrado, da Proposicdo 8.14

e da igualdade , )
fg— (f+9) ;(f—g) ‘

[ ]
O leitor deve perceber que é errado afirmar que a integral do produto é o produto das

integrais (procure um contra-exemplo).

PROPOSICAO 8.18. Seja ¢ € (a,b). Uma fungdo f € integrdvel em [a,b] se, e somente
se, ela é integravel em [a,c] e em [c,b]. Neste caso,

/f m_/f M+/f (8.9)

Demonstracao. Fica (mais uma vez) para o leitor a tarefa de provar que f € limitada em
[a, b] se, e somente se, f é limitada em [a,c| e em [c, b].
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Sejam P € Pla,b], P, € Pla,c] e P, € P[c, b] tais que P = P, U P,. Mais precisamente,
podemos escrever

P =A{zo,...,2.}, Po=A{xn,....,xn} e P={xo,...,Tpn, ..., T}

Para cada i € {1,...,m} definimos Ax; = x; — z;_1. Temos

S(f; P) = Zsup{f(x) L1 € [, m)} A

= Zsup{ f@)s @€ [wiy, w} Az + Y sup{f(z) ; x € [z, 2]} Az

i=n+1

=S5(f; P1) + S(f; P2).
Do mesmo modo, mostra-se que I(f; P)=I(f; P,) + I(f; P»).

Se f é integravel em [a,b], entdo, dado ¢ > 0, existe P € Pla,b] tal que S(f;P) —
I(f; P) < e. Gragas a Proposicdo 8.5 podemos supor que ¢ € P. Tomando P; e P, como
antes, obtemos

[S(f; P) = I(f; P)] + [S(f; P) = I(f; Py)] = S(f; P) = I(f; P) <e.

As quantidades entre colchetes s3o positivas e tém soma inferior ou igual a ¢, logo, cada uma
delas € inferior ou igual a €. Portanto, f € integravel em [a, c| e em [c, b].

Reciprocamente, se f € integrdvel em [a,c| e em [c, )], entdo, dado ¢ > 0, existem
P, € Pla,c] e P, € Plc, b] tais que

/ f@)de — e < I(fi ) < S(f: ) < / fla)da + e

/ fx)de —e < I(f; ) < S(fi ) < / flz)dz +e.

Somando, obtemos

/ o)+ / Flo)de — 25 < I(f: P) + I(f: Po) < S(fs P + S(f: P)

c b
< / f(z)dx +/ f(z)dz + 2e.
Portanto, para P = P, U P,, temos
c b c b
/ F@)de + / f)de — 2c < I(f: P) < S(f; P) < / f)de + / Fla)de + 2.

Segue dai que S(f; P) — I(f; P) < 4e. Concluimos que f é integrdvel em [a,b]. Além disto,
da relacdo acima obtemos,

ch(m)dx+/cbf(x)dx—25§/abf(m)dxg/acf(x)dx+/cbf(x)dx+25.
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Terminamos a demonstracdao tomando o limite ¢ — 0. [ ]

Seja f uma func¢3o limitada e integravel em [0,b]. Se 0 < a < b, ent3o, pela proposicdo
anterior,

/0 bf(l‘)dx _ /O ‘ F(x)dz + / ’ fla)dz. (8.10)

Do resultado obtido no Exemplo 8.8 obtemos que (8.10) também vale para a = 0 ou a = b.
Suponhamos agora que 0 < b < a. Neste caso, (8.10) perde o sentido pois o segundo termo
do lado direito ndo estd definido. Entretanto, se f é limitada e integravel em [0, al, entdo,
novamente pela proposicdo anterior, podemos dizer que

/Obf(x)dx - /Oaf(x)d:c - /baf(:c)dx.

Comparando a igualdade acima com (8.10) concluimos que sé existe uma forma de definir
a integral de a até b, com b < a, para que (8.10) faca sentido. Esta é a motivagdo para a
proxima definicao.

DEFINICAO 8.19. Seja f integrdvel em [a,b]. A integral de f de b até a € definida por

/baf(x)dx . /abf(x)dx.

Feita esta definicdo, temos a seguinte generalizagcdo para (8.9).
PROPOSICAO 8.20. Seja f integrdvel em [A, B]. Entdo
b c b
| = [ e [ s,
quaisquer que sejam a,b,c € [A, B].

Demonstracdo. E conseqiiéncia da Proposicio 8.18 e da Definicdo 8.19 (verifique). |

8.3 Os Teoremas Fundamentais do Calculo.

TEOREMA 8.21. (Primeiro Teorema Fundamental do Calculo) Se F' é derivdvel em
la,b], e f = F' € integravel em |a,b], entdo

F(b) — F(a) = / f(z)dx.
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Demonstracao. Seja ¢ > 0. Tomemos P = {zg,...,x,}, particdo de [a,b], tal que
S(f; P)—I(f; P) <e. Temos

F(b) = Fa) = F(z,) — F(zo) = Y [F(x;) — Flwi-1)].

i=1

Para cada i € {1,...,n}, aplicando o Teorema do Valor Médio a F' em [z;_1, x;], obtemos a
existéncia de y; € (x;_1, ;) tal que F(z;) — F(x;—1) = F'(y;)(z; — x;_1). Substituindo na
relacdo acima obtemos

F(b) — F(a) = Z F'(yi) (2 — w521) = Z fyi) (@i — 1)

Como y; € (z;_1,;), temos

inf{f(z); € [wi_y, 2]} < flys) <sup{f(w); @ € [, 23]}

Portanto,
I(f; P) < F(b) — F(a) < S(f; P).

Além disto,

f@f»s/f@MxSﬂﬂpy

Das duas ultimas relacdoes obtemos

[F(0) - F(@)] - [ fw)de| < S(5:P) - 17 P) <

Como ¢ é arbitrdrio, concluimos o resultado. ]

Cuidado! O teorema anterior ndo diz que se I é derivavel, entdo f = F’ é integravel. De
fato, Volterra® [19] encontrou um exemplo de fun¢do derivavel com derivada limitada, porém,
nao integravel.

TEOREMA 8.22. (Segundo Teorema Fundamental do Calculo) Se f € integravel em
la,b], entdo F : [a,b] — R definida por

F(z) = /1‘ f(s)ds  Vz € [a,b].

é Lipschitz continua. Além disto, se f é continua em xy € [a,b], entdo F' € derivavel em x
e F'(zo) = f(o).

Vito Volterra: x 03/05/1860, Ancona, Italia - { 11/10/1940, Roma, Itilia.
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Demonstra¢ao. Sejam z,y € [a,b] com y < z. Seja ainda M € R tal que |f(s)| < M para

todo s € [a, b]. Temos
P = Pl =| [ s [ peas| = | [ ssjas+ / " f(s)ds

- /;f(s)ds s/;|f<s>\dss/;Mds=M\x—y\.

Isto demonstra a primeira parte do teorema.

Suponhamos que f seja continua em zy. Dado € > 0, tomemos § > 0 tal que
€la,b] e [s—zo| <d = |f(s)— flz)| <e

Assim, para todo z € [a, b], com 0 < |z — 2| < J, temos

Pt [ [ ] - 2

Subtraindo f(x() na equagdo anterior e observando que

1 x
o) = s | Hroas
obtemos
F(x)— F(x 1
) =Pl _ ) - | L [ s /fxo
T — Xg T — X T — o
1 xT
= |5 | (- s f(ao)lds
< L / eds = e.
r — T o
Dai segue o resultado. [ ]
COROLARIO 8.23. Sejam f € C([a,b]), c€ R e F : [a,b] — R dada por
—c+/ f(s Va € [a,b].
Entdo F' = f.
Demonstracao. Trivial. |

DEFINICAO 8.24. Se F € derivivel em [a,b] com F' = f, entdo dizemos que F é uma
primitiva, antiderivada ou integral indefinida de f em [a, D]

O Corolério 8.23 diz que se f € C([a,b]), entdo F é uma primitiva de f em [a, b].
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8.4 Mudanca de variaveis e integracao por partes.

PROPOSICAO 8.25. Seja g derivdvel em [a,b] com ¢ integrdvel neste intervalo. Se [ é
continua em g([a, b)), entdo

g(b

) b
flapde = [ flg()g (@)

9(a)
Demonstracao. A fungdo f é continua e, portanto, integravel. Também é integrivel o
produto das fungdes integriveis f o g e ¢’ (observe que f o g é continua).

Pelos Teoremas de Weierstrass e do Valor Intermedidrio, temos que g([a, b]) é o intervalo
fechado [c,d], sendo ¢ e d, respectivamente, os valores minimo e maximo de g em |a,b|.
Assim, a fun¢do continua f tem primitiva F' em [c,d]. Pela Regra da Cadeia, para todo

z € [a,b], temos (F o g)'(z) = F'(g())g'(z) = f(g(x))d(z).

Pelo Teorema Fundamental do Cilculo, temos

g(b) g(b)
F(a(b)) — F(g(a)) = F'(x)dz = z)dx
(9(0)) — F(g(a)) / P / @
F(g(b)) - F(g(a)) = (F o g)(b) — (F o g)(a) = / £ (9(2))g (x)d.

Dai segue o resultado. [

PROPOSICAO 8.26. Sejam f e g funcbes derivdveis em la,b] com f' e ¢ integréveis.
Entao

[ 1@ @i = 1090 - r@g(o) - [ gt

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos
b b
F0)9(0) - @@ = [ (oo = [ (7@gle) + f@)g @) do

O resultado segue dai, observando que f’g e fg’ sdo integraveis (Proposicdo 8.17) e usando
a Proposicdo 8.14 (i). |

8.5 O Teorema de Lebesgue.

Ja vimos que fungdes continuas sdo integraveis e comentamos que a integrabilidade esta
relacionada com a continuidade, ou melhor, com a descontinuidade. De fato, o Teorema de
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Lebesgue, que veremos nesta se¢do, nos diz que uma fungdo f limitada em [a, b] € integravel
neste intervalo se, e somente se, ela n3o é “muito” descontinua ai, ou, em outros termos, se
o conjunto dos pontos de [a, b] onde f é descontinua é “pequeno”.

Comecamos por precisar o que queremos dizer por “pequeno” no paragrafo anterior.

DEFINICAO 8.27. Dizemos que A C R tem medida (de Lebesgue) nula se para todo
e > 0, existe uma seqiiéncia (I,,),en de intervalos abertos e limitados tal que

+oo +oo
AC LJ In e Eiz‘jn‘fgga
n=1 n=1

sendo que |I| representa o comprimento do intervalo I, ou seja,

Il=b—asel=ab).

Conjuntos finitos ou, mais geralmente, enumeraveis tem medida nula como veremos nos
dois exemplos a seguir.

EXEMPLO 8.28. Seja A = {x1,...,2,}. Dado ¢ > 0, para cadan € N, definimos

I —<x ~ +i)
n n 2m7 n 2m7

sen<m, oul, =2, sen>m. E imediato que A C U:ﬁ I,,. Além disto,
—+00 m m e
SUTES ST SE
n=1 n=1 =1

n=

Portanto, A tem medida nula.

O argumento do préximo exemplo é uma pequena sofisticacdo do anterior.
EXEMPLO 8.29. Seja A = {x1,x9,---}. Dado ¢ > 0, para cada n € N, definimos
€ €

E imediato que A C | !> I,,. Além disto,

“+oo —+00 e

In = _— =

EE:| | on €

n=1 n=1
Portanto, A tem medida nula.

E facil perceber que o intervalo [a,b], com a < b, n3o tem medida nula (pense nisto). A
demonstracao mais natural deste fato, na opiniao do autor, é tediosa, ou entdo, repleta de
afirmacdes, sem prova, do tipo “é facil ver que”. Outra demonstracdo menos natural, porém
mais elegante, é indicada no Exercicio 6.
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PROPOSICAO 8.30. Seja f limitada em la,b]. Se o conjunto
D ={z €a,b] ; f é descontinua em x}
tem medida nula, entdo f € integravel.

Demonstracao. Se a = b, entdo n3o hd nada a ser demonstrado. Suponhamos que a < b.

Como f ¢é limitada, existe M > 0 tal que —M < f(x) < M para todo z € [a,b]. Desta
forma, para todo intervalo [c,d] C [a,b], temos que

sup{f(z); x € [c,d]} —inf{f(x); x € [c,d]} <M — (—=M) = 2M. (8.11)

Seja ¢ > 0. Como D tem medida nula, existe uma seqiiéncia (I,,)men de intervalos
abertos e limitados tal que

“+oo +00
pc |, -
Ut e 2 =gy

Para cada y € [a,b] onde f é continua (i.e. y ¢ D), existe d,, > 0 tal que

£ €
r€ly—0duy+d]Nnfat] = [fly)- 4(b—a) < f(z) <f(y)+4(b—a)'
Desta forma, para todo intervalo [c,d] C [y — d,,y + J,] N [a, b], temos que
£ £
: d|} — inf : )} < - __c
sup(J(a) i @ € [evdl} ~inf{ (o) 5 2 € o)) < [ 1)+ 5| = |70 - 5]
£
< . 12
~— 2(b—a) (8.12)
Tomemos J, = (y — 0y, y + 0,). A colegdo C = {I,, ; ne N} U{J,; y € [a,b] \ D} é
uma cobertura aberta para [a,b]. Portanto, existem ny,...,n, € Neyy,...,y, € [a,0] \ D
tais que

[a,0] C I, U-- UL, UJ, U---UJ,.

O conjunto P, formado pelos elementos de [a, b] que sdo extremos de algum dos intervalos
[a, b, Iny, ... I,y Ty s - - - Jy, tem, no maximo, 2+4-2(p+q) elementos. Portanto, P € P[a, b|.
Escrevendo P = {xy,...,2,}, para cadai € {1,...,n}, definimos

m; =inf{f(z) ; v € [z;o1, 2]} e M, =sup{f(x); x € [x;_1, ]}

Da definicdo de P segue que, para todo i € {1,...,n}, uma das duas possibilidades
abaixo ocorre:

i. [zii1, 7)) C I, para algum k € {1,... p};
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i, [v;_1,2;] C J,,, para algum k € {1,...,q}.

Dividimos o conjunto {1,...,n} em duas partes, U e V, sendo U formada pelos elementos

para os quais ocorre a primeira possibilidade acima e V' a parte complementar de U. Desta
forma, de (8.11) e (8.12), obtemos

2M se 1 € U,
M; —m; < e
m sei1 € V.
Segue dai que

n

S(f§P) - I(fQ P) = Z(Mz - mz)(% - xi—1)
< QMZ(xz —@i1) + ﬁ Z(ﬂ% — 1)

€U eV
3 € e €
<2M I+ ——0b—a)<=-+4+-=
= ;;|‘+2@—@< Ws5t5=c
e, portanto, f é integravel. [ ]

Vale a reciproca da Proposicao 8.30. Porém, antes de demonstra-la necessitamos de um
lema que é importante por si sé.

LEMA 8.31. Se (A,)nen € uma seqiiéncia de conjuntos de medida nula, entio | J/°5 A,
tem medida nula.

Demonstragdo. Sejam ¢ > 0e A= J* A,.

Para cada n € N, temos que A,, tem medida nula. Logo, existe uma seqliéncia (Ir(,ff))
de intervalos abertos e limitados tal que

+oo +oo
€
Ayc | 1™ e I < —
- 2 <

meN

Sabemos que N? é enumerdvel. Logo, existe f : N — N2 bijetiva. Para cada i € N,
definimos (m;,n;) = f(i) e J; = 5.

Se x € A, entdo existe n € N tal que x € A, existe também m € N tal que = € Ir(,ff).
Finalmente, tomando i = f~!(m,n), temos (m,n) = f(i) = (m4,n;) e, portanto, x € J;.
Acabamos de mostrar que a seqliéncia (J;);en de intervalos abertos satisfaz

+oo
Acl
i=1
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Dado j € N, sejam M; = max{my,...,m;} e N; = max{n,,...,n;}. Temos
J N; +co N; e +o0
D= ZN"’ <ZZ|I(”|<ZZ|I EDBETE Z =e
i=1 n=1 m=1 n=1m=1 n=1 n=1
Concluimos a demonstracdo tomando o limite quando 7 — 4o00. [

TEOREMA 8.32. (Lebesgue) Seja f limitada em [a,b]. Entdo, f é integravel em [a, D]
se, e somente se, o conjunto

D ={x €a,b] ; f é descontinua em =}

tem medida nula.

Demonstracao. J4 vimos (Proposicdo 8.30) que se D tem medida nula, entdo f € in-
tegrdvel. Tratemos agora da reciproca. Podemos supor a < b, pois sendo, nao ha nada a ser
demonstrado.

Para cada = € D, como f é descontinua em z, existe ¢ > 0 tal que
V6>0 3Jy€la,b] com |x—y|<d e |[f(x)— fly)|>ec.

Neste caso, tomando m € N tal que 1/m < ¢, fica demonstrado que existe m € N tal que
z € D,,, sendo

Dp={x€D;V¥6>0 3Jyelab com |z—y|<d e |f(z)—f(y)]>1/m}.
Quseja D = :;ojl D,,. De acordo com o Lema 8.31, para mostrar que D tem medida nula
basta mostrar que D,, tem medida nula, qualquer que seja m € N.

Fixemos m € N. Dado ¢ > 0, tomemos P € P[a, b] tal que S(f; P) — I(f; P) < ¢&/2m.
Escrevemos P = {zo,...,x,} e, para cada i € {1,...,n}, definimos J; = (z;_1, 2;),

=inf{f(z); = € [z;_1, 7]} e M; =sup{f(z) ; = € [x;_1, 3]}

Definindo I = {i € {1,...,n}; Dy, N (2;_1,2;) # @}, obtemos que D, \ P C U,.; J;

Vamos mostrar que
Sl < % (8.13)
iel
Observamos que se ¢ € I, entdo existe © € D,, N (x;_1,x;). Da definicdo de D,,, obtemos
que existe y € (z;_1, ;) tal que |f(x) — f(y)| > 1/m e, portanto, M; —m; > 1/m. Agora,
se (8.13) ndo fosse verdade, entdo teriamos a seguinte contradigdo:

S = Z || = Z =) < Z(Mz —m;) (2 — xi-1)

< Z(Mz —mg)(z; —w1) = S(f; P) = I(f; P) <

€
om’
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Como P tem n + 1 elementos, existem intervalos abertos e limitados Iy, ..., I, tais que
PclyU---Ul, e |l +---+|L,| <e/2. Finalmente, obtemos

€ €
el el
Portanto D,,, tem medida nula. [

8.6 Exercicios.

1 - Sejam c € R, P € Pla, b] e f uma fungdo limitada em [a, b]. Mostre que
a)se ¢ >0, entdo S(cf; P) =cS(f; P) e I(cf; P)=cl(f;P),
b) se ¢ <0, entdo S(cf; P) =cI(f;P) e I(cf; P)=cS(f;P).

2 - Sejam P, € P[a,b] e f uma fungdo limitada em [a, b]. Mostre que se P C (), entdo
I(f; P) < I(f;Q) < S(f;Q) < S(f; P).

3 - Este exercicio mostra que podemos alterar uma func3o integravel em um ponto sem
perder a integrabilidade nem alterar a integral. Sejam ¢ € [a,b] e f uma fungdo limitada e
integravel em [a, b]. Suponhamos que g é uma fungdo definida em [a, ] e tal que f(z) = g(x)
para todo z € [a,b] \ {c}. Mostre que g ¢ limitada e integravel em [a,b] e

/a ' (@) = /  Ha)dr.

Sugestao: Para simplificar a demonstragdo, considere inicialmente os casos c = a e ¢ = b.
Depois use a Proposicao 8.18. Para concluir o caso geral.

4 - O objetivo deste exercicio é generalizar o resultado do exercicio anterior. Sejam
Cly...,Cp € [a,b] € f uma fungdo limitada e integrdvel em [a,b]. Suponhamos que g é uma
fungdo definida em [a, b] e tal que f(z) = g(x) para todo x € [a,b] \ {c1,...,¢,}. Mostre
que g € limitada e integrdvel em [a,b] e

/abg(a:)dx = /abf(x)dx.

Sugestao: Proceda por inducdo e use o resultado do exercicio anterior.

5 - Sejam a,b,c,d € R tais que ¢ < a < b < d. Mostre que X(4,1), € X|a, SA0 integrdveis
em [c,d] e

d d
[ xen@i= [y =o-a
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6 - Sejam a,b € R, com a < b, e (I,),en uma seqiiéncia de intervalos abertos e limitados
tais que

+o0o
la.0] € | L.
n=1

a) Mostre que existem ny,...,n; € N tais que [a,b] C I,,, U---U,,.
b) Mostre que b —a < S>7_, |I,,,

c) Conclua que se a < b, entdo [a, b] ndo tem medida nula.

Sugestdo: Em (6.b) considere as fungdes caracteristicas dos intervalos [a,b], I,,, . . ., In,
e use os Exercicios 8 e 5.

7 - Seja A C R. Mostre que se A° # &, entdo A ndo tem medida nula.

8 - Seja f : [a,b] — R. Mostre que se f é continua, com f(x) > 0 para todo x € [a,b] e

entdo f(z) = 0 para todo = € [a,b].
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Capitulo 9

Sequéncias de funcoes

9.1 Convergéncia simples.

Considere, para cada n € N, uma fungao f,, : A — R. Neste capitulo estudaremos em
que sentido a seqliéncia (f,,)nen converge para uma fungdo f : A — R. Existem muitos
modos de se definir convergéncia de func¢des: pontual, uniforme, em LP, em medida, etc.
Abordaremos aqui apenas as duas primeiras.

DEFINICAO 9.1. Seja (fn)nen uma seqiiéncia de funcées de A em R. Dizemos que
(fn)nen converge simplesmente para f: A — R se

nl_lgloo fulz) = f(2) Vo € A.

Em outras palavras, para todo = € A, a seqiiéncia (numérica) (f.(x))nen converge para
f(x). Segundo a definicdo de seqliéncia convergente, temos

Vee A, Ve>0, INeN talque n>N = |[f.(x)— f(2)|<e. (9.1)

EXEMPLO 9.2. Seja f, : R — R dada por f,(x) = z/n paran € N ez € R. Dados
e>0ex €R, tomemos N € N tal que N > |z|/c. Assim, sen > N, entdo

—O‘:m§%<a

‘ X
n

n
Portanto, (f.)nen converge simplesmente para a fungcdo nula.

EXEMPLO 9.3. Seja f,, : [0,1] — R dada por f,(z) = 2" paran € N ex € [0,1]. Se
x € [0,1), entdo 2" — 0 e se x = 1, entdo 2" — 1. Portanto, a seqiiéncia (fn)nen €
simplesmente convergente para f : [0,1] — R dada por
0 sex #1,
flz) =

1 sex=1.

133
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Salientamos que, na Definicdo 9.1, o valor de IV depende de = e €. Quando N ndo
depende de x, mas apenas de ¢, temos outro sentido de convergéncia, assunto da préxima
secao.

9.2 Convergéncia uniforme.

DEFINICAO 9.4. Seja (fn)nen uma seqiiéncia de funcées de A em R. Dizemos que
(fn)nen converge uniformemente para f : A — R se

Ve>0, INeN talque n>N = |fu(x)— f(z)|<e, VzeA (9.2)

E imediato que a convergéncia uniforme implica na convergéncia simples. A reciproca,
entretanto, é falsa como veremos no Exemplo 9.7.

EXEMPLO 9.5. Para cadan € N, seja f,, : [0,1] — R dada por f,(z) = x/n para todo
x € [0,1]. Dado ¢ > 0, tomemos N € N tal que N > 1/¢. Assim, sen > N ez € [0,1],

entao
‘x 0‘_|a:|<1<6
n n — N )

Portanto, (f,)nen converge uniformemente para a fungdo nula.

Salientamos novamente a diferenca entre convergéncia simples e uniforme através da
comparagao dos exemplos 9.2 e 9.5. No primeiro exemplo o valor de N depende de x e de ¢
(N > |z|/e), enquanto que no segundo ele s6 depende de ¢ (IV > ¢).

9.3 Continuidade.

No Exemplo 9.3 apresentamos uma seqtiéncia de fun¢des continuas que converge simples-
mente para uma funcdo descontinua. A préxima proposicao diz que este inconveniente nao
ocorre se a convergéncia for uniforme.

PROPOSICAO 9.6. Seja (fn)nen uma seqiiéncia de funcées de A C R em R convergente
uniformemente para f : A — R. Se f, € continua em xq € A para todon € N, entdo f é
continua em xy.

Demonstracao. Seja xg € A. Dado € > 0, existe n € N tal que

re A = |fu(z) — f(2)] < e.
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Como f,, é continua em z, existe § > 0 tal que
x € A, |t —x0| <d = | fu(z) = fulzo)] < e.
Destas duas relagdes obtemos que se x € A e |x — zg| < J, entdo

[f (@) = fxo)| < [f(2) = ful@)] + | ful2) — ful@o)| + [fn(z0) — fl20)] < 3e.

Segue que f é continua em xy. |

EXEMPLO 9.7. Da proposicdo anterior podemos concluir que a convergéncia do Exemplo
9.3 ndo é uniforme, pois, sendo, o limite seria continuo em xy = 1. Entretanto, se a €
(0,1), entdo a seqiiéncia (fn|j0,a])nen € uniformemente convergente. Isto pode ser verificado
diretamente ou usando o préximo teorema (ver Exercicio 2).

TEOREMA 9.8. (Dini') Sejam K C R compacto e (fu)nen C C(K). Se (fn)nen €
mondtona e convergente simplesmente para f € C(K), entdo a convergéncia é uniforme.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (f,).en Seja decrescente (se for crescente, procedemos
de modo andlogo), ou seja, f < f,11 < f, para todon € N,

Para cadan € N, f, — f € C(K) e, como K é compacto, existe z,, € K tal que
M, = fu(z,) — f(x,) é o valor maximo de f,, — f. E facil ver que (M,,),en é decrescente e
positiva e, portanto, convergente para ¢ > 0. Mostremos que ¢ = 0.

Da compacidade de K, obtemos subseqiiéncia (x,, )ren convergente para zy € K. Para
k,m € N com ny > m, temos M,, = fn, (xn,) — f(Tn,) < fm(@n,) — f(z,,). Fazendo
k — 400, obtemos ¢ < f,,(zo) — f(z0). Tomando o limite quando m — +o0, concluimos
que ¢ < 0 e, portanto, ¢ = 0.

Dado € > 0, tomemos N € N tal que My < €. Assim, se n > N e x € K, entdo
0 < fa(z) = f2) < fn(2) = f2) < My <e.

Segue que | f,(z)— f(z)] < e parax € K en > N, ou seja, (f,)nen converge uniformemente
para f. |

9.4 Integral.

A convergéncia simples ndo se comporta muito bem com respeito a integral, como mostra
o exemplo a seguir.

lUlisse Dini: x 14/11/1845, Pisa, Itdlia - T 28/10/1918, Pisa, Italia
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EXEMPLO 9.9. Como QN|0, 1] € enumeravel, podemos escrever QN [0, 1] = {z1,z2, ... }.
Considere a seqiiéncia ( f,,)nen dada por

1 S€$€{$1,...,xn}7

fn(x) =

0 senao.

Para cada n € N, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f, € finito e, portanto, de
medida nula. Logo, f, € integrdvel (e sua integral é nula). E ficil perceber que (fn)nen
converge para a fungdo que vale um nos racionais e zero no irracionais que, como sabemos,
ndo € integravel.

Novamente, este é um problema da convergéncia simples, inexistente para a convergéncia
uniforme.

TEOREMA 9.10. Seja (f,)nen uma seqiiéncia de fungbes integraveis no intervalo [a, b]
convergente uniformemente para f. Entdo f € integrdvel e

b b
nl_lgl@/g fulz) dz :/a f(x) dzx

Demonstragdao. Para cada n € N, seja D, = {z € [a,b] ; f, é descontinua em z}.
Como f,, é integravel, D,, tem medida nula. Portanto, também tem medida nula o conjunto
D= ;’2 D,,. Paratodon € Nex € [a,b]\ D temos que f,, é continua em z. Logo, gragas
a convergéncia uniforme, f é continua em x. Concluimos que D contém todos os pontos de
descontinuidade de f e que, portanto, f é integravel.

Sejae > 0 etome N € N tal que |f,(z) — f(z)| < e paraxz € Aen > N. Temos entdo

/fn dm—/f ) dz /\fn — )\dx</abadx:(b—a)5.

De onde segue o resultado. [ ]

9.5 Derivada.

Como uma seqiiéncia de fun¢des continuas pode convergir simplesmente para uma fungao
descontinua, ndo é de se esperar que este tipo de convergéncia se comporte bem com deri-
vadas. Neste caso, mesmo a convergéncia uniforme nao é muito satisfatéria, como mostra o
préximo exemplo.

EXEMPLO 9.11. Seja f,, : R — R dada por f,(x) = sen(nz)/n. Dadoe > 0,se N > 1/¢,
entdo, paran > N e x € R, temos

1
N

| sen(nz)| 1
<z <e.
n n
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Portanto (f,)nen converge uniformemente f = 0. Por outro lado, a seqiiéncia (f!),en ndo
converge para ' = 0, pois, por exemplo,

f1(0)=cos(n-0)=1  VneN.

n

PROPOSICAO 9.12. Seja (f,)nen C Cl([a, b)). Se existe xy € [a,b] tal que (fn(z0))nen
converge e se (f',)nen converge uniformemente para g : [a,b] — R, entdo (f,)nen converge
uniformemente para uma primitiva de g.

Demonstra¢ao. Dado z € [a, )], pelo Primeiro Teorema Fundamental do Calculo, podemos
escrever

Fal@) = fulwo) + / " F(s)ds.

Como (f(xo))nen é convergente para, digamos, ¢ e como (f’,,)nen € uniformemente conver-
gente para g, obtemos que (f,,(z))nen converge para

fa) =+ [ gl)ts.

o

Mas g é continua (pois é limite uniforme de uma seqiiéncia de fun¢des continuas), logo, do
Corolério 8.23, segue que f é uma primitiva de g.

Para concluir que (f,,)nen converge uniformemente para f, tome € > 0 e escolha N € N
tal que para n > N tenhamos

[fa(zo) —cl <e e |fu(s) —g(s)l <&, Vs€lab].

Obtemos entdo que

(@) = f20)| < [fnlzo) — | +

/ eds
xo

/ " (F(s) — g(s))ds

zo

<e+ =1+]z—x))e < (1+b—a).

9.6 O espaco C(K).

Nesta secao K representara um subconjunto compacto nao vazio de R. Lembramos que
C(K)={f: K—R; fécontinua }.

O Corolério 6.16 nos da que se f,g € C(K)ec € R, entdo f+g € C(K) e cf € C(K).
Por esta razdo, C'(K) é um espago vetorial. Como em outros espagos vetoriais (R", por
exemplo), em C(K) definimos o conceito de norma.
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DEFINICAO 9.13. Seja f € C(K). Definimos a norma de f por

I} = sup{|f(z)] ; = € K}.

Pelo Teorema de Weierstrass, toda f € C(K) é limitada e, portanto, o supremo que
define || f|| é finito.

As principais propriedades da norma s3ao dadas na proposicao a seguir.

PROPOSICAO 9.14. Sejam f,g € C(K) e c € R. Temos que

i A =0
ii. se||f|| =0, entdo f(x) =0 para todo x € K;
iii. [ef|l = lelllf

v [f 4 gl < A1+ gl

’

Demonstracdo. As propriedades (i) e (ii) sdo ébvias. O item (iii) segue de

lefll = sup{lellf(2)] ; = € K} = [e[supf{[f(2) |; = € K} = ||| f]]

Finalmente,

If + gl = sup{|f(z) + g(z)| ; « € K} <sup{|f(z)[ + |g(x)] ; = € K}
<sup{|f(z)[; = € K} +sup{lg(x); = € K} = |[f][ + gl

demonstra (iv). n

Repare na semelhanca entre a propriedade (iv) e a desigualdade triangular. N3o por acaso,
ela também é chamada de Desigualdade triangular.

Quando se deseja distinguir entre os varios tipos de norma, varios nomes sao usados para a
norma aqui definida: norma do sup, norma C°, norma infinito, norma L, etc. As razdes
para os dois primeiros nomes s3o dbvias (lembre-se que C(K) também é denotado C°(K)).
N3o nos interessam as razdes para as duas Ultimas nomenclaturas. Outro nome bastante
usado é norma da convergéncia uniforme. A razdo serd explicada pela Proposi¢do 9.16.

DEFINICAO 9.15. Uma segiiéncia (fo)nen C C(K) é dita convergente em C(K) se
existe f € C(K) de modo que

Ve >0, INeN talque n>N = |f.—fl<e.

Neste caso, escrevemos f, — f e dizemos que f € o limite da seqiiéncia (f,)nen ou que f,
converge para (ou tende a) f em C(K) quando n tende a mais infinito (n — +00).



9.6. O ESPACO C(K). 139

Repare na grande semelhanca entre esta definicdo e a Definicdo 4.7. Excluindo as dife-
rengas de notag¢do (z, ou f,) e a natureza dos elementos das seqiiéncias (em R ou C(K)),
a diferenca notdvel é que, aqui, aparece a norma (em ||f,, — f]|) e & aparece o valor absoluto
(em |z, — x|).

Apesar desta diferenca, como a norma tem propriedades semelhantes a do valor absoluto
(notadamente, vale a desigualdade triangular), muitos dos resultados sobre seqiiéncias em R
tém correspondentes para seqiiéncias em C'(K). Como exercicio, baseie-se na demonstragcdo
da Proposicdo 4.22 para mostrar que se f,, — f e g, — g, entdo f,+ g9, — f+g.

A préxima proposicao esclarece a razdo do nome norma da convergéncia uniforme.

PROPOSICAO 9.16. Sejam f € C(K) e (fu)nen C C(K). Entdo f, — f se, e somente
se, (fn)nen converge uniformemente para f.

Demonstracao. Suponhamos que f,, — f. Dado ¢ > 0 existe N € N tal que se n > N,
entdo || f, — f|| < e. Ora, para todo = € K, temos | f,,(z) — f(z)| < ||fn — f|| < €. Portanto,
(fn)nen converge uniformemente para f.

Suponhamos agora que (f,)nen Seja uniformemente convergente para f. Dado £ > 0,
existe N € N tal que se n > N, entdo |f,(xz) — f(x)| < € para todo € K. Por definigdo
de supremo, ||f, — f|| = sup{|fn(z) — f(z)|; x € K} <e. Portanto, f, — f. |

Procuramos um resultado sobre seqiiéncia de fungdes que tenha papel semelhante ao do
Teorema de Bolzano-Weierstrass para as seqiiéncias numéricas. Algo que diga que seqiiéncias
limitadas em C(K') tem subseqiiéncias convergentes em C(K). A rigor, antes de poder
enunciar tal teorema, serd necessdrio definir:

i. sequéncia limitada em C'(K);

ii. subseqiiéncia de (f,)nen C C(K).

O item (ii) € imediato: na Definicdo 4.5, a condi¢do que define subseqiiéncia de uma
sequiéncia de nimeros reais, ndo considera a natureza dos elementos da sequéncia. Ou seja,
ela ignora que sdo nimeros reais e considera apenas os indices. Portanto, a mesma definicdo
tem sentido para seqiiéncias em C(K).

Para a limitagdo, lembremos que uma seqiiéncia (z,)nen de ndmeros reais é limitada
quando existe M > 0 tal que |z,| < M para todo n € N. Inspirados no que ja fizemos,
trocamos valor absoluto por norma.

DEFINICAO 9.17. Uma seqiiéncia (fu)nen C C(K) € limitada se existe M > 0 tal que
| fnll < M para todon € N.

Cabe agora perguntar se toda seqiiéncia limitada em C'(K') tem subseqiiéncia convergente
em C(K). Infelizmente a resposta é ndo. Consideremos novamente a seqiiéncia (f,,)nen do
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Exemplo 9.3. E imediato que |f(x)| = |2"| < 1 para todo z € [0,1] e para todo n € N.
Logo, || f.|| < 1 para todo n € N e, portanto, (f,,)nen é limitada. Se ela tivesse subseqiiéncia
convergente para f em C’(K), entdo esta seria uniformemente convergente para f e, portanto,
simplesmente convergente para f. Concluiriamos que f(z) =0, se x € [0,1), e f(z) =1, se
x = 1. Contrariando a continuidade de f.

Precisamos de uma hipdtese adicional para obter o resultado requerido.

TEOREMA 9.18. (Arzela'-Ascoli’) Se (f,)nen C C(K) € limitada e equicontinua, i.e.,
Ve>0, 36>0 talque z,ye K, |[x—y|l<d = |fulz)—fuly)|<e, VneN,

entdo (fn)nen tem subseqiiéncia convergente em C(K).

Demonstracao. Para cada m € N, da equicontinuidade de (f,)nen, obtemos §,, > 0 tal
que se x,y € K e | —y| < 0, entdo |f.(z) — fu(y)| < 1/m, para todo n € N.

Como K é compacto e K C |J, (2 — 0, 2 + 0y, existe D,,, C K, finito, tal que

KC | (z=6m 2+ 06m) (9.3)
ZeDm
O conjunto D = :;f:ol D,,, é enumerdvel (pois é reunido enumeravel de conjuntos finitos) e,
portanto, podemos escrever D = {xy, x5, ... }.

Seja M > 0 tal que ||f.|| < M para todon € N. Parax € K en € N temos
|fn(@)] < ||fall < M de modo que (f,(x))nen € limitada. Em particular, (f,(z1))nen €
limitada, logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, ela tem subseqiiéncia (g1 x(%1))nen
convergente. Agora, usando que (g1,(%2))neny também é limitada obtemos subseqiiéncia
(g2.n(x2))nen convergente. Pela limitagdo de (g2, (3))nen existe subseqiiéncia (g3.,(73))nen
convergente. Repetindo o processo, construimos uma seqtiéncia ((gm)neN)ieN de sequiéncias
tais que, se i > j, entdo (gin)nen € subsequéncia de (g;n)nen € (gjn(T;))nen converge.
Definimos ( f,, )xen POr fn, = gkx para todo k € N.

Afirmamos que, se y € D, entdo (f,, (y))ren é convergente. De fato, seja j € N tal que
y=uxj;. Se k> j, entdo f,, = grx € um termo de (gj,)nen. Como (g;,(x;))nen converge,
concluimos a afirmacao.

Mostremos que ( f,, )ken converge simplesmente. Sejam x € K, ¢ > 0 e m € N tal que
m > 3/e. De (9.3), obtemos que existe y € D,, tal que |z — y| < d,,, €, portanto,

fuld) = fulp)l < - <5 VneN

1Cesare Arzela: x 06/03/1847, La Spezia, Italia - T 15/03/1912, La Spezia, Itilia.
2Guido Ascoli: x 12/12/1887, Livorno, Itdlia - + 10/05/1957, Torino, Italia.
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Em particular, para k,l € N, temos que

2e
< o) = Fur I+ 5 (9.4)
Mas y € D, logo, (f.,(y))ren € convergente e, portanto, de Cauchy. Segue de (9.4) que
(fn())ken também é de Cauchy e, portanto, convergente. Seja f () = limg— 400 fn, (7).

Falta mostrar que a convergéncia é uniforme. Seja ¢ > 0 e m > 3/e. Escrevemos
D,, ={w,...,y,}. Como D,, é finito, existe ky € N tal que se k > ko, entdo

]{52]{30 - |fnk(y)_f(y)| S ) vyeDm'

Wl ™

Qualquer que seja z € K, ja vimos que existe y € D,, para o qual vale (9.4). Fazendo

| — +00, obtemos
2e

[fo(@) = f@)] < 1far(y) = f)I + 5 <=

O que conclui a demonstracao. [

H4 um pequeno erro na demonstracdo acima: nao é possivel demonstrar que a sequiéncia
(ng)ken € estritamente crescente e, portanto, que (fy, )xen € uma subseqiiéncia de (f,,)nen-
Como exemplo, considere que (f,,)nen Seja constante. Neste caso, qualquer (ny)ren satisfaz
as condi¢bes da demonstragdo! Este erro pode ser corrigido sem muito esforgo (Exercicio 3).

9.7 x Equacoes diferenciais.

Muitas situagdes fisicas, econdmicas, bioldgicas, ... s3o modeladas por equacdes diferen-
ciais ordinarias (comumente abreviadas pela sigla EDO). Neste tipo de equagdo a incdgnita
é uma fun¢do (ndo um ndmero). O termo “diferenciais” vem do fato que na equacdo aparece
a derivada (de alguma ordem) da fungdo incégnita. Nesta secdo abordaremos apenas algumas
questdes referentes as equacbes diferenciais. Como aplicacdo do Teorema de Arzela-Ascoli
mostraremos a existéncia de solucdo de uma classe de EDQO's. O leitor interessado em se apro-

fundar no assunto podera consultar algum dos vérios livros disponiveis como, por exemplo,
[18].

EXEMPLO 9.19. Seja g € C([a,b]). Procuramos f € C*([a,b]) tal que
f'(x) = g(z) Va € [a,b]. (9-5)

Este é um exemplo muito simples de EDO. A existéncia de solugdo é conseqiiéncia imediata
do Segundo Teorema Fundamental do Calculo. Observe que se f satisfaz (9.5), entdo isto
também ocorre com f + ¢, qualquer que seja ¢ € R. Desta forma, existem infinitas solugcdes.
Porém, se impusermos que f assuma um dado valor no ponto a, entdo o Corolario 7.16
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(vi) garante a unicidade. Resumindo, dados g € C([a,b]) e yo € R, existe uma dnica
f € C*([a,b]) tal que

f'(x) = g(x) Ve la,b],

fla) = yo.

Uma situagdo pouco mais complicada que a do exemplo anterior ocorre quando do lado
direito da equacdo aparece a prépria incégnita. Vejamos um exemplo.

EXEMPLO 9.20. Procuramos f : C* (R) tal que

f(x) = f(z) VzeR,
(9.6)
£(0) =1.

Ja vimos (Exercicio 10 do Capitulo 7) que existe no maximo uma solugcdo de (9.6). Mostrar que
existe alguma solugdo € tarefa mais elaborada que sera deixada para depois. Por hora, diremos
apenas que existe tal f, a chamada fungao exponencial, denotada por f(x) = exp(x) ou
f(x) = €® para todo x € R. Agora vamos abordar outra questdo relevante no estudo de
solugdes de equagdes diferenciais: a regularidade. De acordo com o enunciado, procuramos
solugdo f na classe C'(R). Poderiamos ter sido menos exigentes, procurando f no conjunto
das fun¢Ges derivaveis (com derivadas ndo necessariamente continuas). Nada ganhamos ou
perdemos fazendo isto. De fato, se f € derivavel e f' = f, entdo [’ € continua pois f
é continua. Concluimos que f € CY(R). Ora, como f € C'(R) e f' = f temos que
f € CYR), isto é f € C?*(R). Continuando o argumento (chamado de boot strap)
concluimos que f € C*(R).

Nas aplicagdes de EDO’s em areas externas a Matematica saber que determinado problema
tem solugdo, dnica e regular (C'! ou C*°, por exemplo) é quase sempre indtil. O que se espera,
de fato, é encontrar tal solugdo. Nao existem métodos gerais para encontrar expressoes
de solucdes de EDO’s. Ha apenas uma quantidade pequena de ‘receitas’ cada uma delas
aplicavel a um tipo particular de equacdo. O problema é mais sério do que o leitor, talvez,
possa imaginar. Na maioria dos casos, as solucdes de EDO’s ndo podem ser escritas em
termos das fun¢des elementares comumente usadas! (O exemplo classico é a funcdo f tal
que f'(z) = e’ para todo x € R.) Neste caso, devemos usar esquemas numéricos para a
resolucao de EDO'’s.

De maneira geral estamos interessados no seguinte problema. Dada g : R — R e yg € R,
queremos encontrar f : [a,b] — R derivavel e tal que

f'(x) = g(f(x)) VYo & la,b],
f(a) = yo.

(9.7)
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Frequentemente, a varidvel x é substituida por t e interpretada como tempo e a é con-
siderado o tempo inicial. Por essa razdo (9.7) é chamado de Problema de Valor Inicial
(PVI) ou de Problema de Cauchy.

Para encontrar uma solugdo, ou melhor, uma aproxima¢do para a solu¢do de (9.7) o
método numérico mais simples é o Método de Euler. A idéia deste método é a seguinte.
Sejam f solu¢do do PVl e zy = a. Se 1 > x4 é proximo de xg, entdo

f(x1) = f(x0)

o —zy f(a1) = fzo) + f'(z0) (21 — 20) = yo + g(yo)(x1 — T0)-

f'(xo)
Assim, y1 = yo + g(yo)(x1 — xo) € uma aproximagdo para f(z1) que serd usada para obter
uma aproximacdo para f(z3), sendo x5 > x; préximo de x;. Temos

f(xz2) — f(x1)

= f(@a) = fz1) + f(@1)(x2 — 1) = y1 + g(y1) (21 — 22).

f(w1) =

Ou seja y2 = y1 +g(y1)(x2 — 1) é uma aproximagdo para f(z2). Continuamos o processo da
seguinte maneira. Dada uma particdo (ou malha, como é chamada no contexto da Andlise
Numérica) P = {xy,...,2,} de [a,b], definimos i, ..., y,, indutivamente, por

Yi = Yi—1 + g(yi_l)(xi — xi_l) Vi € {1, .. ,n}. (9.8)

E razodvel esperar que ¥; seja uma boa aproximagdo para f(z;) tanto melhor quanto menor
for max {|z; —x;_1] ; i € {1,...,n}}. Nos outros pontos de [a,b] \ P o valor da fun¢do f é
aproximado pela fun¢do ¢ que é afim em cada intervalo [x;_1,x;], i € {1,...,n}, e que vale
Yi—1 € y; em x;_1 e x;, respectivamente. Mais precisamente, ¢ : [a,b] — R é dada por

Yo Sser = a,

¢(x) = (M

Ly — Tj—1

(9.9)
) . (.T — Z’i_l) +yi—1 sexi <x < TZ!

O Método de Euler estd na base da demonstracdo do Teorema de Peano.

TEOREMA 9.21. (Peano) Seja g € C(R) limitada. Entdo, para todo y, € R, existe
f € C*([a,b]) satistazendo (9.7).

Demonstracao. Seja M > 0 tal que |g| < M. Dado n € N, considere a particdo uniforme
P ={xzg,...,x,} do intervalo [a,b]. Ou seja,

b—
|I’Z‘—ZIZ'Z'_1|:T&, VZE{:[,,TL}

Definimos 41, ..., y, por (9.8) e f, = ¢ dada em (9.9). Segue que se z € (z;_1,;), entdo
fn é derivével em z e f(z) = g(yi-1) = g(fu(zi-1)). Logo, |f1(z)] < M.
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Usando o Primeiro Teorema Fundamental do Célculo temos
fo(x) = fula) + /m fr(s)ds = yo + /x fl(s)ds Vz € [a,b]. (9.10)
Da Proposi¢ao 8.16, obtemos
Fal@)] < lyol + / (s < ol + Mb—a) =L Voelop.  (9.11)

Logo, (fn)nen é limitada.

Com argumento andlogo mostra-se que para a < y < z < b temos
e = @) < [ 1£206)lds < M ). (9.12)
Yy

Segue, imediatamente, que (f,)nen € equicontinua. Gragas ao Teorema de Arzela-Ascoli,
(fn)nen tem subseqiiéncia (também denotada (f,)nen) convergente para f em C([a,]).
Vamos mostrar que f € solugdo de (9.7). De acordo com o Segundo Teorema Fundamental
do Célculo, basta mostrar que f = f, sendo [ : [a,b] — R definida por

(@) = o + / “g(f(9))ds Ve € [a,b].

Faremos isto mostrando que (f,)nen converge para f. Seja & > 0. De (9.11) obtemos que
|f| < L. Como g é uniformemente continua no compacto [—L, L], existe 6 > 0 tal que

y,z € [=L L], ly—zl <o = |g(y)—g(x)| <e.

Usando esta relagdo, (9.12) e supondo que n € N seja suficientemente grande de modo
que M(b—a)/n<d el f,— f|| <9, obtemos

[ fn() = |</ [fu(s <s>)\ds§§/:1}f;<s>—g(f<s>)}ds
—Z/ (i) — o((5))ds
<3 [ [l = s+ () ~ o) o
< Zl/ 2eds = 2(b — a)e.

O que conclui a demonstracdo. [ ]

O Teorema de Peano ndo garante a unicidade da solugdo. Considere, por exemplo, [a, b] =
0,1], yo = 0 e g(y) = /|y| para todo y € R. Verifica-se facilmente que, dado qualquer
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c € (0,1), a fungdo f. : [0,1] — R dada por f.(z) =0, se x <,ce f.(z) = (z — ¢)?/4,
se © > ¢, é solugdo do PVI correspondente. Sob hipéteses adicionais sobre g (pertencer a
C'(R), por exemplo) é possivel demonstrar a unicidade de solugdo (ver [11]).

E possivel retirar a hipdtese sobre a limitacdo de g mas paga-se um preco por isto. Neste
caso, a solucdo f estard definida numa vizinhanca de a que, possivelmente, ndo contém b.
Considere, por exemplo, [a,b] = [0,2], yo =1 e g(y) = \/W para todo y € R. Neste caso,
a Unica solugdo ¢ dada por f(z) = 4/(2 — x)? que n3o esta definida em b = 2

Perceba que na demonstracio do Teorema de Peano usamos o Método de Euler de um
modo muito particular supondo que as particoes eram uniformes. Além disto, da seqiiéncia de
aproximacoes dada pelo Método de Euler, mostramos apenas que uma subseqliéncia converge
para a solucdo. Isto inviabiliza o Céalculo Numérico aproximado da solu¢do pois ndo sabemos
qual é a sequéncia dos indices que deve ser usada. Felizmente, sob condicoes suplementares
sobre g é possivel mostrar que a seqiiéncia converge (ver [11]). Este fato estd intimamente
ligado a questdo da unicidade da solu¢io. Reflita a respeito.

Um dltimo comentdrio: apresentamos o chamado método explicito. Had também o Método
de Euler Implicito que tem vantagens sobre o explicito. Na verdade existem outros métodos
numéricos mais vantajosos que o de Euler. O leitor interessado poderd consultar [11].

0.8 Exercicios.

1 - Sejam (f,)nen uma seqiiéncia de fungdes de A em Re f: A C R — R. Mostre
que (fn)nen ndo é uniformemente convergente para f se, e somente se, existe (z,),eny € A
e € > 0 tais que

|fu(zn) — f(za)| 2 VneN.

2 -Sejaa € (0,1). Considere f,, : [0,a] — R dada por f(z) = 2™ paran € Nez € [0, qa].

a) Mostre diretamente, a partir da definicdo de convergéncia uniforme, que (f,,)nen con-
verge uniformemente para a funcao nula;

b) Use o Teorema de Dini para mostrar que (f,,)nen converge uniformemente para a fungdo

nula.

3 - Mostre que, na demonstragdo do Teorema de Arzela-Ascoli, podemos supor, sem perda
de generalidade, que

a) (fn)nen ndo tem subseqiiéncia constante;

b) se m # n, entdo f, # fm.

Conclua que isto conserta a demonstracgao.
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