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Questao 01. Seja I C R um intervalo aberto e a € I. Mostre que f é derivavel em a, com derivada
L, se, e somente se, existir uma funcao ny : I — R tal que n¢(a) = 0, 1y é continua em a, e

f(z) = f(a)+ (z — a)(L +nf(x)), Vo € I.
Solugao. Suponha que 3 f'(a) = L, a € I. Assim, segue que para h € R tal que a + h € I, pondo
fla+h) = f(a)+ L-h+r(h), (1)

segue que
. r(h)
lim — = 0.
ho0 b
Escreva © = a + h, e disso h =  — a. Assim, (1) fica

f(@) = fla) + L-(z = a) +r(z —a), (2)

e é tal que
r(r—a
lim T
r—=a T — Qa

% se x#a
ny(x) =

Defina 7y : I — R por

0 se xr=a
Afirmamos que 7y é continua em a. De fato, basta usar o limite acima e notar que

: o P —a)
fim ny(w) = fm = — = = 0 =ny(a).
Dessa forma, a igualdade (2) pode ser reescrita como

f(ﬂs):f(a)JrL'(!E—a)Jr?“(ﬂf—a)'Ei:i; =fla)+L-(x—a)+ns(x) (z—a)=

= f(a) + (z = a) - (L +ns(2)),

como desejavamos.

Reciprocamente, suponha que 3n : I — R tal que n¢(a) = 0, com 7y continua em a, e

f(@) = fla) + (z = a)(L + 15 (x)), Vo € I.

Entao

e passando o limite quando x — a, obtemos

lim M = lim(L+n¢(z)) =L+ns(a) =L+0=L.

r—a Tr—a T—a



Logo, temos que

como queriamos mostrar.

Questao 02. Resolva os itens a seguir (eles sdo independentes)

x
(a) Se r > 0, prove que Iny — Inz < Y , sempre que 7 < x < 9.

(b) Se f for uma fungao derivavel em um intervalo aberto I contendo 0, tal que f(0) = 0, prove que
existe um c entre 0 e x tal que

(Sugestao: utilize o Teorema do Valor Médio de Cauchy).

fay =292

Solugao.
(a) Defina f : [z,y] — R por f(t) =1Int, onde 0 < x < y.

Logo, f é continua em [z,y| e derivavel em (x,y), com f'(t) = % Assim, pelo T.V.M segue que
d c entre = e y tal que

F) ~ f() = £y —7) = -y~ =),
ou seja,

1
Iny—Inz=-(y —x),
c

onde r < x < c <y, e dai % < %, e com isso segue que

S| =

1
Iny—lnz=-(y—z) < —-(y—x).
c

(b) Seja = € I tal que x > 0 e considere a restricao f : [0,z] — R, que é tal que f(0) = 0 (se
considerar < 0, basta trabalhar no intervalo [z,0], e a prova serd idéntica). Defina também a
fungao ¢ : [0, 2] = R, g(z) = 2.

Logo, f e g sdo continuas em [0, z] e derivaveis em (0, ), e dai, pelo Teorema do Valor Médio de
Cauchy segue que existe ¢ entre 0 e = tal que

e como f(0) =0, ¢'(x) = nz" !, temos

f@)m- @ = @ 0) ) = fa) = ST

ncnh—1
Questao 03. Seja f: I — R uma funcao convexa definida em um intervalo I. Dados z1,...,x, € T

eai,...,a, > 0, mostre que

a1x1 + ... +anTny < alf(l'l)'f’m"i‘anf(xn)
a1+ ...+ ay a1+ ...+ ay

Solugao. Basta denotar



edal 1" | \; =1, e sendo f convexa, segue que

<a1x1 + . FapT,

a+ .. + an ) =f Mz + o+ ) < Aif(xr) + oo+ Mo f(Tn) =

_ ai Fla) + o+ an ) = alf(xl)—I—...—i—anf(xn)‘

a1+ ... +ap al + ... +ap a + ... +ap

Questao 04. Suponha f € C?(0,00) e escreva

My = sup |[f(z)], Mi= sup [f'(z)], e My= sup [f"(x)l.
z€(0,00) z€(0,00) z€(0,00)

(a) Use a Férmula de Taylor em torno de qualquer z fixado para mostrar que para todo h € (0, 00),
tem-se

M,
@) < b My + =2
(b) Encontre o valor de h que minimiza a parte direita da desigualdade acima. Em seguida, conclua

que
M? < 4-My- M.

Solugao.
(a) Dado h > 0, desenvolvendo a Férmula de Taylor com o resto de Lagrange em z € (0, 00) como
abaixo, obtemos

Flo+2m) = £(o)+ F@)-2n+ D omy,
onde ¢ entre z e 7 + 2k. Logo,
2f'()h = o+ 20) — f(x) - LD an,
Logo, isolando f(z) e passando o médulo, vamos obter
/)] < LEEZNETEN ey < 20 4agy

M,
b) Defina g : (0,00) — R por ¢(t) = =04 M> - t. Examinemos os pontos criticos de g: temos que
t

M,
g't) = —720 + Mo,

temos que Ag'(t) se, e somente se ¢t = 0, mas este caso de ponto critico g nao estd definida. Logo,
basta verificar onde ¢'(t) = 0:

M, v M,
Jt)=06=-"J+M=0st=""2
/ NavS
e como ¢"(t) = % > 0Vt € (0,00), segue que g assume um minimo em t = FVA]Z; Assim, o h que

minimiza a desigualdade do item (a) é dado por h = FV%;J Nesse caso, teremos

E

/M. 2My - M-
My + My - 2 0 - Ma

VMy My VM

/()] <

2:



e elevanso ao quadrado, vamos obter
[f'(z)] < 4Mo - Mo,

e como tal desigualdade vale para todo x € (0, 00), em particular vale para o = que produz o supremo
na parte esquerda da desigualdade acima, ou seja, segue que

M? < 4My - M.

Questao 05. Seja f : [a,b] = R uma funcao.

(a) Prove que se f : [a,b] — R for integravel, entdo f2 também o é.
(Sugestdo: se |f(x)] < M para todo = € [a,b], mostre que |f*(z) — f3(y)| < 2M|f(x) — f(y)|, para todo
z,y € [a,b]. Use isso para obter uma estimativa para S(f%; P) —s(f?; P) oupara 3.1 w(f?, [ti—1,t:])(ti —ti—1),

para uma particdo P dada.)
(b) Exiba um exemplo para justificar que o fato de f? ser integravel nao implique em f ser integréavel.

Solugao.
(a) Sendo f integravel temos que f é limitada em [a, b], e portanto existe M > 0 tal que

|f(z)| < M, Vx € [a,b].

Pela integrabilidade de f segue que, dado ¢ > 0, existe P = {a =ty < t; < ... < t, = b} partigao
de [a, b] tal que
n
5
tic1,ti|) (T — i) < ——.
;w(f)[z 1, z])(z 7 1) M

Para z,y € [t;—1,t;], temos que

[f2(2) = W) = 1(F (@) + f) (F (@) = F)] < (F @)+ 1 f DI f(x) = fF)l <

<2M|f(z) = f(y)| <2M | sup f(z)— inf f(y)

me[ti—l,ti} ye[ti—lﬂti]

=2Mw(f; [ti—1,ti]),

ou seja,
|f2(x) = fP(y)] < 2Mw(f; [tie1, b)), Yo,y € [tio1, ti)-

Como tal desigualdade vale para todo x,y em [t;_1,t;], valerd

sup  fA(x) — _inf  f3(y)

ZEG[ti_l,ti} ye[ti—l,ti]

< 2Mw(f;[ti—1,ti]),

ou seja,
w(f? [ti-1, ti]) < 2Mw(f; [ti-1, ti])-
Multiplicando por (t; — t;—1) > 0 e somando para cada i = 1,2, ...,n, obtemos

n

Zw(fZ; [ti_l,ti])(tz‘ — ti—l) < QMZw(f; [ti—hti])(tz‘ — ti—l) < 2M

i=1 i=1

3

Y3 =E&.

Logo, pelo Critério de Darboux, f? também é integravel.



(b) Basta considerar f : [0,1] — R dada por

)1 se x€Q
f(x)_{l se € Q

Neste caso, para qualquer particao P de [0, 1] dada, o infimo de f serd —1 e o supremo de f serd 1,
em cada subintervalo [t;_1,t;] de P. Logo,

[:f_—l e /Olf_l.

No entanto, f2:[0,1] — R serd f%(z) = 1 e daf

/0 fA(x)dx = /01 ldz = 1.

Questao 06. Sejam f,g : [a,b] — R fungdes continuas com g(x) > 0, para todo x € [a,b]. Prove

que existe ¢ € [a, b] tal que
b b
[ @@= ) [ o) a.

Solugao. Sendo fcontinua em [a,b], segue pelo Teorema do valor Extremo que f assume valor
méaximo e assume valor minimo em [a, b]. Assim, sejam M e m, respectivamente, tais valores. Temos,
portanto, que

Portanto, nao existe fol f

m < f(x) < M, Vx € [a,b)].
Sendo g(z) > 0, Vz € [a,b], temos que
mg(z) < f(z)g(z) < M g().

Integrando em [a, b], obtemos

[ maer< [ @) < [argw
w (o< [ s < [ o

e como g(x) > 0, Vx, segue que ffg > 0 e daf

ffg
J2g()

Como f é continua, segue que existem xg, z1 € [a, b] tais que m = f(xg) e M = f(x1), e com isso,

ou seja,

< M.

obtemos
f(@)g(x)
f = f = f(xl)a
ED)
e, pela continuidade de f, considerando d = I ff (i ;x , segue pelo Teorema do Valor Intermediario

que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = d, ou seja,
J2 f(@)g(x)

f(C) = f; g(x)

)

donde segue o resultado.



