Universidade Federal de Pelotas
Curso de Licenciatura em Matematica
Disciplina de Analise II - Prof. Dr. Mauricio Zahn
Lista 5 de Exercicios - Algumas respostas

1. Dé um exemplo de uma funcdo f : [a,b] — R que ndo seja integravel, mas seja mddulo-
integrdvel (i.e., | f| é integravel).

Solugao. Por exemplo, uma variante da fungao de Dirichlet, como

) 1, se v €Q
f:[0,1] — R dada por f(x)—{ 1, sez¢Q
, —1
E facil ver que f(l)f =—1le fof = 1 e, portanto, f nao é integravel. Porém, repare que
|f(x)] = 1, Vz € [0,1], logo, se verifica facilmente que |f| é integrdvel, com fol lfl =

(complete os detalhes deste esbogo da solugio).

2. Se f : [0,1] — R ¢é limitada e f2 ¢ integravel em [0,1], entdo f é integravel em [0,1]?
Justifique.

3. (Sel. Mestr. UFRGS 2004/2) Considerando uma parti¢ao conveniente do intervalo [0, 2]
e utilizando a definicdo de integral, obtenha as estimativas

\/§+\/§</2\/T+2dx<3\/§+\/§.
0

Solugao. Tome a particao regular P = {0, 1,2} (ou seja, to = 0,1 = 1 e to = 2) e considere
a funcdo f: [0,2] — R dada por f(z) = Vva* + 2.

Como f'(z) = 2=
omo f'(x) = ——

Vat+2
supremo de f em cada subintervalo [t;_1,t;], ¢ = 1,2 coincide com f(¢;) e o infimo coincide
com f(t;—1), calculando as somas inferior e superior para f em relagdo & particdo P dada,
obtemos, respectivamente,

> 0 para todo z € [0,2], segue que f é crescente em [0,2], e dai o

2

s(fiP)=Y" ot Fla) - (ti—ti) = V0 +2- 14+ V11421 = V243,

P ti1,ts]

2

S(f;P)=Z sup  f(x) - (ti —ti1) = V11 +2-1+ +2-1=v3+3V2.

i—=1 TE[ti—1,t4]

Como )
siP) < [ 1< 8(p),
segue o resultado.
4. Use a férmula
cos ' — cos ((m + %) h)

senh +sen2h +sen3h + ... + senmh = 2 ’

256115

para determinar a drea sob a curva y = senz de v = 0 até x = 3. Faga de duas etapas:

(a) Divida o intervalo [0, 7] em n subintervalos de igual comprimento (particdo regular P)

e calcule a correspondente soma superior.
(b) Determine ngrfoo S(f; P).



r 21 37T 5~ = 5} uma particdo regular do intervalo [0,

Solugao. Seja P, = {0,5-, 5", 57, 50
onde t; =1 5.
Como f(x) = sinx ¢ crescente no intervalo [0, 7] segue que

M;= sup f(x)= f(t;) =sint,.
TE€[ti_1,t4)
T

Note também que cada subintervalo tem comprimento t; —t; 1 = o
n
Montando a soma superior de f em relagao a particao regular P,, temos

n n . . . .
S(f,Pn) = ZMZ(tZ - tifl) = ZSII’IQ% = %ZSIHQ =
i=1 i=1 i

t1 n 1 ; T n 1\ «
cos > cos || n 1 o cos n cos| [ n 5 ) o,
= — - _

2
2n 2sint— 2n 2sin —
4
(5+ 1)
cos — —cos | — + —
_ T n 2  4n
2n 25 o
Sln4n

Isto responde o item (a), ou seja,
™ (71' + ™ )

cos — —cos [ = + —
m 4n 2 4n/

T
2sin —
Sln4n

5l

Para responder o item (b), basta passar o limite com n tendendo para +oco. Convém lembrar

que usaremos o seguinte limite notavel

lim sin _q
z—0 I
nos célculos seguintes. Assim,
T (7T I ) T (7r LT )
cos — —cos (= + — cos — —cos (= + —
lim S(f;P,)= lim ——4n 22 dn/ _ gy g0 S dn 2 4dn
n—-+oo n—-+4oo 2n 2 sin o n—-+oo 47’L 2 SiIl o
4 4n
™ (7r L X ) 0 ™
cos — —cos (= + — cos0 — cos —
: in 2  4n 2 1+0
= 1 2 =2 =2- =1
n—>toc 2 2 2
5. (Sel. Mestr. UFRGS 2007/1)
(a) Usando somas de Riemann, obtenha
! 1
/ r?dx (note que 1 +4+ ... +n? = 6n(n+1)(2n+1) )
0

(b) Seja f :[2,3] = R a funcao definida por

{1/:6 se z€Q

J(@) = 24cosz se x¢Q

Mostre que f nao é integréavel.



6. Se f é integrdvel e m e M sdo tais que m < f(x) < M, Vx € [a,b] (i.e., f é limitada em
[a, b]), mostre que

b
m(b—a) < /f<M(b—a)

Solugao. Como m < f(z) < M, Va € [a,b], integrando no intervalo [a,b] vamos obter

/abmd:cg/abf(x)de/:Mdz.

Como f: cdr = cfab dz = ¢(b — a), onde ¢ é uma constante real, segue o resultado.

7. Suponha que f seja uma fungao continua em [0, 1]. Mostre que

1 ) B 1
| tatas = 310,

para algum ¢ € [0, 1].

Solugao. Como f é continua em [0,1] temos que f assume méximo e minimo em [0,1]. Sejam
xo, 21 em [0, 1] tais que f(zg) = min f e f(z1) = max f em [0, 1]. Assim,

flwo) < f(x) < flz1) = flwo)a® < f(w)a® < f(ar)a
Integrando em [0, 1], vamos obter
1
30 < [ f@atde < 3,
ou seja, )
f(zo) < 3/0 f(x)a?dx < f(xy).

E, sendo f continua em no intervalo fecghado entre z( e x1, contido em [0, 1], segue pelo T.
do valor intermediario para fungoes continuas que existe ¢ entre xg e 7 tal que

c)=d= 3/1 f(x)x?da,
0

8. (Sel. Mestr. UFRGS 2004/2) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua nao negativa.
Definindo ¢ : [a,b] — R por
~ [ sds

prove que b é ponto de méximo absoluto de g.

donde segue o resultado.

9. Se f é integrével (e entao limitada) em [a, b], mostre que
b
[
a
Solugao. Usando a propriedade \fab f1< fab |f| e o fato de f ser limitada, temos

/fdx

— swp |f(a |/ dz= sup |f(@)|- (b—a).

z€la,b] z€la,b]

< (b—a) sup |f(z)].

z€la,b]

</ e |dr</a sup | f(x)ldz =

z€(a,b]




10. Seja f :[0,1] — R uma funcéo de Lipschitz, i.e., 3K > 0 tal que

If(x) = f(y)] < K|z —yl,

para quaisquer z,y € [0,1]. Mostre que

G

Solugao. Como fol dx =1 temos, juntamente com as propriedades da integral definida:

w—fo ’/f x—iif@/oldx:

/l Z ‘]dw Mllnﬂx)—iﬂ;)}dw

i=1

1
< K\x——|dx+...+/ Kxndx} -
n n

1

n
K
n

[V
(e}

|nx—1|dw—|— —l—/ |mc—n|da:} (%)

Para cada i, notando que

Ina — il nr—i, se 0<£C<%
—il =9 .
i—nz, se ;<w<1

temos

/ |n:v—z|dac—/ (n x—z)dm—i—/il(i—nx)dx,

n

iremos encontrar o valor de cada integral, que somadas!, para i € {1,2,...,n}, achamos

Lo P
2 n’
portanto,
ot - n 42
Z ; |nx — i|dx Z [2 5 n}
i=1 i=1
_nn+1) f_ (n+1)@2n+1) n (n+1)(2n+1)
2 2 6 2 6
Portanto,

=123 6

n

K (n (n+1)(2n + 1))

Isto conclui o exercicio.

10 célculo destas integrais deixo a encargo do estudante aventureiro.



11. Suponhamos que f : [0,1] — R seja continua, derivavel em (0,1), f(0) =0e |f'(z)| < 1 para
todo x € (0,1). Mostre que

1 ! 1
—3 < /0 fz)dx < 7

Solugao. dado z € (0,1), segue que f é continua em [0, x| e derivdvel em (0,z). Logo,
estamos nas hipéteses do T.V.M. Portanto, segue que existe ¢ € (0, ) tal que

f(@) = £(0) = fi(e)(@ = 0) = f(x) = f'(c) - .

/Olf(:c)d:c </01|f(x)|dx:/01|f’(c)|.l.|dl.</01wdx.

1 . . . s
Como fo rdr = % (calcule as integrais superior e inferior e conclua), temos que

Logo,

f(z)dx

0

1
<77
2

donde segue o resultado.

12. (Sel. Mestr. UFRGS 2014/1) Seja f : R — R uma fungao continua que satisfaz
f(z) > ¢> 0 para todo z € R. Defina F': R — R por

F(z) = /0 " r)t.

(a) Prove que F satisfaz F(y) — F(z) > c¢(y — x) para y > x.
(b) Prove que F ¢é bijetora e, portanto, tem uma inversa G = F~!: R — R.

(¢) Mostre que a inversa de F, denotada por G, satisfaz
1
G(w) = G(2)] < —|w—z],

para todo z,w € R, isto é, G é uma fungao de Lipschitz.

13. (Sel. Mestr. UFSM 2013/1) Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada integravel. Defina

F(:c):/xf(t)du v € [a,b.

(a) Mostre que F' é continua em [a, b].

(b) Prove que se f é continua em xq € (a,b) entdao F é derivdvel em zg e F'(x¢) = f(z0).
T
(c) Seja g : [0,00) — R definida por g(z) = / e~""dt. Mostre que g é estritamente
0
crescente.

14. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua e considere M = m{a;il |f(x)|. Prove que
xE|a,

, :
Jim, ( / f(x)l”d:v> Y

Sugestao: Mostre que, dado & > 0, existe um intervalo [c,d] C [a,b] tal que |f(z)| > M — ¢, Vx € [¢,d]. Em
seguida, mostre que

(M—e)d—o)p < (/b If(x)pdx); < M(b—a)s.

Solugao. Dado € > 0, defina o conjunto

X ={z €la,b]:|f(x)] > M —e}.
5



15.

Afirmamos que X, é um intervalo. De fato, defina h = |f|. Logo, h é continua em [a, b] pois
f o é. Considere o intervalo aberto (M — e, M) C h([a,b]). Como h é continua, segue que a
pré-imagem de um intervalo é um intervalo, ou seja, h=1((M — &, M)) = (¢, d) C [a, b].

Assim, temos que (c¢,d) = X, pois

r€(c,d) =h (M —e,M)) < h(z)=|flz)| € (M—e,M)&|f(x)|>M—-cexcX..

Logo,

/a @ > /X 1@ = / @ > / "M = epde = (M~ e)(d— o),

ou seja,

b
(M —e)P(d—c) < / | (x)[Pda.

Por outro lado,
b b
/|f(m)|pdx§/ MPdx = MP(b— a).
a a

Ou seja, mostramos que

b
(M —e)P(d—¢) < / \F(@)Pdz < MP(b — a).

Elevando 4 poténcia %, obtemos

1

1 b P 1
(M —2)(d—c)F < (/ If(ﬂ:)l”dx> < M(b—a)}.

Passando o limite com p — oo segue o resultado.

Se f : ]a.b] = R for uma funcio integravel e ¢ € R, definimos g em [a + ¢,b + ¢| por
g(y) = f(y — ¢). Prove que g é integravel e que ffj__ccg = f; f. A funcdo g chama-se c-
translado de f.
Solugao. Seja P = {a = tp < t; < ... < t, = b} partigdo de [a,b] para f, e defina
g:la+e,b+c] — R por

9(y) =fly—o).

Deﬁnaﬁl—:’: {a+c=tg+c<ti+c<..<t,+c=0b+c} partigio de g em [a+ ¢, b+ ], ou
seja, P é a particao P transladada ¢ unidades de [a,b]. Assim,

S(g;p) = ZMi(ti +c— (ti—l + C)) = ZMi(ti — ti—1)7
i=1 i=1
onde
M;= sup g(y)= sup f(y—o),

y€latc,b+c] y€E€latc,b+c]
ecomo y € [a+e¢, b+ ], segue que a+c¢ <y < b+c¢, ouseja, a < y—c < b, e disso, denotando

z =y — ¢, concluimos que a < z < b,e portanto, a igualdade acima fica

M;= sup f(y—c)= sup f(2).
y€latc,b+c] z€Ja,b]

6



Portanto, concluimos que

n

S(g; P) = Z sup f(2)(t; —ti—1) = S(f; P).

i—1 2€lab]

Analogamente concluimos que

s(g; P) = s(f; P).

Por fim, como f é integrdvel em [a, b], por hipdtese, segue que, dado € > 0, existe @) partigio
de [a, b] tal que
S(f;Q) —s(f;Q) <e.

Assim, construindo a particio Q a partir da particio Q acima estabelecida, como fizemos
anteriormente, deslocando ¢ unidades o intervalo [a, b], segue que

S(g;Q) = S(£;Q) e s(g:Q) = s(f;Q),

donde segue que

S(g;Q) —s(g;: Q) = S(f; Q) — s(f;Q) <,

ou seja, g é integrével em [a + ¢, b+ ¢], com
b+c b
Loo=l7
a+tc a
16. Suponha a > 0 e considere f : [—a,a] — R integravel.

(a) Se f for par, i.e., se f(—z) = f(z) para todo x € [0, a], mostre que ffaf = 2an f
(b) Se f for fmpar, i.e., se f(—z) = —f(z) para todo z € [0, a], mostre que [ f=0.



