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Leibniz

Questão 01.

(a) Represente x = arcsenh y em termos de logaritmos.

(b) Com a representaçao obtida em (a), calcule o limite lim
y→0

1

y
arcsenh y.

Solução.
(a) Basta lembrar que

x = arcsenh y ⇔ y = senhx =
ex − e−x

2
⇔ 2y = ex − 1

ex
,

e escrevendo ex = w, vamos obter

w2 − 2yw − 1 = 0⇔ w =
2y ±

√
4y2 + 4

2
⇔ w = y ±

√
y2 + 1,

e disso, lembrando que ex > 0, segue que

ex = y +
√
y2 + 1⇔ x = ln(y +

√
y2 + 1).

(b)

lim
y→0

1

y
arcsenh y = lim

y→0

1

y
· ln(y +

√
y2 + 1) = lim

y→0
(y +

√
y2 + 1)

1
y = ln lim

y→0
(y +

√
y2 + 1)

1
y =

= ln lim
y→0

(1 + y − 1 +
√
y2 + 1)

1
y = ln

[
lim
y→0

(1 + y − 1 +
√
y2 + 1)

1

y−1+
√

y2+1

]
y−1+

√
y2+1

1
· 1
y =

= ln e
lim
y→0

y − 1 +
√
y2 + 1

y = lim
y→0

y − 1 +
√
y2 + 1

y
· y − 1−

√
y2 + 1

y − 1−
√
y2 + 1

=

= lim
y→0

y2 − 2y + 1− y2 − 1

y(y − 1−
√
y2 + 1)

= lim
y→0

−2y

y(y − 1−
√
y2 + 1)

=
−2

−2
= 1.

Questão 02. Admitindo que cosx ≤ sechx ≤ 2x2 + 1, para todo x ∈ (−1, 1), calcule

lim
x→0

sechx− 1

x
.



Solução. Primeiramente, se x > 0, podemos subtrair 1 de toda a cadeia de desigualdades e em
seguida dividir toda a cadeia de desigualdades por x e disso, obtemos

cosx− 1

x
≤ sechx− 1

x
≤ 2x.

Como

lim
x→0+

cosx− 1

x
= lim

x→0+

−sen2x

1 + cosx
· 1

x
= lim

x→0+

senx

x
· (−senx)

1 + cosx
= 0,

e
lim
x→0+

2x = 0,

segue pelo Teorema do Sandúıche que

lim
x→0+

sechx− 1

x
= 0. (1)

Agora, se x < 0, de racioćınios análogos aos efetuados acima vamos obter

2x ≤ sechx− 1

x
≤ cosx− 1

x
,

o que, analogamente, se mostra pelo T. do Sandúıche que

lim
x→0−

sechx− 1

x
= 0, (2)

e portanto, por (1) e (2) conclúımos que

lim
x→0

sechx− 1

x
= 0.

Questão 03. Usando a definição de limite, prove que lim
x→1

x

x+ 2
=

1

3
.

Solução. Dado ε > 0, precisamos achar δ > 0 (0 < δ < 3) tal que, ∀x, tal que 0 < |x − 1| < δ,

implique em
∣∣∣ x
x+2 −

1
3

∣∣∣ < ε. Vamos avaliar tal diferença:∣∣∣∣ x

x+ 2
− 1

3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3x− x− 2

3(x+ 2)

∣∣∣∣ =
2|x− 1|
3|x+ 2|

<
2δ

3|x+ 2|
.

Como |x + 2| = |3 + (x − 1)| ≥ 3 − |x − 1| > 3 − δ, segue que
1

|x− 2|
<

1

3− δ
e assim, obtemos a

majoração: ∣∣∣∣ x

x+ 2
− 1

3

∣∣∣∣ < 2δ

3|x+ 2|
<

2δ

3(3− δ)
.

Escrevendo ε = 2δ
3(3−δ) , isolando δ vamos obter δ = 9ε

2+3ε , como desejado. Isso prova o limite solicitado.

Questão 04. Calcule cada limite a seguir, se existir:

(a) lim
x→1

x4 − 3x+ 2

x5 − 4x+ 3
(b) lim

x→5

√
x− 1− 2

x− 5
(c) lim

x→+∞

1− 3x2 + 4x3

2x3 − x4 − 2

(d) lim
x→+∞

(
1− 4x+ x2

x2 + 2x

)2−x2−5x
3x−1

(e) lim
x→0

1−
√

cosx

3x2
(f) lim

x→3−

x

x2 − 9
2



Solução.

(a) lim
x→1

x4 − 3x+ 2

x5 − 4x+ 3
= lim

x→1

(x− 1)(x3 + x2 + x− 2)

(x− 1)(x4 + x3 + x2 + x− 3)
=

1

1
= 1.

(b) lim
x→5

√
x− 1− 2

x− 5
= lim

x→5

√
x− 1− 2

x− 5
·
√
x− 1 + 2√
x− 1 + 2

= lim
x→5

x− 5

(x− 5)(
√
x− 1 + 2)

=
1

4
.

(c) lim
x→+∞

1− 3x2 + 4x3

2x3 − x4 − 2
= lim

x→+∞

4x3

−x4
= lim

x→+∞
−4

x
= 0.

(d) lim
x→+∞

(
1− 4x+ x2

x2 + 2x

)2−x2−5x
3x−1

= lim
x→+∞

(
1 +

1− 4x+ x2

x2 + 2x
− 1

)2−x2−5x
3x−1

=

lim
x→+∞

(
1 +

1− 4x+ x2 − x2 − 2x

x2 + 2x

)2−x2−5x
3x−1

= lim
x→+∞

(
1 +

1− 6x

x2 + 2x

)2−x2−5x
3x−1

=

=

 lim
x→+∞

(
1 +

1− 6x

x2 + 2x

)x2+2x
1−6x

 1−6x

x2+2x
· 2−x2−5x

3x−1

= e
lim
x→+∞

6x3

3x3 = e2.

(e) lim
x→0

1−
√

cosx

3x2
= lim

x→0

1−
√

cosx

3x2
· 1 +

√
cosx

1 +
√

cosx
= lim

x→0

1− cosx

3x2(1 +
√

cosx)
=

= lim
x→0

sen2x

x2
· 1

3(1 + cosx)
· 1

1 +
√

cosx
=

1

3 · 2 · 2
=

1

12
.

(f) lim
x→3−

x

x2 − 9
=

3

0−
= −∞.

Questão 05. Sejam f e g funções tais que lim
x→a

f(x) = 0 e g é uma função limitada.

(a) Prove que lim
x→a

f(x) · g(x) = 0.

(b) Usando o resultado de (a), mostre que que

lim
x→1
|x− 1| · sen

(
1

x− 1

)
= 0.

(c) Afirmamos que se g não for limitada, o resultado do item (a) é falso. Justifique essa afirmativa
através de um exemplo.

Solução. Primeiramente, como g é limitada, por hipótese, segue que existe K > 0 tal que

|g(x)| ≤ K, ∀x ∈ D(g).

(a) Como lim
x→a

f(x) = 0, segue que, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, ∀x tal que 0 < |x − a| < δ,

implica em |f(x)| = |f(x)− 0| < ε

K
.

Vamos avaliar |f(x) · g(x)− 0|:

|f(x) · g(x)− 0| = |f(x)| · |g(x)| < ε

K
·K = ε,

ou seja, para ε > 0 dado, temos que existe δ > 0 tal que |f(x) · g(x)| < ε, sempre que 0 < |x−a| < δ,
ou seja, acabamos de provar que

lim
x→a

f(x) · g(x) = 0.

3



(b) De fato, identificando no item (a) f(x) = |x− 1|, g(x) = sen ( 1
x−1), e a = 1, temos que

lim
x→1

f(x) = lim
x→1
|x− 1| = |1− 1| = 0

e como g(x) = sen ( 1
x−1) é tal que |g(x)| = |sen ( 1

x−1)| ≤ 1, i.e., como g é limitada, segue pelo item
(a) que

lim
x→1
|x− 1| · sen

(
1

x− 1

)
= 0.

(c) Considere por exmplo f(x) = x, g(x) = 1
x (que não é limitada) e a = 0.

Assim, temos que
lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x = 0,

mas

lim
x→0

f(x) · g(x) = lim
x→0

x · 1

x
= lim

x→0
1 = 1 6= 0.

Questão 06. Prove que lim
x→+∞

1

x+ 1
= 0.

Solução. Dado ε > 0, precisamos achar M > 0 tal que, ∀x > M , implique em |f(x)−0| < ε. Vamos
encontrar uma estimativa para tal diferença:

| 1

x+ 1
− 0| = 1

|x+ 1|
.

Como x→ +∞, |x+ 1| = x+ 1 > M + 1 > M , e então

1

|x+ 1|
<

1

M + 1
<

1

M
,

e assim

| 1

x+ 1
− 0| = 1

|x+ 1|
<

1

M
.

Logo, escrevendo ε = 1
M segue que M = 1

ε > 0, como desejado.

Questão 07. Determine o valor de k ∈ R para que exista o limite lim
x→−1

f(x), onde

f(x) =

{
kx− 3, se x ≤ −1

x2 + k, se x > −1.

Solução. Calculando os limites laterais, obtemos

• lim
x→−1−

f(x) = lim
x→−1−

kx− 3 = −k − 3.

• lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

x2 + k = 1 + k.

Como por hipótese ∃ lim
x→1

f(x), temos que

−k − 3 = 1 + k =⇒ 2k = −4 =⇒ k = −2.
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