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Respostas da Lista 03 de Exercicios - Férmula de Taylor

1. Seja f, : R — R definida por

fulz) =

0 se =0

2n 1
{a: sen;  se r#0

Mostre que f, é n vezes derivavel, mas que sua ene-ésima derivada nao é continua no ponto

x =0, logo, f & C™.

2. Use a igualdade
1 Tl

— =1 n
-2 +r+..+x +1—x

e a Férmula de Taylor infinitesimal para calcular as derivadas sucessivas, no ponto z = 0, da
funcao f: (—1,1) — R, dada por f(x) =

1—a
Solugao. Escreva
R 1 " .TTH_I
f:(-1,1) — ,f(x)—m—l—l—:c%—...—ka? +1—x' (1)
Pela Formula de Taylor infinitesimal em torno de 0 temos
an () (0
f(h) = f(O+h) = f(0)+ f(0O)h + f2(,)h2 + .t fn,()h" +r(h),
. r(h)
onde lim ——= = 0. Comparando-a com (1), obtemos
h—0 h"
" (n)
f0)=1, f(0)=1, fz('o) =1= f"(0)=2, .., ! n'(()) =1= f™(0)=n!
e é tal que
n+1
tim " i Ty P

h—0 h™  h—s0h™(1—h) h=01—h

3. Seja f : R — R uma funcdo par, i.e., f(z) = f(—=x), para todo x € R. Mostre que na ex-
pressao da féormula de Taylor em torno de 0 nao aparecem as derivadas impares em 0. Enuncie
e demonstre um resultado andlogo para fungoes impares, i.e., tais que f(x) = —f(—=x), para
todo z € R.

4. Sejam f,g : I — R duas vezes derivdveis no ponto a € I. Se f(a) = g(a), f'(a) = ¢'(a) e
f(z) > g(x), para todo x € I, prove que f”(a) > ¢"(a).

Solugao. Dado h € R tal que a+ € I. Assim, pela Férmula de Taylor infinitesimal, temos

f"(a)

o W+ ri(h),

fla+h)=f(a)+ f'a)h +




/ g//(a) 2
gla+ 1) = g(a) + g'(@h + T30 R 1 ra(),
onde lim w =0e lim ra(h) =0.
h—0 h?2 h—0 h?

Como f(z) > g(z), Vx € I, em particular temos que f(a + h) > g(a + h), e disso segue que

f”(a) g”(a)

o o h% + ro(h).

fla)+ f'(a)h + h* +r1(h) > g(a) + ¢'(a)h +

Como f(a) = g(a) e f'(a) = ¢'(a), simplificando vem que

"(a) g"(a)

Th2+r1(h)2 5 h% 4 ro(h).

Tomando h # 0, segue que h? > 0 e dai, dividindo por h? obtemos

@) () _ g"(a) | ra(h)
2 * h? = 2 * h? "’

e passando o imite com h — 0 vamos concluir que f”(a) > ¢”(a).

. Seja f : I — R uma funcgao duas vezes derivdavel em a € I. Prove que

. f(a+h)_2f(a)+f(a_h) "
f h2 = /().

Solugao. Expandindo a Férmula de Taylor para f(a + h) e f(a — h) vamos obter
f"(a)

Flath) = fla) + Flah+ TR 4 ),
fla—m) = fa) + F@)-h) + LA s,
. ri(h) . ra(=h)
onde}lbli%w—()e}lg%w—o.

Calculando a operagao f(a + h) —2f(a) + f(a — h), vamos obter

fla+h)=2f(a) + fla—h) =

= f(a)+ f'(a)h + fl;(!“) h% 4+ ri(h) — 2f(a) + f(a) — f'(a)h + fl;(!“) h% 4 ro(—h) =
= f/;L(;) +ri(h) + f,;L(Qa) + ro(—h).

Dividindo por h?, obtemos

a+h)—2f(a a—h "(a ri(h "(a ro(—h
et D=+ 1621 L0 1) 10 )

e fazendo a passagem ao limite com h — 0 segue o resultado.
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6. Utilize a Férmula de Taylor infinitesimal para provar a seguinte versao da regra de L’Hopital:
Sejam f,g : I — R fungdes n vezes derivdveis no ponto a € I, com derivadas nulas neste
ponto até a ordem n — 1. Se g (a) # 0, entdo

(n)
L f@) )

zag(z)  g™(a)

Solugao. Basta abrir a Formula de Taylor para f e g em x = a. Assim,

L @) @+ @ —a) e+ L@ — ) 4@ - a)
z—a g(z) @—a gla)+ ¢ (a)(z—a)+ ...+ M(m —a)"+ 1z —a)

n!

P G

z—a (ZL‘ — a)” z—a (1' — a)" =0

Como f(a) = f'(a) = ... V(a) = g(a) = ¢'(a) = ...¢"" Y (a) = 0, obtemos

(™ (a n
e Efe -t tn@—a)
lim “——= = lim —* =
voa g(x)  wva gWia) n!(a) (x —a)"+ro(x —a)

f™(a) | ri(z—a)

lim

_a=a nl (x—a)  f™(a)

a (n) N T ()
i 9 (a) N ro(z — a) g™ (a)
z—a  nl (x —a)”

7. (Sel. Mestr. UFRGS 2010/1) Seja f : (a,b) — R uma funcao diferenciavel.

(a) Se f é nao decrescente, prove que f’(z) > 0 para todo x € (a,b).

(b) Suponha que f(z) < f(y) para todos z,y € (a,b) tais que x > y. Podemos afirmar que
a derivada de f é estritamente menor que zero em todos os pontos de (a,b)?

(c) Suponha agora que f é duas vezes diferencidvel em (a,b), e que a derivada de segunda
ordem de f é estritamente positiva. Prove que f pode ter no maximo um ponto de
minimo local.

Solugao.
(a) Suponha que f é nao decrescente, i.e., para todos o < 3 € (a,b),

a<f=fla) < f(B)

Tome h > 0 tal que 8 = o+ h. Assim, pela Férmula de Taylor infinitesimal segue que
fla+h) = f(a)+ f(a)h+r(h),
r(h)

onde Illim = 0. Como f é nao decrescente, temos
—0

fle) < f(B) = fla+h) = f(a) + f(a)h+r(h),

e dai
fla) < f(a) + f'(a)h +7(h)
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e entao

Flah 472 0= f'(a) + " >

e passando o limite com h — 0 segue que f/(«) > 0.

(b) Nao. Tome, por exemplo, f : R — R, f(x) = —23. Neste caso, f é tal que z > y =
f(z) < f(y). No entanto, f'(0) = 0.

(c) f"(z) > 0,Vx € (a,b), logo f é convexa em (a,b), e portanto, possuird no maximo um
ponto de minimo local nesse intervalo.

. Seja f € C™*! em uma vizinhanca do ponto a, e considere a Férmula de Taylor com resto
de Lagrange:

V@), 0, faton)

fla+h) = fla)+ f'(a)h + ... + (n—1)! n!

A", com 0 <6 <1.
Prove que se f("'H)(a) £ 0, entdo 0 — %H quando h — 0. Sugestdo: compare com a Férmula de
Taylor infinitesimal.

. Considere uma fungao f onde a derivada segunda f”(x) existe e é continua em [0, 1]. Assuma
que f(0) = f(1) = 0 e suponha que existe K > 0 tal que |f”(x)| < K, para todo x € [0,1].

Mostre que
1 K K
=) <= ! < —.
r(3)| <5 e r@isy

Solugao. Desenvolvendo a Férmula de Taylor com resto de Lagrange em z = a € (0, 1),

temos
f"(e)

F@) = f@)+ f@) e —a) + 12 (@ = a2,

onde ¢ esta entre 0 e 1.

Quando x = 0, temos

#(c1)
2

(—a)?, com ¢; entre 0 e a,

£0) = f(a) + f'(a)(—a) +

e quando z =1,

(1—a)?, com ¢y entre a e 1.

£ = fa) + Fla)(1 - ) + 2

Como f(0) = f(1), temos

f@)+ £+ T a2 = pl)+ a0 —a)+ T2 a2

e dal vamos obter

f(a) = fﬁ(cl)a2 - f”(zcz) (1—da?).

2

Assim,

() < L 1T "gcz)‘ (1-a?) < ha?y



10.

<

I

K K K
:KG,Q—KCL—FE:KG/(a—l)—i—E E

onde esta ultima desigualdade segue pelo fato de que a — 1 < 0 pois a < 1. Ou seja,
concluimos que, para todo a € (0, 1), vale que

@l <

Por fim, pondo a = %, de (2) vamos obter a estimativa

f’@) _ [N fer)

1
2 4 2 4’
e passando o mdédulo, vamos obter

1
2 2 4 2 4~

Suponha f € C?(0,0) e escreva

M= sup |f9(x)],
2€(0,00)

onde j =0,1,2.

(a) Use a Férmula de Taylor em torno de qualquer z fixado para mostrar que para todo

h € (0,00), tem-se
My

B
(b) Encontre o valor de h que minimiza a parte direita da desigualdade acima. Em seguida,
conclua que

(@) < h- M+

M? <4-My- M.

Solucgao.
(a) Dado h > 0, desenvolvendo a Férmula de Taylor com o resto de Lagrange em x € (0, c0)
como abaixo, obtemos

flx+2h) = f(z) + f'(x) - 2h + f’;(!c) (2h)2,

onde c entre z e x + 2h. Logo,

2f'(x)h = f(z + 2h) — f(z) — f”2(c) - 4h2.

Logo, isolando f/(z) e passando o médulo, vamos obter

|f(z +2h)| + | f(2)]

7)< -

M,
+1f"(e)] - h < TO—I-MTh-



M,
(b) Defina ¢ : (0,00) — R por g(t) = TO + My - t. Examinemos os pontos criticos de g:

temos que
My
g/(t) = _tT + M27

temos que Ag'(t) se, e somente se t = 0, mas este caso de ponto critico g nao estd definida.
Logo, basta verificar onde ¢'(t) = 0:

Mo VM,

/
t)=0=——+My=0&t= )
g ( ) 12 2 \/HQ
e como ¢ (t) = % > 0Vt € (0,00), segue que g assume um minimo em ¢ = FV%Z Assim, o
h que minimiza a desigualdade do item (a) é dado por h = FVAI\/JIE Nesse caso, teremos

v My My + Moy - v/ Moy _ 2Mg - Mo
VMo VMy /My /My’

e elevanso ao quadrado, vamos obter

()] <

()] < 4Mo - My,

e como tal desigualdade vale para todo = € (0,00), em particular vale para o x que produz
o supremo na parte esquerda da desigualdade acima, ou seja, segue que

M? < 4My - Mo.

11. Seja F a colecao de todas as funcoes duas vezes continuamente derivaveis em R satisfazendo
f>0emRe f’(x) <1em R. Encontre uma constante C' € (0, 00) tal que para cada f € F
e para cada z € R, tem-se

fl@)? < C- f(a).
Solugao. Desenvolvendo a Formula de Tylor com resto de Lagrange, vamos obter

f"(c)
y

fle+h) = f(z)+ f(x)h+
onde ¢ entre z e x + h. Como f(x) >0, e f”(x) <1, Vz, obtemos a estimativa

fe)
2

h2

0< f(z+h)=f(x)+ f(x)h+ h? < f@) + f'@)h+ 3

ou seja, obtemos
2

F@)+ F@h+ >0,

que trata-se de uma inequacao de segundo grau na varidvel h, e a mesma é maior ou igual a
zero quando o discriminante A for menor ou igual a zero, ou seja, quando

1

@)~ 4 @) <0,

donde segue que [f'(x)]? < 2- f(x), e disso, C' = 2.

6



