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. Dé um exemplo de uma funcao f : [a,b] — R que ndo seja integravel, mas seja mddulo-
integrdvel (i.e., | f| é integrével).

.Se f :[0,1] — R ¢é limitada e f2 ¢ integravel em [0,1], entdo f é integravel em [0,1]?
Justifique.

. (Sel. Mestr. UFRGS 2004/2) Considerando uma parti¢ao conveniente do intervalo [0, 2]
e utilizando a definigao de integral, obtenha as estimativas

x/§+x/§§/2\/mdx§3\f2+\/§.
0

. Use a férmula

cos% — CoS ((m + %) h)
h

2sen§

sen h + sen 2h +sen3h + ... + senmh =

para determinar a érea sob a curva y = senx de x = 0 até x = 3. Faga de duas etapas:

us

(a) Divida o intervalo [0, 7] em n subintervalos de igual comprimento (particao regular P)
e calcule a correspondente soma superior.

(b) Determine ngrfoo S(f; P).

. (Sel. Mestr. UFRGS 2007/1)

(a) Usando somas de Riemann, obtenha
! 1
/ z2dx (note que 1 +4 + ... +n? = 6n(n+1)(2n+1) )
0

(b) Seja f : [2,3] — R a funcao definida por

YL se x €Q
) = {2+cosx se ¢ & Q

Mostre que f nao é integravel.

. Se f é integrivel e m e M sdo tais que m < f(z) < M, Vz € [a,b] (i.e., f é limitada em
[a, b]), mostre que

b
m(b—a)g/ fF<MOb-—a).

. Suponha que f seja uma fungao continua em [0, 1]. Mostre que

1 ) B 1
| r@tas = 3o,

para algum £ € [0, 1].

. (Sel. Mestr. UFRGS 2004/2) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua nao negativa.
Definindo ¢ : [a,b] — R por

o) = | () ds

prove que b é ponto de méximo absoluto de g.
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Se f é integrével (e entdo limitada) em [a, b], mostre que

b
[
Seja f :[0,1] — R uma fungao de Lipschitz, i.e., 3K > 0 tal que

|f(z) = f(y)| < Klz —yl,

para quaisquer z,y € [0, 1]. Mostre que

1 n .
1 i K
-= — )< —.
/0 / n ; f (n) ’ 2n
Suponhamos que f : [0,1] — R seja continua, derivivel em (0,1), f(0) =0e |f'(x)] <1 para
todo x € (0,1). Mostre que
e[

(Sel. Mestr. UFRGS 2014/1) Seja f : R — R uma fungdo continua que satisfaz
f(z) > ¢ > 0 para todo « € R. Defina F : R — R por

0= [ s

(a) Prove que F satisfaz F(y) — F(x) > c¢(y — =) para y > .
(b) Prove que F é bijetora e, portanto, tem uma inversa G = F~! : R — R.

<(b—a) sup [f(z)].

z€la,b]

w\»—‘

(c) Mostre que a inversa de F', denotada por G, satisfaz
1
|G(w) = G(2)] < —|w 2],

para todo z,w € R, isto é, G é uma fungao de Lipschitz.

(Sel. Mestr. UFSM 2013/1) Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada integravel. Defina

(x)z/mf(t)dt7 x € [a,b].

(a) Mostre que F' é continua em [a, b].

(b) Prove que se f é continua em xg € (a,b) entdo F é derivavel em ¢ e F'(xg) = f(xo).
x -
(c) Seja g : [0,00) — R definida por g(z) = / et dt. Mostre que g é estritamente
0
crescente.

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e considere M = m[au%] |f(z)|. Prove que

) :
S ( / f(r)lpdx> =M.

Sugestéo: Mostre que, dado € > 0, existe um intervalo [c,d] C [a,b] tal que |f(z)| > M — ¢, Vx € [¢,d]. Em
seguida, mostre que

(M —e)(d—e)7 < (/ \f(x \de)p < M(b—a)r.
Se f : [a.b] = R for uma funcao integravel e ¢ € R, definimos g em [a + ¢,b + ¢] por

g(y) = f(y —c). Prove que g é integravel e que f;iccg = ff f. A funcio g chama-se
c-translado de f.

Suponha a > 0 e considere f : [—a, a] — R integravel.
(a) Se f for par, ie., se f(—z) = f(z) para todo z € [0,a], mostre que [ f=2[f
(b) Se f for impar, i.e., se f(—z) = —f(x) para todo z € [0, a], mostre que ffa f=0.
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