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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Preliminares

Defini¢ao 1.1 Seja M # (). Chama-se uma métrica em M toda aplicagao

d: M x M — [0,4+00) tal que cumpra as condigoes: para todos z,y,z € M,
(a) d(x,y) > 0 e d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y (positividade);
(b) d(z,y) = d(y,z) (simetria);
(¢) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (desigualdade triangular).

Um conjunto nao vazio M munido de uma métrica d é chamado de espaco
métrico e é denotado por (M,d). Quando a métrica d estiver subtendida po-
demos nos referir ao espago métrico M, simplesmente.

Nao vamos tratar aqui formalmente um estudo de espagos métricos pois foge
da ementa de nosso curso, estamos apenas elencando alguns conceitos bésicos

preliminares que precisamos para nosso curso.

Em nosso curso o espago métrico (M,d) serd (R,d), onde a métrica d é
definida por d(z,y) = |x — y|, onde | - | denota o médulo de um nimero real.
De fato, é ficil ver que o conjunto R dos ndmeros reais (que é um corpo, c.f.

estudado em Anédlise I) munido da métrica d(z,y) = |z — y| satisfaz as trés
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condigoes da definicao de métrica.

Em um espaco métrico (M, d) temos o importante conceito de bolas.

Dado um espago métrico (M, d), definimos a bola aberta centrada em a e

rato r > 0 por

Br(a)={x € M : d(z,a) <r}.
Por exemplo, considere M = R? munido da métrica da soma:
d((z1,91), (x2,92)) = |21 — 22| + |[y1 — ¥2|.

Prove que d é realmente uma métrica e desenhe a bola aberta centrada na

origem (0,0) e raio unitdrio.

Uma bola aberta centrada em um ponto também é chamada de uma vizi-

nhanc¢a do ponto, pois tal ponto é interior & bola.

No nosso caso de interesse, é facil ver que
Br(a)={zeR:|jz—a|/<r}={zeR:a—-r<z<a+r},

que corresponde, geometricamente, ao conjunto de todos os pontos no intervalo
centrado em a, a menos de r unidades de distancia de a.

Em espagos métricos se desenvolvem conceitos topoldgicos importantes, tais
como o conceito de abertos, de sequéncia, de limite e de continuidade. Os mes-

mos ja foram devidademente estudados em um curso de Analise 1.

No que segue, recordamos o conceito de ponto de acumulagao de um con-

junto.

Definicao 1.2 Sejam X C M um subconjunto de um espago métrico M e
a € M. Dizemos que a € M é um ponto de acumula¢ao de X se Ve > 0,
Jx € X, tal que = € B.(a) \ {a}.
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Em outras palavras, a € X é um ponto de acumulagao de X se qualquer bola

aberta centrada em a, exceto o préprio ponto a, contiver pontos do conjunto X.

No caso do espago métrico ser R munido da métrica usual d(z,y) = |z —y|,
dado X C R, temos que a € X é ponto de acumulagao de X se, para todo
e >0, existir x € X, tal que 0 < |z — a| <e.

Assim, por exemplo, sendo X = (0,1] C R, temos que, por exemplo, z =0

é ponto de acumulagio de (0, 1], pois, Ve > 0, segue que Iz € (0, 1] tal que

O+e 041
20 2 :

x € B.(0)\ {0}. De fato, basta tomar, por exemplo, = min{

O conjunto de todos os pontos de acumulacao de X é chamado de derivado
de X e é denotado por X'.

Exercicios
1. Seja M = R2. Mostre que para x = (x1,72),y = (y1,y2) € M, a funcio

d(z,y) = 71— 1 ; S€ T2 =1Y2
|z1] + |22 — Yol + |y1] , se 2 # y2

¢ uma métrica em M.

2. Seja (M,d) um espaco métrico. Mostre que para quaisquer x,y,z € M,
tem-se
|d(33’ z) - d(za y)' < d(w7y)

|d(z,y) — d(z, w)| < d(z,2) + d(y, w).

3. Seja X = {+ : n € N}, em R, munido da métrica usual. Mostre que

x =0 é um ponto de acumulacao de X.
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Capitulo 2

Derivada

Definicao 2.1 Seja I C R um intervalo aberto, f : I — R uma funcao, a €
I' N I (ou seja a é um ponto de acumulacio de I que pertence ao conjunto ).

Dizemos que f é derivavel em a quando existir o limite

f’(a) = lim f(l‘) — f(a’) )
T—a Tr—a
Observe que a funcdo quociente g(x) = W estd bem definida para

todo x # a, ou seja, em I\ {a}, que possui = a como ponto de acumulagao.

O ndmero real f'(a) é chamado de derivada de f no ponto z = a. Conforme
estudado em Célculo I, tal nimero possui um significado geométrico interes-

sante: representa o coeficiente angular da reta tangente ao grifico de f em

(a, f(a)).

Podemos redefinir a derivada em um ponto a da seguinte maneira: pondo
r —a = h, e dai obtemos

h—0 h

Nesta notacao, verificamos que a fungao £(h) = estd bem

fla+h) - f(a)
h

definida no conjunto {h € R\ {0} : a g— h € I}, que possui h = 0 como ponto
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de acumulagao.

Definicao 2.2 Dizemos que uma funcao f : X — R é derivdvel no conjunto

X quando existir a derivada de f em todos os pontos a € X N X',

Usando a definicao de derivada podemos deduzir todas as regras de de-
rivagao comumente estudadas em um curso de Calculo. Apenas para ilustrar,

vejamos dois exemplos.

Exemplo 1. Dada f : (0,+00) = R, f(x) = lnz. Logo, para determinar, a
férmula para f’(a), com a € (0,400), considere h # 0 tal que a+ h € (0, +00).

Assim, de posse do segundo limite notavel, vamos obter

fla+h) = f(a)

1
1 a+h h\*
/ . . . n
fila) = }1L1—>H%) h %l—% h In a illl—% In (1 a)

B\ *
=In | lim (1 + )
h—0 a

Exemplo 2. Seja f:R — R dada por f(x) = cosz. Vamos determinar f(a),
para a € R. Seja h # 0 tal que a + h € R e dai

h,
a

=

/i« .. cos(a+h)—cosa
f(a)*%l% h ’

e transformando em produto pela férmula da Trigonometria

P+gq p—q
- sen

cosp — cosq = —2sen

2 )
assim, usando o primeiro limite notavel, vamos obter
, . =2 sen@ . sen% . 2a 4+ h
f'(a) = lim = lim —sen = —sena.
h—0 2 h—0

Teorema 2.3 (Regras de deriva¢ao) Sejam f,g : I — R derivdveis em um
pontoa € INT'. Entdo f+g, f-g e f/g (neste caso g(a) # 0) sao derivdveis

ema e

(f £9)'(a) = f'(a) £ ¢'(a),
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(f-9)(a) = f'(a)-g(a) + f(a) - g'(a),
(f)'(a) _9(a) - f'(a) - f(a)-¢'(a)

9 [9(a)]?

Demonstragao. Basta aplicar a definicao de derivada em cada uma. Faremos

apenas a terceira e deixamos a prova das duas primeiras para o leitor.

Sejam f, g nas hipdteses do Teorema. Assim,

(f)'(a) L Dtk - (D)

se o limite acima existir. Vamos mostrar que tal limite de fato existe, calculando

o seu valor. De fato,

/ Eath) - (£)a fath) _ f(a)
(g) (a):}g%(g)( + })L (5)(a) i g(a+h)h @) _
_ iy F@t ) gla) —glath)- fla) _
h—0 h-gla+h)-g(a)
— i (@t - 9(a) — f(a) -g(a) + f(a) -g(a) —g(a+ 1) - fla) _
h—0 h-gla+h)-g(a)
Harth)—f(a) slath)=g(a)
gl [HEREE] - () [desiree]
h—0 gla+h)-g(a)
_9(a)- f'(a) = f(a) - g'(a)
[9(a)]?
0
Exercicios

1. Use a definigdo de derivada para calcular a derivada de cada fun¢ao num

ponto de acumulacao a do dominio:

(a) f:(0,400) = R, f(z)=+/z.
(b) f:R—=R, f(z)=senuz.
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2. (Sel. Mestrado UFRGS 2005/2) Seja f(z) = Inz, z > 0. Supondo

conhecido que f é derivavel em 1 e que

In(1 + h)
_p!
IO
prove que
1
/ P
f'(@) =~

para todo x > 0.

. Sejam f,g,h : I — R tais que, para todo = € I se tenha f(z) < g(z) <

h(x). Se num ponto a € I NI’ tem-se f(a) = h(a) e existirem f'(a) =
1 (a), mostre que existe ¢’(a) e tem o mesmo valor.

Obs. Podemos dizer que este resultado é o “Teorema do sanduiche para derivadas”.

. Seja f: I — R continua. Dado a € INI’, defina £ : I — R pondo

f(@)=f(a)
fa)=q "

L se r=a

se T #a

Prove que £ é continua se, e somente se, existe f'(a) e f'(a) = L.

. (Sel. Mestrado UFRGS 2009/2) Suponha que f : (a,b) — R é

derivdvel em z € © € (a,b).

(a) Prove que f’(x):%}}i%f(x"‘h);f(x_h).

(b) A igualdade acima sugere a possibilidade de uma nova definigao da

nocao de diferenciabilidade e de derivada. Pergunta-se: esta nova

maneira resulta em uma nogao de derivada equivalente a usual?

. (Sel. Mestrado UFRGS 2013/2) Sejam f, g, h funcoes definidas no

intervalo [0,b), satisfazendo
f(0) =g(0) =h(0) e f(z) <g(z) < h(z) para z € [0,b).

(a) Prove que f,g e h sdo derivdveis em 0, entao

F1(0) < ¢'(0) < 1'(0).
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(b) Prove que se f e h sdo derivdveis em 0 e f'(0) = h’(0), entéo g é
derivdvel em 0 e ¢'(0) = f/(0) = A'(0).
(c) Seja g:[0,400) = R a fungdo definida por

0 , se =0

1

2 1) se x>0

xT sen(

é derivavel em x = 07 Em caso afirmativo, qual é a sua derivada?

A derivada é continua no zero? Justifique sua resposta.

7. (Sel. Mestrado UFRGS 2013/1) Seja f uma func¢do definida num

intervalo aberto (a,b) C R que contém a origem.

(a) Prove que se f é derivdvel em 0, entao

x)— f(—x
z—0 x
(b) Mostre que se f é uma fungao par, entao o limite do item anterior
existe mesmo que f nao seja derivavel em 0. Dé exemplos de fungoes
em que o limite acima existe e que nao sejam derivaveis.

(c) Prove que se f é monétona e

o @) = f(-2)

= O7
z—0 x

entao f é derivavel em 0.

2.1 Derivadas laterais

Do mesmo modo que foi estudado em limites, temos o conceito de derivada

lateral, como segue.

Definicao 2.4 Seja f: I - Rea € INI, (ouseja, a é um ponto de acu-
mulagao a direita de I, pertencente a a), definimos a derivada & direita de f
no ponto a por

 flath) -~ f(a)

z—at xr—a h—0t h
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Defini¢ao 2.5 Seja f : I — Rea € INI_ (ou seja, a é6 um ponto de
acumulagao & esquerda de I, pertencente a a), definimos a derivada ¢ esquerda
de f no ponto a por
z)— f(a a+h)— f(a
)= i L@ feh) — f@)
T—a~ Tz —a h—0- h

Quando a € INI' entao temos que a é ponto de acumulagéo a esquerda e &
direita de f e podemos definir ambas as derivadas laterias em a: f’ (a) e f (a).
Como tais derivadas laterais sdo, na verdade, limites laterais, concluimos que
f € derivavel em z = a se, e somente se, as derivadas laterais existirem e forem

iguais. Ou seja,

3f'(a) & f2(a) = fi(a).

Exercicios

1. Dada f : R — R definida por f(x) = |z|. Calcule as derivadas laterais
J2.(0) e f4.(0). O que concluimos sobre a existéncia de f/'(0)? O que isso

significa geometricamente?

2. Seja a € I um ponto de méaximo local para a funcao f : I — R. Se f
possui derivada & direita no ponto a, mostre que f} (a) < 0. Se existir
f.(a), mostre que f’ (a) > 0. Dé um exemplo onde em um méximo local

existam as derivadas laterais e sejam diferentes.

3. Seja f : I — R continua no intervalo aberto I. Se, para cada x € I,

existir f’ (x) e for f (x) > 0, entdo f é crescente.

4. (Sel. Mestrado UFSM 2009/1) Mostre que a func¢do f : R — R dada
por

x> sen% , se z#0

0 , se =0

e derivavel com derivada primeira continua.
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2.2 A derivada como uma aproximacao linear

Nesta se¢ao vamos apresentar uma outra maneira de definir a derivada de uma

fun¢do num ponto, como sendo uma aproximagao linear.

Se f for uma fungdo derivdvel em um ponto a, defina o niimero r(h) por

r(h) = fla+h)— f(a) — f'(a) - h.
Assim, temos que

Cow(h) o [fla+h)— fla)
Y I —

— f'(a)| =0.

A ilustragao abaixo fornece uma ideia geométrica para a definicao de r(h).

~
/

O numero r(h) é denominado de resto de h e o limite acima nos diz que o
resto r(h) converge para zero quando h converge para zero, mais rapidamente
do que h, ou seja, tem-se que r(h) << h, significando que r(h) é muito menor
do que h. Isto posto, podemos redefinir o conceito de derivada em um ponto

como segue.

Definicao 2.6 Seja I C R um intervalo aberto, f : I — R uma funcao, a €
I' N I. Dizemos que f é derivdvel em a se existir o ndmero f’(a) € R tal que,
pondo

fla+h)=f(a)+ f'(a) - h+r(h),
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tem-se

Exemplo. Dado f(xz) = senz, sabemos que para todo a € R, tem-se que

f'(a) = cosa. Entao,

sen (a + h) =sena + cosa - h+ r(h),

e (1) (0+) h
r sen (a —sena — cosq -
N TR T A h B
— lim sena - (cosh —1)  sen h'cosa—cosa.h _o.
h—0 h h h

Ou seja, temos que para h pequeno,
sen (a + h) ~ sena+ h - cosa.

A expressao f'(a) - h, que fornece uma boa aproximagao para o acréscimo
fla+ h) — f(a), recebe o nome de diferencial de f no ponto a, e costuma ser

denotado por

Vejamos um exemplo mais pratico: Vamos obter uma aproximacao para
V4, 1. Para isso vamos considerar f(z) = /x. Como f'(a) = ﬁ, pondo

fla+h) = fla)+ f'(a)-h+r(h),

temos que
h
i ")

= 1 '
Jim — 0 (Verifique!)

Logo, temos que, para h “pequeno”, vale a aproximacao
1
2v/a

como h é “pequeno”, temos uma

Va+h=~+a+ - h,

ou seja, tomando a = 4 e h = 0,1 = 15,
aproximacao linear, em termos de h para /4, 1:

1 1 81
Va1~ Vi+ ——- — = — =2 025
’ \[Jrg\/i 10 40 ’
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Apenas para comparar, uma calculadora cientifica nos fornecera para /4, 1
a aproximagao 2,0248456731.

Um resultado importante que temos é o seguinte:

Proposigao 2.7 Se f : I — R é uma funcgdio que é derivivel em a € I NI,

entdo f € continua em a.
Demonstragio. Como f é derivdvel em a segue que existe f'(a) tal que
fla+h) = f(a)+ f'(a) - h+r(h),

com lim @ =0.
h—0 h

Assim,
lim f(a+ k) = m[f(a) + f'(a) - h+ ()] = f(a),
pois r(h) << h e r(h) — 0 quando h — 0. Logo,
lim f(a-+ ) = f(a).

ou seja, f é continua em a.

Como um bom exercicio, prove esse resultado usando a Definicao 2.1.

Observacao 2.8 Como se estuda em Célculo, é bem sabido que a reciproca
da Proposicao acima nao é, em geral, verdadeira. Por exemplo, f : R = R
dada por f(x) = |z| é continua em 0, mas nao é derivivel em 0. Verifique isso

usando derivadas laterais!

Exercicios

1. Usando diferenciais, encontre uma aproximacao para /9 e para v/15.

2. (Sel. Mestrado UFRGS 2015/1)
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(a) Seja f : I — R derivdvel no ponto a € I. Mostre que a fungéo
r : J = R definida no intervalo J = {h € R : a+ h € I} pela

igualdade
fla+h)= f(a)+ f'(a) - h+r(h),
satisfaz lim @ =0.
h—0

(b) Sejam f,g: I — R derivédveis no ponto a € I, com f(a) =0 = g(a)
e g'(a) # 0. Mostre que
fx) _ f'(a)

o)~ o)

2
1
(¢) Caleule lim *—
x—1 1 —

3. Seja I C R um intervalo aberto e a € I. Mostre que f é derivavel em a,
com derivada L, se, e somente se, existir uma fungao ny : I — R tal que

n¢(a) =0, 5 é continua em a, e

f(z) = f(a) + (z — a)(L + ng(x)), Vo € I.

2.3 Regra da Cadeia

Teorema 2.9 (Regra da cadeia) Sejam A e B intervalos abertos, f: A — R,
g : B = R fungoes com f(A) C B, a € Aeb= f(a). Se f é uma funcgdo
derivdvel em a e g uma funcdo derivdvel em b = f(a), entdo a funcdo go f :

A — R € derivdvel em a e
(go f)(a)=4'(f(a))- f'(a).

Demonstragao. Sejam f e g fungdes nas hipdteses acima. Assim, sendo f

derivavel em a e g derivavel em b, temos

fla+h) = fla)+ f(a) - h+ri(h)

g(b+k) =g(b) +g'(b) - k +ra(k)
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com tim ") _ 0 ¢ lim —0.

h—0 h k—0

r2(k)
k

Dado h # 0 tal que a + h € A, montemos a composi¢ado no ponto a + h.
Assim,
9(f(a+h)) =g(f(a) + f'(a) - h+ r1(R)).
sabendo que f(a) = b e chamando k = f'(a) - h+ r1(h) = f(a+ h) — f(a),
temos

g(f(a+h)) =g(f(a) +¢'(f'(a) - h+ri(h) +ra2(f'(a) - b+ r1(h)) =

=g9(f(a) +g'(f'(a) - b+ r1(h)) + r2(f(a+h) = f(a)).

Subtraindo g(f(a)) na igualdade acima e, apds, efetuando a divisdo por h,

obtemos

g9(f(a+ h)}i —9(f(a)) _ 7 (f(a)) (f'(a) n Tlf(Lh)) L Tz(f(a+2) — f(a)

1 (h)

Como 5 — 0 quando h — 0, temos

(90 171 = i LTI o070 _

= lim g/(f(a)) ‘f/(a) + T2(f(a+h) —f(a)) _

h—0 h

_ g/(f(a)) . f/(a) + lim 7"2(f((1+ h) - f(a))

h—0 h

Portanto,

(g0 £)(a) = g'(f(a)) - f'(a) + lim 2L @TP) = T(@)

h—0 h

Resta apenas mostrar que o limite a direita da igualdade acima vale zero.
Porém, notamos que ro(f(a+h) — f(a)) =0se f(a+h)— f(a) =0,ese h #0

temos

ro(fla+h) = fla)) _ra(flath)—fa)) flath)—fla)
h fla+h)— f(a) h
r2(k) fla+h)— f(a)

=== . —0- f'(a) =0 quando h — 0.
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ra(f(a+h) — f(a))
h

(go f)(a) =g'(f(a))- f'(a)

Portanto, concluimos que — 0 quando h — 0 e entao

e o teorema estd provado.

Vejamos um exemplo de aplicacao.

Exemplo. Dados f: R — (—1,1) e g : (—1,1) — R, respectivamente, por
f(z) =senx e g(z) = vx + 1, determine (go f)'(x).

Solugao. Como (go f)'(z) = ¢'(f(x)) - f'(x), pela regra da cadeia, temos

Fla) = cosa o g'(o) = 5 A
e entao
o e e L cose
o V@) =g U T = T " = e T
Exercicios

1. (Sel. Mestrado UFRGS 2005/2) Seja f,g: R — R tais que f(g(z)) =
x, para todo z € R. Suponha que g seja deriviavel e com derivada nao

nula em todos os pontos. Prove que f é derivdvel e que

para todo x € R.

2. (Sel. Mestrado UFRGS 2004/1) Prove que lin%) f'(xz) =0, onde
z—

F() = glx)sen—, # £ 0

sabendo que g : R — R é duas vezes derivavel com segunda derivada

continua e satisfazendo g(0) = ¢’(0) = ¢”(0) = 0.
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3. Seja I um intervalo aberto. Uma fungao f : I — R é dita ser de classe
C! se for derivével e a derivada f' : I — R for continua. Uma funcio
f: I — R éde classe C? se sua derivada f’ : I — R for de classe C'.
Prove que se f(I) C J, f: I - Reg:J — R sio de classe C?, entdo a
composta go f : I — R também é de classe C?.
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2.4 Maximo e minimo local

Proposicao 2.10 Seja a um ponto interior de um intervalo I e f : I — R

derivdvel em a, com f'(a) > 0. Entao, existe 6 > 0 tal que:
(i) para todo x € (a — 0,a), tem-se f(x) < f(a);
(ii) para todo x € (a,a + 9), tem-se f(x) > f(a).

Demonstragao. Como f é derivdvel em a € INI’, segue que existe f’(a), tal

que
f’(a) = lim f(:L‘) — f(a)

T—ra r — a

> 0.

f'(a)
2

d > 0 tal que, para todo z tal que 0 < |x — a|] < 4, implique em

Assim, seja € = > 0. Entao, pela definicao de limite, segue que existe

w —fla)| <e= %f’(a).
Disso, segue que
7/ < L o) < Sra)
donde segue que
0< %f’(a) < w < %f,(a)'

Portanto concluimos que, para todo x tal que 0 < |z — a| < §, segue que

f(z) = f(a)

Tr—a

> 0.
Logo, concluimos que

f(z) = f(a) >0, Vx € (a,a + ),

f(z) — f(a) <0, Vx € (a—0,a).
O

Porém, o fato de que f’(a) > 0 nao implica que exista um § > 0 tal que f

seja crescente no intervalo (a—d, a+9). Para ilustrar isso, vejamos um exemplo.
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Dado « > 0, defina a funcao f : R — R, pondo

am—&—szen% , se z#0
fz) =

0 , se =20

Afirmacao 1. f/(0) existe e f/(0) > 0. De fato, basta notar que,

_ 2 1
fe) —f(0) _owtatsent o1
z—0 T T
€ como como sen% é limitada, temos que
— f(0 1
f2(0) = lim M: lim <a+a:sen)=oc>(),
z—0— z—0 z—0— T
e
— f(0 1

Logo, vale a Afirmagéo 1, ou seja, 3 f/(0) = o > 0.

Afirmacgao 2. Se a > 0 for suficientemente pequeno, entao f nao é crescente

em nenhum intervalo da forma (—d,9).

De fato, considere as sequéncias

1 1

Ty = ——
" 2nm + 5 Yn

=
2n71'—2

Logo, temos que 0 < z,, <y, Vn € N. Porém,

F@n) = flyn) = own + a7, - (D] = [ayn + 45 - (-1)] =

1 1 IR 1Y
_ _ 2,2 _ _
= @ =yn) F 20+ Y0 a<2nﬂ' +35  2nm— ’27)+(2n7r + 72T>+(2n7r — ’2’>

—Qam n 1 n 1 _
2n+3)2n-3)7 (204 1)°72 (20— 1)%m2

_ —am (4n? — 1) +8n? + 1 _ An?(2 — am) + 9= 4+ 1 .
(2n+%)2 (an%)27r2 (2n+%)2 (2nf%)2772 ’
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se, e somente se, 2 — am > 0, se, e somente se, o < %

Assim, tomando o > 0 tal que 0 < a < %, temos que, Vn € N, 0 < x,, < yp

Como x, — 0 e y, — 0, segue que f nao é crescente no intervalo (—d,d),

qualquer que seja § > 0.
Apenas para ilustrar, apresentamos um esbogo grafico para f, no caso

quando a = 0,3. Veja que numa vizinhanga da origem o esbogo grafico de

f oscila.

0,05]

-0,1 -0,05 o 0,05 0,1

0,05]

Um resultado andlogo ao da Proposicao 2.10 é apresentado a seguir.

Proposicao 2.11 Seja a um ponto interior de um intervalo I e f : I — R

derivdvel em a, com f'(a) < 0. Entao, existe 6 > 0 tal que:
(i) para todo x € (a — 0,a), tem-se f(x) > f(a);
(ii) para todo x € (a,a+9), tem-se f(x) < f(a).

Demonstragao. A prova é exatamente igual & da Proposi¢ao 2.10, bastando
tomar ¢ = —1 f'(a) > 0.
O



M. Zahn 21

Motivados pelos resultados acima, definimos os conceitos de méaximo e

minimo local.

Definicao 2.12 Seja f : I —+ R e a € I um ponto interior. Dizemos que a é
um ponto de maximo local para f se existir 6 > 0 tal que f(z) < f(a), para
todo x € (a —d,a+ 9).

Definicao 2.13 Seja f : I — R e a € I um ponto interior. Dizemos que a é
um ponto de minimo local para f se existir 6 > 0 tal que f(z) > f(a), para
todo x € (a — d,a + 9).

Proposicao 2.14 Se f: I — R for derivdvel em um ponto interior a € I e tal

ponto for de mdzimo local (ou de minimo local), entdo f'(a) = 0.

Demonstracgao. Faremos prova no caso em que a € I é um ponto de maximo

local (o caso em que a € I é u ponto de minimo local é andlogo).

Como f : I — R possui um maximo local em a € I, segue que existe § > 0

tal que f(x) < f(a), para todo € (a —d,a + ). Dessa forma, concluimos que

fila) = zliglJr w <0, Vz € (a,a+9),
e
f.(a) = lim f@) = fla) >0, Vz € (a—d,a).
z—a~ T —a
Logo, temos que f/ (a) <0e f’(a) > 0. Como f é derivdvel em a, segue
que

f(a) = fi(a) = f.(a) = 0.

2.5 Funcgoes derivaveis em intervalos

Quando uma fungao f : I — R é derivavel em todos os pontos a do intervalo
I, definimos a funcdo derivada f' : I — R, & qual associa a cada ponto x € I a

derivada f’(x). Isto posto, convém apresentar o seguinte conceito.
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Definicao 2.15 Dizemos que uma fungao derivavel f : I — R é continuamente

derivdvel ou de classe C*, se a funcdo derivada f’: I — R for continua.

Tal conceito pode, a primeira vista, parecer estranho, mas alertamos que,
de fato, uma fungao derivada nao precisa ser continua. Um exemplo classico
para justificar essa observagao consiste em considerar a fungao f : R — R,
definida por

z2sent | se x#0

0 , se =0

Nao ¢ dificil verificar que f é derivavel em toda reta, e em particular em
x = 0, mas ao determinar a fungao derivada f’ constatamos que a mesma nao
é continua em x = 0 (Verifique!)

No entanto, observamos algo surpreendente: existe uma versao do Teorema
do valor intermediario para a derivada, que seria algo similar ao Teorema do
valor intermediario para func¢oes continuas. No entanto, a versao para derivada
que provaremos a seguir ndo exige que f seja de classe C!, ou seja, a funcio
derivada f’ nao precisa ser continua para o Teorema do valor intermediério

para derivadas. Vejamos.

Teorema 2.16 (Teor. do valor intermedidrio para derivadas) Seja f : I — R
uma fungdo derivdvel em todos os pontos do intervalo I. Se a,b € I e f'(a) <

d < f'(b), entdo existe um ponto ¢ entre a e b tal que d = f'(c).

Demonstragao. Sem perda de generalidade, vamos supor que a < b. Temos

dois casos a considerar:
e Caso 1: d =0, ou seja, suponha que f/(a) <0 < f/(b).

Como f é derivavel em b e tal que f'(b) > 0, segue pela Proposigao 2.10
que existe d; > 0 tal que

V€ (b—d1,b), f(x) < f(b)
. (2.1)
Va € (b,b+01), f(x) > f(b)
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Do mesmo modo, como f é derivdvel em a e tal que f'(a) < 0, segue pela

Proposicao 2.11 que existe o > 0 tal que

Vz € (a — 02,a), f(z) > f(a)
. (2.2)
Va € (a,a+ d2), f(x) < f(a)

Seja 6 = min{dq,d2} > 0. Assim, temos de (2.1) e (2.2) que
f(x) < f(a), Yz € (a,a + )

e (2.3)
F() < f(b), Vo € (b—6,b)

Como f é continua em [a,b] C I (pois é derivdvel - veja Proposicao 2.7),
pelo Teorema do valor extremo segue que f assume valores méaximo em minimo
em [a,b]. Devido a (2.3) temos que existe um ponto ¢ entre a e b tal que c é
ponto de minimo de f em [a, b], e além disso, temos que ¢ # a e ¢ # b, ou seja,

¢ ndo assume os extremos do intervalo [a, b].

Sendo f derivédvel em (a,b) C I e possuindo um ponto de minimo relativo

em ¢ € (a,b), segue pela Proposicao 2.14 que f/'(c) =0=d.
Isso conclui o primeiro caso.
e Caso 2: d # 0, ou seja, f'(a) < d < f/(b), com d # 0 (caso geral).

Neste caso, defina a fungdo g : I — R por g(z) = f(z) — d - z. Entao, g é

derivével com derivada ¢'(z) = f'(x) — d.

Dessa forma, dados a,b € I, temos que ¢'(a) = f'(a)—d e ¢'(b) = f'(b) —d.
Como por hipétese vale que f'(a) < d < f'(b), subtraindo d em toda essa

cadeia de desigualdades vamos encontrar

g'(a) <0 <g'(b),



24 Anaélise I1

ou seja, a funcao g encontra-se nas hipéteses do Caso 1. Assim, conforme o
Caso 1, segue que existe ¢ entre a e b tal que ¢’'(¢) = 0, e como ¢'(¢) = f'(c) —d,
segue que f’(c) = d, como querfamos mostrar.

(Il

Teorema 2.17 (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R tal que f é continua
no intervalo fechado [a,b] e derivdvel no aberto (a,b). Se f(a) = f(b), entdo
Jc € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragdo. Seja f continua em [a,b]. Logo, pelo Teorema do valor
extremo segue que f assume um valor méximo e um valor minimo em [a, b].
Como f(a) = f(b), pelo menos um dos dois casos (maximo ou minimo) ocorre
em um ponto ¢ € (a,b). Mas f é derivivel em (a,b). Portanto, pela Proposicao
2.14 segue que f'(c) = 0.

O

Teorema 2.18 (Teorema de Lagrange ou Teorema do Valor Médio - T.V.M)
Seja f : [a,b] — R continua em [a,b] e derivivel em (a,b). Entao, existe um

ponto ¢ em (a,b) tal que

Obs.: Antes de provar o T.V.M, vejamos seu significado geométrico. Consi-
dere f nas hipdteses do Teorema. Ligando os pontos P(a, f(a)) e Q(b, f(b))
e considerando o triangulo retangulo PQR destacado na figura abaixo, temos
que a tangente do angulo 6 destacado serd numericamente igual a inclinagao

da reta tangente ao grafico de f em algum ponto ¢ € [a, b].

fib)

fia)
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Demonstragao do Teorema. Seja f nas hipéteses do Teorema.
Defina g : [a,b] — R por

_ )~ fla)

s (x —a).

Como f é continua em [a, b] segue que g é continua em [a, b] e como f é derivavel

em (a,b) segue que g também o é, com

g) = ') - O
Além disso, note que
ola) = 7(a@) — fla) - LT gy =
o) = £0) ~ f(a) - LU=y~

Logo, temos que g(a) = g(b) e estamos, portanto, nas hipéteses do Teorema de

Rolle. Portanto, por este Teorema segue que Je € (a,b) tal que g’(c) = 0, ou

seja
0=4(e) = f/te) - {U T
Portanto,

O

Algumas consequéncias do Teorema do Valor Médio sao apresentadas abaixo.

Corolario 2.19 Seja f : I — R uma fun¢do derivdvel no intervalo I. Entao,

f € crescente em I se, e somente se, f'(x) >0, para todo x € I.

Demonstracgao. Seja f: I — R derivavel em 1.
Suponha que f seja crescente em I. Assim, para todo a € I vale que

Fa) = fl.(a) = lim L& =T

>0
r—at T —a =7

pois se x — a™, segue que x > a e dai x —a > 0, e também como f é crescente
em [ segue que f(z) > f(a), e dai f(z) — f(a) > 0.
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Reciprocamente, suponha que f'(z) > 0, Vo € I. Sejam z1, x5 € I tais que

x1 < x9. Logo, pelo T.V.M. segue que existe um ponto ¢ € (x1,xs) tal que
flx) = f(z1) = f(c) (2 — 1) >0,

ou seja, concluimos que f(z1) < f(x2), ou seja, f é crescente em I.

(]

Corolédrio 2.20 Se f : I — R for uma fungdo derivdvel em I tal que f'(x) > 0,

para todo x € I, entao f € estritamente crescente em I.

Demonstragao. Segue analogo a reciproca do Corolario acima.

(]

Observacgao 2.21 A reciproca do Corolario 2.20 é falsa, ou seja, o fato de f
ser estritamente crescente em I ndo implica que f’(z) > 0, para todo = € I.
Por exemplo, f : R — R dada por f(x) = 23 é tal que f(0) = 0.

Corolario 2.22 Seja f : I — R uma fungao derivdvel no intervalo I. Entao,

f € decrescente em I se, e somente se, f'(x) <0, para todo x € I.

Demonstracgao. E andloga a prova do Corolario 2.19.

O

Coroléario 2.23 Se f : I — R for uma fungdo derivavel em I tal que f'(x) < 0,

para todo x € I, entdo f € estritamente decrescente em I.

Demonstracgao. Fica como exercicio.

O

Uma observacao analoga a Observagao 2.21 deve ser feita para este Co-

rolario. Deixemos para o leitor escrever.

Corolario 2.24 Se f : I — R for uma funcgdo derivdvel em I tal que f'(x) =0,

para todo x € I, entao f € constante em I.
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Demonstragao. Dados x1,z2 € I quaisquer tais que r; < x3. Pelo T.V.M.

segue que existe ¢ € (x1, ) tal que
f(z2) = f(x1) = f'(c)(za — 1) = O(x2 — 1) =0,

e entao segue que f(xz2) = f(x1), Vo1, 22 € I. Como x7 e x2 sd0 quaisquer em
I, segue que f é constante em I.

O

Corolario 2.25 Sejam f,g: 1 — R fungoes derivdveis em um intervalo I tais

que f'(x) = ¢'(x), para todo x € I. Entdo, existe um ponto ¢ € R tal que
flx) =g(z) +c

Demonstragao. Defina h : I — R por h(z) = f(z) — g(z). Entao, h é

derivavel em I e
W(z) = f'(z) —g¢'(x).

Como por hipétese f/(z) = ¢'(x), para todo = € I, segue que h'(z) = 0,
para todo x € I.

Pelo Coroldrio anterior segue que h(z) = ¢, onde ¢ é uma constante real.
Portanto, f(z) = g(x) + c.

O

Lembrando da Anélise I, uma funcao f : I — R é dita ser de Lipschitz ou
lipschitziana se existir uma constante positiva M > 0 tal que, para quaisquer

xz,y € I, implicar em
|f(@) = f(y)| < M|z —y].

O ntumero positivo M que satisfaz a desigualdade acima chama-se constante de

Lipschitz. Isto posto, temos o seguinte resultado relacionado a derivada:

Corolario 2.26 Seja f : I — R uma func¢do derivivel em um intervalo I.
Entao, [ € de Lipschitz se, e somente se, existir M > 0 tal que |f'(z)| < M,
para todo x € 1.
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Demonstragao. Primeiramente, suponha que f é de Lipschitz. Entao, existe

M > 0 tal que, para quaisquer x,y € I, vale a desigualdade
[f(z) = f(y)l < Mz —yl.

Entao

’f(x)—f(y)‘< "
r—y

Passando o limite quando = — y, segue que

lim f(m)_f(y)‘ < lim M = M,
Ty T—Y Ty
e como f é derivdavel em I, obtemos,
|f'(@)| < M.

Reciprocamente, suponha que exista M > 0 tal que |f'(z)] < M, Vx € I.
Assim, para x,y € I quaisquer, como f é derivavel em I, segue pelo T.V.M.

que existe ¢ entre = e y tal que

e dai segue que
[f(@) = fI=1f' O] |z =yl < M- |z —yl,

ou seja, f é de Lispchitz.
O

Corolario 2.27 Sejam I um intervalo aberto, a € I e f : I — R uma funcado
continua em I. Suponha que f seja derivdvel em x, para todo x € I, mas x # a.

Se exzistir lim f'(x) = L, entao f também é derivdvel em a, com f'(a) = L.
Tr—a

Demonstragao. Seja x € I, x # a. Logo, x > a ou = < a. Vamos considerar
o caso em que x > a. Nesse caso, aplicaremos o T.V.M. em [a,z]. Como f é
continua em [a, x] e derivdvel em (a, x), segue pelo T.V.M. que existe ¢ € (a, z)

tal que
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Entao, temos que (note que como ¢ € (a,x) e T — a segue que ¢ — a)

f(a) = tim PO ZID gy pre) = v () = L.

O

No que segue, apresentamos alguns exemplos de aplicacao do Teorema do

Valor Médio para desigualdades.
Exemplo 1. Mostre que In(1 + z) < z, Vo > 0.

Solugao. Defina f : [0,00) — R por
f(z)=In(1+2z)— =

Precisamos mostrar que f(z) < 0, para todo z > 0. Notamos que Vx > 0, vale
que
1
(2) = —— —1<0.
fla) = -1
Portanto, f/'(z) < 0, Vz € (0,00). Logo, pelo Coroldrio 2.22 segue que f é
decrescente em (0, 00), e disso segue que

x> 0= f(x) < f(0) =0,

donde segue que
In(l1+2z) <z, Vo >0.

Exemplo 2. Mostre que e > 1+ x, Vo € R.

Solugao. Defina f: R — R por f(z) = e* — z. Entao, f é derivdvel em toda

a reta, com
fl(x)=¢e"—1.
Assim, temos que
o f'(x) >0, Va € (0,400),
o f'(x) <0, Vx € (—00,0).
Logo, temos que f é estitamente crescente em (0,400) e estritamente de-

cresente em (—o00,0). Assim, segue que
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e Vz € (0,00), z > 0= f(z) > f(0), ou seja,

e —x>el—0=1=e">1+az.

o Vr € (—00,0), z < 0= f(x) > f(0), ou seja,

e —x>e—0=1=¢e">1+uz.
Ou seja, acabamos de mostrar que Vz € R\ {0}, vale que
e’ > 1+,
e no caso em que x = 0 temos e* =1+ z.

Conclusao: e* > 1+ x, Vx € R.
O

Teorema 2.28 (Teor. do Valor Médio de Cauchy) Sejam f,g : [a,b] — R
fungées continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b). Entao, existe ¢ € (a,b) tal
que

9(®) = g(a)f'(c) = [£(b) = f(a)lg ().

Observagao. Quando g(z) = z, o Teorema acima corresponde ao T.V.M.
(Verifique!)

Demonstragao. Dados f,g : [a,b] — R nas hipéteses do Teorema, defina
¢ : [a,b] = R por

Note que ¢ é continua em [a,b] e derivdavel em (a,b) e é tal que p(a) =
©(b) = 0. Logo, ¢ encontra-se nas hipéteses do Teorema de Rolle. Disso, segue

que existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0. Como

¢'(x) = (9(0) = 9(a) f'(x) — g'()(f(b) = f(a)),

segue que

¢'(c) = (9(b) — g(a))f'(c) = g'(e) (£ (b) = f(a)) =0,

donde segue o resultado.
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O

Uma consequéncia importante do Teorema acima é a seguinte versao da
Regra de L’ Hopital:

Corolario 2.29 (Regra de L’ Hépital) Sejam f,g : (a,b] — R derivdveis, tais

que
(i) lim+ f(z) = lim+ g(x) =0,
(i) g(z) # 0 e g'(x) # 0, Va € (a,b),
@
(iii) xllfflﬂ @) L.
Entao
f) _
z—at g(l’)

Demonstragao. Suponha que valem (i), (ii) e (iii). Redefina f,g: [a,b] = R
impondo que f(a) = g(a) = 0. Assim, f e g passam a ser continuas em [a, b].
Dado z € (a,b). Pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy em [a, x], segue que

existe ¢ € (a,x) tal que

e entao

lim @ lim HO)

z—a™t g(l‘) c—at g/(C)

Exercicios

1. Seja f : [a,b] — R continua, derivivel em (a,b). Suponha que f(a) =
f(b) = 0. Entdo, dado um k € R, mostre que existe ¢ € R tal que
f'e)=k-f(c).

Sugestao. Tome p(x) = f(x) - e~ ** a aplique o Teorema de Rolle.

2. Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que

cos ax — cos Bz
cos az — cos fz <|p—al, se x#0.

X
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1
. Mostre que \/1+h<1—|—§h, se h > 0.

. Aplique o Teorema do Valor Médio a f(z) = /x em [100,101] para

mostrar que

1
V101 =10+ —=
+2ﬁ

para algum ¢ em (100, 101).

. Explique por que o Teorema do Valor Médio néo se aplica a fungéo f(z) =

|z| no intervalo [—1,2].

. Seja f continua em [1, 3] e derivavel em (1,3). Suponha que, para todo

x € (1,3), vale que 1 < f'(z) < 2, Prove que 2 < f(3) — f(1) < 4.

. Suponha que as fungbes f e g sejam continuas em [a,b] e derivdveis em

(a,b). Suponha também que f(a) = g(a) e que f'(z) < ¢'(z) para a <
x < b. Prove que f(b) < g(b).

. Dizemos que uma funcao f : I — R é uma funcao de Holder se AM > 0

Ja € (0,1] tais que

[f(z) = fy)| < M|z —y|*, Vo,y € I.
Note que no caso particular de o = 1, temos que f é de Lipschitz.
(a) Mostre que se f : I — R é de Holder, entdo f é uniformemente
continua.

(b) Mostre que se na condi¢do de Holder permitissemos que « > 1,
seguiria que f'(z) = 0, Vo € I, e portanto, f seria uma fungdo

constante.

. Use o T.V.M. e seus corolarios para provar que valem as desigualdades:

(a)

1f72<arctanx<x, Vx > 0.
x
x
b) ——
(b) ——
3
(c) Y < arctanz, Vo > 0.

> arcsenx > z, Vo € [0,1).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(d)ﬁ+2x_1< Ty 2l L <2 <1. Ob
— = arcsen xr — —F——, Para 5 x . SEerve
6 V3 6 2/1_a2 T

1 _ KiN
que arcsen 5= %"

Seja f duas vezes derivédvel no intervalo [0,2]. Mostre que se f(0) = 0,
f(1) =2 e f(2) =4, entdo existe um o € (0,2) tal que f”(xg) = 0.

Seja f : R — R derivével tal que f(m) = 7 e f(e) = e. Mostre que existe
z € R tal que f'(z) = 1.

Suponha que f é uma funcao derivdvel com f’(x) = z?f(x), para todo
x € R, e tal que f(0) = 1. Mostre que f(z)- f(—z) = 1, para todo z € R.

(Sel. Mestr. UFSM 2012/1) Suponha que f : [0,00) — R seja

derivével, com f(0) = 0, e que f' : (0,00) — R seja crescente. Mostre

f(z)

que a funcdo g : (0,00) — R definida por g(z) = é crescente em

(0, 00).

(Sel. Mestr. UFRGS 2009/1) Sejam f e g fungoes reais continuas e

derivédveis em [a,b]. Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que:
(a) Se f(a) = f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
(b) Se f(a) = g(a) e f(b) = g(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =

g'(c).

1
(Sel. Mestr. UFRGS 2009/1) Dado « > 0, mostre que Inz > 1 — —.
x

(Sel. Mestr. UFRGS 2015/2) Suponhamos que f é uma funcao
diferencidvel em R tal que |f'(z)] < M < 1 para todo x real. Seja a;
um numero real qualquer e (a,) uma sequéncia definida recursivamente

ant1 = f(ay) paran € N.
(a) Mostre que

|anto — ant1| < Mlap41 — an|, para todo n.

(b) Prove que a,, converge.
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2.6 Foérmula de Taylor

Nosso objetivo nesta secao é apresentar uma férmula que permita aproximar
uma fungao qualquer por um certo polinémio, com um erro de aproximagao
pequeno, numa vizinhanca de um ponto a no interior de um intervalo onde
a funcao esteja definida. De fato, na Secao 2.2 definimos que uma fungao
f I — R é derivavel em um ponto a no interior de I, se existir um nimero

f'(a) tal que, pondo
fla+h)= f(a)+ f'(a)h +r(h),

entao h
r
li =
S0 h 0,

ou seja, obtemos uma aproximagao linear de f numa vizinhanga do ponto a,

com um erro (resto) r(h).

Vamos demonstrar uma férmula que nos permita obter uma aproximagao
melhor do que a linear. Antes, porém, necessitamos estabelecer o conceito de

derivadas sucessivas e funcoes de classe C™, n € N.

2.6.1 Derivadas sucessivas e a classe de fungoes C"

Na segéo anterior, dada uma fungéo f : [a,b] — R, se f for derivdvel em todos
os pontos do intervalo aberto (a, b), definimos a fun¢ao derivada f' : (a,b) — R.
Do mesmo modo, sendo f” derivavel em (a,b), podemos definir a funcao deri-
vada da fungdo derivada, ou seja, a derivada segunda f” : (a,b) — R, e assim

por diante.

Dado n € N, a derivada de ordem n ou derivada ene-ésima de f em um

ponto a é definida indutivamente por
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Definicao 2.30 Dizemos que uma fungéo f : [¢,d] — R é n vezes derivdvel
em um ponto a € (¢,d) se f possuir derivadas até a ordem n — 1 em todos os

pontos de uma vizinhanca de a e se existir (™ (a).

Definicao 2.31 Dizemos que uma funcdo f : [a,b] — R é de classe C", e
escrevemos f € C™, quando f for n vezes derivavel em [a,b] e a funciao f(™) é

uma fungao continua em [a, b].
Por exemplo, para n =0, 1,2, ..., defina as fungoes f,, : R — R por

xntl se x>0
fulz) =2™z| = .
—z"l ge <0

Note que cada f,, é derivavel com

(n+1)a™ se >0
frlz(x) = )
—(n+1)2™ se <0
pois ¢ fécil ver que 3 f;,(0) = f;,_(0) = f, (0) = 0. Portanto, concluimos que

fu(@) = (n+1) foa(2),

e com isso a derivada segunda ficara
fi@) =+ f1(@) = (n+ Dnfro(x).

Seguindo por indugao, chegaremos a fr(ln)(m) = (n+ 1)!fo(x), onde fo(z) =
|z|, que é continua, mas nao é derivdvel em x = 0. Portanto, concluimos que
para todo n fixado, temos que f, € C", mas f, ¢ C"+1.

Quando a defini¢ao acima for verdadeira para todo n € R, temos o conceito

de fungao classe C'°*°, dado abaixo.

Definicao 2.32 Quando f for infinitamente derivavel com com todas as de-
rivadas f(") continuas, n = 0,1,2,3, ..., diremos que f é uma funcao de classe

C®, e escrevemos f € C'.
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2.6.2 Foérmula de Taylor
No que segue, apresentamos um importante Lema.

Lema 2.33 Seja r : I — R uma fungdo n vezes derivdvel no ponto 0 € 1.

Entao, sao equivalentes:

(i) r(0) =7/(0) = r"(0) = ... = r(M(0) = 0;
(i) lim r;(ﬁ) = 0.

Demonstragao. Faremos a prova de cada implicacao por inducao sobre n.

(i) = (ii):

(a) Quando n = 1, ou seja, suponha que vale r(0) = 7/(0) = 0. Entao,

r(h) r(h) —r(0)

. Y _ 1 _
R r)=o.
Logo, vale a base da indugao.
(b) Dado que r(0) = r'(0) = ... = r(™(0) = 0, e suponha que (ii) esteja provado
até a ordem n — 1, ou seja, que vale
r(h) _
h—0 hn=1 0

Aplicando essa hipétese de indugao para r/(h), obtemos

r'(h)

h—0 A1 =0

Assim, dado e > 0, segue que existe § > 0, tal que, VO < |h| < §, implica em

r'(h)
e O’ <e.
Dessa forma, avaliando
r(h)
A |’
obtemos, pelo T.V.M., que existe ¢ € (0, h) tal que
r(h)| _|r(h) —r(0)| _|r'(c)(h=0)] _|r'(c)
hn - hn - hn - hn—1 ’
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e como 0 < ¢ < h < §, segue que % < %, e dai obtemos a majoragao

rle) | _ |r'(e)

= hnfl Cnfl

r(h)
hn
r(h)

Isso prova que %in}) T = 0 e, portanto, pelo Principio da Indugao Ma-
—

tematica segue que vale (ii).

< <e.

(ii) = (i):
h
(a) Suponha que (ii) vale para n = 1, ou seja, que vale }llirrb —r(h) = 0. Entao,
—

como 1 e 7’ sao derivdveis, e portanto continuas, segue que

#(0) = Tim - ")

h—0 h - 0’

r(h)

r’(0) = lim rh) =r(0) = lim

h—0 h—0 h—0 h =0

Logo, r(0) = r/(0) = 0, ou seja, vale a base da inducao.

(b) Dado que
lim T}(ﬁ) —0, (2.4)

e supondo que
r(0) = ' (0) = ... = ¥~V (0) = 0, (2.5)

precisamos mostrar que (™ (0) = 0.

Defina ¢ : I — R por

Assim, temos que @ é n vezes derivavel em 0, com

0 i (2.6)

Qp(k) (h) = T(k)(h) - (n — k)' )

para k=0,1,2,...n — 1.
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Logo, por (2.5) e (2.6) temos que

(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = ... = "D (0) = 0,
€ CoImo )
) = 1 ()~ L = gy 0 ),
segue que

P(0) = 77(0) = ") (0) = 0.

Portanto, pela parte (b) da implicacdo (i) = (ii) provada anteriormente,

segue que

. p(h)

1

0 hn
Agora, pela definicao de ¢, podemos escrever

=0. (2.7)

(o
r n
i) = () +
n!
e dai, segue que
(m)(0)
T
p(h) + ———h" (n)
tim 7% _ i n! — i 20 gy 20O (2.8)
h—0 h™ h—0 h™ h—0 h™  ho0  nl
Pela hipétese de indugdo (2.4) e por (2.7), temos que (2.8) fornece
™ (0) =0,
como queriamos mostrar. Isso conclui a prova da inducado que (ii) = (i).
Portanto, conclui-se a prova do Lema.
(]

Definicao 2.34 Seja f : I — R uma funcao n vezes derivavel em a € I.
Definimos o polinémio de Taylor de ordem n da funcdo f no ponto a como o
polinémio

p(h) = ag + a1h + ash® + ... + a,h",
cujas derivadas de ordem < n no ponto h = 0 coincidem com as derivadas de

ordem n de f no ponto a, i.e.,

p®(0) = f®)(a), para k=0,1,2,...,n. (2.9)



M. Zahn 39

Afirmamos que as derivadas p(?)(0), p’(0), p”(0), ..., p™(0) determinam de
forma dnica o polinémio p(h), pois

p'(h) = a1 + 2azh + 3azh® + ... + na, h" ™,

p"(h) = 2as + 3 - 2azh + ... + n(n — 1)a,h" 2,
pB(h) =3-2a3 +4-3a4h* + ... + n(n — 1)(n — 2)a,h" 3,

e, em geral, para k =0,1,2,...,n,

p® () = K-+ Y g(h)

onde Y g(h) denota uma soma de termos que contém h. Logo, para h = 0 e

usando (2.9), segue que
(@) = p®(0) = klay, para k=0,1,2,...,n,

e dai, para k =0,1,2,...,n, temos

M (a)
R

arp =

Portanto, o polinémio de Taylor de ordem n da funcao f : I — R no ponto

a € [ fica unicamente determinado por

1), £

f(”)( )
- h".

p(h) = ap+arh+ash®+...+a,h" = f(a)+ + I b O}

Isto posto, apresentamos o Teorema:

Teorema 2.35 (Férmula de Taylor infinitesimal) Seja f : I — R uma fungao

n vezes derivdvel em a € I. Entao, para todo h € R tal que a + h € I, tem-se

" (n)
flath) = fla) + Fn+ w2 T D)
onde lim r(h) =0.
h—0 h™
p . nf(k)(a)k/ . .
Além disso, p(h) = I h" € o unico polinomio de grau menor ou

k=0

igual a n tal que f(a+ h) = p(h) +r(h) com lim r(h)
h—0 A"

= 0.
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Demonstragao. Dado h € R tal que a + h € I, defina r(h) por
r(h) = f(a+h) = p(h), (2.10)

onde p(h) é um polinémio de grau < n e r(h) é tal que

. r(h)
Jimy =

= 0. (2.11)

Vamos mostrar que p(h) é o polinémio de Taylor. Note que, por construgio,
temos que r(h) possui derivadas no ponto 0 até a ordem n. Dessa forma,
observando (2.11), estamos nas hipdteses do Lema 2.33. Assim, concluimos
que

7(0) = #'(0) = #"(0) = ... = r™(0) = 0. (2.12)

As derivadas de ordem k de (2.10), para k =0, 1,2, ...,n, sdo dadas por
PO (h) = 9 a+ h) — p® (n)
e dai, por (2.12) segue que
0= r(k)(O) = f(k)(a) —p(k)(O), para k=0,1,2,...,n.

Logo, f®(a) = r#)(0), e dai segue pela Definicio 2.34 que p(h) é o po-

linébmio de Taylor, o qual j& mostramos ser unico, e é da forma

N k) (g
p(h):zf (@) i
k=0

k!
O

Observacao 2.36 Pondo a+h = = temos h = x —a e entdo, podemos escrever

"(a (n) a
fa) = fl@) + @) -a) + e a4 O oy o)
lim 729 _

T—a (J; — a)"

Uma aplicagao imediata da Formula de Taylor infinitesimal é a Proposigao

que segue.
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Proposicao 2.37 Seja f: I — R uma fun¢do n vezes derivdvel em wm ponto
a € I. Suponha que f'(a) = f"(a) = ...= f*VD(a) =0 e f")(a) # 0. Entdo

(a) sen for impar, entdo a nao € ponto de mdximo local, nem ponto de minimo

local para f.
(b) se n for par, entdo

e se f(")(a) > 0, entdo a é ponto de minimo local para f,

e se f(")(a) <0, entdo a é ponto de mdzimo local para f.

Demonstragao. Como f'(a) = f"(a) = ... = f" " V(a) = 0 e f™(a) # 0,
pela Férmula de Taylor infinitesimal, segue que
_ M), (@) (M) .

: (n
Como 7,5’;) — 0 quando h —» 0 e % # 0, segue que:

(a) se n for {mpar, entao:

e A > (0 para h > 0;
e h" < (0 para h <0,
e entdo f(a + h) — f(a) possuird um sinal & direita contrdrio ao sinal &

esquerda de a. Logo, o ponto a nao é ponto de maximo local e nem de

minimo local para f.

(b) se n for par, entdo h™ > 0, Vh # 0. Logo, o sinal de h" (% + T}(LZ)),
para 0 < |h| < &, é o mesmo sinal de f(")(a). Assim,
e se f("(a) > 0 entdo f(a+h) — f(a) > 0 para 0 < h < 6, e daf é
minimo local para f,

e se f(™(a) < 0entdo f(a+h)— f(a) <0 para 0 < h < J, e daf é

maximo local para f.

Isso conclui a prova da Proposicao.
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No que segue, apresentamos uma segunda Férmula de Taylor, onde o resto

assume uma forma diferente da infinitesimal.

Teorema 2.38 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange) Seja f uma fun¢ao
n vezes derivdvel no intervalo aberto do tipo (a — §,a + 6), onde § > 0, com
F=Y continua em [a — §,a + 8. Entdo, dado b € (a—8,a+6), existe c entre

a eb tal que

(1) ()
(b—a)2—|—...—|—fén — 1()') (b—a)”71—|—f n'( )

f"a)
2!

f@) = fla)+f'(a)(b—a)+ (b—a)".

Além disso, pondo b= a + h, seque que existe § € (0,1) tal que
f'(a), o fr V@), ey, f™(a+0h)
T e T —

Observagao. Note que o caso n =1 é o T.V.M. usual.

fla+h) = fla)+ f(a)h+ ™.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, vamos supor a < b. Defina
¢ : [a,b] = R por

@) e

o) = 1) = f@) = @) —2) - 1

A
(n—1)!
onde A € R é tal que p(a) = 0. Tal escolha para A torna ¢ continua em [a, b].

O (R

Por construgao temos que ¢ é derivavel em (a, b), com

(pl($) — f/(SC) _ f”(l’)(b— I) _ f/(l’) _ %f’"(z)(b— x)z _ 2(b _ x) f”2(1’) 3
S (@) e S(@) b, A
donde segue que o
o) = ATV (@) 1
w@ﬁ_‘TﬁiTi*“‘z> :

Assim, sendo ¢ continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), e notando que
v(a) = 0 = ¢(b), estamos nas hipéteses do Teorema de Rolle, e dai segue que
existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) =0, e com isso, segue que
A ()

0=¢'(c) 1)

(b—co)" e A= f(c).
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Logo, para z = a, teremos

@,

0= pla) = FO)—F(@)—F (@)(o—a) —.~ 5

e daf a Férmula é obtida isolando-se f(b), onde ¢ € (a,b).

Para mostrar a segunda parte do Teorema, observe que, denotando b = a+h,
segue que h = b — a, e assim,

f"(a) B2y 4 Y (a) pr—l 4 ™ (e)

fla+h) = fa) + fla)h + —; e n!

h",

onde ¢ € (a,a+ h), e portanto, ¢ = a + 6h, para algum 0 < 6 < 1. Isso conclui

a prova do Teorema.
|

Exercicios
1. Seja f, : R — R definida por

2n 1
r*"sen.  se x#0

0 se =0

Mostre que f, é n vezes derivavel, mas que sua ene-ésima derivada nao

é continua no ponto x = 0, logo, f & C™.

2. Use a igualdade

xn+1

1
— =1 "
11— +z+...+x +1—x

e a Férmula de Taylor infinitesimal para calcular as derivadas sucessivas,

no ponto & = 0, da fungéo f: (—1,1) = R, dada por f(z) = 1 .
-

3. Seja f : R — R uma funcdo par, ie., f(z) = f(—=z), para todo = €
R. Mostre que na expressao da féormula de Taylor em torno de 0 nao
aparecem as derivadas impares em 0. Enuncie e demonstre um resultado
andlogo para fungdes fmpares, i.e., tais que f(z) = —f(—=x), para todo
xzeR.
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. Sejam f, g : I — R duas vezes derivdveis no ponto a € I. Se f(a) = g(a),

f'(a) =4¢'(a) e f(x) > g(x), para todo = € I, prove que f"(a) > g”(a).

. Seja f : I — R uma fun¢ao duas vezes derivavel em a € I. Prove que

L ) = 27(a) + fla—h)
h—0 h?

= f"(a).

. Utilize a Férmula de Taylor infinitesimal para provar a seguinte versao

da regra de L’Hopital: Sejam f,g : I — R fungdes n vezes derivdveis
no ponto a € I, com derivadas nulas neste ponto até a ordem n — 1. Se
g™ (a) #0, entdo

. (Sel. Mestr. UFRGS 2010/1) Seja f : (a,b) — R uma fungdo

diferencidvel.

(a) Se f é nao decrescente, prove que f'(z) > 0 para todo x € (a,b).

(b) Suponha que f(z) < f(y) para todos =,y € (a,b) tais que = > y.
Podemos afirmar que a derivada de f é estritamente menor que zero
em todos os pontos de (a,b)?

(¢) Suponha agora que f é duas vezes diferencidvel em (a,b), e que a
derivada de segunda ordem de f é estritamente positiva. Prove que

f pode ter no maximo um ponto de minimo local.

. Seja f € C™! em uma vizinhanca do ponto a, e considere a Férmula de

Taylor com resto de Lagrange:

f(nil) (CL) hn71 4 fn(a’ + eh) hn

fla+h) = f(a)+ f(a)h+ ...+ n=1) —
1

e quando

com 0 < 0 < 1. Prove que se f("*t1(a) # 0, entdao # —

h — 0. Sugestdo: compare com a Férmula de Taylor infinitesimal.

. Considere uma fungao f onde a derivada segunda f”(x) existe e é continua

em [0,1]. Assuma que f(0) = f(1) = 0 e suponha que existe K > 0 tal
que |f"(z)] < K, para todo z € [0,1]. Mostre que

(1 K
/ (2) £

<5 e @l
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10. Suponha f € C?(0,00) e escreva

M= suwp |fD(x)],
z€(0,00)

onde 7 =0,1,2.

(a) Use a Férmula de Taylor em torno de qualquer z fixado para mostrar

que para todo h € (0,00), tem-se

M,
@) < he My + 52

(b) Encontre o valor de h que minimiza a parte direita da desigualdade

acima. Em seguida, conclua que
M? < 4-My- M.

11. Seja F a colecao de todas as funcoes duas vezes continuamente derivaveis
em R satisfazendo f > 0em R e f”(2) < 1 em R. Encontre uma constante

C € (0,00) tal que para cada f € F e para cada = € R, tem-se

fl@)? <C- f(a).

2.7 Funcoes convexas

Definicao 2.39 Dizemos que uma fung¢do f : I — R definida em um intervalo
1, é convezxa se, para quaisquer x1, o € I e para qualquer niimero real A € [0, 1],

cumprir a desigualdade:

A combinagao Ax;+(1—MN)xy é chamada de combinagao convera. Chamando
A=A el — X=X\, notamos que A\; + Ao = 1, com Ay, Ay > 0, e podemos

escrever a desigualdade da definicdo acima por
f()\lxl —+ )\21‘2) S >\1f(ZL'1) —+ )\2f(ZL'2)

Geometricamente, uma funcao f : I — R é dita convexa em I se, para

quaisquer a,b € I, a reta secante ao grafico de f nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b))
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fica acima do gréfico de f.

Assim, seja x € (a,b) C I. Logo, a < x < b. A equagao da reta secante ao
grafico de f nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) é dada por

f() = f(a)

y=fla)+——

(z —a).

Logo, como (z, f(x)) estd abaixo do grafico da reta secante acima destacada,

segue que ,
1) < g0+ 1O )
ou seja,
fx) = fla) _ f(b) = fla)
T —a = b—a (2.13)

Por outro lado, a equacao da reta secante ao grafico de f também pode ser

escrita por
f(6) — f(a)
b—a

e, do mesmo modo, como (z, f(x)) estd abaixo do gréfico da reta secante acima

y=1rb)+ (z —b),

destacada, segue que

f(b) - f(a)

b—a

f(z) < f(b) + (z —b),

ou seja, (e nao esquecendo que x —b < 0, por isso trocamos a desigualdade que

segue)
flz) = f(b) _ fb) — f(a)
z—b —  b—a
ou melhor,
f) = flx) _ f(b) = fla)
b—x = b—a (2.14)
Juntando (2.13) e (2.14) obtemos
f(@) = fla) _ fb) = fla) _ f(b) = f(x)
T —a = b—a = b—z (2.15)

Isto caracteriza a convexidade de f. Faca um desenho para ilustrar.
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Mais ainda, sendo f convexa em I, se a < b < ¢ < d, pode-se mostrar que

f®) = fla) _ fle) = f(b) _ f(d) — f(e)
b—a c—b ~ d—c

(2.16)

ou seja, as declividades vao aumentando. Um simples desenho j4 justifica este
fato.

No entanto, até o momento parece nao haver conexdo entre a defini¢do
dada de fungdo convexa com o seu significado geométrico. Vejamos que de
fato a desigualdade da Definigao 2.39 se cumpre: dados z1,z2 € I e suponha
f convexa em I (sem considerar convexidade como a Definigdo 2.39, e sim

somente seu significado geométrico).

fza)

fe)
Hz1)

Assim, dado ¢ € [x1, z2], segue que podemos escrever
c¢=Ar1+ (1 — AN)zg, paraalgum X € [0, 1].

Logo,
fle) = FQAzy + (1 = A)xa).

Afirmamos que f(c) < Af(z1) + (1 — A)f(x2): De fato, a equagao da reta

secante ao rafico de f em (x1, f(x1)), (22, f(z2)) é dada por

f(z2) — f(x1)

r—x
Ty — 11 ( 1)a

y=f(z1) +
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e como todo ponto do grifico de f no intervalo [z, z2] fica abaixo de tal reta,

segue que, em particular quando x = ¢, teremos

f(x2) — f(21)

£ < flan) + 2T g,
onde ¢ = Az1 + (1 — \)z2, ou seja,
f()\x1 + (1 — )\){EQ) < f($1) + M()\xl + (1 — )\){EQ — {L‘1),

To — I

o que, organizando adequadamente a direita da desigualdade acima, obtemos
fAz1+ (1= Azz) < AMf(21) + (1 = A) f(z2),

como querfamos mostrar.

Na proposicao que segue podemos estender a combinagao convexa para n

termos.

Proposicao 2.40 Se f: I — R for uma func¢do conveza, entao para quaisquer
T1,T2,...,Tn € I € para quaisquer A1, Aa, ..., Ay > 0 tais que \; + ... + A\, = 1,

tem-se . .
FO Niw) <D Aif (@)
i1 i1

Demonstragao. Seja f : I — R for uma funcao convexa. Faremos a prova
por indugao sobre n. Como f é convexa, segue que para n = 2 a prova ja esta

garantida, ou seja, vale a base da indugao.

Suponha entao que a desigualdade seja verdadeira para n — 1 ntimeros reais
e sejam Aq,...,\, > 0taisque \i+...+ X, =1. Sedi=1led=..=X, =0,

entao vale a base da inducao.

Vamos entao supor que A, < 1. Assim, podemos escrever

M T+ +>\n71
D Wt T W

AMZ1+ e+ Ay = (1= Ap) ( :vn1> + M.

Denotando
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temos

f()\lxl +...+ )\nxn) = f((l - )‘n)y + )‘n$n) < (1 - )‘n)f(y) + )‘nf(xn)a (2'17)

pois vale para n = 2.

Observe também que

A1 A2 An—1 M+ oo+ 1=,
= = =1
1—)\n+1—)\n+ +1—)\n 1-X, 11—, ’

e como a hipétese da indugao vale para n — 1 termos,

Fy) = F(— g b 20l <

1-A, 1-X,
)\1 )\n—l
< T @) et T f )

o que, levado para (2.17), fornece
fuzr + o+ Apzn) < (1= M) f(y) + Anf(n) <

S /\1f(.’b1) + ...+ Anflf(xnfl) + )\nf(xn)a

como querfamos mostrar.

O

Estamos interessados em obter resultados que liguem os conceitos de fungao
convexa com fungao derivavel. No entanto, chamamos a atencao de que o fato
de uma funcao ser convexa nao implica de a mesma ser derivavel. Por exemplo,
a fungdo f : R — R dada por f(z) = |z| é convexa, pois dados A, A2 > 0 tais
que A1 + Ay =1, tem-se que, Vx,y € R,

Fiz + Aay) = [Mix + Aoyl < Mz + Ay = A f(x) + Ao f(2).

No entanto, f nao é derivavel na origem.

Vejamos agora um importante resultado.

Proposicao 2.41 Seja f : I — R uma fung¢do duas vezes derivdvel em I.

Entdo, f € convera em I se, e somente se, f"(x) >0, Vz € I.
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Demonstragao. Suponha que f seja convexa em I Assim, dados a < b€ [ e

tomando a < z < b, segue por (2.15) que

fz) = fla) _ f(b) = fa) _ f(x) = f(b)
r—a ~ b—a — xz-b
Como lim W = f'(a) e glclg%) %[]:(b) = f'(b), concluimos que
f’(a) < f(b;):i(a) < f/(b),

ou seja, dados a < b, mostramos que f'(a) < f'(b), ou seja, concluimos que
f é crescente em I, e pelo Coroldrio 2.19 aplicado a f’ segue que f”(z) > 0,

Vx € I. Isso prova a primeira parte da Proposigao.

Reciprocamente, suponha que f”(xz) > 0, Vo € I. Sejam a,b € I, com
a<b Dadoh >0talquea—h,b+hel.

Assim, pelo Teorema da Férmula de Taylor com resto de Lagrange segue

que existe ¢; € (a — h,a) e existe ca € (b,b+ h) tais que

fla—h) = fla) + Fla)(-h) + T Cape,

f"(c2)
72!2 h2.

Mas como f”(x) > 0 para todo x € I, vamos obter

f(o+h) = f(b) + f'(b)h +

fla=h)=f(a) = f'(a)(=h) e f(b+h)=f(b) = f'(b)h,
e portanto,

M < f'(a) e > f'(b). (2.18)

Novamente pelo Coroldrio 2.19, como f”(x) > 0, Vx € I, segue que [’ é

fo+h) - fb)
h

crescente em I, ou seja,

a<b= f(a)< f(b).
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Logo, como a < b, concluimos de (2.18) que

Por fim, escrevendo x =a—h ey =b+ h, temos que z < a < b < y e sao
tais que
fa) ~ f(@) _ f(y)~ fO)
a—z —  y—b

ou seja, f é convexa em I.
O

Um importante exemplo de fungao convexa é a funcao f : R — R dada por
f(z) = e*. De fato, para mostrar isso, basta notar que f”(x) = e® > 0, logo,
pela Proposicao acima segue que f é convexa (e estritamente, pois a desigual-

dade é estrita).

No que segue apresentamos dois exemplos de aplicagao da fungao exponen-

cial e o estudo de fungoes convexas é dada abaixo.

Exemplo 1. Prove a desigualdade existente entre média aritmética e geométrica,

ou seja, dados x1, 9, ..., x, > 0, mostre que

1+ 2o+ ...+ 2y
- .

Vry Lo Ty <

Solugao. De fato, basta definir f : R — R por f(z) = €®. Como f"(z) =

e* > 0, Vx € R, segue que f é convexa. Assim,

Ly - Tt l ee L
"$1'$2'...'In=61n‘/ml T2 mn:6nlnzl+ +Inz, <
1 1 ry+ ...+ 2z,
< —elnzl + ...+ —elnm” = - .

n n n

O

Exemplo 2. (Desigualdade de Young) Dados p,q > 1 tais que %—i—% =1, para

quaisquer a,b > 0, vale a desigualdade:
a? af

a-b< —+ —.
p q
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Demonstragao. Como f: R — R dada por f(x) = e” é convexa, temos que
a-b= eln(a‘b) _ elna+1nb _ e%lna-‘r%lnb _
1 py 1l q 1 1
_ eplna +q1na _ f(*hlap + *hlaq),
p q
e como f(x) = e é convexa e % + % =1, segue que

1 1 1 1 1 » 1 a 1 1
ab=f(=InaP+-Ina?) < = f(InaP)+-f(Inb?) = - 4 —en®" = —gP 4 —p2,
p q p q p q p q .



Capitulo 3

Integrais

Neste capitulo queremos desenvolver uma importante ferramenta do cédlculo: a
integracao definida, que é motivada pelo problema de se determinar a area que
uma curva forma em um dado intervalo em relagao ao eixo horizontal. Uma
aplicacao fisica para isto seria, por exemplo, determinar o traballho realizado
para mover um objeto, conhecendo-se o grafico deslocamento x forca. Teremos
que o referido trabalho serd numericamente igual a area que o grafico da fungao
forca faz com o eixo deslocamento. Porém, nem sempre esta area pode ser de-
terminada a partir de decomposicao de figuras planas elementares, tais como
quadrados, retangulos e triangulos. Somente o estudo de integrais definidas

responderd perfeitamente a isto.

3.1 A integral definida

3.1.1 Preliminares

Inicialmente apresentaremos algumas defini¢oes e propriedades extremamente

importantes que nortearao nossos estudos de integrais.
Definicao 3.1 Definimos a particdo de um intervalo [a, b] por

P:{a:t0<t1<t2<...<tn:b}.
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Da defini¢ao temos que uma particdo P de um intervalo [a, b] divide o mesmo

intervalo em n subintervalos do tipo [t;—1,%;].

=
I
&
=
T
o
Jury
o
~
=
I
=l

Definicao 3.2 Sejam f : [a,b] — R limitada e P uma particao de [a,b]. Defi-
nimos o infimo e o supremo' de f em cada subintervalo [t;_1,t;] da particio,
respectivamente, por
m; = inf f(z) e My= sup f(x).
TE€[ti—1,t4] ZE[ti_1,ti]
Definicao 3.3 Sejam f : [a,b] — R limitada e P = {a = tg < t; < ... <
t, = b} uma particao de [a, b]. Definimos as somas superior e inferior de f, em

relagdo a particao P, respectivamente, por

n n

S(f, P) = ZMi(ti - ti—l) e S(f; P) = Zmz(tz - ti_1).
i=1 i=1
A seguir, temos uma representacao grafica da defini¢ao acima, onde a pri-
meira ilustracao representa a soma superior de f em relagao a uma particao P

e a segunda, a soma inferior.

a fI i f3 a fI iy f3

Note que, no caso quando f > 0, as somas superior e inferior, representam,

respectivamente, aproximagoes por excesso e por falta, da area que o grafico de

Lembre das definigdes de infimo e supremo de um conjunto apresentadas no curso de

Analise 1.
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f forma com o eixo horizontal no intervalo [a, b]. Intuitivamente, se refinarmos
a particao de [a, b], ou seja, se “quebrarmos” mais o intervalo [a, b], iremos cada
vez mais nos aproximar, por excesso e por falta, da area real. Esta sera a ideia

de nosso estudo.
Lema 3.4 Seja f : [a,b] = R limitada e P uma particao de [a,b]. Entdo
s(f; P) < S(f; P).

Demonstragao. O que este Lema esta nos dizendo é que, dada uma particao
P de [a,b], a soma inferior sempre é menor ou igual do que a soma superior.
Facilmente podemos observar isto mediante uma construcio grafica, como a
ilustracao apresentada na definigdo de somas superior e inferior acima. Porém
vamos a prova deste Lema. Seja P uma parti¢do qualquer de [a,b]. Como
m; < M, et; —t;_1 >0Vie{0,1,....n}, temos

mi(t; —ti—1) < M;(t; —tiq).

Somando estas desigualdades para todos os i’s, temos

n n
Zmi(fz‘ —ti1) < ZMl(t’L —ti—1),
i—1 i=1

ou seja,
s(f; P) < S(f; P).
(]

Definicao 3.5 Sejam P e @ duas particoes de [a,b]. Dizemos que @ é um
refinamento de P se P C Q.

O que esta definicao quer dizer é que um refinamento de uma particao é uma
outra particao do intervalo que contém todos os pontos da particao anterior e
pelo menos mais um ponto. Isto pode ser observado na ilustragao abaixo, onde

Q@ é um refinamento de P.
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Lema 3.6 Sejam f : [a,b] — R limitada , P e Q duas partigoes de [a,b], com
P CQ (ie., Q € um refinamento de P). Entao

s(f;P) <s(f;Q) <S(f:Q) <S(f;P).

Obs.: O que este lema estd nos informando significa que, ao refinarmos uma
particao P, a soma inferior nao diminui e a soma superior nao aumenta. Ob-
serve que a desigualdade intermedidria é simplesmente o lema anterior. Preci-
sarfamos mostrar entao as outras duas. Porém, deixaremos para o leitor fazer

algumas construgoes graficas e concluir o resultado.

Corolério 3.7 Sejam f : [a,b] = R limitada , P e Q duas parti¢oes de [a,b).
Entao
s(f; P) < S(f;Q),

ou seja, qualquer soma inferior € sempre menor ou igual do que qualquer soma

SUPETLOT.

Demonstragao. Basta notar que P U @ ¢é um refinamento tanto de P quanto

de ). Assim, pelo lema acima

s(f; P) <s(f; PUQ) <S(f: PUQ) <5(f;Q).

3.1.2 Integrais superior e inferior

Definicao 3.8 Seja f : [a,b] — R limitada. Definimos os conjuntos
A:={s(f;P) : P é partigao de [a,b]}

B:={S(f;P) : P é particao de [a,b]}
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Definicao 3.9 Seja f : [a,b] — R limitada e A = {P: P é partigao de|a, b]}.
Definimos a integral superior e a integral inferior de f em [a,b], respectiva-

mente, por
b

b
[rmigsum e [ 5= mpair)

Observe que se f > 0 temos que estas integrais inferior e superior, na ver-
dade, representam, respectivamente, aproximacoes por excesso e por falta da
drea real que f forma com o eixo horizontal em [a,b]. Mas pode ser que tal

4rea nao existal

De um resultado que vem da Anadlise I, temos a seguinte afirmacao:
Af.: Dados A, B C R, ndao vazios tais que, Vx € A, Yy € B, x < y, entdo
sup A < inf B. Além disso, vale a igualdade se, e somente se, Ve > 0, Ix € A
e Jy € B tais que y —x < €.

A mesma situagao ocorre quando A e B forem os conjuntos apresentados

na definigao 3.8.

b b
Assim, temos pelo comentado acima e pelo Corolério 3.7 que / < / f-
a a

Mais adiante usaremos estes resultados.

3.1.3 Funcoes integraveis

Definicao 3.10 Seja f : [a,b] — R limitada. Dizemos que f é integrdvel (&

Riemann) se as integrais superior e inferior forem iguais, ou seja, se

/abf—/abf-

A este valor comum, chamamos de integral definida e escrevemos

/abf ou /abf(x)dx.
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A seguir temos alguns exemplos.
Exemplo 1. A fungao de Dirichlet f : [0,1] — R definida por

1, se T€Q

f(x):{o, se x¢€Q

nao é integravel.

Considere P = {a =ty < t; < ... < t, = b} uma particdo qualquer de [0, 1].

Assim, pela densidade dos irracionais em R temos

.= inf —o.
mi= gnt @

Portanto, qualquer que seja P a particao de [0, 1] teremos
n
s(f; P) = Zmi(ti —ti-1) =0.
i=1

Da mesma forma, pela densidade dos racionais em R temos

M;= sup f(z)=1.
x€[ti_1,t4]

Logo,

n

S(f;P) = ZMz(tz —tic1)=(t1—to)+(ta—t1) + ... + (tn —th—1) =

i=1
=t,—ty=1-0=1,

VP partigao de [0, 1]. Assim

1
/ f =sup{s(f;P) : P éparticio} =0
[}

1
/ f=inf{S(f; P) : P é particdo } =1
0

/01f=0<1=/01f,

Disso, segue que
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e dai f nao é integravel.
Obs.: Realmente, isso era de se esperar, uma vez que nao é possivel construir

o esboco grafico da funcao de Dirichlet. Nao existe, de fato, uma &rea.

Exemplo 2. f:]0,1] — R dada por

f(:zr){l’ se (i T
2

<zr<
0, se <zx<

— N

1
Vamos mostrar que esta fungao € integravel e obter / f-
0

O gréfico de f é apresentado abaixo.

e
NH"—l

Seja P, a particao dada por

Assim,
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Logo, temos

N | =
S

11 ! +
- n=strira< [ 1< [resuin) -

Logo, pelo critério do sanduiche, fazendo n — oo, obtemos

IR

1

1

Logo, f é integravel, com / f= 3
0

Realmente, observando que f > 0 em [0, 1], tal integral corresponde & drea que

o grafico de f forma com o eixo horizontal em [0, 1].
b
Exemplo 3. f:[0,b] — R dada por f(z) = 2. Vamos calcular / z2.
0

Para n € N, considere a parti¢do regular P, de [0,b] dada por

1.6 2-b n-b
Pn = {017777“'17 :b}a
que divide este intervalo em n subintervalos [t;_1,t;] de mesmo comprimento

de tamanho
b (i—1)b b
ti—ti 1= —— ——7— = —,
n n n

ib
visto que t; =0 + Z—, Vi e {0,1,...,n}.
n
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_b
I,

A __.T=
ol

?-‘|'::-*

2|

Como f é crescente em [0, b], temos

M;= sup f(z)=f(t;) e mi= inf f(z)= f(ti-1)

T€[ti_1,ti] TE[ti—1,t4]
Portanto,
n n b
M;(t; — t; )= =

Z z 1— 1 Zf(tz)n
i=1 =1

b (1262 22p2 322 n2b? b3

:( —t ottt — ):3(12+22+32+...+n2)
n\ n n n n n

Observemos aqui um resultado importante que pode ser provado por indugao

matematica sobre n:

n(n+1)(2n + 1).

12422432+ .. 4+n%= :

Com isto, continuando os calculos, temos

b b3 1(2n+1
S(f;Pn):$(12+22+32+...+n2):$'n(n+ )6( ntl)

b 1 1 b
=—|(1+—-)|2+—-) — — quando n — oco.
6 n n 3

Por outro lado,
i=1 [

.

:\®
M:

n
§mz z_21:§
1=1
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¥, 9 ¥ (n—1)n(2n-1)
= S04+ (-1 = ; ,
Portanto,
b 1 1 b
s(f; Pp) = 5 (1 n) <2n> — 3 quando n — oo.
Assim,

[r-1r-%

b 3
b

/ r?de = —.
0 3

Obs.: Para resolver o problema de integragao acima, utilizamos de uma igual-

Portanto, f é integravel e

dade, que pode ser provada por indugao matematica sobre n. Citemos aqui

outras igualdades que serao tteis em exercicios:

(a)Zk:k~n,Vn21.

i=1

nn+1)

(b) 14243+ .tn =" Vn > L,
1)(2n+1
() 12422432 1. 4n2= "0 F )6(7” ) vn>1.
2
1
(d) P+22+33 4 .. +n®= {n(n;)} ,Vn > 1.

Note, por exemplo, que a igualdade (a) nos diz que ao somar uma constante
k com ela mesma n vezes obtemos n - k e a igualdade (b) é nada mais, nada
menos, do que a soma dos n primeiros niimeros naturais, que corresponde a
soma de n termos da progressdo aritmética (1,2,3,...,n). Procure provar as

quatro igualdades acima como exercicio usando a indugao matemaética.

3.1.4 Critério de integrabilidade

Na secao 3.1.2 citamos uma importante afirmacao que repetimos abaixo:
Af.: Dados A, B C R, ndo vazios tais que, Vz € A, Vy € B, ¢ < y, entao

sup A < inf B. Além disso, vale a igualdade se, e somente se, Ve > 0, dx € A e
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Jy € B tais que y — x < €.

Em particular, dada f : [a,b] — R limitada, sendo
A={s(f;P): P é partigdo de [a,b]}
B ={S(f;P): P é particao de [a,bl},

b b
/ f:supAginfB:/ /s

e, de acordo com a afirmacao relembrada acima, valerd a igualdade, ou seja, f

temos

é integravel se, e somente se, Ve > 0 3 P, P, particoes de [a,b] tais que
S(f;Pr) = s(fi ) <e.

Em palavras, considerando € um erro entre as aproximagoes por falta e por
excesso da integral, temos que f é integrdvel (i.e., existird uma drea, conside-

rando o caso f > 0) se este erro for desprezivel.

J& temos assim um tipo de critério para decidir se f é integravel ou nao.
Porém, vamos melhorar este critério, mostrando que apenas uma partigao P é

suficiente. Ou seja, vamos provar o lema seguinte.

Lema 3.11 Uma fungdo limitada f : [a,b] — R € integrdvel se, e somente se,
Ve > 0, 3 P particio de [a,b] tal que

S(f; P) —s(f;P) <e.

Demonstragdo. Seja f : [a,b] — R limitada. Suponhamos que f seja in-

tegravel. Logo, dado € > 0 3 Py, P, parti¢oes de [a,b] tais que
S(f, P1) — S(f, PQ) <e.

Considere P = P; U Py, que é um refinamento de ambas as partigoes Py e Ps.

Assim, pelo lema 3.6 temos

S(f;P) < S(f; P1) e s(f;P2) <s(f;P)
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Portanto, obtemos

S(f; P) —s(f; P) < S(f; P1) —s(f; P2) < e

Logo, estd provada a suficiéncia.

Reciprocamente, suponhamos que Ve > 0, 3 P partigao de [a, b] tal que

S(f;P)—s(f;P) <e

Vamos mostrar que f é integravel.
De fato, basta tomar P; = P, = P, donde segue o resultado.

Portanto, vale também a necessidade e o lema estd entao provado.
O

Definicao 3.12 Seja f : [a,b] — R limitada. Definimos a oscila¢do de f em
[a, b], e denotamos por w(f;[a,b]) ao nimero real
w(fila,b]) = sup f(z)— inf f(z).
:L’E[a,b] we[”’)b]

Com isto, enunciamos finalmente o critério de integrabilidade, conhecido como

critério de Darboux.

Teorema 3.13 (Critério de Darbouz) Seja f : [a,b] — R limitada. Sdo equi-

valentes as afirmacoes:
(a) | € integrdvel;

(b) Ve >0, 3 P parti¢io de [a,b] tal que S(f; P) — s(f; P) < ¢;

(c) Ve > 0, 3 P parti¢io de [a,b] tal que Zw(f; [ti—1,t:])(ti —tic1) <e.

i=1
Demonstragao. Para mostrar que todas as afirmacoes sdo equivalentes basta
mostrar que (a) < (b) e (b) < (c).

Note que (a) < (b) J4 foi mostrado no Lema 3.11. Portanto, resta mostrar
(b) & (¢). Suponhamos que vale (b), ou seja, dado € > 0, 3 P partigao de [a, b]
tal que S(f; P) — s(f; P) < e. Basta notar que

> Wit tl) (= tioa) = ( sup  f(z) — inf (l’)> (ti —ti-1)
i=1

i1 E[ti_1,ts] TE[ti—1,t;
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= sup  f(z)(t; —ti—1) — inf  f(x)(t; —t;—1) =
g[] ()( 1) g[] () )

=S(f; P)—s(f; P) <e.

Portanto vale (c).
Reciprocamente, suponha que vale (¢). Analogamente se mostra que vale (b).

Deixamos como exercicio.

O
O lema abaixo sobre infimo e supremo sera til para o teorema seguinte.

Lema 3.14 Sejam f, g : [a,b] = R limitadas em [a,b]. Entao, valem as desi-
gualdades
sup(f +g) <sup f+supg

inf(f +g) > inf f + inf g.

Demonstragao. Sejam f e g duas funcoes limitadas em [a, b]. Vamos mostrar
que

sup(f +g) < sup f +supg.

Basta observar que, Vz € [a, b, temos

(f +9)(x) = f(x) +g(x) < f(x) +supg < sup f +supg.

Como esta desigualdade é verdadeira para todo z em [a, b], valerd, em particular

para o supremo de f 4+ g, ou seja,
sup(f +g¢g) <sup f+supg.
Da mesma forma mostramos a desigualdade para o infimo: Vx € [a, b] vale
(f +9)(x) = f(x) + g(x) = f(x) +infg > inf f +infg.
Logo, em particular, para o infimo temos

inf(f +g) > inf f + inf g.
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No teorema seguinte apresentamos as principais propriedades da integral defi-

nida.

Teorema 3.15 Sejam f : [a,b] = R e g : [a,b] — R integrdveis e ¢ uma

constante real. Valem as propriedades

(a) f+ g e cf sao integrdveis, com

L%#@=L3+LZ<zLZ#wLU

b b b
(b) Se f >0, entdo/ f>0. Em particular, se f > g, entdo/ f Z/ g

b b
(c) / f S/ |f|. Além disso, se f € limitada por M > 0, entao

[

< M(b—a).

(d)/abf=—/baf'
(6)/abf/acf+/cbf.

(f) f g € integrdvel.

Demonstragao. Faremos as provas dos itens (a), (¢) e (f). Os demais deixa-
mos para o leitor (podem ser encontrados em livros...)
(a) Seja P = {a =ty < t; < ... < t, = b} uma particdo qualquer de [a,b].

Aplicando o Lema acima em cada subintervalo [t;_1,t;] temos

S(f+g:P Zsupf+g tic1) Zsupf+supg><ti—ti,1>:

i=1

=Y sup f(ti —tio1) + ) _supg(ti —ti1) = S(f; P) + S(g; P).
=1 =1

Logo,
S(f+g:P) <S(f; P)+5(g; P). (3.1)
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Também temos

s(f+g; P Zlnff—i—g —ti-1) mef—f—mfg i —tio1) =

i=1

= inf f(ti — i) + Y infg(ti —ti1) = s(f; P) + s(g; P).

i=1 i=1
Logo,
s(f+g:P) = s(f; P) + s(g; P). (3.2)
Da definicdo de integral superior temos
b
/a f+g= it S5(f+g:P),
onde B ={S(f +g;P): P é particao de [a, b]}.
Juntando esta igualdade com (3.1) obtemos
b
/ f+9<8(f+gP)<S(fiP)+S(g; P).
Pelo lema 3.6 temos que
b
| r+9<8(i) + (g o),
onde P; e P, sdo duas partigoes quaisquer da familia P de partigoes de [a, b].

Logo, como a desigualdade acima serd verdadeira para quaisquer particoes P; e

P, de [a, b], valerd em particular para aquelas que darao os respecitvos infimos,

/abf+gs/abf+/abg. (3.3)

Do mesmo modo, usando a nocao de infimo, obtemos

/abf+g>/:f+/abg. (3.4)

ou seja,
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Como f e g sao integraveis por hipétese, segue que as integrais superior e
inferior de f e g sao iguais e dai, com as duas ultimas desigualdades obtidas

acima, concluimos que f + g também ¢ integravel e

/abf+g=/abf+/abg,

0 que prova a primeira parte de (a), que mostra a linearidade da integral defi-

nida.

Vejamos a prova da segunda parte, ou seja, mostrar que f; cf = cff f- Se
¢ = 0, nao temos nada a mostrar.
Considere o caso ¢ > 0. Como f é integrével em [a,b], dado € > 0 segue que

existe partigdo P de [a,b] tal que
S(FiP) = s(f;P) < .
Note que, como
Sle-f;P)=c-S(f;P) e s(c- f;P)=c-s(f; P),
segue que
S(c- f;P) = s(e- [iP) = c(S(f;P) = s(fsP)) < -~ ==,
ou seja, cf é integravel com fab cf = cfab f.

Ja o caso onde ¢ < 0 se faz analogamente, pois basta considerar —c > 0.

(c) Das propriedades de médulo temos que Vz € [a, b]

—|f(@)] < fz) < [f(2)].

Usando a propriedade descrita em (b), integrando obtemos

[ e < [ s < [ ireae

Passando o sinal negativo para fora da integral, pois é possivel de acordo com

(a), temos

—/ab|f(x)|dx</abf(x)dx</ab|f(ff)dff7
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o que, de acordo com a nogao de médulo, temos

/ab f(x)dx

0 que prova a primeira parte de (c).

Ainda, supondo f limitada por M > 0, i.e., | f(x)] < M, Vx € [a,b], segue que

/abf(m)dx S/abf(xﬂdmg/abde:M/abdx_

Resta mostrar apenas que f;ldx = b — a. Realmente, Para calcular esta

< / f@)de,

integral, note primeiramente que g(z) = 1, Va € [a,b]. Assim, dada qualquer

particaio P = {a =ty < t1 < ... < t, = b} de [a,b] temos que

M;= sup f(r)=1= inf f(z)=m,.
TE[ti—1,ti] T€[ti—1,t:]

Disso segue que
s(fiP)=S(f;P) =Y 1-(t;—ti-1) =
i=1
=t —tg+to—t1+...+t, —th_1=t,—tp=b—a.

Como isto vale para qualquer particao P, concluimos que

b b
/1dx:/ lde =b—a.
b
/dm:bfa,

b
§M/ de = M(b— a).

Portanto,

e dai concluimos que

/a b f(x)dz

(f) Sejam f,g : [a,b] — R integrdveis. Entao f e g sdo limitadas e disso segue
que existe M > 0 tal que |f(z)] < M e [g(z)| < M, Yz € [a,b].
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Defina h : [a,b] — R por h(z) = f(x)g(z).

Seja P ={a =1ty <t1 <...<t, =b} uma particdo de [a,b]. Assim, dados

X,y € [ti—1,1;], temos
\h(z)=h(y)|= | f(z)g(z)—f(y)g()] =|f(z)g(x)—f(x)g(y)+f(x)g(y)—f(y)g(y)]
< |f@)]-lg(z) =gl + gl - 1f (@) = fW)l,

e como f e g sado limitadas por M > 0, |g(z) — g(y)| < w(g; [ti—1,t:]) e |f(z) —

FW)| < w(f;[ti—1,ti]), segue que a estimativa acima fica majorada por

[(F9) (@) = (f9) ()| = [h(z) = h(y)| < Mw(g; [tio1, t]) + w(f; [timr, L])]-

Como esta tltima desigualdade é verdadeira para quaisquer x,y € [t;—1, ],

segue que valera

w(fg; [ti,t:]) < Mlw(g; [ti-1, ti]) + w(f; [ti-1, )],

e dai parai=1,2,...,n tem-se
w(fg; [tim1,ta])(ti — tic1) < M -w(g; [tim1, ti]) (8 — tiz1) +

+ M - w(f;[tio, ti]) (t — tiz1),

e, somando para i = 1,2, ..., n, obtemos

Zw foiltioa, ti])(ti —tioa) < MZW(QQ [tio1, ti]) (8 — tiza) +
i=1

i=1

n

+ MZw(f; [tiflati])(ti — tifl).

i=1
Como f e g sao integraveis, por hipotese, segue que dado € > 0, existe

partigdo P de [a, b] tal que

NE

W(fsltim1,ta])(t —tic1) < ﬁa
1

.
Il

~ €
;w(g, [tic1,ts])(ti —tiz1) < M
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Portanto,

n

w(fg;ftim1, ta])(ti — ti1) < M -

i=1

ou seja, f - g é também integravel.

3.2 Outras propriedades da integral
Proposicao 3.16 Toda fungdo mondtona f : [a,b] — R € integrdvel.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, assuma que f : [a,b] — R seja

crescente. Logo, f é limitada e como [a,b] é um intervalo fechado, temos que

fla) < f(z) < f(b), VY € [a,0].
Escreva m = f(a) e M = f(b), e dado € > 0, escolha n € N tal que

(M —m)(b—a)

<e.
Seja P ={a =1ty < t1 < ... <t, =0b} a particio regular de [a, b] que divide
tal intervalo em n subintervalos de comprimento b_Ta Logo,
h—
timati-—2 i=0,1,2,...n.
n
Sejam m; = inf  f(z) = f(t;i—1) e M; =  sup  f(x) = f(t;). Logo,

ze[tifl'rt‘i] Ie[ti_l,ti]
a oscilacdo de f em cada subintervalo [t;_1, ;] serd dada por

w(f;[tiz1,ts]) = My —m; = f(ts) — f(tiz1),

e assim, temos

n n

Zw(ﬁ [tio1, ta])(ti — tic1) = Z(f(tz) — fltim))(ti —timn) =
b—a i b—a b—a
= BN () — ftea) = () — fla) = (M —m) <
i=1

Logo, f é integravel em [a, b].
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Proposicao 3.17 Toda funcgdo continua f : [a,b] = R € integrdvel.

Demonstragao. Como [a,b] é um compacto e f é continua nesse compacto,

segue que f é uniformemente continua em [a, b].

Assim, dado € > 0, existe § > 0 tal que, dados z,y € [a,b] com |z —y| < 4,
implica em |f(x) — f(y)

Tome n € N tal que =2 < §, eseja P={a =t <t; <..<t, =b}a
partigdo regular de [a, b]. Logo,

b—
ti—a+i-—2 i=0,1,2,...,n
n

e disso segue que

b— b— h—
ti—ti—1=a+i-a—<a+(i—1)- a): ¢ <
n n n

Portanto, Va,y € [t;—1,;], teremos |z — y| < J, e disso

€
7@) — F) < 5o
Em particular, sup f(z)— inf f(y) < L, ou seja,
zE[ti_1,ti] YE[ti—1,ti] b—a
w(fifti1 ) < 7=
s [be—15 e h— a~

Portanto, concluimos que

n n
Zw;117 )t*til Z

1=1

i-1) = (b—a)=c¢,

€
b—a

o que mostra que f é integravel em |[a, b].
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3.3 O Teorema Fundamental do Calculo

Nesta secao iremos estudar um dos mais importantes Teoremas do célculo, co-
nhecido por Teorema Fundamental do Cdlculo, que faz uma conexao entre deri-
vadas e integrais, simplificando enormemente a resolugao de problemas de obter
a integral definida de uma funcao f. Inicialmente, apresentaremos algumas

definigoes e propriedades preliminares.

3.3.1 Preliminares

Defini¢cao 3.18 Dizemos que uma fungdo f : [a,b] — R é de Lipschitz se
3M > 0 tal que Vz,y € [a, b],

If(z) = f(y)] < M|z —yl.

A constante M > 0 é chamada de constante de Lipschitz.

Observe que, se uma funcao f for de Lipschitz segue que a mesma possui

um certo controle sobre a derivada, uma vez que, podemos escrever

[f(z) = f(y)l

<M,
|z — y

o que mostra que, fazendo © — y temos que |f'(x)| < M, ou seja, para uma
funcao f que cumprir a condicao de Lipschitz, os coeficientes angulares das retas
tangentes ao grafico de tal f variam entre —M e M, ou seja, as inclinagoes das
retas tangentes ao gréfico de f em [a,b] ficam controladas pela constante de
Lipschitz M.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1. A fungdo f: R — R dada por f(x) = senx é de Lipschitz.

De fato, dados z,y € R, temos

|f($)_f(y)| = |Senx—seny‘ = 2sen$_ycosx—2’—y‘ _
=2 Senxiy : cosz+y
= 5 5 .
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Como |cosal <1 e |senal < |al, Va, segue que

f(@) - fly)] < 2|22

W1ZM—M~

Logo, realmente, f é de Lipschitz com M = 1. Isto significa que os coeficientes
angulares das retas tangentes ao grafico da funcao seno variam entre —1 e 1,
ou seja, as inclinagoes dessas retas variam entre —45° e 45°.

Na figura abaixo temos os gréaficos da funcao seno e de algumas retas tangentes

2
nos pontos A(0,0), B(%7 g) e C(g7 1).

\U\z sen T

Exemplo 2. A func¢io f : [0,4+00) — R dada por f(z) = \/x néo é de Lips-
chitz.

J

Desconfiamos disso pois, observando o gréfico de f, perto da origem o
mesmo parece possuir retas tangentes com inclinagoes muito “fortes”, o que
sugere que f nao seja de Lipschitz. Veremos que, realmente, perto de zero a

funcao dada nao satisfaz a condicao de Lipschitz.

De fato, se por absurdo f fosse de Lipschitz, entdo, Vz,y € [0, +00), existiria
M > 0 tal que

[f(x) = f(y)l < Mz —y|.

1
Em particular, tome x =0 e y = —, onde n € N (note que quanto maior for o
n

valor do natural n, mais perto de z estard y). Disso, temos
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1 1
(@) — f)] = ‘f(O) - 10| - =
Logo,
1£(2) — Fw)l sm—m:% SM’O—i :%

Portanto, teriamos
n
— <M=+/n<M,VncN.
vn

Mas isto implica que o conjunto n dos naturais seria limitado superiormente
por M, o que é um absurdo. Portanto, concluimos que tal fungao f nao é de

Lipschitz.

Abaixo temos o esboco grafico da funcdo f, bem como uas retas tangentes
préximas a origem, indicando geometricamente que as inclinagoes das mes-
mas aumentam gradativamente a medida que tomamos pontos cada vez mais

préximos de zero (observe que exatamente em x = 0 f néo é derivdvel).

i

/

Proposicao 3.19 Se f :[a,b] = R for de Lipschitz, entio f € continua.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — R de Lipschitz com constante de Lipschitz
M > 0.

Dado € > 0. Basta tomar ¢ = % Assim, Vz,y € [a,b] tal que |z —y| < 0,

temos
|f(x) = f(y)| < M|z —y| < M6 = M% —c

Portanto, f é continua em [a, b].
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3.3.2 O Teorema Fundamental do Calculo

Definicao 3.20 Seja f : [a,b] — R integravel. Definimos F : [a,b] — R por

F(z) = / " fyt.

Da definigao, considerando f > 0 em [a, b], notamos que a fun¢iao F' nos for-
nece a area que o grafico de f forma com o eixo horizontal no intervalo [a, z].

Dizemos entao, neste caso, que F' é a funcdo drea.

Y

y

A seguinte proposicao trata da continuidade de F'.

Proposicao 3.21 A funcdo F € de Lipschitz e, portanto, continua.

Demonstragao. Seja F': [a,b] — R dada por F(z) = / ft)dt, com f in-

tegravel.

Sendo f integravel, segue que f é limitada. Assim, 3K > 0 tal que | f(z)| <
K, Vx € [a,b]. Portanto, Vz,y € [a,b] temos

[ sl [ s [ -

Yy T x
t)dt| < t)|dt < Kdt = K|z — vyl.
[ s \_/ 7)) _/y &~y

Logo, temos que F' é de Lipschitz. Pela proposigao anterior segue que F é

[F(z) = F(y)| =

continua.
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O

Observe que a proposi¢ao acima nos diz que F' é uma fungdao que melhora a
continuidade de f, ou seja, regulariza a f, uma vez que nao se exige que f seja
continua, mas apenas limitada e no entanto F' sempre serd continua, indepen-

dente de f ser ou nao.

Vejamos um exemplo para ilustrar isto.

Exemplo 1. Seja f:[0,1] — R dada por

—_ N

1| ---—
1 |
| |
: l

0 1 1
2

1
é facil ver que f nao é continua em x = 3 No entanto, temos que F': [0,1] — R

é dada por
x
fOOdt, se O§x<%
Flz) =9 "1 z1 g P
fO de‘i‘f%l t7 se §Sl'_1
ou seja,
0, se 0<z<i
F(x) = L L 2
T — 5, se §§x§1

cujo esbogo grafico é apresentado a seguir.
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i
2

Observe que F' é continua, mesmo f nao sendo.

Repare ainda que a drea que f forma com o eixo horizontal, no intervalo
[0, 2] corresponde & drea de um retangulo de base b=1—3 = 1 e altura h = 1,

1 unidades de 4rea. Realmente, isto pode ser observado

1
na fungdo F' simplesmente como A = F(%) = % — % = i unidades de &rea.

O préximo teorema nos fornece um resultado extremamente interessante, que

ouseja,A:%J:

nos diz que continuidade de f nos garante derivabilidade de F'.

Teorema 3.22 Se f : [a,b] = R € continua em um ponto xg, entdo F €

derivdvel em xo com F'(xg) = f(xo).

F'(z0) = % (/j f(t)dt>

Demonstragao. Dado h € R tal que « + h € [a, b]. Precisamos mostrar que

Ou seja,

= f(zo).

=T

— 0

F(mo + h) — F(xo)
‘ A — f(zo)

quando h — 0.
Como f é continua em xg, segue que, dado € > 0, 36 > 0 tal que |t — o] < &

implica em |f(t) — f(x0)| < &, ou seja —e < f(t) — f(x0) < e.
h

1 %o
Assim, notando que f(xg) = E/ f(xo)dt, temos

Zo

. B " xo+h Zo
F(xo+ h) — F(xo) % l/a f(t)dt—/a f(t)dt] — f(=o)

h

— f(=o)
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}LM:H/:MJC] ~ f(x0)

zo+h zo+h
P s [

0

1 xo+h
E / edt
To

zo+h
i [ U - sG] <

0

h

1
‘ah‘s

Isto prova o teorema.

(]

Teorema 3.23 (Teorema Fundamental do Cdlculo - TFC) Seja f : [a,b] = R

derivdvel com [’ integrdvel. Entdo

b
/ f(@)dz = f(b) - f(a).

Obs.: Exige-se no Teorema acima que f’ seja integrdvel para se evitar si-
tuagoes como por exemplo, f : (0,+00) — R dada por f(z) =Inx. Temos que
3f": (0,+00) = R, f'(x) = 1, mas no entanto, a drea que o grafico deste ramo

:;7

de hipérbole forma seria infinita e, portanto, nao existiria realmente uma area.

Demonstragdo. Seja f : [a,b] — R derivdvel com f’ integrdvel. Seja P uma
partigdo qualquer de [a, b] que divide este intervalo em n subintervalos da forma
[ti—1,ts]:

P={a=ty<t; <ty < .. <t,=>}

Assim,

Como f é derivavel em (t;—1,t;), pelo Teorema do Valor Médio, segue que
de; € (tifl,ti) tal que f(tz) — f(tifl) = f’(cl)(tl — tifl), Vi € {1, 2, ,n}
Portanto,

F) = f(a) = Zf’(cn(ti —ti1).
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Defina para cada subintervalo [¢;_1, ;] 0s nimeros

m;= inf f(z)e M= sup f(x).
TE€[ti—1,ts] TE€[ti—1,ts)

Observe que, para cada @
ml < ['(es) < MY,

Logo,
mi(t; —tio1) < f(e) (i — tim1) < Mi(ti — ti1).

Somando estas desigualdades para cada i obtemos
n n n
Zm;(tz —ti1) < Zf/(ci)(ti —ti1) < ZMz(tz —ti—1),
i=1 i=1 i=1

ou seja,
s(f'sP) < f(b) — f(a) < S(f'; P)
Como, por hipdtese, f’ é integravel, dado € > 0, 3 P particao de [a, b] tal que
S(f;P)—s(f'P) <e.

Portanto

b
/'fquzﬂw—fwy
“ O

Teorema 3.24 (Integracao por partes) Sejam f,g : [a,b] = R derivdveis com

derivadas integrdaveis. Entdo.

b b
/ f'(@)g(x) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f(@)g' (z)dz.
Demonstracao. Pela regra da derivada do produto, temos que
(f-9)=r-9+f4d,

com jf’ integrdvel, e sendo g derivdvel, entao g é continua, e, portanto, pela
Proposicao 3.17, g é integravel. Assim, f’- g é integrdvel. Do mesmo modo

concluimos que f - ¢’ também é integrével.
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Como a soma de fungoes integraveis é integravel, concluimos que (f - g)’ é

integravel.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que

b
/ (f-9) = (f 9)0) = (f-9)(a) = f(b)gb) — fa)g(a), (3.5)

e por outro lado,

/ab(f-g)’=/ab(f'.g+f.g’):/abff.ﬁ/a”f.gq (3.6)

Comparando (3.5) e (3.6), segue o resultado.

Teorema 3.25 (Mudanga de varidvel) Sejam f : [a,b] — R continua, g :
[e,d] = R derivdvel com ¢’ integrdvel e g([c,d]) C [a,b]. Entao

g(d) d
/1 fuwxz/'ﬂmomyth
g(c) c

Demonstragao. Defina F : [a,b] — R por

F(x) :/ ft)de.
Pelo Teorema 3.22 temos que, sendo f continua, segue que F' é derivavel

com F' = f.

Pela Regra da Cadeia, temos

(Fog)(t)=F(g(t) g'(t) = fl9(t) - g'(t).
Além disso, como f e g sdo continuas tem-se que f o g é continua, e pela

Proposicao 3.17 segue que f o g é integravel, e disso,
(Fog)(t)= f(g(t)) g (t) éintegravel.

Pelo T.F.C., obtemos

d d
/ flg(t)) - g'(t)at =/ (Fog)(t)dt = (Fog)(d)— (Fog)c) =

g(d) g(c) g(d)
=ﬂmm—mwm:/ f@m—/ fwM=/Uf@ma
a a g(c O
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3.4 Formula de Taylor com resto integral

No Capitulo anterior estudamos os Teoremas da Férmula de Taylor com restos
infinitesimal e na forma de Lagrange. Vejamos agora a formulagao onde o resto
fica expresso em termos de uma integral definida, razao pela qual recebe o nome

“resto integral”. Antes, porém, é salutar enunciar um importante Lema.

Lema 3.26 Seja ¢ : [0,1] — R uma funcdo de classe C" 1 em um intervalo

aberto contendo [0,1]. Entao

! n! o n!

Demonstragao. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, escrevemos

Escreva f(t) = 1 —t e g(t) = ¢'(t). Entao f'(t) = —1 e ¢'(t) = ¢"(t).

Assim,

dD=ﬂ®+/¢%W=w@—A—4ﬂwﬁ=

=0 - [ Fwao

Pelo Teorema 3.24 de integracdo por partes, identificando u = g¢(t) e dv =
f/(t)dt, vamos obter

du=g't)dt=¢"(t)dt e v=f(t)=1-t,

e dai

e(1) :90(0)—/0 f(t)g(t)cizf:<p(0)—/O udv =
1
=»(0) - [uvl1 — v, 7/0 vdu] =
=ﬂ®—gwﬂ—ﬂh+g®ﬂ—ﬂb+é(L%MWM#=

:S0(0)+<p’(0)+/0 (1 — )" (t)dt.
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Novamente, identificando v = ¢" (t) e dv = (1 —t)dt, teremos du = ¢’ (t)dt

1—t)2 : 5
ev= —(T), e novamente pela integragao por partes, vem

©(1) = ¢(0) + ¢’ (0) + uv|, — uvl, —/0 vdu =

1 2
—o0)+ 90 +0-'0) (~3 ) - [ -C5 50

ou seja,
an 1 1—¢ 2
o) = o0+ /0 +0+ £ 4 [FESE pryar

0

Tomando u = ¢ (t) e dv = (1;t2)dt, obtemos
1—1)3

du = oW (t)dt _
u=p(t)dt e v 573

e com isso, pelo Teorema da integragao por partes, vem
/ ¢"(0) !
P(1) = (0) +¢'(0) + = + woly — wvly — [ vdu=
0

" 1 _+)3
=0+ 0+ £ 10- 0 (<555 ) - [ O ke

ou seja,

o) = p0) +90)+ S0+ £ [EET 00

Seguindo por indugao até a ordem n + 1 segue o resultado.

De posse do Lema acima, provamos:

Teorema 3.27 (Fdérmula de Taylor com resto integral) Seja f uma funcao de

classe C" 1 definida em um intervalo aberto contendo [a,a + h]. Entdo

" (n) 11 _#\n
) =f(ay+s @ L L0 AU o e
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Demonstragao. Defina ¢ : [0,1] — R por

o(t) = fla+th).

Logo, ¢ é de classe C"! pois f o é. Além disso, ¢(1) = f(a+ h) e pela Regra
da Cadeia,
¢'(t) = f'(a+th)h.

Em geral, tem-se que
o) f B (@ +th)hF, k=0,1,2,....,n+1,

e entao pelo Lema 3.26 segue que o resultado.

3.5 Teoremas do Valor Médio para integrais

Nesta se¢ao apresentamos trés teoremas importantes, denominados de Teore-

mas do Valor Médio para integrais.

Teorema 3.28 Seja f : [a,b] = R continua. Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que

b
10 = 5 [ f@e

No caso onde f > 0 temos uma interessante interpretacao geométrica para
esse Teorema: como f é continua no intervalo fechado [a, b], existird um ponto
c entre a e b tal que a area compreendida pelo gréafico de f, as retas verticais
r =aex = b e o eixo horizontal serd numericamente igual a area do retangulo

de base b — a e altura f(c). Veja a figura abaixo.
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Vamos a prova do Teorema.

Demonstragao. Como f é continbua em [a, b], segue pelo Teorema do Valor
Extremo (Teor. de Weierstrass) que existem x1,z2 em [a,b] tais que f(x1) =

m[inb] f@) e f(xg) = m[a)z] f(z). Assim, segue que, Vz € [a, b]:
€ €

f(z1) < f(z) < f(22).

Integrando em [a, b] vamos obter

/fxlda;</f dm</fx2
fa) / "o < / ' fa)de < fla) / o

donde segue que
1 b
fan) < 5= [ ra)dn < ).

e como f é continua no intervalo fechado de extremidades em x; e x5, contido

e entao

em [a, b], segue pelo Teorema do Valor Intermedidrio que 3¢ € (a,b) tal que

b
= bia/ flx)dx

Teorema 3.29 Sejam f,g : [a,b] — R fungdes continuas com g(z) > 0, para

O

todo x € [a,b]. Entao, existe ¢ € [a,b] tal que

/a ' fe)oe) da = £(0 / er
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Demonstragao. Sendo f continua em [a,b], segue pelo Teorema do valor
Extremo que f assume valor maximo e assume valor minimo em [a, b]. Assim,

sejam M e m, respectivamente, tais valores. Temos, portanto, que
m < f(z) <M, Vz € [a,].
Sendo g(z) > 0, V& € [a, b], temos que
mg(z) < f(z)g(x) < M g(z).

Integrando em [a, b], obtemos

[ mar < [ s < [ g,
ou seja,
w [ ot < [ o) < [ g,

e como g(z) > 0, Yz, segue que fjg > 0 e daf

2 f@)g(x)
12 g(x)

< M.

m < <
Como f é continua, segue que existem xg, 1 € [a,b] tais que m = f(xg) e

M = f(x1), e com isso, obtemos

12 fa)g()

xg) <
f( O)— f;g(x)

< f(z1),

Jo f(@)g(x)
b

e, pela continuidade de f, considerando d = , segue pelo Teorema do

Valor Intermediério que existe ¢ € [a, b] tal queaf(c) =d, ou se¢ja,

2 f(@)g(x)
f C = g )
) 12 g(x)

donde segue o resultado.
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Coroléario 3.30 Sejam f,g: [a,b] = R fungées continuas com g(z) < 0, para
todo x € [a,b]. Entao, existe ¢ € [a,b] tal que

[ rnerae = s [ ot

Demonstragao. A prova é andloga a do Teorema acima, deixamos para o

leitor.
O

Teorema 3.31 Sejam f : [a,b] — R continua e g : [a,b] — R derivdvel com ¢’
integrdvel e tal que g(x) > 0 para todo x € [a,b] e g decrescente. Entao, existe

0 € [a,b] tal que
b 9
/ f(x) - g(x)dx =g(a)/ f(x) d.

Demonstragao. Defina F : [a,b] — R por

F(z) = / " Fat.

Pelo Teorema 3.22 temos que F' é continua e entdo derivavel com F'(z) = f(x).

Pelo Teorema da integragao por partes (Teorema 3.24), segue que

/ f(@)g(x)dz = / F/(2)g(x)dz = F(b)g(b) — F(a)g(a) — / F(2)g (z)da.

a

Como F(a) = 0, obtemos
b

b
[ H@g@yiz = Fo)g(e) - [ Py @ (3.7)

Como por hipédtese g é derivdvel e decrescente, segue que ¢’'(z) < 0, Vx € [a, b]
e g’ é continua. Dessa forma temos que F' e ¢’ estao nas hipéteses do Corolério

3.30, e disso segue que Jc € [a, ] tal que

b b
/ F(x)g'(z)dz = F(C)/ f'(@)dz = F(c)(g(b) — g(a)).

Assim, (3.7) resulta em

b
/ f(@)g(z)dz = F(b)g(b) — F(c)(g(b) — g(a)) =
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_ 9\o)
= |22 P 23 o)
Denotando o = M 8 = 9() notamos que a + B = 1. Logo,

g@ 77 glay

o aditivo acima entre colchetes é uma combinagido convexa de F'(c) e F(b), e
portanto d := F(c) - o+ F(b) - B esta entre F(c) e F(b).

Aplicando o Teorema do Valor Intermediario para fungdes continuas em F
no intervalo [c, b], segue que existe 6 entre ¢ e b tal que F(8) = d. Portanto,

concluimos finalmente que

b
/ f(@)g(x)dz = [F(c) - o+ F(b) - Blg(a) = d- g(a) =

0
— F(9)g(a) = gla) / f(z)dz.

3.6 Soma de Riemann

Nesta secdo vamos apresentar a definicdo de soma de Riemann. Para isto,
vejamos primeiramente a definigdo de norma de uma particao P de [a, b].
Definicao 3.32 Seja P = {a = tp < t; < ... < t, = b} uma partigdo do

intervalo [a, b]. Definimos a norma da partigdo P por

Pll= ma ti —ti—1}.
1Pl = max {ti=tioa)

Ou seja, a norma de uma partigdo P de [a,b] é o maior subintervalo [¢;_1,;]
de [a, b].

No que segue apresentamos um importante resultado.

Teorema 3.33 Seja f : [a,b] = R uma funcao limitada. Entdo, para todo
e > 0, existe 6 > 0 tal que, se P for uma particio qualquer de [a,b] com
[|P|| <0, tem-se

/abeS(f;P)</abf te
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Demonstragao. Dado € > 0. Suponha que f > 0 em [a,b] (se f < 0, basta
tomar k > 0 tal que f + k > 0 e trabalhar com f + k ao invés de f).

Notamos que, por definicao tem-se que

b
/ f(@)de < S(f; P), (3.8)

para toda parti¢ao P de [a,b].
Seja Py ={a=1tg <t; <ty <..<t,=>b} uma particao de [a, b] tal que

b
S(f;P0)</ f(a:)dx+§ (3.9)

Como f é limitada, seja M > 0 tal que |f(x)| < M, Vx € [a, b].

Tome
€

2-M-n’
onde M > 0 é a constante acima definida e n é o niimero de subintervalos de Fp.

5= (3.10)

Afirmamos que V P partigéo de [a, b] tal que ||P|| < ¢, implica em

b
S(f; P) < / flx)dz +e.

De fato, seja P ={a =19 <r; <re < ... <7, = b} uma partigdo qualquer
de [a,b] tal que [|P|| < 4.

a=tyg="p 5] ta t3 ta b=th=Tn

Vamos indicar por [rj_1,7;] os subintervalos de P que estdo contidos em
algum subintervalo de Py, ou seja, tais que [r;_1,7;] C [t;i—1,t;], para algum ¢
fixado, e denotaremos isso por j C i; e vamos indicar por [ri_1,7)] 0s subin-

tervalos restantes de P que contém algum ¢; em seu interior.

Portanto, existem no maximo n subintervalos do tipo [ri_1, rg].
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Quando j C 7, temos que M; < M; e é facil ver que
ZTJ' —Tj-1 <t;—ti_1 e Mk(’f’k—’l"kfl) < MHPH < Mé,
jCi
onde M;, M; e M}, denotam os supremos de f em [t;—1,t;], [rj—1,7;] € [Tk—1,7%),
respectivamente e notamos que tais supremos sao todos maiores ou iguais a

zero, pois admitimos f > 0. Assim,

S(f;P) = ZMJ(TJ‘,TJ‘—N +2Mk(rk —Tk-1) <

k
<N Mty —ti)+> M5 < S(fiP)+ M -n -4,
i=1 k
e por (3.9) e (3.10) vem:

b
b € €
: < . . . — . ) —
S(f; P)< S(f; Po))+M-n 5</a f(x)dm+2+M n-g RS
ou seja,

b
S(f;P) < / f(z)dz + ¢.

Combinando esta desigualdade com (3.8), segue o resultado.
O

Coroléario 3.34 Sejam f : [a,b] — R limitada e P uma particao de [a,b).
Entao

b
lim S(f;P):/ f(z)d.

[1P]|—=0

Demonstragao. De fato, dado ¢ > 0, pelo Teorema 3.33 segue que existe
6 > 0 tal que

< e, sempre que [|P|| <.

b
’smm - / f(@)dz

]
Corolario 3.35 Sejam f : [a,b] — R limitada e P uma particao de [a,b).
Entao ,
lim s(f;P):/ f(z)dx.

[1P||—0
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Demonstragao. Basta provar um Teorema analogo ao Teorema 3.33 e o

resultado segue.
O

Definicao 3.36 Dada uma particdo P = {a =ty < t; < ... < t, = b} de
[a,b]. Em cada subintervalo [¢;_1,¢;] escolhemos arbitrariamente um ponto &;,

i=1,2,...,n. Estes pontos &; definem uma particio pontilhada P* de [a,b].

% . % I'fal I‘Jeﬂ

|
f f——1
£ £
a=4i; °1 2 4

Com esta particao pontilhada P* definimos a soma de Riemann como segue.

Definicao 3.37 Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel. Definimos a soma

de Riemann por
n

S P =) fG) i — ticy).

asiy £ 0 6 6 In-1 8, f=d

Observe que, sendo m; e M;, respectivamente, o infimo e o supremo de f
em [t;—1,t;], temos que
m; < f(&) < M, Vi.

Logo, multiplicando por ¢; — t;_1 e somando para todos os indices 7 obtemos a

cadeia de desigualdades:

s(f;P) <D (f;P*) < S(f; P).
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Considerando f uma fungdo integrdavel em [a, ], temos que o Teorema do
Sanduiche aplicado a cadeia de desigualdades do pardgrafo acima, combinado
com os Corolarios 3.34 e 3.35 e a Definicao 3.37 nos fornecem o seguinte resul-
tado:

Teorema 3.38 Seja f : [a,b] — R integrdvel com I = ff f. Entao

lim > (f; P*)=1.

||P||—0

O que o teorema acima nos diz é que, sendo f uma fungao integravel, para
calcular ff f basta considerar uma partigdo pontilhada P* de [a,b] qualquer
tal que a norma da particao P tenda para zero. A soma entao montada tenderd

para a integral de f em [a,b].



Capitulo 4
Séries

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos a no¢ao de soma infinita, denominada série numérica.

Iniciemos com a sua definicao.
Definicao 4.1 Chama-se série infinita a soma da forma
ar+azx+az+...+a, + ...

dos termos de uma sequéncia (a,)nen. A série pode ser abreviada usando-se o

simbolo de somatério > . Assim,
+oo
a +a2+a3+...+an+...:Zan
n=1

e a notagao Y . deve ser adotada, salvo para séries muito simples.

Na notagao
o0
§ G,y
n=1

an chama-se termo geral da série.
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Nosso objetivo é compreender o significado de tal soma infinita e desenvol-
ver métodos para decidir se uma dada série possui ou nao uma soma e, em

alguns casos, determinar tal soma.
A cada série infinita ) a,, estd associada a sequéncia das somas parciais $,:

n
Sp=a1+ a2+ a3+ ...+a, = g a;
i=1

Portanto,

S1 =ai, Sg=aj +az, S3=a; +az+as, ..., S, =a; +az+as+..+a,.

400

Definicao 4.2 A série infinita E an € dita ser convergente se a sequéncia das
n=1

somas parciais (s,), for convergente; e divergente se a sequéncia das somas

parciais for divergente. Se a série for convergente e a sequéncia das somas

parciais (s,) convergir para S, entao S serd chamada a soma da série, e escreve-

se
—+o0
=3 o
n=1
Portanto,
+oo n
Z a, = lim s, = lim aq,
n—-+oo n—-+oo
n=1 i=1
desde que o limite exista.
. .. 1 3 7 2" —1
Exemplo: Considere a série 5 + 1 + 3 + ...+ T + .... Note que, os ter-
2" —1
mos desta série formam uma sequéncia convergente, pois lim <> =
n—-+oo on

. 1 - . .
lim (1— = ] =1, no entanto, ndo segue a convergéncia da série.
n—-+00 2n

Neste caso, podemos observar que cada termo da série é pelo menos igual

a — e, consequentemente
2 )

>1+1+1+ +1 1
S —t-t+t-t+...t+-=n--.
"= 2 2 2 2
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m s, = +oo. Logo, a

A sequéncia s, é mondtona, mas nao ¢é limitada, e li+
n——+0oo

série é divergente.

De modo geral, devem-se distinguir as nogoes de série, sequéncia dos ter-
mos de uma série, e a sequéncia de somas parciais de uma série. A série é
simplesmente um outro modo de descrever-se a sequéncia das somas parciais;

os termos da série descrevem as variagoes entre uma soma parcial e a soma

seguinte.
Exemplo. Para atribuirmos significado, por exemplo, para uma expressao
do tipo
14 L + ! + ! + .+ ! +
sttt taat

somamos os termos um a um a partir do inicio e buscamos um padrao para as

somas parciais.

Soma Valor | Expressao sugerida para
Parcial a soma parcial
s1=1 1 2—1
1 3 1
=14 = — 2— =
2=tty 2 2
14 1 n 1 7 9 1
BTy 4 4
14 1 n 1 n 1 15 9 1
MEITOTLTR 8
=1+ 1 + L + ...+ 1 1
Sn = 9 4 on—1 on—1

Realmente existe um padrdo. A soma parcial forma uma sequéncia cujo

ene-ésimo termo é

Sp =2 —

on—1"
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Esta sequéncia converge para 2, pois lim |2 — = 2. Assim, dizemos
n—oo on—1

+ ... é igual a 2.

infinita 1 + 5 + - + ...
que a soma infinita +2+4+ +2n71

Observe a figura a seguir.

,_.
2 |—
|
oa|—

—

11 . .
T sao adicionados um a um, a soma

N =

Quando os comprimentos 1,

se aproxima de 2.

Vocé deve estar se perguntando: Podemos adicionar um ntmero infinito
de termos um a um? A resposta é: Claro que nao! Contudo, podemos ainda

definir sua soma como o limite da sequéncia de somas parciais quando n — +oo.

+oo 1

Exemplo: Encontre a soma da série! Z m
n(n

n=1
Solugao. Inicialmente procuramos um padrao na sequéncia das somas parciais

que possa levar a uma férmula para s,,. Neste caso, a chave é a decomposicao

em fragoes parciais.
1 1 1

nn+1) n n+1

Assim, podemos escrever
+oo
1

e !
Zn )_;g_nJrl

— (n+1
1 l n l 1
n—1 n n n+1

(D (e

—+oo

1
1A série Z ———— é chamada série telescopica.
n=1 n(n + 1)
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Note que, lim s, = lim = 1. Logo, a série converge, e sua soma é
n—-+oo

) n—+oon + 1

4.2 Série geométrica

Séries geométricas sao da forma
—+o0
l+a+a’+d®+..+a"+..=) a",
n=0
onde a € R.

Se a = 1, a n-ésima soma parcial da série geométrica é s, = 1 4+ 11 + 12 +

.. + 1" = n+ 1 e serd divergente, pois lim s, = +00. Se a = —1, a série
n—oo

diverge porque a n-ésima soma parcial oscila entre 1 e 0. Se |a|] # 1, podemos

determinar a convergéncia ou a divergéncia da série da seguinte maneira:
spn=14+a-+a>+d>+..+a"
Multiplicando por a, obtemos
a-sp,=a+a>+a>+..+a*+a"t!
Subtraindo a primeira igualdade da segunda, obtemos
a- sy, — S, =a"tt —1.

Logo, como assumimos |a| # 1, podemos escrever

anJrl -1 1 anJrl

T L1 1-a 1-a

Se |a] < 1 segue que a1 — 0 e daf

Snp —
1—a’
ou seja, concluimos que
oo
n 1 . ;.
E "= onde |a| < 1, i.e., a série converge.
—a
n=0

Quando |a|] > 1 a série seréd divergente.
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4.3 Propriedades das séries

A proposicao abaixo estabelece as principais operacoes entre séries convergen-

tes.
—+o0 +oo

Proposigao 4.3 Se E an € g b, sdo convergentes com somas A e B res-
n=1 n=1

pectivamente, e k € uma constante, entao

+oo
(i) Y (an+by)=A+B
+oo
(i) Y (an—by)=A-B
+oo +oo
(i) Y (k-an)=k-> an=Fk-A

Demonstragao. Considere as somas parciais A, = a1 +as + ... + an, B, =
by + b+ ...+ by, sp = (a1 +b1) + ... + (ay, + by), entéo s, = A, + B,,. Como
A, converge para A e B,, converge para B, s, converge para A+ B. Vale um
raciocinio andlogo para as séries Y (a, —by) € Y k-a,. Isto prova a Proposigdo.

O

Corolério 4.4 (i) Quando multiplicamos uma série divergente por uma cons-
tante diferente de zero, obtemos uma série também divergente.
(i) Se Y a,, converge e > b, diverge, entdo tanto > (a,+0b,) como > (a,—by)

divergem.

Obs.: Lembre-se de que Y (a,+by), pode convergir quando tanto Y a, e > by,
divergem. Por exemplo, > a, =14+1+1+...e> b, =(-1)+(=1)+(-1)+...
divergem, enquanto Y (a, + b,) =0+ 0+ 0+ ... converge para 0.

Exemplo. Calcule as somas a seguir.
e | X4

(@) Y "o OB =

n=1 n=1
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Solugao. Note que basta usar a Proposigao 4.3 e notar que temos operagoes

com séries geométricas:

e U | 1y S &
(a) Z gn—1 Z on—1  @gn-1) Z on—1 Z 6n—1
n=1 n=1 n=1 n=1
1 1 6 4
11 1-17 77575
2 6

= 4 =X 1 1
(b)22n—1422n—14.(1_%>
n=1 n=1

Proposicao 4.5 (Critério do Termo Geral) Se ndo tivermos nEIJIrloo an, = 0,
+oo
entao Z an divergird.
n=1
Demonstracgao. Fazendo-se S representar a soma da série e s,, = a1 +as+...+
an representar a n-ésima soma parcial, se tomarmos n suficientemente grande,
tanto s, como s,_1 estdao perto de S, assim a diferenga s, — sp_1 = a,, estd
proxima de zero. Mais formalmente,

lim a,= lim (s, —$p-1)= lim s,— lim s, 1=5-5=0
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Logo, se a, nao convergir para zero, a série nao podera convergir.

O

Note que esse critério s6 podera ser usado para provar divergéncias. Se

lim a, =0, a série > a, poderd divergir ou convergir.
n—-+oo

Exemplo. Aplicar o teste do n-ésimo termo para verificar se a sequéncia

diverge.
+o00
(a) Z:l(*l) diverge, pois ngriloo(fl) nao existe.
“+o0
(b) Z n? diverge, pois n? — +o00, quando n — +o0.
n=1
“+o0
Sn—1 3n—-1 3
(c) 4Z 5 diverge, pois ngrfoo ;ﬁ =7 /4 0 quando n — +o0.

n=1
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+oo
1
(d) Z — . Note que, lim — = 0, logo o teste nao revela nada. Veremos
" n—+oo n

abaixo que esta série, chamada harmonica, diverge.

+oo
Proposicao 4.6 Uma série E an de termos mao megativos converge se, e

n=1
somente se, suas somas parciais sao limitadas superiormente.

Demonstragao. Suponha que Y a,, seja convergente, com a,, > 0, Vn. Vamos
mostrar que a sequéncia (s,) das somas parciais da série é limitada superior-
mente. Seja

Sp=a1+ a2+ ... +ay

tal que

n

d lim s, = lim E a; =5 >0,
n—-+oo n—+o00 4 ]
i=

pois a, > 0, Vn.

Assim, dado £ > 0, Ing € N tal que, Vn > ng = s, — s| < e.

Ou seja, —e < s, — s < ¢, donde segue que s, < s+ &, Vn > nyg.

Tome k = max{s + ¢, 1,82, ..., Sny } > 0.

Assim, segue que s, < k, Vn € N, ou seja, encontramos k > 0 tal que
Sn < k, Vn, o que mostra que a sequéncia das somas parciais da série Y _ a,, é

limitada superiormente por k > 0.

Reciprocamente, suponha que a sequéncia (s, ) das somas parciais de Y a,

seja limitada superiormente.

Vamos mostrar que Y a,, converge, onde a,, > 0, ¥n. Por absurdo, suponha

que Y a, diverge. Isto significa que

lim s, = +oo,
n—-+oo



M. Zahn 101

ou seja, VM > 0, Ing € N tal que s, > M, Vn > ng.

Mas isso contradiz a hipétese de que (s;,) é limitada superiormente. Ab-
surdo!

Portanto, > a,, é convergente.

0

E 1 A"iol pr e o Y6 chamada sér

xXemplo. serie - = — — — — ... € chamada Sserie
P Zan 27371 n

harmoénica. Esta série é muito importante e, assim como a série geométrica, é

muito usada como referéncia para alguns testes de convergéncia que veremos

adiante. A série harmonica é divergente, mas isto nao segue do teste do n-ésimo
. . 1 e .

termo, pois lim — = 0. Isto ocorre porque nao ha limitante superior para

n—4+oco n
suas somas parcilais.

Podemos agrupar os termos desta série da seguinte forma:

T s (e ) (it D) (e e o L)
2 ' \3 "4 56 78 . v
~—

2__1
>17§ >

00l

Nl
\%
&
Il
[N

A soma dos dois primeiros elementos é 1,5. A soma dos dois termos seguintes
f1 41 ‘ . 1,1 _ 1 o : AT ]
¢ 3 + 7, que é maior do que 7 + 7 = 5 e assim por diante. A sequéncia de
somas paricias nao é limitada superiormente, logo a série harmonica diverge.

oo

Teorema 4.7 (Critério de Cauchy) Uma série E an converge se, e somente
n=1

se, Ve > 0, dng € N tal que para todo p > ng,

P
|Zan|<a.

n=no
Demonstragao. Sabemos que a série Y a, converge se, e somente se a
seqéncia das somas parciais (s,) for convergente. Logo, pelo Critério de Cau-
chy para sequéncias, temos que s, = Y _,_, aj converge se, e somente se, para

todo € > 0, existir ng € N tal que, YVm,n > ng, implicar em

[Sm — sn| < e.
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No entanto, escrevendo n = ng e m = ng + p, onde p > 1, segue que

P
| Z an| = |ang+1 + o+ Gnotpl = [Sng+p — Snol <€

n=ng+1

O

Definicao 4.8 Se uma série Y a, for tal que Y |a,| é convergente, entdo a
série > a,, serd chamada absolutamente convergente.
—+oo

Teorema 4.9 (Teorema da Convergéncia Absoluta) Se Z lan| convergir, entao

n=1

400
g an convergird, ou seja, toda série absolutamente convergente € convergente.

n=1

Demonstragao. Pela desigualdade triangular dos médulos temos

|@nt1 + @ngoe + am| < lanta] + lanta| + .o+ |am|

—+oo
Se E |ay,| convergir, entao a soma no segundo membro serd menor que €, para

n=1
um ¢ > 0 dado, quando n > N, para um N escolhido de forma conveniente,

logo a soma no primeiro membro serd menor do que € paran > N, e a série a,
convergird.
O

R (1)t 1 1 1 ) _
Exemplo. A série Z Ton 1 = 1-— 3 + 178 + ... é convergente, pois a
n=1

o= 1 1 1
série Z CrE 1+ 3 + 1 + 3 + ... converge.
n=1

Podemos interpretar este teorema como afirmando que a introducao de
sinais negativos para diversos termos de uma série convergente de termos po-

sitivos tende a ajudar a convergéncia.

Defini¢cao 4.10 Uma série Y a, que converge, mas que nao é absolutamente

convergente, é chamada condicionalmente convergente.
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4.4 Testes de convergéncia

Dada uma série Y a,, vamos estudar Teoremas que nos ajudardo a decidir
sua convergéncia ou divergéncia. Primeiramente vamos estudar séries que nao
possuem termos negativos. A razao para essa restricdo consiste no fato de que
as somas parciais dessas séries formam sequéncias crescentes, e sequéncias cres-
centes limitadas superiormente sempre convergem. Para mostrar que uma série
sem termos negativos converge, precisamos simplesmente mostrar que suas so-

mas parciais sao limitadas superiormente.

4.4.1 Teste da comparagao
Teorema 4.11 Sendo Y a, e > b, séries de termos nao-negativos,

(i) se > by, for convergente e an, < by, para todo n, entdo > a, também serd

convergente.

(i) se > b, for divergente e a,, > by, para todo n, entdo Y a, também serd

divergente.

Demonstragao. Faremos apenas a demonstragao de (i) e deixaremos (ii) para
o leitor. Seja Y b, uma série convergente e a,, < b, Vn. Vamos mostrar que
a série Y a, também é convergente.

De fato, sejam (B,) a sequéncia das somas parciais da série Y b, e (A,) a
sequéncia das somas parciais da série Y a,.

Como ) b, converge segue que

n —+o0

Como a,, < b, Vn, temos que

3
3

ou seja,
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Porém, 3 lirJrr1 B, = B, ou seja, (4,) é uma sequéncia limitada e ainda
n—r-+0o0
crescente, pois é uma sequéncia de somas de termos nao negativos.

Portanto, (4,) é convergente, ou seja,

n +oo
JA= lim A, = lim E ap = g Qp,s
n—4o0o n—-+4oo
k=1 n=1
o que mostra que a série Y a, também é convergente.

—+o0

Exemplo: Determine se a série E P
T —

] converge ou diverge.

n=1
Solugao. Precisamos encontrar uma maneira de comparar o termo geral da
série dada com o termo geral de uma outra série na qual sabemos ser conver-
gente ou divergente. Observe que, Vn € N temos 5n — 1 < 5n. Tomando os

inversos, temos
1 1

on — 1 ~ 5n
Multiplicando esta ultima desigualdade por 5, obtemos

5 5 1

—_ > —— = —.
on—1 " dn n
Como a série Y L diverge (série harménica) e vale a desigualdade acima Vn,
pelo teorema acima, o item (ii) nos diz que divergéncia da série de termo geral

menor implica em divergéncia da série com termo maior, ou seja, concluimos

que a série dada é divergente.

4.4.2 Teste da comparacao do limite

Teorema 4.12 Sejam > an € Y by, séries de termos positivos, se

. a
lim = =¢>0,

n—00 n
entdo ambas as séries Y a, e > b, convergem ou divergem.

Demonstragao. Sejam Y a, e Y b, nas hipéteses do teorema.

Considere lim dn _ ¢ > 0. Assim, dado € = ¢ > 0, segue que Ing > 0 tal

n—-+oo n
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. . G .
que Vn > ng, implica que |b— —¢| < ¢. Ou seja, para qualquer n > ng temos
n

O<Z—"<c+cé0<an<2cbn.

Portanto, de acordo com o teste de comparacao visto anteriormente, a con-
vergéncia da série ) b, e, consequentemente, a convergéncia da série 2¢ > by,
implica na convergéncia da série > a,, e divergéncia da série Y a,, implica na
divergéncia da série > b,.
O
“+oo

Exemplo. Determine se a série E

n=1

converge ou diverge.
2n —1

+00 1 n +o00 1
Solugao. Consideremos a série geométrica E ( ) = E o que é conver-

2
1 n=1 n=1
gente. Assim, considerando a,, = on © b, = 7 temos

1
. Gn . on . 1
Im —= lim —=—= lim 1——=1>0.

n—+oo b, n—o+oo 1 n——4oo n
2n —1

Portanto, pelo teorema acima, sendo . a,, convergente, concluimos que Y b,

também é convergente.

4.4.3 Teste da razao

Teorema 4.13 Seja > a,, uma série de termos positivos e suponha que

. an+1
lim — =c¢
n—-+oo an
FEntao,
(i) a série converge se ¢ < 1.

(i) a série diverge se ¢ > 1 ou se ¢ for infinito.

(#i) o teste € inconclusivo se ¢ = 1.
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Demonstragao. Faremos apenas a demonstracao de (i).

a

Suponhamos que lim —t1
n——+oo Qp

Tome ¢ > 0 tal que ¢+ ¢ < 1. Entao, pelo limite acima segue que Ing > 0 tal

An+1

=c<1.

—c| <&, Vn > ng, ou seja,

n

An41
0< 2 «cte, Yn>ny.
(79}

Assim, fixando n > ng podemos escrever

an0+1

0< <c+e,

An

a
0< 2 ~oye,

a’ﬂg+1

a
0< —2F3 —oye,

a’ﬂo+2

a
0< —=2

<cHe
Ap—1

Multiplicando todas estas desigualdades obtemos

a
— < (e+e)"™, Vn > ny.
Any,
Ou seja,
Ll7,0 n
0<an<m-(c+€) , Vn > ng.
- Qng n s o - ~
Como a série ———— Z(c + )" é uma série geométrica de razdo ¢+ ¢ < 1,
(c+e)mo

esta série é convergente e, portanto, pelo critério de comparagao segue que a

série > a,, é convergente.

O
X245
Exemplo. Investigue a convergéncia da série E .
3n
n=0

Solugao. Basta montar a razao entre termos consecutivos. Assim,
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2"t 45
Ung1  _getl  2"P 45 2.2"42.5-5
ap  2"4+5 372" 45) 32" +5)
371
_2(2"+5) 5 2 5

— — - - 0
3127 +5) 3°(2,45) 37 32 +5)

quando n — +o00.

Portanto, obtemos

. Ap 41
lim —*
n—+o0o G

=0<1,

e entao a série dada é convergente.

4.4.4 Teste da raiz

Teorema 4.14 Seja > a, uma série de termos positivos e suponha que

lim a, =c

n—-+o0o

Entao,
(i) a série converge se ¢ < 1.
(#i) a série diverge se ¢ > 1 ou se ¢ € infinita.
(i) o teste € inconclusivo se ¢ = 1.

Demonstragao. Faremos a demonstracao de (i).

Seja lirf Wa, = c < 1. Assim, dado € > 0 tal que ¢+ ¢ < 1 (por exemplo,
n—-+0oo
podemos considerar € = 150 > 0), Ing > 0 tal que Vn > ng, temos | /a, —c| <

€, ou seja,
0< Ya, <c+e, Yn>nyg.

Elevando esta desigualdade a poténcia n temos
0<an,<(ct+e)™

Como ¢+ e < 1 temos que a série geométrica > (c + &)™ é convergente e, pelo

critério de comparagio, concluimos que a série » | a,, também é convergente.



108 Analise IT

= 2n 4+ 3\"
Exemplo. Teste a convergéncia da série .
P : > (5irs)

Solugao. Aplicando o teste da raiz temos

3

Vi — om+3\" m+3 2t

”a,n: = = .

3n+2 3n+2 3+g

n

Portanto,
3
2+E 92
wipe Vo = B T =5 <h

0 que mostra que a série dada é convergente.

4.5 Série alternada

Definicao 4.15 Uma série alternada é aquela cujos termos sao alternadamente

positivos e negativos.

Sao exemplos de séries alternadas

i"(—l)nfl_l LN NS S S
~ =n 2 3 4 5 6
+oo
n 1 2
—1)" —_- 42 _Z42_=
nz::l( e T37its5 76"

4.5.1 Teste da série alternada

Teorema 4.16 (Teste de Leibniz) Se a série alternada

+oo
> (=1 by =by — by + b3 —bs+ ...,

n=1

com by, > 0, satisfizer
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(1) b1 < by, para todo n (i.e., a sequéncia b, € decrescente),
(ii) lim by =0,
entdo a série é convergente.
Demonstragao. Como (b,) é uma sequéncia decrescente (por (i)), segue que
by > by > b3 > ...
Consideremos as somas parciais
e s; = by;
® 5o =0 —by < by =51 = 59 < 8713
® S3=0>b; — by + b3 =55+ b3z > 50 = 59 < S3;
Ainda, s3 = by +(—ba +b3). Como (b,,) é uma sequéncia decrescente, temos
que b3 < by e entdo —bo + b3 < 0. Assim,
83 =b1 4+ (=by + b3) < by = 51,
ou seja,
S1 > S3.

Da mesma forma, como bs > by, pois (b,) é decrescente, temos b — by > 0
e entao

84282+(b3—b4)>82:>84>82.

Ainda,
S5 =83 — by + b5 < s5 € 86:S4+(b5—b6)>84.

Seguindo estes raciocinios montamos duas sequéncias de somas parciais: as

pares (s2,) e as fmpares (S2,—1), onde temos que
S9 < 84 < S < ... < 85 < 83 < S71.

Pela cadeia de desigualdadas montada acima, temos que (s, ) é uma sequéncia

crescente e limitada superiormente por s;. Portanto,

HLl = lim Son-
n—00
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Da mesma forma, sendo (s2,—1) decrescente e limitada inferiormente por sa,

segue que
HLQ = lim Son—1-
n—oo
Portanto,
L2 S L17

pelas desigualdades acima.

Afirmamos que Lo = L.

De fato, se Ly < Ly, entao, tome ¢ = % > 0. Assim, sendo lim b,, =0,

n—oo
segue que Ing € N, tal que, ¥n > ng, implica em |b,| < %

Como b,, = 8, — S_1, tomando, em particular, n = 2k, n > ng, temos
Li—Ly Ly— 1, Li— Ly
|sor — S2k—1] < 5 A 5 < 82 — S2k—1 < —y

Como sop, — Lo e sop_1 — Ly, temos, olhando a esquerda da cadeia de

desigualdades acima, que
Ly — Ly
2
Mas supomos Ly < Li. Absurdo! Portanto, Ly = L.

<Ly —Ly= L1 < Ls.

Assim, com as hipdteses do teorema, concluimos que

o0
SO (=1)" b, = lim s, = Ly = L,
el n— oo
isto é, a série converge.
O
= 1 11 1
Exemplo. A série alternada —1)" 1. = =1—=4-—=+4... é convergente
p nz::l( ) " 2+3 4+ verg ,
pois as duas condicoes do teste da série alternada sao satisfeitas:
1 1
i < - = b <b
(1) n4+1 n n+1 n
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4.5.2 Testes da razao e da raiz para séries alternadas

Podemos extender as Proposigoes 4.13 e 4.14 para séries alternadas como segue.

Nao faremos as demonstracées para nao nos tornarmos repetitivos.
Proposicao 4.17 Seja > a, uma série alternada, tal que

an+1
Qn

lim
n——+oco

Entao, se ¢ < 1 a série converge absolutamente, se ¢ > 1 a série diverge e se

c =1 o teste é inconclusivo.
Proposicao 4.18 Seja > a, uma série alternada, tal que
li y =c.
ne Vianl=c

Entao, se c < 1 a série converge absolutamente, se ¢ > 1 a série diverge e se

c =1 o teste € inconclusivo.

Vejamos um exemplo de aplicagao.

+oo
n!
Exemplo. Estude a convergéncia da série -1 —.
P g ;Z:O( )" 1o

Solugao. Usando o teste da razao temos

An+1
an

10 1
B N a0 L s

lim - = lim
n—too 107+1 n! n—+oo 107

n——+o0o

=400 >1

Portanto, concluimos que a série dada diverge.
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Capitulo 5

Sequéncias de funcoes

No curso de Anadlise Real I foi feito um estudo aprofundado sobre sequéncias
numéricas. Normalmente uma sequéncia numérica (x,), é definida como uma

lista infinita de ndmeros reais

('xn)ﬂ = (xla T2,T3, )a

onde os z; € R, para todo ¢ € N. Outra maneira equivalente de definir uma
sequéncia é considerd-la como uma funcdo de variadvel natural x,, = z(n)
N — R a qual, para cada n € N associa uma imagem x,,, € 0 conjunto imagem,

ordenadamente, x1, za, ..., define a sequéncia (z,,).

Uma questdo importante (a mais importante, na verdade) do estudo de
sequéncias numéricas é investigar se uma dada sequéncia (z,,), converge para

um valor a, ou seja, se tal sequéncia numérica possui um limite.

Neste capitulo vamos considerar uma teoria analoga aquela estudada para
limites de sequéncias numéricas aplicada em um tipo especial de sequéncia,
onde os termos sao fungoes ao invés de nimeros reais, ou seja, vamos estudar

sequéncias de fungoes (fn)n = (f1, f2, f3,.)-
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5.1 Conceito

Definicao 5.1 Seja X um conjunto de nimeros reais. Definimos por sequéncia
de funcoes f, : X — R como a correspondéncia que associa para cada n € N

uma funcao f, de X em R.
Vamos examinar um exemplo. Defina, para cada n € N, a sequéncia
fn:[0,10] = R

por
x
Neste caso, temos
fi:[0,10] = R, fi(z) =

f2:00,10] = R, fao(z) =

f3:[0,10] = R, f3(z) =

e assim por diante. Faca um esbogo grafico dos primeiros termos dessa sequéncia
de fungoes (f,). Considere f : [0,10] — R dada por f(z) = 0. Podemos ob-

servar que a medida em que n aumenta, o grafico de f,, vai se aproximando

3

wly Ry

cada vez mais do grafico de f. E nesse sentido que se estuda convergéncia
de sequéncia de fungoes. Existem dois tipos importantes de convergéncia: a
convergéncia simples e a convergéncia uniforme, como veremos na préxima

Secao.

5.2 Convergeéncia simples e uniforme

Definicao 5.2 Seja X C R um intervalo. Dada uma sequéncia de fungoes
fn: X >Redada f: X — R, dizemos que:

(1) fn converge para f simplesmente, e escrevemos f, — f se, para todo
x € X fixado, Ve > 0, Ing € N tal que |fn(x) — f(z)| < e, Vn > ny.

(2) fn converge para f uniformemente, e escrevemos f, = f, se Ve > 0,
Ing € N tal que, Vo € X, Vn > ng, |fn(z) — f(z)] <e.
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Em outras palavras, a sequéncia de fungoes f,, : X — R converge sim-
plesmente a f quando, para cada z € X fixado, a sequéncia de nimeros reais
(fn(x)) = (fi(z), f2(z),...) converge para o numero f(z). Ou seja, para todo
x € X fixado,

lim f,(x) = f(z).

Ja a convergéncia uniforme é mais forte: dado € > 0, existe um indice ng
tal que, a partir desse indice, os graficos de todas as f, estarao préximos do
grafico de f a menos de €. Ou seja, conseguimos obter um ng que sirva para
todos os x € X. Observe o desenho abaixo, onde, temos o grafico de f e os
graficos dos translados f + ¢ e f — €, onde, no interior temos uma faiza de
raio €, na qual os gréficos de f, ficam no interior, para todo n > ng, devido a

convergéncia ser uniforme.

Para deixar esses conceitos de convergéncia mais claros, vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 1. Considere a sequéncia de fungdes f, : [0,1] — R dada por
fa(x) =2™ e f:[0,1] — R definida por

, se 0<z<1
f(z) = -

1 , sexz=1

E facil ver que f,, — f simplesmente. De fato, para todo z € [0,1) temos
que

lim z™ =0,
n—oo
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lim 1" =1.
n— 00

Porém, afirmamos que f,, ndo converge para f uniformemente, i.e., f,, & f.

De fato, se por exemplo tomarmos ¢ = i, construindo a faixa de raio ¢ = i

em torno do gréafico de f, veremos f,, nao fica contida em tal faixa, para qual-

quer n € N. Faga um desenho para verificar.

Exemplo 2. Considere a sequéncia de fungoes f, : R — R dada por

nx
1+ n2z2’

Afirmamos que f, converge simplesmente para a fungdo f: R — R, f(z) = 0.

De fato, basta observar que para cada x € R fixado, temos que

nh—>nolo fn(x) = nll_)H;o 1+ n2x2 =0= f(x)

No entanto, afirmamos que tal convergéncia nao é uniforme. De fato, a

derivada de f,, serd

(1+n%2%)n —nx-2n%x  n(l —n22?)

!
x) = = .
ful) (1+ n2x2)? (1 + n2z2)
Logo, os pontos criticos de f sdo onde f/(0) = 0, o que nos fornecem
T = i%, e daf fn(%) = i%.

Entao, qualquer faixa de raio menor do que % construida para f(z) = 0,
teremos que os gréficos das f,, nao ficarao inteiramente contidos em tal faixa, e
entao f, 22 f. Veja a figura abaixo, onde desenhamos, para ilustrar, os graficos

de f3(z) e fr(z) e uma faixa de raio 1 centrada em f(z) = 0.



M. Zahn 117

Sejamos mais precisos no que diz respeito a convergéncia simples neste
exemplo: para todo z € R, vamos mostrar que f, — f = 0. Dado € > 0, temos

que

[fn(z) = f(@)] = [fn(2)]| = < =—.

Assim, precisamos escolher um ng € N tal que

> —, 5.1
o elz] (5.1)
e assim, para todo n > ng, teremos
1 1 elz|
Fale) = F@ < o < ooy < T =

para todo n > ng, e portanto f,, — f = 0 simplesmente.

Observacgao. Observe neste exemplo que a desigualdade (5.1) nos diz que se x
for muito pequeno, entao o ng tera de ser muito grande. Logo, a convergéncia

nao pode ser uniforme, pois o indice ng fica dependendo do x.

No que segue, apresentamos um importante resultado para investigar se
uma convergéncia é uniforme. Antes, porém, precisamos definir sequéncia de

Cauchy para sequéncia de fungoes.

Definicao 5.3 Uma sequéncia de fungoes f, : X — R chama-se sequéncia de
Cauchy se, para todo € > 0, existir ng € N tal que, para todos m,n > ny,

implicar em |f,(z) — fm(x)| < €, para todo x € X.
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Isso posto, enunciamos:

Teorema 5.4 Uma sequéncia de funcgoes f, : X — R € uniformenente con-

vergente se, e somente se, for uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Suponha que f, = f. Seja € > 0. Pela Definicdo de con-
vergéncia uniforme, segue que Ing € N tal que [f,(z) — f| < §, Vn > ny,

Vo e X.

Logo, para m,n > ng vale:

[fm(2) = fu(@)] = [fm(2) = f(2) + f(2) = fu(2)] <

< |fnle) = F@)| + [ fule) = F@)] < 5 +5 =e,

para todo = € X. Ou seja, (f,) é de Cauchy.

Reciprocamente, suponha que (f,) é de Cauchy. Entao, Ve > 0, Ing € N tal
que |f(z) = fo(x)] <, Vo € X, Ym,n > ny.

Vamos definir uma funcao f : X — R do seguinte modo: fixado zg € X,
a sequéncia de ntimeros reais (f,, (o)), é de Cauchy, e portanto converge para
um limite yo = lim f,(xg). Defina f(xg) = yo, e isso para cada xg fixado.
Isso define f : Xn—jo]loQ

Vamos mostrar que f, = f.

€

Dado € > 0, temos que 3ng tal que |fn(z) — fm(z)| < §, Vm,n > no,
Vr € X. Com z € X e n > ng fixados, a desigualdade acima vale Ym > ng.

Fazendo m — oo, vamos obter
€
[fule) = @) < 5 <=,

e isso para todo n > ng e para todo x € X, provando que f, = f.

Outro resultado importante é o descrito abaixo:
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Proposicao 5.5 Sejam f, e f : X — R. Entdao, f, converge para f unifor-

memente se, e somente se,
dn = sup | fn(z) — f(z)| = 0.
zeX

Demonstragao. Suponha que f, — f uniformemente. Vamos mostrar que
d, — 0. Dado € > 0. Como f,, — f uniformemente, segue que Iny € N tal
que |fn(z) — f(x)] < 5, Vo € X, Vn > ny.

Fixando n > ng, vale |f,(z) — f(z)| < §, Vz € X. Portanto,

sup [ fn(2) = f(z)] <

zeX

)

N ™

isto é, d, < § <&, Vn > ng, ou seja, d,, — 0.

Reciprocamente, suponha que d, — 0. Entao, dado ¢ > 0, dng tal que
dn < €,¥Yn > ng. Assim, pela definicdo de supremo segue que para todo z € X

e para todo n > ng, tem-se que

|fn(x) - f(x)l < dn <g,

o que prova que f, — f uniformemente.
O

Vejamos um exempo de aplicagdo. Considere f,, : (0,1] — R dada por
fn(x) = nxe ™",

Considerando a fungédo f : (0,1] — R, f(z) = 0, afirmamos que f,, converge
para f simplesmente. De fato, basta notar que

nx
lim z) = lim =0.
n—o00 fn( ) n—oo en®

Vejamos se a convergéncia é uniforme. A derivada de f,, sera

, ne™ —nxne™  n(l - nx)

f" (ﬂf) = e2nx - enw .

Assim, os pontos criticos sdo quando f},(z) = 0, o que corresponde em verificar

onde 1 —nzx =0, ou seja, z = % Entao,
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e sex < i entdo f)(z)= w < 0;

e sex > 1 entdo f)(z) = nlone) 0.

en

Portanto, segue que =z = % é um ponto de maximo para as f,. Usando a

Proposicao 5.5, temos

_ nr  nx
d, = sup |nze ™ —0] = max — =
2€(0,1] z€(0,1] e"* entlp=1

n

1
:77407
(&

e entdo segue que a sequéncia (f,) nao converge uniformemente.
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