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. Use a definigao de derivada para calcular a derivada de cada fungao num ponto de acumulagao
a do dominio:

(a) f:(0,400) = R, f(z) ==
(b) f:R—=R, f(zr)=senx.

. (Sel. Mestrado UFRGS 2005/2) Seja f(x) = lnz, z > 0. Supondo conhecido que f é
derivavel em 1 e que

. In(1+4h)
1=f'(1) = lim ——=
FO=m =
prove que
1
! [—
f'() =~

para todo z > 0.

. Prove que se f(x) é derivdvel em = = a, entdo

L wf(a) — af(2)

r—a Tr—a

= f(a) — af'(a).

. Sejam f,g,h : I — R tais que, para todo x € I se tenha f(z) < g(z) < h(z). Se num ponto
a € INT tem-se f(a) = h(a) e existirem f’(a) = h'(a), mostre que existe ¢’(a) e tem o
mesmo valor.

Obs. Podemos dizer que este resultado é o “Teorema do sanduiche para derivadas”.

. Seja f : I — R continua. Dado a € I NI’, defina &£ : I — R pondo

FOF@ o g2
E(:U):{ e -

L se r=a
Prove que & é continua se, e somente se, existe f/'(a) e f'(a) = L.

. Seja f a fungao real definida por

flz) =

0, se =0

2o 1
{:C sen, se v #0

Use a defini¢ao de derivada para mostrar que existe f’(0), mas que f'(0) # hII(l) f'(z). (ou
z—

seja, a fungao derivada f’ nao é continua em z = 0).

. Seja f : R — R definida por

F(x) z2, se x racional
xTr) =
0, se x irracional

Prove que f é derivavel em x = 0.



8. Seja a > 1. Se f é uma funcao tal que satisfaz |f(z)| < |z|¥, prove que f é derivavel em
x=0.

9. Seja fR — R uma fungao satisfazendo |x — f(z)| < 2?2, para todo = € R.

(a) Mostre que f(0) = 0.

(b) Mostre que f’(0) existe e encontre o seu valor. Exiba uma fungido que satisfaca tal
propriedade.

10. (Sel. Mestrado UFRGS 2009/2) Suponha que f : (a,b) — R é derivavel em x € (a,b).

(a) Prove que fl(m) - %}ZIL% f(ﬂf—f—h)gf(x—h)'

(b) A igualdade acima sugere a possibilidade de uma nova defini¢do da nogao de diferen-
ciabilidade e de derivada. Pergunta-se: esta nova maneira resulta em uma nocao de
derivada equivalente & usual?

11. (Sel. Mestrado UFRGS 2013/2) Sejam f, g, h fungoes definidas no intervalo [0, b), sa-
tisfazendo

f(0) = 9(0) = h(0) e f(z) <g(x) <h(z) para € [0,b).
(a) Prove que f,g e h s@o derivdveis em 0, entao
F(0) < ¢'(0) < W'(0).
(b) Prove que se f e h sdo derivdveis em 0 e f/(0) = h/(0), entdo g é derivdvel em 0 e
g'(0) = f'(0) = ' (0).
(c) Seja g :[0,4+00) — R a funcao definida por
0 , se =0
g(z) = { 5

T sen(%) , se >0

é derivavel em x = 07 Em caso afirmativo, qual é a sua derivada? A derivada é continua
no zero? Justifique sua resposta.

12. (Sel. Mestrado UFRGS 2013/1) Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto
(a,b) C R que contém a origem.

(a) Prove que se f é derivdvel em 0, entao

lim M =2f'(0).

x—0 T

(b) Mostre que se f é uma funcdo par, entao o limite do item anterior existe mesmo que
f nao seja derivavel em 0. Dé exemplos de fungoes em que o limite acima existe e que
nao sejam derivaveis.

(c) Prove que se f é mondtona e

z—0 T

entao f é derivavel em O.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Seja f: R — R uma funcao derivavel em um ponto a € R. Verifique que

n—o0

Fi@) = i o (Sa+ 2 - ).

No entanto, a existéncia desse limite nao implica que f seja derivavel em a. Dé um exemplo
para isso.

Dada f : R — R definida por f(z) = |z|. Calcule as derivadas laterais f’ (0) e f.(0). O que
concluimos sobre a existéncia de f/(0)? O que isso significa geometricamente?

Seja a € I um ponto de méaximo local para a funcao f : I — R. Se f possui derivada a
direita no ponto a, mostre que f! (a) < 0. Se existir f’ (a), mostre que f’ (a) > 0. Dé um
exemplo onde em um maximo local existam as derivadas laterais e sejam diferentes.

Seja f : I — R continua no intervalo aberto I. Se, para cada x € I, existir f (z) e for
fi(xz) >0, entdo f é crescente.

(Sel. Mestrado UFSM 2009/1) Mostre que a fungao f : R — R dada por

3 con 1
{x seny , se x#0

0 , se =0

fz) =

e derivdvel com derivada primeira continua.

Mostre que a funcao f : R — R definida por

2 1
{x seny , se x#0

0 , se =0

fz) =

é derivavel. Obtenha sequéncias (x,), (y,) tais que lim x, = lim y, = 0, x,, # yn, mas
n—o0

n—oo
nao existe lim M
n—oo Z/n — xTL

Seja f : I — R derivavel num intervalo I. Se f'(x) = 0, para todo = € I, mostre que f é
constante.

Seja f : I — R definida num intervalo I. Se existir um « > 1 tal que

|f(z) = f(y)] < |z -yl

mostre que f é continua e possui derivada nula em todos os pontos de I. Consequentemente,
f é constante.

Dizemos que uma fungao f : (a,b) — R é uniformemente derivdvel se f é derivével em (a, b)
e para todo € > 0 existir § > 0 tal que

f(@) = fy)

Ty — f'(z)] <e.

O0<|z—y|<d e z,y€(ab) =

Prove que se f é uniformemente derivdvel, entao f’ é continua. Em seguida, dé um exemplo
de uma funcao que é derivavel, mas nao uniformemente derivavel.

3



22. (a) Para cadan € N, seja 0 <t, <1. Se lim z, = lim y, = a, prove que
n—oo n—oo

lim [t, -z, + (1 — tn) - yn] = a.

n—o0

(b) Seja f : X — R derivavel no ponto a € X N X’. Se (xy,) e (yn) sdo sequéncias de pontos
em X tais que lim z, = lim y, =ae x, < a <y, Vn € N, prove que
n—oo n—oo

lim = f'(a).
n—oo ’yn — :1:7'7,
Sugestao: Note que para t, = In ~ @ temos que 0 <t, <1, ¥n € N. Assim, pode-se
-
escrever Yn = dn
f(yn)_f(xn) =t, - f(yn)_f(a) +(1—tn)' f(xn)_f(a)7
Yn — Tn Yn — Q Tp —Q

e usando o item (a) conclua o exercicio.
23. (Sel. Mestrado UFRGS 2015/1)

(a) Seja f : I — R derivavel no ponto a € I. Mostre que a fungao r : J — R definida no
intervalo J = {h € R : a+ h € I} pela igualdade

fla+h) = fla)+ f'(a) - h+r(h),

satisfaz lim @ =0.
h—0 h
(b) Sejam f,g: I — R derivédveis no ponto a € I, com f(a) =0 = g(a) e ¢’(a) # 0. Mostre
que
!/
w10 _ S0
v=ag(z)  g'(a)
.2 -1
(c) Calcule il_)ﬂ;l T

24. Seja I C R um intervalo aberto e a € I. Mostre que f é derivavel em a, com derivada L, se,
e somente se, existir uma fungao ny : I — R tal que n¢(a) =0, ny é continua em a, e

f(z) = f(a)+ (z —a)(L +nys(x)), Vo e I.

25. (Sel. Mestrado UFRGS 2005/2) Seja f,g : R — R tais que f(g(z)) = x, para todo
x € R. Suponha que g seja derivavel e com derivada nao nula em todos os pontos. Prove
que f é derivavel e que

para todo z € R.

26. Seja I um intervalo aberto. Uma funcdo f : I — R é dita ser de classe C' se for derivavel e
a derivada f’' : I — R for continua. Uma funcdo f : I — R é de classe C? se sua derivada
f": I — R for de classe C'. Prove quese f(I)CJ, f: I —-Reg:.J— Rsio de classe C?,
entdo a composta go f : I — R também ¢ de classe C2.
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27. (Sel. Mestrado UFRGS 2005/1) Mostre que a funcao f : R — R dada por

2

z¢ , se x>0
xr) =
/(@) {O , se <0

é de classe C', ou seja, é derivivel com primeira derivada continua, mas nio é duas vezes
derivavel.

28. (Sel. Mestrado UFRGS 2011/2) Uma funcao f : I — R definida em um intervalo da reta
diz-se de Lipschitz se existe uma constante K > Otalquez,y € I = |f(x)—f(y)| < K|z—y|.
(a) Prove que se f é de Lipschitz, entao f é continua.

(b) Prove que se f e g sao duas fungoes de Lipschitz definidas em um mesmo intervalo I,
entao f + g é Lipschitz.

(c) Prove que uma fungao Lipschitz f : I — R definida em um intervalo I limitado da reta,
é uma funcao limitada.

(d) Prove que se f e g sdo duas fungdes Lipschitz definidas em um mesmo intervalo I
limitado, entdo o produto f - g é Lipschitz.

(e) Verdadeiro ou falso? (Justifique cuidadosamente): se uma fungao é Lipschitz entao é
diferenciavel.

29. (Sel. Mestrado UFRGS 2004/1) Prove que lin%) f'(z) =0, onde
T—

f(x) = glaysen=, x#0

sabendo que g : R — R é duas vezes derivavel com segunda derivada continua e satisfazendo
9(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = 0.



