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Introducao:

Quando se relata o resultado de medi¢do de uma grandeza fisica, é obrigatério que seja dada
alguma indicacio quantitativa da qualidade do resultado, de forma tal que aqueles que o utilizam
possam avaliar sua confiabilidade. Sem essa indicacdo, resultados de medi¢cdo ndo podem ser
comparados, seja entre eles mesmos ou com valores de referéncia fornecidos numa especificacao
ou numa norma. E, portanto, necessério que haja um procedimento prontamente implementado,
facilmente compreendido e de aceitacdo geral para caracterizar a qualidade de um resultado de
uma medic¢do, isto €, para avaliar e expressar sua incerteza.

O conceito _de incerteza como um atributo quantificdvel € relativamente novo na histéria da
medi¢do, embora erro e andlise de erro tenham sido, hd muito tempo, uma prética da ciéncia da
medicio ou metrologia. E agora amplamente reconhecido que, quando todos os componentes de
erro conhecidos ou suspeitos tenham sido avaliados e as corre¢des adequadas tenham sido
aplicadas, ainda permanece uma incerteza sobre quao correto € o resultado declarado, isto €, uma
divida acerca de quao corretamente o resultado da medi¢cdo representa o valor da grandeza que
estd sendo medida.

Da mesma forma como o uso quase universal do Sistema Internacional de Unidades (SI) trouxe
coeréncia a todas as medicoes cientificas e tecnol6gicas, um consenso mundial sobre a avaliacio
e expressdo da incerteza de medicdo permitiria que o significado de um vasto espectro de
resultados de medicdes na ciéncia, engenharia, comércio, inddstria e regulamentacdo, fosse
prontamente compreendido e apropriadamente interpretado. Nesta era de mercado global, é
imperativo que o método para avaliar e expressar a incerteza seja uniforme em todo mundo, de
forma tal que as medi¢oes realizadas em diferentes paises possam ser facilmente comparadas.

Definicoes:

¢ Incerteza (de medicdo): pardmetro associado ao resultado de uma medi¢do, que
caracteriza a dispersao dos valores que podem ser razoavelmente atribuidos ao
mensurando (quantidade particular submetida a medi¢do).

® Incerteza padrao: incerteza do resultado de uma medicdo expressa como um desvio



padrao.

¢ Incerteza padriao combinada: incerteza padrdo do resultado de uma medic¢do, quando
este resultado € obtido por meio dos valores de virias outras grandezas, sendo igual a raiz
quadrada positiva de uma soma de termos, que constituem as varidncias e covariancias
destas outras grandezas, ponderadas de acordo com quanto o resultado da medicdo varia
com mudangas nestas grandezas.

Conceitos basicos:

Medicao:

O objetivo de uma medi¢c@o € determinar o valor de uma grandeza especifica (mensurando) a
ser medida. Uma medi¢do comeca, portanto, com uma especificacio apropriada do
mensurando, do método de medicao ¢ do procedimento de medicdo. Em geral, o resultado
de uma medicdo ¢ somente uma aproximacdo ou estimativa do valor do mensurando, do
método de medicao e do procedimento de medicido. Este resultado s6 é completo quando
acompanhado pela declaracdo de incerteza dessa estimativa. Em muitos casos, o resultado de
uma medicdo € determinado com base em séries de observagdes obtidas sob condicoes de
repetitividade. Supde-se que as variagdes em observacgoes repetidas surjam porque as grandezas
de influéncia que possam afetar o resultado da medi¢do ndo sdo mantidas completamente
constantes. O modelo matemdtico da medicdo que transforma o conjunto de observacoes
repetidas no resultado de medi¢do € de importancia critica, porque, em adi¢do as observacoes ele
geralmente inclui vérias grandezas de influéncia que ndo sdo exatamente conhecidas. Essa falta
de conhecimento contribui para a incerteza do resultado da medicdo, assim como contribuem as
variacoes das observacdes repetidas e qualquer incerteza associada com o préprio modelo
matematico.

Erros, efeitos e correcoes: Em geral, uma medi¢do tem imperfeicdoes que dio origem a um
erro no resultado da medicdo. Ha diversos tipos de erros possiveis, mas podemos engloba-los
basicamente em duas categorias: aleatorios e sistematicos. Aqui ja estamos eliminando erros
grosseiros que podem decorrer, por exemplo, da m4 leitura das escalas, de ajustes imperfeitos do
instrumento, ou seja, basicamente da impericia ou desatencdo da pessoa que estd medindo. Os
erros aleatérios decorrem de fatores ndo controlados na realizacio de medidas e seu efeito
consiste em produzir ao acaso acréscimos e decréscimos no valor obtido. Estes efeitos aleatorios
sdo a causa de variacdoes em observacoes repetidas do mensurando. Embora ndo seja possivel
compensar o erro aleatério de um resultado de medicdo, ele pode geralmente ser reduzido
aumentando-se o nimero de observacdes; seu valor esperado é zero. Os erros sistematicos
também ndo podem ser eliminados, porém podem ser reduzidos. Se um erro sistemdtico se
origina de um efeito reconhecido de uma grandeza de influéncia em um resultado de medicdo,
por exemplo, a md calibracdo de uma balangca pode acrescer sistematicamente sempre a mesma
quantidade nas medidas de uma determinada massa, este efeito pode ser quantificado e corrigido.
Um fator de correcao pode ser aplicado para compensar este efeito. Supde-se que, apds esta
corre¢do, o valor esperado do erro provocado por um efeito sistemdtico seja zero. Resumindo:
os erros grosseiros podem e devem ser eliminados; os erros sistemdticos podem ser evitados ou
compensados; os erros aleatérios ndo podem ser eliminados totalmente e deve-se conviver com




eles, avaliando-os corretamente.

Incerteza: A incerteza do resultado de uma medicdo reflete a falta de conhecimento exato do
valor do mensurando. O resultado de uma medi¢do, apds correcdo dos efeitos sistemdticos
reconhecidos, € ainda, tdo somente uma estimativa do valor do mensurando, por causa da
incerteza proveniente dos efeitos aleatérios e da correcdo imperfeita do resultado para efeitos
sistemdticos. Na prdtica existem muitas fontes possiveis de incerteza, como:

(a) definicao incompleta do mensurando;
(b) realizacao imperfeita da defini¢do do mensurando;

(c) amostragem ndo-representativa — a amostra medida pode ndo representar o mensurando
definido;

(d) conhecimento inadequado dos efeitos das condicdes ambientais sobre a medi¢do ou medi¢ao
imperfeita das condi¢des ambientais;

(e) erro de tendéncia pessoal na leitura de instrumentos anal6gicos;
(f) resolucdo finita do instrumento ou limiar de mobilidade;
(g) valores inexatos dos padroes de medi¢do e materiais de referéncia;

(h) valores inexatos de constantes e outros parametros obtidos de fontes externas e usados no
algoritmo de reduc¢do de dados;

(1) aproximacgoes e suposicoes incorporadas ao método e procedimento de medicao;
(j) variacoes nas observacgoes repetidas do mensurando sob condi¢des aparentemente idénticas.

Estas fontes ndo sdo necessariamente independentes e algumas das fontes de (a) a (i) podem
contribuir para a fonte (j). Naturalmente, um efeito sistematico ndo reconhecido ndo pode ser levado
em consideracdo na avaliacdo da incerteza do resultado de uma medi¢@o, porém contribui para seu
erro.

Avaliando a incerteza padrao:

Na maioria dos casos, a melhor estimativa disponivel do valor esperado de uma grandeza ¢ que varia
aleatoriamente e para a qual n observagoes independentes qx foram obtidas sob as mesmas condi¢oes de
medic¢do, ¢ a média aritmética ou média D dasn observacgoes:
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As observacoes individuais qx diferem em valor por causa de variacdes aleatérias nas grandezas de
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influéncia dos efeitos aleatérios. A variancia experimental s™(qx) das observacoes é dada por:
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A raiz quadrada positiva desta variancia s(qx) € denominada desvio padrao experimental e caracteriza
a variabilidade dos valores qx observados, mais especificamente, sua dispersdo em torno da média. A
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variancia da média, ¢ dada por:
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onde a raiz quadrada positiva de * @ 4 desvio padrao experimental da média S(@) . Este valor
quantifica quao bem 9estima o valor esperado de q e qualquer um dentre eles pode ser usado como

medida da incerteza de 9. Esta estimativa da variabilidade das medidas devido a erros aleatérios por
meio do desvio padrdo, supde que a freqiiéncia das medidas obedece a distribuicdo gaussiana dada na
figura abaixo. Nesta figura temos a representacdo grafica de uma distribuicao normal. Estdo indicadas as
percentagens de casos por desvio padrao ¢ = s(qg).
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Como expressar o resultado das medidas:
O procedimento estatistico usualmente indicado para o tratamento de medidas experimentais consiste
justamente em fazer os cdlculos acima indicados e expressar o valor de uma grandeza q usando os dados

obtidos com as relacdes (1) e (3):

Valor da grandeza = média das n medidas + desvio padrao da média
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O uso das expressoes acima pressupde que, durante a realizacdo de uma série de medidas, ndo ocorreram
erros grosseiros, que os erros sistematicos ou estiveram ausentes, ou foram devidamente compensados,
ou sdo de ordem de grandezas inferior aos erros aleatdrios; e que todas as demais fontes de erro
contribuiram aleatoriamente, ora para aumentar, ora para diminuir o valor da grandeza.

Ainda pode-se representar o desvio padrao da média na seguinte forma:
a =7+ 1000
a (5)
Como avaliar os algarismos significativos:

Para avaliar quantos algarismos significativos devem ser usados para representar o desvio padrio da
medida e o desvio padrao da média, usamos as seguintes expressoes:

s _ slgy) S s(qy )
s(4,) \E 6) e $(T,) ﬁ A

Exemplo 1:

Na tabela abaixo estdo listadas as medidas do periodo T(s) de um péndulo. Foram feitas 50 medidas,
sendo que f representa a freqii€ncia com que cada medida apareceu. Qual € o periodo do péndulo?

f T(s)
4 1,7
6 1,8
13 1,9
12 2,0
8 2,1
7 2,2




14
12 1
10 4

freqiéncia [f]

o N B2 O @

16 17 18 19 20 21 22 23
periodo [T (s)]

Como podemos ver pelo grifico acima, temos uma distribuicio normal de dados e aplicando-se as
equacoes (1), (2) e (3) aos dados da tabela, obtém-se:

T =1,97s
s(T) = 0,146036065
s(T) = 0,020652625

Esses trés valores foram escritos com todos os digitos fornecidos por uma calculadora. Devemos chamar
a atencdo de que ndo faz sentido trabalhar com algarismos além do primeiro afetado de imprecisio.
Usando as relacoes (6) e (7), obtém-se:

s,y =0,01s

Sy = 0,002s

Portanto o desvio padrao da medida tem o algarismo dos centésimos afetado de imprecisao ¢ o
desvio padrao da média, o dos milésimos. Isto permite escrever:

s(T) =0,15s
s(T) =0,021s

Estes dois valores determinam dois intervalos de confian¢a em torno da média (1,97s) a saber,
considerando o desvio padrdo da medida (£ 0,15s) = (1,82s; 2,12s)
considerando o desvio padrdao da média (£ 0,0215) = (1,949s; 1,9915)

De acordo com as expressoes (4) e (5), pode-se expressar o resultado levando-se em conta o desvio
padrdao da média, nas duas formas:



T=1,970+0,021 sou T=1,970 £ 1,1% s
Note-se a coeréncia entre as casas decimais da média e do desvio padrdo da média.

Convém ainda observar que € possivel diminuir o desvio padrao da média simplesmente aumentando o
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nimero de medidas n, pois A , enquanto o desvio padrio da medida e a média devem
permanecer aproximadamente iguais com o aumento de n. Na pratica, em geral, 10 medidas de uma
grandeza ja sdo suficientes para obter informacgdes valiosas sobre a média e o desvio padrdao da medida e
da média.

Desvio padrao e imprecisao de leitura:

A imprecisao de um instrumento ¢ a metade da divisdo da sua escala, por exemplo, um crondometro
cuja menor divisdo € 1/5 segundos tem uma imprecisdo de 1/10 segundos. A imprecisao de uma leitura
estimada € a metade do intervalo que um observador pode estimar.

Nem sempre a imprecisdo da leitura estimada por um operador coincide com a imprecisdao de um
instrumento. Por exemplo, ao medir o angulo de desvio de um feixe de luz com um transferidor
graduado de 2°, pode-se verificar que o feixe estd entre 42° ¢ 44°, um pouquinho mais proximo de 42° do
que de 44°. Qual € a leitura?

e encontrando dificuldades em estimar um intervalo menor do que o da escala usada, o operador
deve optar por 42°. Neste caso, a imprecisdo da leitura (1°) € igual a imprecisdo do instrumento.

e 0 operador pode optar por 43°, caso se sinta capaz de distinguir entre 42°, 43° e 44°. Neste caso a
imprecisdo da leitura estimada (0,5°) é menor do que a imprecisdo do instrumento. Esta medida
pode ser feita desde que se consiga discriminar os valores de intervalos de 0,5°, e esses ndo
violem os limites de imprecisdo indicados pelo fabricante do aparelho. Note-se que a imprecisdo
da leitura estimada depende de fatores relacionados com o equipamento (distancia entre os tracos
da escala, largura dos tracos, largura do feixe de luz), bem como de fatores ligados ao operador
(acuidade visual, decisdo sobre a possibilidade de interpolar leituras entre os tragos, etc.).

=> Nio confunda imprecisio de leitura com desvio padrdo da medida, que como vimos, € obtido
a partir de uma série de medidas.

A imprecisdo de leitura ey pode ser considerada como uma medida da sensibilidade do sistema
de coleta de dados, incluindo instrumento e experimentador.

Exemplo 2:

Suponhamos que tenham sido feitas 10 medidas do dngulo de desvio 6 de um raio de luz com
trés equipamentos diferentes. Em conseqiiéncia, as imprecisoes de leitura (er) foram diferentes e
obtiveram-se os seguintes dados:



Equip. 1 Equip. 2 Equip. 3
0i() 0i(°) 0i()

42 42,0 42

42 41,9 42

42 41,8 41

42 41,6 42

42 41,7 42

42 41,7 42

42 42,0 41

42 41,7 42

42 41,9 42

42 41,5 42

=42° 8-4178> |@8=4180°
s(6) =0° s(8) =0,17°  |s(6) =0,42°
s(8) =0° s(8) =0,05° |s(8)=0,13°
e =1° e, =0,05° e, =0,5°

Equipamento 1: a imprecisdo de leitura (e, = 1°; portanto medidas de dois em dois graus) € tdo
grande que ndo se observa variacdo nas medidas obtidas. Neste caso a incerteza ndao pode ser
estimada via desvio padrdo, pois tanto o desvio padriao da medida como da média € zero. Neste
caso poderiamos pensar que temos precisdo infinita, o que € completamente absurdo pois este € o
equipamento de menor sensibilidade!!! E além disto nunca teremos precisdao infinita, ndo se
esqueca que erros aleatérios ndo podem ser eliminados totalmente. Em tais casos a incerteza
pode ser estimada como a prépria imprecisdo de leitura, mas tome cuidado pois esta imprecisdo
nao pode ser confundida com o desvio padrao! Este resultado pode ser util apenas como uma
primeira indicagcdo do valor da grandeza média e o experimento pode servir a propoésitos, tais
como demonstrar as caracteristicas gerais do fendmeno ou indicar o caminho para medidas mais
precisas.

Equipamento 2: a imprecisdo de leitura (e = 0,05 portanto, medidas intercaladas de décimo
em décimo de graus) nos permite observar variagoes tanto acima como abaixo da média, de
modo que os erros de leitura afetaram aleatoriamente os dados. Portanto seus efeitos estdo



automaticamente incluidos na estimativa do erro aleatério. Neste caso a imprecisdo de leitura é
claramente inferior ao desvio padrio da medida, e pode-se tranqiiilamente utilizar-se dos
calculos para avaliagdes de incerteza.

Equipamento 3: na pritica ¢ comum obterem-se medidas com variabilidade moderada, como as
obtidas neste equipamento. Neste caso, o desvio padrdo da medida é levemente menor que a
imprecisdo de leitura e como nas medidas do equipamento 1, também ndo se pode utilizar os
cdlculos de desvio padrdo para se determinar a incerteza da medida.

E interessante utilizar-se o seguinte critério:

Realizadas diversas medidas de uma grandeza q, calcula-se (1), s(@, verifica-se a
imprecisao de leitura ey.

Se S(W) 2 ey , entdo pode-se avaliar a incerteza via desvio padrao.

Se s(a) < €L, ndo se pode avaliar a incerteza pelo desvio padrao.

Determinando a incerteza padrao combinada:

Muitas vezes a grandeza que se quer obter nio € medida diretamente, mas determinada
indiretamente a partir de célculo, empregando-se uma relacdo conhecida, na qual figuram as
grandezas medidas diretamente. Existem situacdes em que todas as grandezas de entrada sdao
independentes, o que chamamos de grandezas ndo correlacionadas e situagdes em que duas ou
mais grandezas de entrada sdo correlacionadas. Cada caso sera tratado separadamente.

Grandezas de entrada nao correlacionadas:

Vamos considerar o mensurando Y que ndo é medido diretamente, mas a partir de N outras
grandezas Xj, X3,...,Xn, através de uma relacio funcional f:

Y =1 (X4, X,...,XN) (8)

Chamando de y a estimativa do mensurando Y (y = Y ), a incerteza padrdo de y € obtida pela
combinacdo apropriada de incertezas padrao das estimativas de entrada Xj, Xayee.,Xn (X = X ). A
incerteza padrio combinada u.(y) ¢ a raiz quadrada positiva da variincia combinada u.X(y), que é
dada por:

) i[arr )
W) =3[ | vix)
T 9 )

onde f € a funcdo dada na equacdo (8). Cada u(x;) € uma incerteza padrao avaliada como descrito
na equacao (3). A incerteza padrao combinada u.(y) é um desvio padrao estimado e caracteriza a
dispersdo dos valores que poderiam, razoavelmente, ser atribuidos ao mensurando Y. Pode-se
expressar o resultado na forma:




Y =y tudy) (10)
Exemplo 3:

Vamos utilizar os dados de 6 ; medidos no equipamento 2, listados na tabela do Exemplo 2.
Vamos considerar que estes dados referem-se ao angulo de difracdo 6 de uma raia colorida de
segunda ordem (m = 2) de um espectro obtido com uma rede de difracdo de 500 linhas /mm.
Queremos determinar o comprimento de onda A desta raia a partir da medi¢do de 6 . Notem que
A € calculado a partir de uma grandeza que pode ser medida: o angulo de difragdo 0 .

A férmula que permite calcular o comprimento de onda A de um feixe de luz plana incidindo
perpendicularmente sobre a rede de difracdo é:

d sen® = mA = A = (0 ), de acordo com a relagdo (8)

onde d ¢é a distincia entre as linhas adjacentes, portanto d = (1/500) mm = 2 x 10 ° m, que
vamos considerar como um valor constante. Na tabela, temos que para o equipamento 2,

0 =41,78%u(x) =s(8) = 0,05° = 0,00087rad
e para o comprimento de onda médio teremos:

— -4 °
i dsena 2XIO Sen41 78 - 6,6627X10_7metr05

=y

3: - 8 dsenﬂ s(a) _ dcos@ 's(a)

(ver equacdo 9 para N=1)

u (y) =u (N =

=y _ -7
substituindo os valores na equagdo temos: 6, (A) =0,006%10" metros L

Portanto, o valor do comprimento de onda da raia colorida é dado por:

A =(6,663+0,006)- 10 metros =(666,3+0,6)nm

Neste exemplo tivemos apenas uma grandeza (8) medida diretamente para calcular a grandeza
(A) que se pretendia obter.



