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1 Nocoes de Légica

O homem geralmente se expressa através da linguagem. A linguagem corrente, pode
ser vaga e ambigua, nao é adequada ao tratamento cientifico. Por isso, necessitamos, para
o tratamento da matematica, de uma linguagem mais adequada chamada de linguagem
simbdlica.

Nesta linguagem, destaca-se o uso do termo (expressao que nomeia ou descreve algum
objeto) e do enunciado (expressdo que correlaciona objetos, descreve propriedades de

objetos etc.)

Exemplos:
T r+2=4
> b
Termos Tty Enunciados “
0 T<zx
{3,5,7} 22 —5x4+6=0

O enunciado aberto é qualquer expressao que contém variaveis. Entendemos por va-
riavel um elemento que pode assumir qualquer valor dentro de um conjunto de escolhas.
Ja no enunciado fechado, a variavel deve assumir pelo menos um valor. Podemos também,

chamar de sentenga ou proposicao.

1.1 Atomos da Linguagem

Assim, abaixo destacamos algumas particulas fundamentais ou atomos da linguagem:

1. Funtores: Formam termos a partir de termos. Exemplos: +, x,—,N e U entre

outros.

2. Juntores: Formam enunciados a partir de enunciados. Exemplos: nao; e;ou; se ...

entao; se, e somente se.

3. Predicados: Formam enunciados a partir de termos. Exemplos: €,=,C,D,<

e > entre outros.

4. Operadores (Quantificadores): Formam enunciados a partir de enunciados. Sua
principal propriedade é transformar enunciados abertos em enunciados fechados.

Exemplos: para todo, qualquer que seja (V); Nao existe(7) .

O juntor nao (~), de um enunciado p, pode formar-se o enunciado ~p, dito negagao de p:

<

~p
F
\Y



O préximo juntar a ser tratado é o “e”. Dados dois enunciados p e ¢, podemos formar

o enunciado “p e ¢” dito conjuncao de p e ¢:

o < <
< < e

b < o

Também temos o juntor “ou”, sendo usado no contexto de légica como nao exclusivo:

Pl g poug
V|V \Y
VI|F \Y
F |V \Y
F|F F

Finalmente apresentaremos com um exemplo o juntor “se ... entao”:

Se fizer sol, entdo André ird a praia.

e Fez sol e André foi a praia, entdao podemos concluir que a afirmacgao acima nao foi

falseada pelo experimento em questao.

e Fez sol e André nao foi a praia, entdo podemos concluir que o enunciado acima é

falso.

o Nao fez sol. Neste caso, nao importa se André foi ou ndo a praia. Isto é, concluimos

que o enunciado acima ¢é verdadeiro.

o< <
H < <)<
o< < <||




Note que p é chamado de condicao suficiente para ¢ e o iltimo é chamado de condicao
necessaria para p.

O juntos se, e somente se é dado por p < ¢. Em outras palavras, esse enunciado é
chamado de bijunc¢ao de p e ¢q. Sera considerado como verdadeiro quando os constituintes
tiverem o mesmo valor l6gico. Em seguida apresentamos a tabela de valores logicos para

a bijuncao:

P14 P=4q
V|V \Y
V| F F
F |V F
F|F \Y

Um enunciado atomico é uma sentenca declarativa que contém uma ideia que ¢é falsa
ou verdadeira, mas nao ambas. Um enunciado é chamado de composto se é obtido com
base em enunciados atomicos, através do uso de juntores. Um enunciado composto é dito
ser uma tautologia se é verdadeiro ao considerarmos todas as possiveis valoragoes de seus

componentes atomicos:

P = p;pou ~pi~~p <= p

(peq) e~ (~pou ~q);pougs(~pe ~q)

Se um enunciado é uma tautologia, podemos substituir todas as ocorréncias de um
componente por outro enunciado e o enunciado resultante ainda é uma tautologia. Se p
¢ uma tautologia, diz-se que ~p ¢ uma contradicao.

Dizemos que o enunciado p é logicamente equivalente ao enunciado ¢ quando o enun-

ciado p < ¢ é uma tautologia. Por exemplo:
1. ~ (p e q) é equivalente a ~p ou ~¢;
2. ~ (p ou q) é equivalente a ~p e ~¢;
3. p=q é equivalente a ~ ¢ = p

Quantificadores:

Seja o conjunto X = {1,3,5,7} os enunciados abertos:
e p{x}: x é um nimero impar;

e g{z}: x é multiplo de 3;



o r{z}: x>10

Podemos facilmente observar que:
Todo elemento de X satisfaz p. Existe elemento de X que satisfaz a ¢. Nao existe
elemento de X que satisfaz a r.

Essas afirmacoes podem ser escritas simbolicamente como:

Ve (x e X = p{z})
dz(z € X e g{x})

~3dr(xe X er{z})

Equivaléncias de enunciados quantificados:
Todos o brasileiro é feliz. Equivale a: Nao existe brasileiro que nao seja feliz.

Simbolicamente, seja B a cole¢do de brasileiros e F' das pessoas felizes:

Ve(r€ B=x€F) equivalea ~Jz(x € Bex ¢ F)

De modo geral, para o enunciado p valem as seguintes tautologias:

Vep<< de~p

Vep s Ve ~p

e em sequeéncia:

~dp&eVr~p
~Vp& dr~p

2 Conjuntos, Numeros e Demonstracoes

Definicao 1. Um conjunto é qualquer colecdo bem especificada de elementos. Para
qualquer conjunto A, escrevemos a € A para indicar que a é um elemento de A e a ¢ A
para indicar que a nao é um elemento de A. Um conjunto que nao possui elementos é

denominado de vazio ().

Exemplos: O conjunto de todos os niimeros nao negativos é escrito assim:



Ri={xe€eR: x>0}

cada elemento de R, é um elemento de R!, diz-se que R, é um subconjunto de R ou

escrevemos Ry C Rou R D Ry.

2.1 Operagoes com Conjuntos

Definicao 2. Uniao
Sejam Ae BC R, AUB={z:x€ Aouz € B}

Definicao 3. Intersecao
Sejam Ae BC R, ANB={x:x€ Aex € B}

Definicao 4. Subtracao
Sejam Ae BC Ry A— Byou A\BA—B={x:z€ Aex ¢ B}

Nota: Se U é o conjunto universo podemos escrever U-A como A€ e dizemos que
é o complementar de A. Por exemplo, o complementar de R,é o conjunto de todos os
nimeros negativos:

R, ={x € R: z <0}

2.2 Numeros

O primeiro conjunto de niimeros que apresentamos é o dos nimeros Naturais:

N={1,23,.}

A soma e o produto de dois niimeros naturais é outro niimero natural, mas a diferenca
nao precisa estar em N. Adicionalmente, o conjunto dos niimeros inteiros inclui os nimeros

negativos:

Z=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

A soma e a diferenca de qualquer niimero inteiro resulta em um nimero inteiro, mas

o quociente nao. Assim temos o conjunto dos ntimeros Racionais:

Q:{Z: a,bGZ;b;«éO}

Podemos destacar algumas propriedades dos niimeros Racionais:

ge@

aebeQ—>a—|—b,a—b,ab,b



Todo o nuimero pode ser escrito como o quociente de dois inteiros? Embora nao
seja imediatamente Gbvio, alguns nimeros como /2 e 7 ndo podem ser escritos como o
quociente de inteiros. Os niimeros que nao podem ser escritos como a razao ou quociente
de inteiros sao denominados irracionais. Por exemplo, expansoes decimais sem padrao sao
numeros irracionais. Por fim, o conjunto dos niimeros racionais e irracionais é o conjunto

dos nimeros reais.
Definicao 5. Um inteiro n ¢ dito nimero par se existe um inteiro m tal que n=2m. Um

inteiro que nao é par é dito impar.

Definicao 6. Um numero natural m é dito primo se, sempre que m puder ser escrito
como o produto m=ab de dois niimeros naturais, entdo a=1 ou b=1 (um ou outro, nao

simultaneamente). Os seis primeiros nimeros primos sao: 1,2,3,5,7 e 11.

2.3 Propriedades da adicao e da multiplicacao
Sejam a,b e ¢ € R entao teremos:

1. Fechamento: a+beab € R

2. Comutatividade: a +b=b+aea—-b=0b—a

3. Associatividade: (a+b) +c=a+ (b+¢) e (ab) c=a(bc)

4. Identidades: Existe um elemento 0 € R tal que a +0 = aVa € R. Existe um
elemento 1 € R tal que Va € Ra.l =a

5. Inversos: Va € R,dbe R,a+b=0,b=—aVa € Rnaonulo c € R tal que a.c =1

1

ec—=~—.
a

6. Distributividade: a. (¢ +b) = a.b + a.c

Definigao 7. Seja S C R e b € R.O ntimero b ¢ cota superior de S sea <ba € S. O

numero b é cota inferior de Sseb<aa € S.

Definicao 8. Se b é cota superior para S e nenhum elemento menor do que b é cota
superior de S, entao dizemos que b é um supremo de S.Analogamente, se b é cota inferior
de S e nenhum elemento maior do que b é uma cota inferior de S, entdo dizemos que b é

um infimo de S.

Exemplo:
S ={0.3;0.33;0.333;0.3333; ...}

Zero ¢ cota inferior de §' e um é uma cota superior. O supremo ¢ 0.3333 e o infimo

0.3.
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2.4 Demonstracoes

A maneira direta de provar que A — B é encontrar uma sequéncia de axiomas e teoremas

aceitos de tal forma que A; — A; 1 Vi=1,...,n de tal modo que Ay = Ae A,;1 = B.

A=Ay —~A A — ..~ A,_1—~ A, =B

Provas realizadas da forma acima sao denominadas diretas e o método usado é o

racional dedutivo. Sejam a,b,c e d € R

a=beb=c—a=c

a=b—a+c=b+c

a=b—ac=bc

c=d—ac=bd

a=1b
Teorema 1. Para qualquer x,y e z € R, se Xx+z=y-+z entao x=y

Demonstracao.
T+z=y+z

entdo existe — z tal que z + (—z) =0

(x+2)+(=2)=W+2)+(-2)

Teorema 2. Para qualquer x € R, 2.0 =0
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Demonstracao.
0+0=0

2(0+0) = 2.0
(2.0) + (2.0) = 2.0
(2.0) +0 = .0
(2.0) + (£.0) = (2.0) +0

x.0=0
O
Teorema 3. Seja m um inteiro par e p um inteiro qualquer. Entdo m.p é um inteiro par.

Demonstracao.

m é um inteiro par
Existe ¢ € Z, m = 2q

m.p = 2(q.p) — 2q.p = 2qp

mp é par

Definicao 9. Reciproca
Considere a proposicao P da forma A — B. Se vale a hipétese A entao vale a conclusao

B. A reciproca de P é a afirmacao B — A, que troca a hipdtese e conclusao de P.

Vamos supor que A é a situagao “n é um niimero primo maior do que 2”7 e B a situagao

“n é um numero impar”. E verdade que A — B, mas nao é verdade que B implica A.

Definicao 10. Se A — B e B — A sao verdades, dizemos que A vale se, e somente se B

vale, ou entao que A é equivalente a B, isto é,A +» B.

Suponha que A é a afirmag¢ao “n é um nimero primo par” e B é a afirmacao “n=2",

entao ambas A — B e B — A sado verdades e temos que A <> B.
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Definicao 11. A proposicao ~ B —~ A é denominada contraposicao de A — B.

A contraposigao afirmar que (~B) n nao é um inteiro impar entao (~A) nao é um
numero primo diferente de 2, de outro modo, se n é par, entdao n € igual a 2 ou nao é um

nimero primo.
Teorema 4. Sejam a,b e ¢ € Z tais que a.b = c. Se ¢ é impar e a e b também sao.

Corolario. Seja a um nimero inteiro. Se a® € impar, entdo a é impar.

2.5 Provas Indiretas

Como A — B é verdadeira se, e somente se sua contraposicao é verdadeira, uma maneira
de provar A — B é provar que ~ B —~ A. Outra forma, para provar que B é verdadeira
¢ considerarmos todas as suas alternativas possiveis. Se cada uma das alternativas de
B leva a uma contradicao, ou da propria afirmacao A, ou de um axioma do sistema, ou
de uma proposicao previamente provada, entao B deve ser verdadeira. Essa linha de
raciocinio é denominada de prova indireta ou redugao ao absurdo.

Para dar uma prova indireta de A — B, supomos que a situacdo B nao vale e entao

aplicamos argumentos indutivos rigorosos até alcancar uma contradigao.

Teorema 5. Seja a um inteiro. Se a?é par entdo, a é par.

Teorema 6. Se a = £ ¢ um nimero racional com p e q inteiros, entao p e q podem ser

Q3

escolhidos de tal modo que ambos nao sao inteiros pares.

Teorema 7. v/2 é um ndmero irracional

Demonstragao. Vamos realizar essa prova por contradi¢ao. Suponha que V2 nédo seja um
ntimero racional. Desse modo v/2 pode ser expresso por uma fracdo simplificada 7 em
que a e b sao inteiros primos entre si:
2
a a
—=V2—o 524> =20
b b

2¢ multiplo de 2, entdo a? é par. Assim a pode ser escrito como a = 2k Vk €

Note que a
Z.

(2k) = 20% — 4k? = 20> — b? = 2k?

Pelo mesmo raciocinio b é miltiplo de 2, logo é par. Podemos concluir que a e b
sdo pares o que é um absurdo, pois sao primos entre si. Aqui temos uma contradigao,

portanto /2 nio é racional. O
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2.6 Inducao Matematica

As provas indutivas somente podem ser utilizadas para proposi¢oes sobre inteiros ou
proposicoes indexadas por nimeros inteiros. Suponha que estamos considerando uma
sequéncia de afirmagoes indexadas por ntmeros naturais de tal modo que a primeira
afirmagao é P (1) e a segunda P (2) e a enésima é P (n). Supomos que possamos verificar

dois fatos a sequéncia de afirmacoes:

1. A afirmagao P (1) é verdadeira;

2. Sempre que alguma afirmagao P (k) for verdadeira para algum k entao P (k + 1)

também é.
Vejamos o préximo teorema:
Teorema 8. A soma dos n primeiros nimeros naturais 1+2+3+...+n:%n(n +1)

Demonstragio. Para qualquer nimero natural n, seja P(n) a afirmagao:
n(n+1)
2

Tomando n=1 no lado direito da equagao acima, obtemos:

Pn):1+2+43+...+n=

1(141)
2

Agora aplicaremos a hipétese de indugao, ou seja, que a afirmacdo P(k) é verdadeira

1= —1=1

para algum inteiro k:

k(k+1)
2

Adicionando k+1 em ambos lados da equagao acima, teremos:

1+24+3+ ... +k=

k(k+1)
2

:<§+1> (k+1)

(k+2)(kE+1)
2

Note que essa tltima expressao é exatamente a afirmagao P(k+1). Mostramos que
P(1) é verdadeira e que P(k) é verdadeira entao vale P (k+ 1) Vk. Pelo principio da

indugdo concluimos que P (n) Vn. [

14243+ ...+k+k+1= +k+1

Teorema 9. A soma dos n primeiros nimeros impares é n?.

1+3+5+7+..+2n—1)=n?
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Demonstragao. E trivial notar que a formula acima é valida para n=1. Assim, vamos ao

passo indutivo. Considere que a equacgao vale para algum inteiro & positivo:
14+34+54+7T+...+02k—1) =k

O préximo nimero impar a ser somado ao lado esquerdo da equagdo acima é (2 (k+1) — 1) =
2k +1

1434547+ +2k—1)+2Kk+1)-1)=k+2k+1

1434547+ +2k—1)+@2(k+1)—1)=(k+1)°

Note que ficamos com k+1 no lugar de k. Por inducdo concluimos que a primeira
formula vale Vn € N . O]

3 Sistemas de Equacoes Lineares

Alguns modelos econémicos possuem uma estrutura linear natural. Se as relagoes entre
as variaveis em questao sao descritas por um sistema de equagoes nao lineares, tomamos
a derivada dessas equagoes para converté-las num sistema linear aproximante. Dizemos
que o sistema é implicito se as equagoes que descrevem as relagdes econdmicas em questao
tém misturadas entre si, num mesmo lado do sinal de igualdade as variaveis exdgenas e

endogenas.

3.1 Eliminacao de Gauss e Gauss-Jordan

Desejamos resolver os seguintes sistemas de equagoes lineares:

201 + 39 =70u x1+23+23=5

Z’l—IEQ:Q [)32—1,’3:0

O sistema linear geral de m equacoes a n incognitas pode ser escrito como:

1121 + a2 + ... + ATy = bl
(2)
Am1T1 + ApmaZ2 + ..+ ATy = bn

Nesse sistema a;; e b;; € R sendo a,; o coeficiente da incégnita x; na i-ésima equacao.
Uma solugao do sistema (2) é uma n-upla de ntimeros reais 1, ..., x, que satisfaz cada
uma das m equagoes em (2). Por exemplo, z; = 2,z5 = 1 resolve o sistema (1) e z1 =

5,29 = x3 = 0 resolve o segundo. Para um sistema linear (2) estamos interessados nas
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trés seguintes questoes:

1. Existe alguma solugao?

2. Quantas solugoes existem?

3. Existe um algoritmo que realmente calcula essas solugoes?
Basicamente ha trés métodos de resolucao de tais problemas:

1. Substituicao;

2. Eliminacao de variaveis, e

3. Métodos Matriciais

3.1.1 Eliminacao Gaussiana

A eliminacao Gaussiana consiste em realizar operacoes ditas elementares com as linhas

(equagoes) do sistema:
1. Multiplicar uma equagao por um escalar nao nulo;
2. Somar e subtrair equagoes.

A eliminagdo Gauss-Jordan nao usa a substitui¢do inversa: Vejamos o exemplo:

ry — 041’2 — 03$3 =130
Zs — 0.2525 = 125
x3 = 300

Some 0.25 vezes a linha (3) da linha (2) para achar x5 = 200.

3.2 Operacoes Elementares sobre Linhas

O sistema (2) pode ser escrito:

m1 Am2 ... Gmp

Sendo A a matriz dos coeficientes. Se adicionarmos a coluna correspondente ao lado

direito do sistema (2) teremos a matriz aumentada:

a1y a2 ... Qip bl
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Definicao. A matriz é dita escalonada por linhas se cada linha subsequente comega com
mais zeros que a linha anterior.

Exemplo:

1 —04 —03 | 130
H=|0 08 —02 | 100
0 0 07 | 210

Definicao. Dizemos que a linha de uma matriz tem k zeros lideres se os k primeiros
elementos da linha sdo todos zero e o (k+1)-iésimo elemento de cada linha é nao nulo.
Com essa terminologia podemos dizer que a matriz esta escalonada por linha se cada linha

tem mais zeros lideres do que a que a precede.

Definicao. Dizemos que uma matriz em forma escalonada por linhas esta na forma re-
duzida por linhas se cada pivo é 1 e cada coluna que contém um pivd nao contém outros

elementos nao nulos.

3.3 Sistemas com muitas solu¢coes ou nenhuma

No caso mais simples mostraremos um sistemas com duas equagoes e duas incognitas. No
geral, retas no plano sdo nao paralelas e se cruzam em um tnico ponto. Caso essas retas
sejam paralelas ou elas coincidem ou nunca se cruzam. Se elas coincidem o sistema tem

infinitas solugoes. No ultimo caso, o sistema nao apresenta solucao.

Definic¢ao. Se a j-ésima coluna de B nao contém um pivo, dizemos que z; é uma varidvel

livre ou ndo bésica.

Definicao. Se a j-ésima coluna de B (escalonada por linhas) contém um pivo, dizemos

que x; ¢ uma variavel bésica.

w 2 4y —2 =1
3w —r -y 42z = 3
- +y -z =1

2w +3r 43y -3z = 3
w +22r 4y —z | 1

3w —xr -y +2z | 3
-z +y -z | 1

2w +3z 43y —3z | 3

Na forma escalonada reduzida por linhas:
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3 12
100 —53 | O
1 4
010 —g | —11
12 7
001 —3 | 11
000 0O | O
Entao temos que:
12 3
w ﬁ—ﬁz
4 1
r=-—q+ 47

Assim, z é a Unica variavel livre e as demais sao varidveis basica.

3.4 Posto o Critério Fundamental

Definicao. o posto de uma matriz é o nimero de linhas nao-nulas em sua forma escalo-

nada por linhas.

Fato. 7.1: Sejam A a matriz de coeficientes e A a matriz aumentada correspondente.
Entao,

(a) posto de A <posto A

(b) posto de A <nimero de linhas de A

(c) posto de A <nimero de colunas de A

Fato. 7.2: Um sistema de equagoes lineares com matriz de coeficientes A e matriz au-
mentada A possui uma solugdo se, e somente se, posto de A= posto de A

7.3: Um sistema linear de equagoes nao tem nenhuma solugdo, ou apenas uma solugao,
ou infinitas solucoes. Assim, se um sistema tiver mais do que uma solugdo, entao terd

infinitas solugoes.

Fato. 7.4: Se um sistemas tem exatamente uma solucao, entao a matriz de coeficientes
A tem pelo menos tantas linhas quanto colunas. Em outras palavras, um sistema com

solucao unica deve ter pelo menos tantas equagoes quanto varidveis.

Fato. 7.5: Se um sistema de equagoes lineares tem mais incognitas do que equagoes, entao

o sistema nao tem nenhuma solucao ou tem uma quantidade infinita de solugoes.

anri+ ...+ AT, = 0

Am1T1+ ...+ Gppxy, =0
Esse sistema é dito homogéneo, e tem pelo menos uma solu¢io x1 = x9 = ... = x, =0

Fato. 7.6: Um sistema homogéneo de equacoes lineares com mais incognitas do que equa-

coes necessariamente possui uma infinidade de solugoes distintas
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Fato. 7.7: Um sistema de equagoes lineares com matriz de coeficientes A tem uma solucao
para cada escolha de lado direito by, ..., b, se, e somente se,

postoA = numero de linhas de A

Fato. 7.8: Se um sistemas de equagoes lineares tem mais equagoes do que incognitas,

entdo existe um lado direito tal que o sistema resultante ndao possui solucao

Fato. 7.9: Qualquer sistema de equagdes lineares com matriz de coeficientes A tem mo
mdximo uma solucao para cada escolha de lado direito by, ..., b, se, e somente se, posto
A = numero de colunas de A.

7.10: Uma matriz d coeficientes A é ndao-singular, ou seja, o sistema linear correspon-
dente tem uma, e s6 uma solucao para cada escolha do lado direito by, ..., b,,se, e somente
se, numero de linhas de A = numero de colunas de A = posto de A

7.11: Considere o sistema linear de equacoes Ax = b

(a) Se o nimero de equagoes <o nimero de incégnitas, entao:

(i) Ax =0 tem um nimero infinito de solugoes;

(ii) para qualquer b dado, Az = b tem 0 ou um nimero infinito de solugoes, e

(iii) se posto A = nimero de equagoes, Az = b tem um nimero infinito de solugoes
para cada escolha do lado direito de b.

(b) Se o nimero de equagoes > o niumero de incégnitas, entao:

(1) Az = 0 tem um ou um nidmero infinito de solugées

(7i) para qualquer b dado, Az = b tem 0, uma ou um nimero infinito de solugoes, e

(iii) se posto A = numero de incégnitas, Az = b tem 0 ou uma solug¢do para cada
escolha do lado direito b.

(c) Se o nimero de equagoes = o nimero de incognitas, entio

(i) Ax =0 tem uma ou um nimero infinito de solugoes

(ii) para qualquer b dado, Az = b tem 0 ou um nimero infinito de solugoes, e

(i) se posto A = nimero de incégnitas = nimero de equagoes, Ax = b tem exatamente

uma solucao para cada escolha de lado direito b.

4 Algebra Matricial

Teorema. Sejam A uma matriz k z m e B uma matriz m x n. Entdo (AB)T = BT AT
Demonstragao. Para isso precisamos da definicao de matriz transposta. O

Defini¢ao. Matriz transposta((AB)T) = (AB);;

ij

=Y Ay B
I

-3 (), ("),
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-3 (8),, (1),

- (5

ij
Portanto,

(AB)" = BTA™H

4.1 Tipos Especiais de Matrizes

Problemas especiais utilizam tipos especiais de matrizes. Nesta secao descreveremos al-

gumas importantes classes de matrizes k x n que surgem na andlise econémica.
e Matriz quadrada: k£ = n, nimero de linhas igual ao nimero de colunas.
e Matriz coluna: n = 1.
e Matriz linha: k£ = 1.
« Matriz diagonal: k =n, Vi # j a;; = 0.

« Matriz triangular superior: a;; = 0se i > j (geralmente quadrada) na qual cada

b
entrada abaixo da diagonal principal é 0. g d)

a 0
e Matriz triangular inferior: a;; = 0 se i < j. ( d)
c

« Matriz simétrica: AT = A, a;; = a;Vi,j. Essas matrizes sao necessariamente
quadradas.
e Matriz idempotente: Uma matriz quadrada B tal que B.B = B.

e Matriz de permutacao: Uma matriz quadrada de entradas 0 e 1, na qual cada

01
linha e cada coluna contém exatamente 1. Ex: (1 0)

e Matriz nao-singular: Uma matriz quadrada cujo posto é igual ao nimero de

linhas (colunas).

4.2 Matrizes Elementares

Recorde que as trés operacoes elementares sobre linhas sao utilizadas para trazer uma

matriz a forma escalonada por linhas:

1. permutagao de linhas,
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2. soma de um multiplo de uma linha a uma outra linha, e
3. multiplicagdo de uma linha por um escalar nao-nulo.

Essas operagoes podem ser efetuadas em uma matriz A pela multiplicacdo a esquerda
por certas matrizes especiais denominadas matrizes elementares. Por exemplo, o seguinte

teorema ilustra como permutar as linhas i e j de uma dada matriz A.

Teorema. Forme a matriz de permutacao E;; pela permuta da i-ésima com a j-€sima
linha da matriz identidade I. Entdo, a multiplicacio a esquerda de uma matriz A por Ej;

tem efeito de permutar a i-ésima com j-ésima linha de A.

Demonstracao. Para verificar isso, denotaremos por e, uma entrada qualquer de F;;:

61‘]‘ = 6]'7; = 0
€ — ejj = 0 (3)

enn =1seh#i,j

err = 0 caso contrario

O elemento na linha £ e coluna n de E;;A é

Ajn k=1
Zekmamn =qan k=]
" Qi ki #i,j

por (1). Portanto, E;;A é simplismente A com as linhas i e j trocadas entre si. W

Exemplo. Suponha uma matriz A de tamanho 3 x 3, temos:

100 a1 daiz2 A3 ail a2 a3
E2(5)A =0 5 0 g1 Q92 Q923 | = 5@21 5&22 5@23
0 0 1) \asi as ass asy Gz as3

E;;(r)— é a soma r vezes a linha 7 pela linha j da matriz I.

100 a1; Q12 Qi3 a1 Q12 ai13
E23(5)'A = 010 A1 Q22 (23 = 21 22 23
05 1 asy asy ass3 dag1 + az1 dage + azy dags + ass

Definigao. As Matrizes E;;, E;;(r) e E;(r), que foram obtidas executando as operacoes

elementares sobre linhas na matriz identidade, sao denominadas matrizes elementares.
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Teorema. Seja E uma matriz elementar n x n obitida executando-se uma dada operacao
elementar sobre linhas na matriz identidade n x n. Se A € uma matriz n x n qualquer,
entio FA é a matriz obtida executando aquela mesma operacao elementar sobre linhas

em A.

Teorema. Dada qualquer matriz A de tamanho k x n, existem matrizes elementares
E\, Ey--- E,, tais que o produto matricial F,,.E,,_1.A = U, onde U esta em forma

escalonada (reduzida) por linhas.

4.3 Algebra de Matrizes Quadradas

Usamos a notagao M, para classe de matrizes quadradas do tipo n z n

Definigao. Seja A uma matriz em M,,. Uma matriz B em M,¢é uma inversa para A se
AB=BA=1.

Se existir a matriz B, dizemos que A é invertivel.
Teorema. Uma matriz A de tamanho n x n pode ter, no mdximo, uma unica inversa.

Demonstragcio. Suponha que B e C sejam inversas de A. Entao,

C=CI=C(AB)=(CA)B=IB=EBN
0

Definigao. Seja A uma matriz de tamanho k z n, a matriz B de tamanho n z £ é uma
inversa a direita de A se AB = I . A Matriz C' de tamanho n z k£ é uma inversa a

esquerda de A se CA = 1.

Lema. Se uma matriz A tem uma inversa a direita B e uma inversa a esquerda C', entao

A € invertivel e B= C = A™'. A Prova é andloga a do teorema 8.5 .

Teorema. Se uma matriz A de tamanho n x n € invertivel, entio A é ndao-singular e a

unica solucdo do sistema de equacoes lineares Ax =b é x = A~'bh.

Demonstracdo. Desejamos mostrar que se A é invertivel, entdo podemos resolver qualquer
sistema de equcoes do tipo Az = b. Multiplique cada lado deste sistema por A~! para

resolver em x como segue:

Az

I
S8

A (Az) = A"
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(A A)z = A%

Iz = A"

r=A"'0.1

Teorema. Se uma matriz A de tamanho n x n € nao-singular, entdo A € invertivel.

Demonstragio. Suponha que A é nao-singular. Denotamos e; a i-ésima coluna de I.
Sendo A nao-singular a equagdo AX = e; tem uma tnica solucdo X = ¢;. Seja C' a matriz
cujas n colunas sao as respectivas solugdes ¢y, ..., ¢,. Como multiplicamos cada linha de

A pela j-ésima coluna de C' para obter a j-ésima coluna de AC', podemos escrever

AC = Alcy, ..., 64

= [Acy, ..., Acy)]

=1 (4)

Assim C' é uma inversa a direita de A. Para ver que A também possui uma inversa a
esquerda, use o teorema 8.4 para escrever KA = U, onde E é um produto de matrizes
elementares e U é a forma escalonada reduzida por linhas de A. Como A é nao-singlar U
nao tem linha de zero e cada coluna contém exatamente 1, U = [. Portanto, £ é uma
inversa a esquerda de A. Como A tem uma inversa a direita e uma inversa a esquerda, A
é invertivel. W

Podemos ser mais eficientes aglutinando todas essas informac¢oes em uma matriz au-
mentada gigantesca (A |eq,...,e,) = (A|I) e executar a eliminagdo de Gauss-Jordan

somente uma unica vez em vez de n vezes. Nesse processo, a matriz aumentada se reduz

a(I]A™. O

Exemplo. 8.4
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=310

Se a = ¢ =0, A é singular. Vamos supor que a # 0 primeiro somamos —c/a vezes a

linha 1a linha 2, para obter a forma escalonada por linhas.

a b | 1 0
6
( 0 ad;bc ’ _76 1 ) ( )

Se a # 0, A é ndo-singular se, e somente se, ad — bc # 0. Multiplique a primeira linha

por 1/a e a segunda linha por a/(ad — be).

(1 dloL 0 )
0 1 | a(;—bc adcibc

Some —b/a vezes a linha 2 da 1.
d b
( L0 | ad—bc  ad—bc )
01 | acl_fbc adibc

1 d —b
A7l = 7
ad — be ( —C a ) ( )

Teorema. A matriz arbitraria A de tamanho 2 z 2 dada por (3) € nao-singular ( e

o

portanto invertivel) se, e somente se, ad — bc # 0. Sua inversa é a matriz (5).

Teorema. Para qualquer matriz quadrada A, sao equivalentes as sequintes informagoes:

(a) A é invertivel.

(b) A tem uma inversa a direita.

() A tem uma inversa a esquerda.

(d) O sistema Az = b tem pelo menos uma solugao para cada b.
(e) O sistema Az = b tem no méaximo uma solucao para b.

(f) A é nao-singular.

(9) A tem posto maximo.

Demonstra¢io. Na se¢do 7.4 vimos a equivaléncia das afirmagoes d) a g). Os enunciados e

as provas dos teoremas 8.6 e 8.7 garantem que as afirmagoes a) a d) sao equivalentes. [

Teorema. Sejam A e B matrizes quadradas invertiveis.

Entao,
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(a) (A7)t =4
(b) (AT~ =(ATh)"
(c) AB é invertivel e (AB)™! = B71A!

Teorema. Se A é invertivel:

(a) A™ ¢é invertivel para qualquer inteiro m e (A™)~! = (A71)A™™

(b) Para quaisquer inteiros 7 e s, A"A% = A" e

(c) para qualquer escalar r # 0, 7A é invertivel e (rA)~!' = (1/r)A~"

Teorema. Qualquer matriz pode ser escrita como um produto A = Fy, ..., F,,U no qual

as F; sao matrizes elementares e U estd na forma escalonada reduzida por linhas. Quando
A é nao-sigunlar U =1 e A=Fy, ..., F,.

Lema. Sejam L e M duas matrizes triangulares inferiores n x n. Entao o protudo ma-
tricial LM ¢é trianglar inferior. Se L e M tém somente 1 em suas diagonais, entdao o

mesmo ocorre com LM .

Demonstragio. A (i, j)—ésima entrada do produto LM é o produto da i—ésima linha de
L com a j—ésima coluna de M. Usando a hipdtese que [;;, = 0 para k > i e my; = 0 para

h < j, escrevemos esse produto como:

(LM>ij = (L1, lii—1,14,0...0) My (8)

Se i < j, cada uma das ¢ possivelmente nao-nulos entradas no comeco da ¢—esima linha de
L serd multiplicada pelas ¢ entradas zero do comego da j—ésima coluna de M. O resultado
¢ uma entrada zero em LM . Portanto LM ¢é triangular inferior.

A partir de (6) a (7,7)—ésima entrada na diagonal de LM é l;; = m; = 1. O

Teorema. Seja A uma matriz arbitrdria k x n suponha que ndo é necessdario efetuar
permuta de linhas para reduzir A a sua forma escalonada por linhas. Entdo A pode ser
escrita como um produto LU, onde L é uma matriz trinagular inferior k x k com entradas

1 na diagonal e U € uma matriz triangular superior k = n.
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4.4 Decomposicao LU

Vamos resolver o sistema Az = b da forma LUx = b. Primeiro tome Uz = Z e LZ =be

entao resolva.

UX =7
L U b
2 4 0 1 0 O 4 0 T1
4 6 3 |= 2 1 0 -2 3 |=]| x| =
—6 —10 O -3 -1 1 0 3 x3 —6
LZ =0
1 0 0 21 2 Z1 2
2 1 0 Z9 - = Z9 = -3
-3 -1 1 23 —6 23 3
UX =7
2 4 0 T 2 1
0 -2 3 ) - -3 = ) - 0
0 0 3 x3 -3 T3 -1

4.5 Produto de Kronecker

Seja Ap,p € By, 4 entao

(lllB algB Ce (llpB
A® B = : :
a1 B amaB ... appB
A @11 a2 13
Q21 dg2 (23 923
1
I = 0
0 1
2x2
a1 ap apz O 0 0
I A= a1 Qg azz 0 0 0

0 0 0 ai1 Qai2 Qi3

0 0 0 21 Q929 a23
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a110 a120 ay30

OCLH 0&12 0(113

AQI =
a210 a0 a0
Oaz1  Oaze Oass
Propriedades
(1) (A@B) =A ®B
(2) (A® B)(C® D)= AC ® BD
(3) AR (B+C)=A®B+AC
(4) (A+C)®@ A=BA+C®A
(5) A®(B®B) = (A® B)® B Implica que A e B sao quadradas e ndo-singulares.

(5) e (2) implica que (A® B)(A™'®@ B™) = AA' ® BB~ = Lnlun = Lnnymn-

4.6 Vetorizacao de Matrizes

a11

Am1

a12

Seja Apzn entao VEC(A) =

Am?2

A1n

a’mn
12
12 -6 —6
Exemplo. A VEC(A) =
3 15 3

15

5 Determinantes

5.1 Menores de uma Matriz

Definicao. Seja A uma matriz n z n. Seja A;ja submatriz (n — 1) x (n — 1) obtida

suprimindo-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A. O escalar M;; = detA;; é denomi-
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nado o (4,j)-ésimo menor de A e o escalar C;; = (—1)"*7 M;; é denominado o (4,j)-ésimo

co-fator de A. Observe que M;; = C;; se (i+j) é par e M,;; = —Cj; se (i+j) é impar.

Exemplo. Uma matriz 3 x 3:

a11 Aaiz2 i3
det |ag; agy agz| = a11C11 + a12C12 + a13Ch3

a31 azz Aas3

a1; Aaiz2 i3
det 21 Q22 A23| = a1 My — a1o Mo + ar3Mis

31 Aazz ass

ailp Qa2 a3

Q22 Q23 a21 A23 21 Q22

Qo1 Q22 Q3| = Q11 — Q12 + a3
az1  as2

a3z Q33 a31 as3

az1 asz Gs3

Definigdo. O determinante de uma matriz A de tamanho n x n é dado por:

detA = a11011 + (112012 4+ ...+ alnC'ln

detA = (1,11M11 — a12M12 + ...+ (—1)"+1a1n]\/[1n

Teorema. 9.1
O determinante de uma matriz triangular inferior ou triangular superior é simples-

mente o produto de suas entradas diagonais.

Teorema. 9.2
Seja A uma matriz de tamanho n x n e seja R sua forma escalonada por linhas. Entdo
detA = +detR

Se nao tiverem sido usadas permutacoes de linhas para obter R de A, entdo detA =
detR.

5.2 Matriz Adjunta

Teorema. 9.3
Uma matriz quadrada é nao-singular se, e somente se, seu determinante € nao nulo.

Definigao. Para qualquer matriz A de tamanho n x n, seja Cj;0 (i, j)-ésimo co-fator de
A, ou seja, (—1)"Jvezes o determinante da submatriz obtida suprimindo a 4-ésmia linha

e a j-ésima coluna de A. A matriz de tamanho n x n cuja (7, j)-ésima entrada é C;, o (7,
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j)-ésimo co-fator de A é denominada matriz adjunta de A e é denotada por AdjA. Em
outras palavras, a matriz adjunta é a matriz transposta da matriz de cofatores.

Teorema. 9.4

Seja A uma matriz nao-singular. Entdo,

(a) At = adjA
(b) A dnica solugio x = (x1, ..., x,) do sistema Ax =b de tamanho n x n é
T = ‘ifett%, para i =1,...,n. Onde B;é a matriz A com o lado direito b subs-

tituindo a 1-ésima coluna de A.

4 5
Exemplo. A = (1 1) detA = —1

Ch C
(lde = ( 1 21) CH = 1,‘ 012 = —1,' 021 = —5,' C22 = 4

12 22

P 1 -5 Y -1 5
-1 ol-1 4 1 —4

Teorema. 9.5

Seja A uma matriz quadrada. Entao,

(a) det AT = detA
(b) det(A - B) = det(A) - det(B), e
(c) det(A+ B) # detA + detB, em geral.

6 Espacos Euclidianos

6.1 Comprimento e Distancia

Se P e Q sao dois pontos no R", escrevemos P(Q para o seguimento ligando P e Q e
P@ para o vetor de P a Q. O comprimento do segmento de reta PQ é denominado pelo
simbolo Hm

mento do segmento ¢ ligando esses dois pontos P (a1, b1) e Q (az, be) marcamos um ponto

’, valor absoluto na reta. Sejam P e Q € R2, para calcularmos o compri-
intermediario R (ag,b1). Seja m o segmento de reta (horizontal) de P (a1,b1) a R (az, by)
e n o segmento de reta (vertical) de @ (ag,b2) a R (ag,by). O tridngulo correspondente

PRQ é um triangulo retangulo cuja hipotenusa é o segmento de reta /.

? =a; — ag|? + by — by| ?
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HTQH = /(a1 — az)? + (b — by)?

||lx — y|| é o vetor ligando os pontos = e y respectivamente e seu cmprimento é ||z — y||

que é o mesmo que a distancia entre esses dois pontos.

lz =yl = (21— 91)% + (22 — 42)2 + oo + (20 — )2

Em particular se y é (0, ...,0) a distancia do ponto = (xy, 23, ...,x,) & origem ou o

comprimento do vetor x é ||z|| = /23 + ... + 22

Teorema. 10.1 ||ro| = ||r||.||v|]|vr € R ev € R"

Demonstracao.

|7 (v1, ooy )| = [[(rvg, ooy 7o) ||

— 12 (1) 2 + o 412 (0,)°

7| \Jvi+ ...+ 02

{1 Tl
O

Soponha que V seja um vetor de deslocamento nao-nulo. Ocasionalmente precisamos
encontrar um vetor w que tenha a mesma direcdo e sentido que v, mas possua o compri-

mento 1. Tal vetor w é denominado vetor unitario na direcao de v. Para obter tal vetor

w, simplesmente multiplique v pelo escalar r = m

1 1 1
2ol = ] ol = el = 1
e ol

Ex:

1(1,-2,3)| = /12 + (=2)? + 32 = V14

1(1—23)—( L —=2 9 )
Vet T \VId VId V4
6.2 Produto Interno (Produto Escalar)

Definicao. Sejam u = (uy, ..., u,) € v = (vy, ..., v,) dois vetores em R™. O produto interno

euclidiano de u e v, denotado por u.v é o nimero

UV = UV + UgVs + ... + UpUy
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Teorema. 10.2 Sejam u,v e w vetores aleatorios em R™ e r um escalar. Entdo,
(a) uv =v.u
(b) u.(v+w) =uv+uw
(c) u.(rv) =r(uv) = (ru).v
(d) uw.u >0
(e)uu=0—u=0,e
(f) (u+v). (u+v)=uu+2wov)+vwv

lu =] = /(u—2). (u—0)

Teorema. 10.3 Sejam u e v dois vetores em R"™. Seja 6 o angulo entre dois vetores.

Entao,

ww = |ul| . ||v|| .cosd

Lembramos que o cosseno de # esta entre -le 1
cost) > 0 se 0 é agudo
cost < 0 se 0 é obtuso

cost) =0 se 6 é reto

Demonstragcdo. Suponha que u e v sejam vetores com ponto inicial na origem 0; Digamos
que u = BP ev = BQ. Seja ¢ a reta pelo vetor v, ou seja, a reta pelos pontos 0 e .
Seja m o segmento de reta perpendicular do ponto P a reta ¢. Seja R o ponto em que
m encontra £. Como R esta em /, 8}2 ¢ um multiplo escalar de v = BR. Escreva 8}2
como t.v. Como u, t.v e o segmento m sao os trés lados do tridngulo retangulo POR,
podemos escrever m como o vetor u —tv. Como u é a hipoensa desse triangulo retangulo,

el ¢l

[ —l

(4)

Por outro lado, pelo teorema de Pitagoras e o teorema 10.2, o quadrado do compri-

mento da hipotenusa é: O

lull® = [[t-0]” + lu — t.of|”

=2 ||v||* + (u—tv) . (u — tv)

=12 ||v||* + w.u — 2u. (tv) + (tv) . (tv)
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2 2 2
= [Jol” + [lull” — 2t. (wv) + ¢ [lv]]

Segue que
2. (uv) = 22 ||jv]?

u.v

=2
o]

(5)
Substituindo (5) em (4) resuta:

wo v ww

ol Null Tl - o]

cost) =

Exemplo. 10.3

Considere um cubo em R? com cada aresta de comprimento c. Posicione este cubo
em R? | de modo natural, ou seja, com os vértices em O(0,0,0), Py(c,0,0), P»(0,c,0) e
P5(0,0,¢). Escreva u; para o vetor BPZ- com ¢ = 1,2, 3. Entao, a diagonal d é u; +us +us,
que é o vetor (c, ¢, c).

O angulo fentre u;e d satifaz

2
cosl — ur.d  (¢,0,0).(c,cc) _ o c 1

[l d] ~ evVE+E+E  c3v/E V3

Teorema. 10.4 O dangulo entre os vetores u e v em R™ é:

(a) agudo se u.v >0

(b) obtuso se u.v < 0

(c) reto se u.v =0

Quando esse angulo ¢ reto dizemos que u e v sao ortogonais. Dizemos que u e v $Go

ortogonais se, e somente se, u.V = U1V + ... + upv, =0

Teorema. 10.5 Para quaisquer vetores u e v emR",
[+ vl < flufl + vl

Essa regra afirma que qualquer lado de um triangulo é mais curto do que a soma dos

comprimentos dos outros dois lados.

U.

Demonstragao. ”u”ﬁ’v” = cosf) < 1 A funcao cosseno esta definida da seguinte forma:
fR—[-1,1]
Pelo teorema 10.3 w.v < ||u| . ||v]|—Multiplique por 2 e some por |ju|” + ||v||”

2 2 2 2
lull™ + 2 (wv) + JolI” < flull” + 2 ffull - [[o]] + v
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w + v+ v+ v < (Ju] 4+ [Jv])?

(utv). (utv) < (full + o))’

2 2
lu + 0l < ([lull + [v]])

lw+vll < (lull + vl

Teorema. 10.6 Para quaisquer dois vetores z e y em R™, |||z| — ||y|l| < ||z — vl

Demonstragio. Aplique o teorema 10.5 com v = z —y e v = y em (6) para obter a

desigualdade

[zl < flz =yl + llyll ou [lz]] = {ly[l < llz = y[| (7)

Aplique o teorema 10.5 com u =y —x e v = x em (6)

lu + ol < Jlull + [lv]]

ly =2+l < lly = [l + ||z

Iyl = ll=ll < lly = =] (8)

As desigualdades (7) e (8) implicam

=l =1yl < flz =yl

6.3 Propriedades do comprimento Euclidiano: (norma)

1. JJul| > 0 e |ju]] = 0 somente se u =0
2. |rull = [r{ {lul
3. [lu 4ol < flull + o]

Qualquer associagao de ntimeros reais e vetores que satisfaga essas 3 propriedades ¢é de-

nominada norma.
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Exercicio. 10.15 Prove que |u — v||* = ||Ju||* — 2u.v + ||v]|?
lu—v|* = (u—2).(u—10)=uvu—2uv+vv=|ul’ = 2uv+ v

Exercicio. 10.16 Prove que ||| (w1, u2)||| = |ui|+|uz|(1) e |||(ur, u2)||| = max {|ui|, |uz|}(2)

sd30 normas no R?

Prova (1)
Jul >0
|us| + [uz| =0
se, e somente se mbos sao iguais a zero.
[rull = [rua] + Jrus| = |r| (fua| + [u]) = [|u]

[+ vl] = Jur +or] + Jug + o] < fun] + Jug| + [v1] + [vg| = [Jul] +[Jv]]

[ull = maz {lusl, us|} = 0

se, e somente se ambos forem iguais a zero

lrull = maz {[rui, [rus|} = |rlmaz {Ju], [us[} = |r]
lu+ ]| = maz {|uy + vi, Juz + ol } < maz {Jus| + o], |ua| + [v2]}

< maz {|ur|, |us|} +maz {|vi], [va]} = [lull + [|v]]

6.4 Produto Vetorial

E uma multiplicacio usada para vetores de R3. Nesta operacio o produto de 2 vetores

no R? é um vetor no R3.
(ur,ug,uz) . (v1,v2,v3) = (U2V3 — U3V2; U3V — ULV3; UVy — Uy )

g

Uz U3

Vg U3
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As propriedades do produto vetorial sao as seguintes:
a) u.v = —v.u

b) u.v é perpendicular a u

¢) u.v é perpendicular a v

d) (ru).v =r (u.v) = u. (rv)

(ug + ug) v = (ur.v) + (ug.v)

@
~—

£) luv| = {lull - ||v]| send
g) [luvl* = [lul*. o]* = (u.v)*
h) uwu=0
U Uy U3
)u (vow)=| v vy 3
wyp Wz Ws
6.5 Retas

Os objetos da geometria euclidiana sao retas e planos e pontos. Inicialmente trabalhamos
com retas no R?
Por exemplo:

To=mx, + b

Nao “sabemos” resolver xzoem termos de x;. Formalmente precisamos de uma repre-
sentacdo paramétrica que expressa x e zoem termos de t. O ponto z em R? “estd na
reta” se x = (1 (t*), 22 (t*)) com teR. Uma reta fica claramente determinada por dois

aspectos: um ponto zgna reta e uma direcao v na qual move-se a patir de xg.

z(t) =z9+tv

Ex: A reta que passa pelo ponto (4,2) na direcao (1,1)

(1) = (21 (1), 22 (1))

= (4,2)+1(1,1)

— (44t1,2+t1)
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Uma outra maneira de determinar uma reta é identificando dois de seus pontos. Di-
gamos que X e y sao dois pontos da reta . Entao, ¢ pode ser vista como a reta que passa

por x e aponta na direcdo y — x. Assim uma parametrizagdo para essa reta é

t(t) =z +t(y—a)

=x+ty—ix

—(1—t)z+ty

Quando t = 0 estamos no pontox; e quando ¢t = 1 estamos no ponto y. Se te [0, 1]

estamos em pontos entre x e y.

Definicao. Segmento de reta

O segmento de reta de x a 'y pode ser expresso como £ (z,y) = {(1 —t)z +ty: 0 <t < 1}

Definicao. Plano

Seja P um plano em R? pela origem. Sejam v e w dois vetores em P, escolha v e
w de modo que apontem para diregoes diferentes, de tal modo que nenhum deles seja
um multiplo escalar do outro. Para quaisquer escalares s e t o vetor sv + tw é denomi-
nado combinacao escalar de v e w. Pela nossa interpretacao geométrica da adicao e da

multiplicagao, fica claro que todas as combinagoes lineares de v e w estdo no plano P.

T = sv—+tw

T, = sv; + tun

To = SV + twy

T3 = sv3 + tws

6.6 Parametrizacao

Se o plano P nao passa pela origem, mas sim pelo ponto p # 0 e se v e w sao dois vetores
direcionais linearmente independentes posicionados em p que estao no plano, podemos

parametrizar o plano da seguinte for

r=p+ sv+twVs, teR



36

Para encontrarmos a equagao paramétrica contendo os pontos p. q e r observa-se que
podemos visualizar ¢ — p e r — p como vetores deslocamento localizados nesse plano com

ponto inicial em p.

x(s,t)=p+s(g—p)+t(r—p)

=(1—-s—t)p+sq+tr

Uma reta em R? e um plano em R? sdo exemplos de conjuntos descritos por uma,
simples equacao linear em R™. Tais espagos sao muitas vezes denominados de hiperplanos.

Um hiperplano em R" pode ser escrito em forma ponto-normal como:

a1, + asxoy + ... + a,T, = d

O hiperplano pode ser entendido como o conjunto de todos os vetores com cauda
em (0, 0, ai) que sdo perpendiculares ao vetor n = (aq,...a,)—n é um vetor normal
ao hiperplano. Um hiperplano que surge frequentemente nas aplicagoes é o espago de

vetores-probabilidade

P,={(p1,-,pn) :pi > 0ep1 +pos+ ... + p, = 1}

Que denominamos de probabilistico.

7 Independéncia Linear

Daremos uma definigdo precisa da “dimensao” de espacos vetoriais. O conceito central é

o de independéncia linear.

7.1 Independéncia Linear

O conjunto de todos os miltiplos escalares de um vetor nao-nulo V é uma reta que passa
pela origem L [v|= {rv:r € R} e dizemos que essa reta é gerada por V. Se v (1,0, ...,0)

entdo L [v] é o eixo x; em R"™. Se v (1,1) em R?, entdo £ [v] é uma reta diagonal.

Defini¢ao. Sejam vje vy dois vetores ndo-nulos (tomados com suas caudas na origem)
podemos tomar todas as combinacoes lineares de vie vopara obter o conjunto gerado por
V1€ Uyt

L [’Ul,’UQ] = {r1v1 + 19Uy 1T € Re Ty € R}

Se vy é miltiplo de vq, entdo L [vy,v9] = L [v5] é uma reta.
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Se v1 é multiplo de vy, ou vice-versa, dizemos que vie v9880 linearmente dependentes,
caso contrario sao linearmente independentes.

Se v; é um multiplo de vy escrevemos:

V1 = Tl OU v — rouy = 0; (1)

Se vy é multiplo de vy escrevemos vy = riviou r1v; — vy = 0 para algum escalar 7 (2)

Podemos dizer que v;e vysao linearmente dependentes se existirem escalares cie ¢y nao
ambos zero tais que c¢;v; + v = 0 com ¢jou cenao-nulos (3)

Também podemos dizer que vie vy sdo linearmente independentes se nao existirem

escalares cie ¢o com pelo menos um deles nao-nulo, tal que (3) vale
U1+ vy =0=c1 =cy =0
Os vetores vy, vg, ..., vgem R™ sdo linearmente dependentes se, e somente se, existirem
escalares ¢y, ..., ¢, nao todos zero, tais que

C1U1 + CoUg + ... + v, = 0

Esses vetores sao linearmente independentes se, e somente se ¢1v1 4+ cova + ... + v = 0

para escalares cq, cs..., ¢, implica que ¢ = ... = ¢, = 0.

Para verificarmos a dependéncia linear considere os seguintes vetores:

\"

g
[
§
I
ot
@
g
[
(0]

Ne)

Comecemos com a equagao:

o O

C1 2 + Co 5 + C3 8 =

o

E resolvemos esse sistema para todos os possiveis valores de ¢, co € c3

Cl+402+70320
261+5CQ+863:0
361+602+963 =0

E um sistema de equagoes lineares nas variaveis cq, co e ¢3. A formulacao matricial do

sistema é

1 47 c1 0
2 5 8 co | =10
3 69 c3 0
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Reduzimos a matriz de coeficientes a forma escalonada por linhas:

1 4 7
0 -3 —6
0 0 0

A solugao (nao-nula, 1 delas, na verdade possui infinitas)

cio=1,co=—-2;¢c3=1
Concluimos que wy, wee wzsao linearmente dependentes.

Teorema. 11.1: os vetores vy, ...,v, de R™, sdo linearmente dependentes se, e somente
) ) ) )

se, o sistema linear

Tem uma solugao nao-nula(cy, ..., c;) onde A é a matriznx k cujas colunas sao vetores

Vlyeeey U~

A = (v1,v2, ..., V)

a1
Demonstracao. A. | . = 11 + ... + ¢u,entao as colunas de A sdo linearmente de-

Ck
pendentes se, e somente se o sistemas de equagoes de A.c = 0 tem uma solu¢ado nao-nula.

O proéximo teorema é uma reformulacao do teorema 11.1 para o caso kK = n usando o
seguinte fato: uma matriz quadrada é nao-singular se, e somente se, seu determinante é

nao-nulo. O
Teorema. 11.2 um conjunto vy, ...,v, de n vetores e R™¢é linearmente independente se, e
somente se,

det (v1v3...0,) # 0
Teorema. 11.3 Se k > n, qualquer conjunto de k vetores de R"™ é linearmente dependente.

Demonstragdo. Sejam vy, ..., v quaisquer vetores de R, com k& > n pelo teorema 11.1 os

v; sao linearmente dependentes se, e somente se, o sistema

C1
Ac = (nyva..v). | . | =0

Ck
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Tem uma solugao nao-nula. Qualquer matriz A com mais colunas do que linhas possui
uma variavel livre e portanto Ac = 0 tem infinitas solucoes, todas as quais, com excessao

de uma sdo nulas. O

7.2 Conjuntos Geradores

Seja vy, ..., v um conjunto fixado de vetores em R”. Na ultima secao, falamos do conjunto:

L [?)1, ...,'Uk] = {Cﬂ]l + ...+ cpug C1y...,C € R}

de todas as combinagoes lineares de vy, ...,vx € o denominamos conjunto gerado por
vy, ..., V. Suponha que dado um subconjunto V de R™. E pertinente perguntarmos se
existem ou nao vetores vy, ..., vy em R"”, tais que cada vetor V pode ser escrito como uma

combinagao linear de vy, ..., vy

V=L [Ula ...,Uk] (10)

Quando ocorre (10) dizemos que vy, ..., v gera V. Cada reta pela origem é gerada por
um vetor nao-nulo da reta. Por exemplo, o eixo x; é gerado por e; = (1,0, ...,0) e a reta
diagonal

A ={(a,a,...,a) € R":a € R} é gerada pelo vetor (1,1,...,1)

Teorema. 11.4 Seja vy, ...,v; um conjunto de K vetores de R"e considere a matriz n X k

cujas colunas sao os vetores v;:

A = (vive...v%) (11)

Seja b um vetor de R™. Entdo, b estd no espago L [v, ..., vx] gerado por vy, ..., vy se, e

somente se, o sistema Ac = b tem uma solugdoc.

Demonstracao. Escreva vy, ..., v, em coordenadas, assim

V11 Vg1

V1n Vkn

Entao b estd em L[vq,...,v;] se, e somente se, podemos encontrar ¢y, ..., ¢ tais que

Ui+ ...+, =0

V11 e V1 C1 b1

Vin -~ Ukn Ck bn

(12)
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Assim, b € L[vy, ..., vx] se, e somente se, o sistema (12) tem uma solugao c. O

Teorema. 11.5 Seja vy, ..., v, um conjunto de k vetores de R™ e considere a matriz A de
tamanho n x k, cujas colunas sio os vetores vj, como em (11). Entdo vy, ..., v era R"se,

e somente se, o sistema Ax = b tem uma soluc¢io x para cada lado direito b.

Demonstracdo. Para qualquer vetor coluna b se o sistema de equacdo Ar = b tem uma
solugdo z*, entdo zjv; + ... + z}v, = b. Consequentemente, se o sistema de equagdes
tem uma solucgao para cada “lado direito”, entao cada vetor b pode ser escrito como uma
combinacao linear de v; vetores colunas. Por outro lado, se o sistemas de equagoes falha
em ter uma solucao para algum b do lado direito, entao b nao é uma combinacao linear

de v;, e v;nao gera R™ . O
Teorema. 11.6 Um conjunto que gera R™ deve conter pelo menos n vetores.

Demonstragao. Pelo teorema 11.5 os vetores vy, ..., v, geram R™ se, e somente se, o sistema
(12) tem uma solucao e para cada lado direito b € R™. O fato 7.7 nos diz que se o sistema
(12) tem uma solucao para cada lado direito, entdo o posto da matriz de coeficientes é
igual ao nimero de linhas, n. O fato 7.1 estabelece que o posto da matriz de coeficientes
¢ sempre menor ou igual ao nimero de colunas, k. Portanto, se k vetores geram R”, entao
n <k. O

7.3 Base e Dimensao em R"

Definigao. Seja vy, ..., v um conjunto dado de k vetores R™. Seja V o conjunto L[vy, ..., vy]
gerado por vy, ..., vg. Se vy, ..., g € linearmente independente, dizemos que vy, ..., v, é uma
base de V. De modo mais geral, se wy, ..., w,, ¢ uma base de V se:

(a) wy, ..., wy, gera V, e

(b) wy, ..., wy, sdo linearmente independentes.

1 0

0 0 - . .
Os vetores e; = T em R"sao linearmente independentes pois,

0 1

dados escalares cq, ..., ¢, tais que cieq + covg + ... + ¢, v, = 0

0 0 c1 0
0 1 . (&) 0
C1 + C2 + ... +cy = =
) . 0 )
0 0 Cn 0
Implica que ¢y = ¢y = ... = ¢,.

Note que se pegarmos um vetor (ay, ..., a,) de R™ para todo a; € Ri =1, ...,n podemos

escrever:
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aq 0
as 0 1
= a1 + (05} 4+ ...+ Qp,
an 0 0 1

Isto é o espago euclidiano n-dimensional é gerado por ey, ..., e,. Deste modo eq, ..., e,

¢ uma base de R™. Por ser tao natural, essa base recebe o nome de candnica.
Teorema. 11.7 cada base de R™ contém n vetores.

Demonstracao. Pelo teorema 11.3, uma base de R™ nao pode conter mais do que n ele-
mentos. Caso contrario, o conjunto em questao nao poderia ser linearmente independente.
Pelo teorema 11.6, uma base de R™ nao pode ter menos do que n elementos; caso contrario
o conjunto em questao nao geraria R"”. Portanto uma base de R™ deve ter exatamente n

elementos. n

Teorema. 11.8 Seja vy, ..., v, um agrupamento de n vetores de R™. Seja a matriz A nxn,
cujas colunas sio asvj: A = (v1vs...0,,). Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) vy, ...,v, sdo linearmente independentes
(b) vy, ...,v, gera R™
(¢c) vy, ..., v, constitui uma base de R™e

(d) o determinante de A é nao-nulo.

8 Subespacos Associados a uma Matriz

Seja V = R™ e para quaisquer u, v, e w em V e quaisquer escalares 7,5 em R!,

1. u+v é um elemento de V sempre que u e v sdo elementos de V (a adigdo é
fechada),

2. u+ v =v+u (aadigdo é comutativa),
3. u+ (v+w)=(u+v)+w (aadigio é associativa),

4. Existe um elemento 0 em V tal que, para qualquer v em V, v+ 0 = v (elemento

neutro da adigao),

5. para qualquer v em V | existe um elemento w em V (geralmente denotado por -v)

tal que v+ w = 0 (elemento inverso da adigdo),

6. r.v é um elemento de V sempre que v é um elemento de V (a multiplicagdo por

escalar é fechada),

7. r.(u+v) =ru+r.v (a multiplicagdo por escalar é distributiva),
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8. (r+s).u=ru+ts.u,
9. r.(s.u) = s.(r.u), e
10. Tu=u
Quando trabalhamos com R™ como um conjunto dotado dessa estrutura condicional,

dizemos que R™é um espacgo vetorial.

8.1 Subespacos de R"

As propriedades de existéncia: 1,4,5, e 6 nao valem para qualquer subconjunto de R®. As

propriedades 2, 5, 7, 8, 9, e 10 valem para qualquer subconjunto de R".
Exemplo. Seja Vo = {(x1,22,0) : 21,29 € R} prove que Vg é um subespago de R™.

Demonstragio. Seja u C Ve v C Vp, tendo-se u = (uy, us,0) e v = (v1,v,0)

U+ v = (ug + v, ug + v9,0)

2 = (0,0,0)
w=—-v=u=(—v,—0,0) > v+w=1(0,0,0)
re R, rveVy—rov=u=(rv,rvy0) O

Definicao. Um subespaco de R™é um subconjunto de R"que, tal como V), satisfaz as
propriedades de (1)-(10).

Note que (6)

r=0—(4) er = —1 implica (5)

Na verdade precisamos verificar (1) e (6)!

Teorema. 27.1:
Seja VC R™. Sejam xz eyeV, se (v+y) €V esejar € R, e serx ery € V entdo

V' é um subespaco vetorial, portanto um subespaco de R™.

8.2 Base e Dimensao de um Subespaco Préprio

Teorema. 27.2:
Seja uy,.. uy, uma base de um subespago V' de R™. Entao, qualquer conjunto contendo

mais do que m vetores de V é necessariamente linearmente dependente.

Demonstragio. Seja wi, ..., w, um conjunto de r vetores em V', com r > m. Queremos
mostrar que w;__w,, sao linearmente dependentes. Como uy, ..., u,, gera V, podemos

escrever:

U}j :Z aji.ui (9)
=1
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para um conjunto {a;;}de escalares, com j = 1,....,7 e i = 1,...,m. Para verificar a

independéncia linear dos w;, escreva:
clwy + ... + Wy, =0 (10)

que pode ser reescrito como:
i=1 i=1

como os u; sao linearmente independentes por hipétese a tinica ombinacao dos u; que

tem soma 0 é a combinacao nula. Portanto,
T T
Z CijQy; = 0, ceey Z CjQm (12)
i=1 j=1

O sistema (4) possui m equagdes homogéneas nas r incognitas ¢y, ..., ¢, com r > m. Um
sistema de equagoes homogéneas com mais incognitas do que equacoes possui variaveis
livres e portanto tem infinitas solugoes distintas; portanto existe um conjunto de ¢; nao
nulos que satisfaz o sistema (4) e portanto o sistema (2). Assim, wy, ..., w, ndo pode ser

linearmente independente. O

Teorema. 27.3
Seja V um subespaco de R™. Duas quaisquer bases de V possuem o mesmo nimero de

vetores.

Demonstracao. Se uy, ..., Uy, € Wi, ..., w, sao bases de V, entdao ambos os conjuntos sao

linearmente independentes e portanto r deve ser igual a m pelo teorema 27.2. O

Definicao. O nimero de vetores de qualquer base V, é denominado dimensao de V.

8.3 Espaco Linha

Para uma matriz A de tamanho n x m as linhas de A tém m componentes e podem,
portanto, ser consideradas vetores de R™. Escrevemos Lin(A) para o subespago de R™

gerado pelas n linhas de A, entao:
Lin(A) = (ay, ..., ay]
Lema. 27.1. Sejam vy, ..., v vetores de R™. Para algum j > 1, seja:
w = 101 + Cjv;

onde ¢; # 0



44

Entao, ¢ [vi,vq, ..., 0] = C [w, ve, ..., vk]

Demonstragio. Seja u um vetor arbitrario em ¢ [vy, ..., v;]. Entao,

u = d1U1 + dej

d dic;
u = —1(0101 +ijj) + ( j U) Uj

C1 C1

somando e subtraindo dyc;v;/v

d dic;
1~w+<dj—lcj>vj
C1 C1

Assim, u é uma combinacao linear dos vetores w e v;, de modo que ¢ [v1,v;] C ¢ [w, v;].

u =

Analogamente, se x é um vetor arbitrario em ¢ [w, v;]

Tr = blw + bQUj

x = by (c1v1 + ¢;v;) + bav;

xr = b101v1 + (blcj + bg) (%
Assim, ¢ [w,v;] C ([v1,v;] e entdo ¢ [v1, v;] = ¢ [w,v;] O
Conclusoes:

e Qualquer forma escalonada por linhas de A, de A tem o mesmo espaco linha de A.

Lema. 27.2. Sejam vy, ..., vy vetores ndao-nulos, tais que cada v;y1 tem mais 0 lideres do
que v;. Entao, os vetores vy, ..., vy sao linearmente independentes.
Intuicdo:

Considere 3 vetores:

5 0 0

41,131,110

3 2 7
5 0 0
ci|4| +c 3] +c3]0
3 2 7
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5¢p =0 —c =0
4cq1 4+ 3¢5 =0 —cp =0
3c1+2c0+T7c3=0 —c3=0

Demonstragio. Escreva o vetor v; em coordenadas como v; = (v, ..., vj,). Para provar

a independéncia, precisamos mostrar que a tnica solucdo da equagao

civ1 + ...+ v =0 (13)

écp=cy=..=cp=0. Seja vy; 0 primeiro componente nao-nulo de v;. Como cada
um dos demais v; tem mais zeros lideres do que v;, obtemos v;;, = 0 para j = 2,...,n.

Escrevedno a i-ésima equagao de (5) temos:

C1VU14% T+ CQO + ...+ CkO =0

Vi # 0;

de modo que ¢; = 0. Agora, o sistema (5) se reduz a:

CoUg + ... + CLVE = 0 (14)

Seja v24,0 primeiro componente nao nulo de vy. Pelo mesmo argumento vsj, = ... =
Unj« = 0. Escrevendo a j-ésima equac@o de (6), temos cjvg;.de modo que ¢ = 0. Con-
tinuando dessa maneira até esgotar todas os ¢;concluimos que a tnica solugao de (5) é

co=C=..=c¢ =0 ]

Teorema. 27.4
Seja A, qualquer forma escalonada por linhas de uma matriz A. Entdo, o subespaco

Lin(A) € o mesmo que o subespago Lin(A,). Os vetores linha ndo nulos de A, sdo uma
base de Lin(A) e a dimensdo de Lin(A) e o posto de A.

Demonstracio. A matriz A, é construida a partir de A efetuando-se um ntmero finito de
operacoes sobre linhas. O Lema 27.1 diz que cada operacao sobre linhas deixa inalterado
o espago linha, de modo que A e A, tem o mesmo espago linha. O espaco linha de A, é
gerado pelas linhas nao nulas de A,. O Lema 27.2 diz que essas linhas sdo independentes,
de modo que sdo uma base de Lin(A,). Finalmente o posto de A é o niimero de linhas

nao nulas de A,, ou seja, o nimero de vetores dessa base. O

Exemplo. Exercicio 27.8. Encontrar as bases, o subespaco linha, e o posto.



Somar L3+L4=14

N [
Subtrair L1-L4=14
N [

Multiplicar 3.L1 e subtrair com L2

A —
Somar L3 + (-1).L2=L3

A=
Subtrair L2 de L3

A=
Bases:
(120 3).a

(0 -1 1 —2).a
Lin(A) = ([aq, as)

S = O = S = O =

o O O =

S = W =

— =W

S = W =

"
N = Ot DN oron

S = Ot N

o O = O S = = O S = = O O = = O

o O = O

—
w ~N W R — ~1 o

S = N W

46
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Posto = 2

8.4 Espago Coluna

Denote A por n x m, entdao A tem m colunas ay,...,a,, cada uma das quais possui n
componentes. O subconjunto de R" gerado pelas colunas de A é denominado espago-

coluna de A:

Col(A) = (lay, ..., an)

8.5 Dimensao do Espago Coluna de A

1 2 1 2
Seja A = e A, =
2 4 00

Col(A) é o subespaco de R? gerado por (1,2).
Col(A,) é gerado por (1,0)
Note que Col(A) e Col(A,) sao distintos.

Defini¢ao. Uma coluna de uma matriz A é uma coluna béasica se a coluna correspondente

numa forma escalonada por linhas A,, contém um pivo.

Teorema. 27.5

As colunas bdsicas de A constituem uma base de Col(A).

Teorema. 27.6

Para qualquer matriz n X m,
dimLin(A) = dimCol(A) = postoA

Exemplo. 27.11

23 1 4 2 31 4
A=123 7 9,4 =100 6 5
2 3 13 14 0000

Lin(A) — Bases(2,3,1,4)e(0,0,6,5)

Col(A) — Bases(2,2,2)e(1,7,13)

Note que a tltima coluna de A, é uma combinagao linear da 12 e 3% coluna:
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4 2
9 _ 2 +§ 7
12 6
14 2 13

Teorema. 27.7

Seja uma matriz de tamanho n X m:

1. O sistema de equagoes Ax = b tem uma solu¢ao para um particular b € R" se, e

somente se, b estd no espago-coluna Col(A).
2. O sistema Ax = b tem uma solugdo para qualquer b se, e somente se, postoA = n.

3. Se Ax = b tem uma solucao para qualquer b, entao

n = postoA < n° de colunas de A=m.

8.6 Espaco Nulo

Teorema. 27.8
Seja A uma matriz de tamanho n X m, o conjunto V das solugoes do sistema de

equacoes Ax =0 € um subespago de R™.

Demonstracdo. Sejam u e v vetores em V e seja ru + v uma combinacao linear dos dois
vetores. Entao,
A(ru+v) = A(ru) + Av

A(ru+wv) =rAu+ Av

Afru+v) =0
pois u e v estao em V. Assim, V' é fechado para combinagoes lineares e é um subespaco
de R™. O
Definigao. O subespago das solugbes do sistema homogéneo Ar = 0 é denominado

espago-nulo de A e é denotado por Nul(A).

Definicao. Sejam dados um subespago V' de R™ e um vetor ¢ € R™.

O conjunto {x € R™ : x = ¢+ v para algum v€ V} é denominado translagao de V
por ¢ e é denotado por ¢ + V. Esse conjunto nao é um espaco vetorial, a menos que ¢
pertenca a V. Subconjuntos de R™ da forma ¢ + V', onde V' é um subespaco de R™, sdo

denominados subespacgos afins de R™.

Teorema. 27.9
Seja Ax = b um sistema n X m de equagcoes lineares e cg € R™ uma solugdo particular

deste sistema. Entdo, qualquer outra solucio ¢ de Az = b pode ser escrita como ¢ = co+w,
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onde w € um vetor do espago-nulo de A. Em outras palavras, o conjunto solucao de Ax = b

¢ o subespaco afim cy + Nul(A).

Demonstracio. Seja ¢ uma solucio Az = b. Entéo,

Alc —¢p) = Ac —Acg=b—b=0

de modo que w = ¢ — ¢y estd em Nul(A). Reciprocamente, se w estd em Nul(A),

entdo A(co+w) = Ao+ Aw=b+0=15b O

Exemplo. 27.14

Seja A a matriz (1 1). O conjunto solucao de Ax =1 é o conjunto
{(z1,m2) : X1 + 29 = 1} (15)
Este conjunto é claramente uma translagao de subespaco
Nul(A) = {(x1,x2) : 1 + 19 = 0}

pelo vetor (1,0). Analiticamente, x; + zo = 1 se, e somente se, x; = 1 — x9. Portanto,

o conjunto solugao de (7) pode ser escrito como:

(27)-= () ()
= T2 +
To 1 0
1-— T . 1
( . ) = Nul(A) + (O)
Teorema. 27.10

Seja A uma matriz n X m. Entdo,

dimNul(A) = m — postoA.

Exemplo. 27.16

120 -2 0 120 -2 0
A=(2 41 -1 0] eA =001 3 0

121 1 1 000 0 1

Ly — Ly — Lg

L3+L1—>L3

operagoes para escalonar A
2L1 — L2 — L2

(—=1) Ly
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Varidveis basicas (Colunas que contém um pivo de A,), x1, x3, x5; livres o, 24

{L’1+2ZL'2—21’4: 0

o

£E3+3l'4 =

)

Ty =

.7?’5:0

T3 = —3.234

xr1 = —21’2 + 2$4

O vetor z estd em Nul(A) se, e somente se,

T —2

T2

+ x4 —3
1
0

T3 i)

Ty

o o o =

Ts

Os vetores (—2,1,0,0,0) e (2,0,—3,1,0) sdo bases de Nul(A)
A dimensao de Nul(A) é o numero de varidveis livres (2) que é o nimero de colunas

menos o posto de A.

dimNul(A) =5—-3=2
Conclusoes:

e Se posto A = n, que é numero de linhas (equagoes), entdo Ax = b tem alguma

solugao para cada b.

e Se posto A < n, entdo Axr = b somente tem alguma solugdo para os b em Col(A),

que é um subespaco de R" de dimensao nao maior do que n.

« Se posto A = m, entdo Nul(A) = {0} e Az = b tem no maximo uma solugdo para
cada b.

e Se posto A < m, entao, se Axr = b tem alguma solucao, tem um subespaco afim de

solugoes, de dimensao = m — postoA.
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8.7 Espacos Vetoriais Abstratos

Definicao. Seja V um conjunto tal que existe uma func¢ao + que associa a cada par de
elementos de V' um outro elemento de V' e uma outra fungao - que associa a cada par,
consistindo de um elemento de V' e de um nimero real um outro elemento de V . Se,
V' junto com as operagoes + e - satsifaz as propriedades (1) a (10) da segao 27.1 para
quaisquer u, v, e w de V e r, s de R, entdo dizemos que V é um espaco vetorial e que
seus elementos sao vetores.

As fungoes + e - sdo denominadas operagoes de V.

Exemplo. 27.19

Seja F{z € R; f(z) : R — R}

O que precisamos para somar fungoes?

Simplesmente somamos seus valores para cada x. Suponha, por exemplo, que u(x) =
22 e que v(z) = Inx. Entdo, sua soma é a funcio (u + v)(x) = z* + Inx. A multiplicacio

por escalar: ru(x) = rz?. O elemento neutro na adigdo é a funcao nula w(z) = 0.

Exemplo. 27.20

F, = {a0x2 + a1x + as : ag,ay,as € Rl}

Adicao

(aoxz +a1xr + (12) + (boa:2 +bix + bz)

(a0x2 +a1xr + ag) + <b0$2 + bll' + b2> = ((10 + b0)$2 + (a1 —+ bl) T+ ((12 + bg)

Multiplicagao por escalar

(mox2 +rayx + mg) = r(apx® + a1 + ay)

Nesse caso dizemos que F3 é um subespago de F'. Note que se fixarrmos nossa atengao

para os trés coeficientes, entdo a operacao de adicao sera:

(ag, a1, az) + (bo, b1, b2) = (ap + bo, a1 + by, ag + bs)

Existe uma correspondéncia injetora entre as func¢oes quadraticas de F5 e os ternos de
R3, que carrega consigo as operacoes de adicdo e multiplicacdo por escalar. Nesse caso

dizemos que F, e R3sdo espacos isomorfos.



52

9 Limites e Conjuntos Abertos

9.1 Sequéncias de niimeros reais

Definicao. Uma sequéncia de niimeros reais ¢ uma associa¢ao de um ntimero real a cada

numero natural.
Exemplos:
1. {1,2,3,4,...}
2. {1,1/2,1/3,1/4,...}
As vezes escrevemos uma sequéncia qualquer {1, xe, 3, ...} como {z,}>

Defini¢ao. Sejam {x1,zs,23,...} uma sequéncia de nimeros reais e 7 um nimero real.
Dizemos que r é o limite desta sequéncia se, para qualquer nimero positivo (e pequeno)
g, existe um inteiro positivo N tal que, para cada n > N, z, estd no intervalo de raio ¢

em torno de r; ou seja,

|z, — 7| <e

Neste caso, dizemos que a sequéncia converge a 1 € esCrevemos:
lim x, =r
n—oo

o Um numero s estd perto de um ntimero r se s estd em algum intervalo em torno de

r.

Mais precisamente, denotamos por € um ntumero real positivo e pequeno. Entao, o inter-

valo de raio £ em torno do niimero r é definido por:

IL(r)y={seR:|s—r|<¢e}

Em notacao intervalar:
I(r)=(r—e,r+e)

Exemplo. Sequéncia que convergem a 0:
1,0,1/2,0,1/3,0,...
1,-1/2,1/3,—1/4,...

Defini¢do. (Ponto de acumulagao) r é um ponto de acumulagao (ponto aderente) da
sequéncia {x,} se, dado qualquer ¢ positivo, existem infinitos elementos da sequéncia no

intervalo I.(r) de raio € em torno de 7.

Teorema. Uma sequéncia tem, no mdximo um limite.



53

Demonstra¢io. Suponha que {z,}>° tem 2 limites e 5. Tomamos € como um niimero
menor do que a metade da distancia entre rie 7. Digamos que € = i|7“1 — 79|, de modo
que I.(r1) e I.(r2) sdao intervalos disjuntos. Como xz, — 71, existe Nital que todos os
x, estdo em I.(r), desde que n > Nj; como x,, — 79, existe Ny tal que todos z,estao
em I.(ry), desde que n > N,. Portanto, todos os x,estdo em ambos I.(ry) e I.(ry) para
todos n > max{Ny, No}. Mas ponto algum pode estar em ambos intervalos, o que é uma

contradi¢ao e prova o teorema. ]

Definicao. (Subsequéncia.) Seja M um subconjunto infinito dos nimeros naturais.
Escreva M como {ni,ns,ns,...} onde n; < ny < ng < .... Crie uma nova sequéncia
{¥n}, dado por y; = w,para 1,2,3,... Diz-se que essa nova sequéncia {y,}32, ¢ uma
subsequéncia da sequéncia original {x,}. Resumindo, construiremos uma subsequéncia
de uma sequéncia pela escolha de uma colecao infinita das entradas da sequéncia original

na ordem em que estes elementos nela aparecem.

Teorema. Sejam {z,}5°, e {yn}22, sequéncia com limites x e y respectivamente. Entdo

a sequéncia {x, + yn}22, converge ao limite x + y.

Demonstragio. Fixe uma constante pequena e positiva €. Como sabemos que x,, — x e

Yn — Y, existe um inteiro N; tal que

]xn—x\<§paran2N1

e um inteiro N, tal que

€
|yn—y|<§paranZN2

Lembre que:

lz +y| < [z] + |yl

Para qualquer z, y

2] = lyll < |z =yl

§|xn_x|+|yn_y|

Seja N = max { N, No}. Entao, para qualquer n > N, temos:

[(@n + ) — (. +y)| = (20 — 2) + (Y0 — ¥)|

IA
N ™
o ™
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Il
(@)

[]

Teorema. Sejam {x,}22, e {y,}°°, sequéncia com limites x e y respectivamente. Entao

a sequéncia {x,y, o2, converge ao limite xy.

Demonstra¢io. Para mostrar que |zy — z,y,| é pequeno quando |z, — z| e |y, — y| sdo
pequenos, tente escrever o primeiro em termos dos dois ultimos. Conseguimos isso usando
o truque dos matematicos de somar e subtrair o mesmo elemento a dada expressao; com

efeito, fazemos isso duas vezes:
|2y — Tnyn| = |2y — Y + TYn — Taynl
= |2(y = yn) + (£ — 2n)ynl
= [2(y = yn) + (x = 20)(Yn —y +v)|
= [2(y = yn) + (x = 20)(Yn — y) + (& — 20)y]
< [afly = ynl + |2 = znllyn —yl + |2 — zallyl]
Sabemos que cada parcela na tltima expressao tende a zero. Para tornar este processo

preciso, proceda exatamente como na prova do teorema 12.2. Escolha e fixe um ntmero

positivo pequeno ¢, com € < 1. Como x,, — x, existe um inteiro Njtal que:

€
n>N = |r—z, < ———
| 3yl + 1
Como y,, — y, existe um inteiro Ny tal que:
> Ny = | | < o
n —UYn| < &=

Nao esquega o seguinte fato: como ¢ e |z| sdo niimeros reais fixados, também m
¢ um numero real fixo. Como ha 3 parcelas no final da desigualdade acima, o nimero
trés nestas desigualdades tem a seguinte utilidade: para fazer a primeira expressao menor
do que ¢, faremos cada uma das trés parcelas menor do que €/3; para fazer a primeira
parcela, |z||y — y,|, menor do que €/3, queremos |y — y,,| < £/(3]z|).

Acrescentamos 1 adicional ao denominador do lado direito para garantir o ocaso que

x é zero. Agora tomamos N = max{Ni, No}. Entéo, se n > N:
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|:Ey - xnyn| S |$||y - yn| + |ZL’ - anyn - y| + |$ - $n||y|

< || © + © © + ©
< |
(| +1)  3(lyl+1)3(z|+1)  3(|y|+1)

Y|

x| e ¢ 1 |yl

g

(=03 F(+ (e +1) (gl +1)3
€ e\?2 ¢
<3+(35) *3

<e

Aqui usamos os seguintes fatos:

B
(el + 1)

1w <1+ (<9

Teorema. Seja {x,}5°, uma sequéncia convergente com limite x e b um nimero tal que
T, < bYn. Entdio x <b. Se x, > b¥n, entao x > b.

1

(EE <le

<14 <1,

(ES) <1

1
(lyl+1)

]

Demonstracdo. Suponha, entdo que x,, < bVn e suponha que x > b. Escolha ¢ de tal
modo que 0 < e <z —b,entdo b <z —c e I.(x) = (r —e,x +¢) fica a direita de b na reta
numérica. Existe um inteiro N tal que x,, € I.(x)Vn > N. Para esses z,, temos b < x,;
Essa é a contradicao da hipdtese que todos x,sdo < b. Agora suponha que x,, > bVn e que
x < b. Escolha e >0tal que 0 <e <b—ux. Entdo, e +xz <be I.(b) = (x — €,z +¢€) estd
a esquerda do nimero b na reta numérica. Existe um N > 0 tal que Vn > N z,, € I.(x).

Para esses x,,, x, < r + ¢ < b, uma contradi¢do a hipdtese que x,, > bVn O

Definicao. (Sequéncia Limitada) Uma sequéncia é dita limitada se existe um nimero

B tal que |z,| < B, para cada n.

Proposigao. Se {z,}:°, converge a 0 e se {y,}32,¢é limitada, entdo a sequéncia dos

produtos converge a zero.

Demonstragio. Seja € > 0. Escolha N tal que n > N, |z, — 0] < ¢B onde |y,| < BVn.
Entao, n > N

g
|xnyn - Ol = |mnyn| = ’anyn’ < EB =e
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9.2 Sequéncias em R"™

Uma sequéncia em R™ é a associacdo de um vetor de R™ a cada nimero natural n :
{1, x9,23,...}. Cada vetor possui m coordenadas e a sua posi¢gdo na sequéncia é dada

por n

Definicao. (Bola Aberta) Seja r um vetor em R™ e £ um nimero positivo. A bola de

raio € em torno de r é dada por

B.(r)={z e R"/||x —r| < &}

Intuitivamente, um vetor = de R™ esta proximo de r se x estd em alguma B.(r) para

um € pequeno, mas positivo. Quanto menor €, mais perto x estara de r.

Definigao. Uma sequéncia de vetores {z1, x9, z3,...} converge ao vetor z se, para qual-
quer escolha de um ntimero real positivo €, existe um inteiro N tal que, para cadan > N,

vale z,, € B.(x), ou seja

d(zp, z) = ||z, — || < e

O vetor z é denominado o limite da sequéncia. Em outras palavras, {z,}5°, — z se

e somente se {||z, — z]|}°2; — 0 (sequéncia das distancias) em R

Teorema. Uma sequéncia de vetores em R™ converge se, e somente se, cada uma das m

sequéncia de seus componentes converge em R1.

Demonstracio. (se) Seja {x,}°; uma sequéncia de vetores em R™. Escreva z,, = (T1p, ..., Tymn)-
Suponha que cada uma das m sequéncias {x;, }5°; de nimeros, com i = 1,..., m converge

a um limite z}. Seja x* = (z7,...,xz},). Escolha e fixe uma pequena constante positiva .

Para cada i entre 1 e m, existe um inteiro N; tal que, se n > N; entdo |z, — zf| < &/y/m.

Seja N = max{Ny,..., N, }. Suponha que n > N. Entao,

|20 — 2| = /(@10 — 21)2 + (@on — 23)2 4o+ (T — 25)2 <) — ook — =

Assim {x,}2, converge a x*
(Somente se) Escolha ¢ > 0. Existe N, tal que, para cada n > N, vale ||z, — z*|| < e.

Mas entao, para cada n > N e para cada i

|z — xf] < \/(:z:ln — 1)+ .+ (T — 2,)?

)
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Teorema. Sejam {x,}72, e {y,}22, sequéncias convergentes em R™ com limites = e v,
respectivamente, e seja {c,}>2; uma sequéncia convergente de nimeros reais com limite

c. Entao, a sequéncia {c,z, + yn }re, converge ao limite cx + y.

Demonstragao. Escolha um ¢ > 0 e note que

| (cnn +yn) — (cx +y)|| < |lenzn — || + |lyn — ¥l

Como a sequéncia dos y, — y,sabemos que existe um inteiro Nital que para cada
n > Niyvale ||y, —y|| < €/2. Por outro lado, para cada componente i, a sequéncia
{ehzn}2, — cx; pelo Teorema 12.3. Pelo teorema 12.5 isso implica que a sequén-
cia {c,x,}22, converge a cr. Assim, existe um Notal que, para casa n > Ny vale
cnzn — cz|| < &/2. Segue que, para cadan > N = max{Ny, Ny }vale ||(c 2, + yn) — (cx + y)|| <
i [
Defini¢ao. O vetor z é um ponto de acumulacdo da sequéncia {z,}>°, se, para cada
e > 0 dado, existem infinitos nimeros inteiros n tais que ||z, — z|| < ¢
Definigdo. Uma sequéncia {y;}32, de vetores em R™ é uma subsequéncia da sequéncia
{z;}22,se existe um conjunto infinito crescente {n;} de nimeros naturais n; < ny <ng...,

tais que y1 = Tn,; Yo = Tny Y3 = Tpy - - -

Exemplo. 12.1 ¢

1
{1, o 4, 3’ 16, ...} = os termos pares formam uma subsequéncia convergente com limite 0

Exemplo. 12.1 d

12 34
{Oa_§a§7_17g>"'}

os termos de indice par formam uma subsequéncia convergente com limite igual a -1.

Proposicao. Uma sequéncia convergente em R™ s6 pode ter um limite e, portanto, s

um ponto de acumulagao.

lla—b]|
et
Entao existe um N tal que n > N e entdo ||z, —al] < e. Como b é um ponto de

Demonstragdo. Suponha que x — a e b # a e um ponto de acumulagao. Escolha e =
acumulagdo, entao existe um m > N tal que ||z, — b|| < e. Entao,

la = bl = lla = @ + 2m — b

la = bll < [lzm — all + [[em — bl <€ +e
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Et+e=2= = contradigao!

la — b
2

9.3 Conjuntos Abertos

Defini¢ao. (Conjunto Aberto) Um conjunto S em R™ é aberto se para cada z € S

existe uma bola aberta de raio € em torno de x completamente contida em S

r€S=3e>0,B(x)CS

B.(x)={zeS:|y—=z| <e}
Um conjunto aberto contendo o ponto x é denominado vizinhanca aberta de z.
Teorema. Bolas abertas sao conjuntos abertos

Demonstrag¢io. Seja B a bola aberta B.(z) em torno de x e seja y um ponto arbitrario de
B. Queremos mostrar que existe uma bola em torno de y que estd completamente contida
em B. Seja 6 = ||z — y|| < &, mostraremos que a bola aberta V de raio € — § em torno
de y que estd contida em B. Seja z um ponto arbitrario de V. Entao pela desigualdade

triangular:

Iz =zl <llz =yl +lly -zl <(e=d)+d=e

Assim, V C B

Iz =zl =z —y) + (v = 2 < llz = yll + [ly — =]

]

Teorema. (a) A unido de conjuntos abertos é um conjunto aberto. (b) A interseccao

finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto

Demonstragio. (a) Seja S = 5;US;, e S; é aberto Vi,j = 1,...,n. Seja x € S, ou seja,
r € S;ouxz € S;. Entao se x € Sje este conjunto é aberto, existe B.(xz) C S;.Entao
B.(x) ¢ S. (b) Sejam Si,...,S, conjuntos abertos e S = N, S;.Se x € S, entao
x €a cada S;. Como cada S;é aberto, para cada i existe um ¢; tal que B, (x) C S;. Seja
e = mineg;. A bola B.(z) estd contida em cada B, (x) e portanto esta contida em cada

S;.Assim, a bola esta contida na intersecc¢ao das ,S;. n

Definicao. Dado um subconjunto S de R™, denotamos por int Sa unido de todos os

conjuntos abertos contidos em S. O conjunto aberto int Sé denominado interior de S. O
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interior de um conjunto pode ser considerado o maior conjunto aberto que esta contido

no conjunto dado.

9.4 Conjuntos Fechados

Defini¢do. Um conjunto S em R™ é fechado se, sempre que {z,}°°, é uma sequéncia

convergente completamente contida em S, seu limite também esta em S.

Teorema. Um conjunto S em R™ € fechado se, e somente se, seu complementar S¢ =
R™ — S € aberto.

Demonstragio. (Somente se) Seja S fechado. Precisamos mostrar que S¢ é aberto. Isto
é, Vo € S°Je > 0, B.(x) € SC. Escolhemos um z € S supomos que isto ndo ocorre,
ou seja, que nenhum B.(z) estd completamente contido em S¢.Entdo, para cada ¢ > 0,
temos B.(z)NS # (. Em particular, para cada inteiro positivo n, existe um elemento
tpde S em By (x). A sequéncia {x, }72, estd em S e converge a x, pois ||z, — x| < 1/n.
Como S ¢é fechado, = estd em S — uma contradicio com nossa escolha de z em S¢.

(Se) Seja S o complementar de S¢. Seja {z,}°°, uma sequéncia convergente em S
com limite z. Para mostrar que S é fechado, precisamos mostrar que x € S. Suponha que
isso ndo ocorra, isto é, suponha que x € S¢. Como S%é aberto, existe B.(x) em torno
de x contida em S¢. Como a sequéncia converge a x, temos x,, € B.(z) de modo que

r, € S¢, novamente uma contradicdo, pois os T,estdo em S, o complementar de S¢. [

Teorema. (a) Qualquer intersecgio de conjuntos fechados é um conjunto fechado. (b) A

unidao finita de conjuntos fechados € um conjunto fechado

Definigao. (Fecho de um Conjunto) Dado um subconjunto S de R™, denotamos

fecho S(S) a intersecgdo de todos os conjuntos fechados contendo S. O conjunto fechado

S é denominado fecho de S.

Teorema. Seja S um conjunto em R™. FEntdao x estd no fecho de S se, e somente se,

existe uma sequéncia de pontos de S convergente a x.

Demonstragio. (Se) Seja {x,}52, uma sequéncia convergente de pontos de um conjunto
S com limite x. Entao {z,}5°, C T para qualquer conjunto fechado T" O S,assim, x € T
Como isto vale para qualquer conjunto fechado contendo S, temos que = € fecho S
(Somente se) Suponha que z € fecho S. Afirmamos que B.(x)S # 0, para cada
e > 0. De fato, se tivéssemos B.(x)(S # () para alguma ¢ > 0, entdo o complementar
de B.(x) seria um conjunto fechado contendo S, mas nao x, contradizendo que = €
fecho S. Agora construimos a sequéncia {x,}22; escolhendo z,, € By ()N S. Isto é uma

sequéncia em S com limite x. O

Definicao. Um ponto z esta na fronteira de um conjunto S se cada bola aberta em torno

de x contém tanto pontos de S quanto pontos do complementar de S
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Teorema. Um conjunto de pontos de fronteira de um conjunto S € igual a interseccao
fecho SN fecho SC dos fechos de S e do complementar.

9.5 Conjuntos compactos

Definigao. O conjunto S é limitado se existe um nimero B tal que ||z|| < B para cada

x € 5. Isto é, S esta contido em alguma bola de R™. Qualquer unido finita de R™
Definicao. Um conjunto S em R™ é compacto se, e somente se, é limitado e fechado.

Teorema (Teorema de Bolzano-Weirstrass). Qualquer sequéncia definida em um conjunto

compacto deve conter uma subsequéncia convergente.

Teorema. Qualquer sequéncia contida no intervalo fechado e limitado [0,1] tem uma

subsquéncia convergente.

Teorema. Seja C' um subconjnto compacto de R™ e seja {x,}22, uma sequéncia qualquer

em C. Entio {x,}>, tem uma subsequéncia convergente cujo limite é um ponto de C.

10 Limites e Conjuntos Compactos

Defini¢ao. Uma sequéncia {x, }>° ; é uma sequéncia de Cauchy se, para qualquer nimero

positivo ¢ existe um inteiro N tal que d(z;,z;) < € para quaisquer ¢,j > N.

Teorema. (29.1)

Toda sequéncia convergente em R™ é de Cauchy.

Demonstragio. Seja {x,}>°, uma sequéncia convergente a x. Dado € > 0, escolha N tal

que d(z,,x) < § para qualquer n > N. Entao, para quaisquer n,m > N

(2, 1) < d(Tn, ) + d(2, 1) < g + % —¢

]

Definicao. Seja S C R. S tem uma cota superior se existe um numero B tal que cada
z em S é menor que B, Vo € S. O supremo de um tal conjunto S é o nimero C, que é
uma cota superior de S e satisfaz C' < B para qualquer cota superior B de S. Qualquer

conjunto nao vazio de niimeros reais que tem uma cota superior tem um supremo.

Defini¢cao. Uma sequéncia de nimeros reais {z,}>°; é monotonamente crescente se cada
entrada da sequéncia ¢ pelo menos tao grande quanto a entrada anterior, ou seja, se
Tno1 < x Vn. A sequéncia é mondtona se é monotonamente crescente ou decrescente.

Para usarmos o termo estrita(o), utilizamos a desigualdade estrita.
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Teorema. (29.2)

Toda sequéncia mondtona e limitada converge. (prova como ezxercicio)

Lema. (29.1)

Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragio. Seja {z,}°2; uma sequéncia de Cauchy em R'. Fixe ¢ > 0. Existe um N
tal que |z; — ;| < € para quaisquer i, j > N. Em particular |z,, — x;| < € para qualquer
17 > N. Como:

2] = [an] < 2 — 2]

|z;| < |xn| +¢

para qualquer ¢ > N e portanto |z,|+¢ é uma cota para todos os termos da sequéncia,

exceto possivelmente os primeiros N-1.

x;| < b+ ¢ para cada x; da sequéncia.
O

Sejab:max{ lz1, o o], T }.Dai,

Lema. (29.2)

Toda sequéncia possui uma subsequéncia monotona.

Lema. (29.3)
Se uma sequéncia {x,}> de Cauchy tem uma subsequéncia mondtona convergente a

Y, entao a sequéncia toda converge a y.

Demonstragio. € > 0. Como a sequéncia é de Cauchy, existe um N tal que |z; — z;| <

NI

para qualquer ¢,7 > N. Escolha um x; da subsequéncia convergente com k > N e k
suficientemente grande para ter |z, — y| < 5. Entdo, para qualquer ¢ > N,
o =yl = (21— 20) + (o — )| <l =l + o=yl < 5+ 5 =

Portanto, {z,}22, converge a y. O

Teorema. (29.3)

Qualquer sequéncia de Cauchy de nimeros reais converge.
1. 29.1 (Lema) Essa sequéncia ¢ limitada (e suas subsequéncias também).
2. 29.2 (Lema) Ela contém uma subsequéncia mondétona.

3. 20.3 (Lema) A sequéncia original também converge.
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10.1 Conjuntos Compactos

Teorema. (29.4)
uwalquer sequéncia contida num subconjunto fechado e limitado de R' possui uma
Qualg q j p

subsequéncia convergente.

Teorema. (29.5)
Qualquer sequéncia contida num subconjunto fechado e limitado de R™ possui uma

subsequéncia convergente.

Teorema. (29.6)
Seja S um subconjunto de R™ que tem a Sequinte propriedade: qualquer sequéncia
contida em S possui uma subsequéncia convergente com limite em S. Entao, S é fechado

e limitado.

10.2 Conuntos Conexos

Definicao. Dizemos que S é disconexo se existirem conjuntos abertos U; e Us, tais que
(1) Sc U, UU,
(2)SNU; #0eSNU,# O
B)U1NnUy; =0

Se um conjunto nao é disconexo, ele é conexo.

Teorema. (29.7)
Um subconjunto S de R é conexo se, e somente se, dadosx € S, z€ S ex <y <z,
vale y € S.

10.2.1 Propriedade da Cobertura Finita

Seja S um conjunto em R™. Seja u uma colecao de conjuntos abertos, tal que cada ponto
de S esteja em pelo menos um dos conjuntos v : S C U{U : U € u}. A colegdo u
¢ denominada cobertura aberta de S. Dizemos que o conjunto S tem a propriedade da
cobertura finita se, de qualquer cobertura aberta u de S, pudermos extrair uma subcole¢ao
finita de conjuntos uw que ainda cobre S, ou seja: Existem Uy, ..., Uy € u, tais que S C
U’zile k

Teorema. De Heine-Borel

Os conjuntos com a propriedade da cobertura finita sao compactos.

Teorema. (29.11)
Se um conjunto S em R" € fechado e limitado, entao S tem a propriedade da cobertura
finita.
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11 Funcgoes de Varias Variaveis

Definicdo. Uma funcdo linear de R¥ em R™ é uma funcdo f que preserva a estrutura do

espago vetorial:

fle+y) = fle)+ fly) e f(re) =rf(z)

Teorema. (15.1)
Seja F : R* — R uma funcdo linear. Entdo existe um vetor a € R* tal que f(x) = a.x

Vr € Rk,

Demonstragao. Seja a = (a1, as);

(1) (1

Seja a; = f(e;). Entdo, para cada vetor z € R?

I 1 0
Tr = = I + X9 = xT1e1 + Taeg
i) 0 1

f(.T) = f(xlel + $262)
= z1f(e1) + z2f(€2)
= 2101 + X202

=a.x

Teorema. (13.2)
Seja f : RF — R™ wma funcdo linear. Entdo, existe uma matriz A de tamanho m x k

tal que f(x) = Az Vo € RF.

a1
f(x):a.xz(al ak) : = Ax

Lk
Demonstragao. Prova é andloga a anterior. O]

Defini¢ao. Uma forma forma quadrética em R* é uma funcdo real no formato:
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k
Q(l’l Z'lc):Z Qi T;T 5

ij=1

Teorema. (13.3)

A forma quadrdtica geral

Q( Ty ... @y ) = > ai;TiT;

1<j
pode ser escrita como:
1 1
a1 5&12 e ialn
1 1 L1
50,21 929 e ia,zn
1 Ln
5(1”1 c. ce Anpn
ou seja, como x' Ax, A é simétrica
an l6112 I
2 2 _ 2
a1177 + Q197129 + A22To5 = ( 1 X9 ) 1
521  G22 )

Defini¢do. Uma funcio f : R¥ — R ¢ um mondmio se pode ser escrita como

1, .a2 k
f(:vl xk):cx‘l‘xgxz
~ . . ~ . k Ve . A .
ai,...,a sS40 inteiros nao negativos. Y. a; ¢ denominada grau do mondémio.

i=1
Defini¢do. Uma funcdo f : R¥ — R é um polinémio se é a soma finita de monomios
de R¥. O grau mais alto que ocorre entre os mondmios ¢ denominado grau do polinémio.
Uma funcdo f : R¥ — R™ é um polindmio se cada uma de suas funcdes componentees é

um polinémio a valores reais.

Definicdo. Se R¥ — R™ é um polindmio de grau 1, entdo cada componente de f tem a
forma
Assim, a prépria f também tem a forma f(zr) = Az + b para alguma matriz A de

tamanho mxk e algum vetor b de R™. Tal fun¢ao é denominada afim.

11.1 Funcoes Continuas

Definigdo. Seja f uma funcio de R"em R*. Seja xo um vetor em R¥ e y = f(xg) sua
imagem. A funcdo f é continua em z se, dada qualquer sequéncia {x,}>, em RF que
converge a xq vale que a sequéncia {f(x,)}22, das imagens em R™ converge a f(zg). A

funcao f ¢ dita continua se é continua em cada ponto do seu dominio.
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Teorema. (13.4)
Sejam f e g funcoes de R¥ em R™. Suponha que f e g sdo continuas em z, entdo: f+g,

f-g e f.g sao continuas em x.

Teorema. (13.5)
Seja f=( fi ... f.) uma fungdo de R* em R™. Entdo f é continua se, e somente

se, cada f; : RF — R™ ¢é continua em z.

Definicao. Dizemos que f : A — B é sobrejetora ou aplica A sobre B se para b € B, existe

um a € A tal que f(a) = b; Em outras palavras se a imagem ¢ igual ao contradominio de

/

Definigao. Em geral, dizemos que f : A — B é injetora em um conjunto C de A se, e
somente se, para quaisquer x,y em C
f@)=fly)=z=y

C'CA se para cada b € f(C') é a imagem de precisamente um elemento de c.

11.2 Funcoes Inversas:

Definigao. Seja f : A — B injetora num conjunto C'CA, existe uma fungao natural de
f(C) de volta para C que associa a cada b € f(C') um unico ponto de C que foi levado

em b. Essa aplicagdo é denominada a inversa de f em C e é denotada por:

L f(0)=cC

11.3 Funcao Composta

Definigao. Sejam f: A — Beg: C' — D duas fungoes. Suponha que B, o contradominio
de f, ¢ um subconjunto de C; o dominio de g. Entao, a funcao composicdo go f: A — D

com ¢ é definida por:

(go f)(x) = g(f(x))Vr € A

Teorema. (15.7)
Sejam f : R¥ — R™ uma funcio continua em xeR* e g : R™ — R™ uma fungdo
continua em f(x) € R™. Entdo, a fungio composta go f : R¥ — R™ é uma fungdo

continua em 1.

Demonstragio. Seja {r,}°°, uma sequéncia em R convergente a z. Por continuidade
de f em z, {f(x,)}>2, converge a f(x). Por continuidade de g em f(x), a sequéncia

{9(f(zn))}2, converge a g(f(z)). Assim, g o f é continua em . O
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12 Calculo a varias variaveis

Seja (xy (t),- -+ ,x, (t)) parat€la,b]. Estamos interessados em: g (t = f (x1 (), -+, 2, (1))
para t € [a,b]. ¢’ (t) da a variagdo de f ao longo da curva X (t).

g (1) = (X ()X (1))

dt =2 ox; (X)) ot

=1

Defini¢do. Uma funcao f : R — R é continuamente diferencidvel (ou C'') em um con-
junto aberto U C R", se, e somente se, para cada ¢, a derivada parcial (%) existe em
cada X de U é continua em X. Analogamente uma curva X : (a,b) — R™ é continua-
mente diferencidvel (C') se cada uma de suas fungdes componentes x; (¢)é continumente

diferenciavel.
Teorema. (Regra da Cadeia 1)

Se X (t) = (1 (t), -+ ,2,(t)) é uma curva C' num intervalo em torno de ty e f é
uma fun¢do C' numa bola em torno de X (to), entao g (t) = f (z1 (t), -+ ,z, (1)) é uma

funcio C! em tg e

dg - Of ox;
s => D, (X (t0)) ot

=1

12.1 Derivadas Direcionais

Suponha que desejamos calcular a taxa de variagdo de uma fungao F'(z1,--- ,x,) em um
dado X* na dire¢ao de qualquer vetor V' = (vy, - - ,v,,) dado. Para parametrizar a diregao
V' a partir do ponto X*, escreva a equacao paramétrica da reta por X* na direcao V:
X=X"+tV

Para ver como F' varia ao longo dessa reta, inicialmente calculamos F' ao longo dessa

reta:
g(t)=F (X" 4+tV)=F (x5 +tvg, -,z +tv,)
Em seguida usaremos a regra da cadeia para tornar a derivada de g em ¢ = 0

oF oF
axl ( )Ul_l_a 7+axn

Derivada de F' em X* na direcao V.

g'(0) (X™) vn
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U1
dg (OF _, oF . v2 |
U,

A matriz coluna (DF};) pode ser interpretado como um vetor de R" com cauda em
X*. Esse vetor é denotado por \/ F (X*) ou, as vezes grad F (X*), é denominado vetor
gradiente de F' em X*, ou simplesmente gradiente de F' em X.

O comprimento, direcao e sentido de um vetor gradiente tém significado. Suporemos
que || V=1

Seja F (K, L) = 4K3/4LY/*

A derivada de F' (10000, 625) na dire¢ao (1,1) é simplesmente:

oF oF
o v+ o (L) v = 3K Y414 L7341 =1,514+81=9,5
Normalizando o comprimento para 1, fazemos:

OF (K*) v OF(LY)
oK ||V oL ||V

VF (X*).V mede a taxa a qual F aumenta ou diminui quando saimos de X* na

direcao de V.

VE(X*).V =|[| VE(X) ||| V| costd =|| VF (X™) || cost

Teorema. Seja F : R" — R uma funcdo C'. Em cada ponto X do dominio de F em
que VF(X) # 0, o vetor gradiente de F' em X aponta na diregio que F cresce mais

rapidamente.

Teorema. Seja F' : R* — R™ e a : R — R" fungoes C'. Entdao a funcdo composta
g(t)=F(a(t)) é uma fungio C* de R* em R™ e

ofi
g1 () = S5 (ar (), (0) at; (6) = Dfi(a (1)) (1
j J
Juntando todas essas condigcoes de componentes, obtemos a equacdo vetorial

g/ (t)=D(Foa(t))=DF (a(t)).al(t)

Teorema. Sejam F': R" — R™ e A: R®* — R" fungoes C' e s* € R® e z* = A(s*) € R"

pontos. Considere a fung¢do composta

H=FoA:R — R"
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Teorema. Sejam DF (X*) a matriz jacobiana m x n das derivadas parciais de F em X*
e DA (s*) a matriz jacobiana m X s das derivadas parciais de A em s*. Entdo, a matriz

jacobiana DH (s*) é dada pelo produto das matrizes jacobianas:

DH (s*) = D (F o A) (s*) = DF (z*) .DA(s")

Como a multiplicacao matricial pode ser vista como a composi¢ao das correspondentes
aplicagoes lineares, a regra da cadeia diz que a derivada da aplicacao composta é a com-

posicao das derivadas das aplicagoes componentes, calculadas nos pontos certos.

Definicao. Fungoes continuamente diferenciaveis

af (X*)il f(xi‘, ’xz(+h’x;f+1’... 7x;)_f<x>{’ ’x;‘,... ’x;’;)
8ZL’Z' _hZ—,rZ(% h

Se todas as derivadas de f de ordem < k que sao continuas em um intervalo J ,
dizemos que f é k vezes continuamente diferencidvel ou C*. Se f é C* para cada k, cada

derivada de f de qualquer ordem existe e é continua e dizemos que f é C*.

IS

Exemplo. f(K,L)=4K1L

fr=3K iLi
fL:iKiLz
i =~ KRLA
fun = —SKAL
3
fKL = ZK_ZL_Z
fux = SKHL
4
_5,1 1.3
DQf(kL): —%K 1],1 %K 1], 1
) 37—17_3 3-8 71
ZK 1], 1 _ZK 1],1

f: R?* = R, 2 varidveis 2" derivadas.
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*f ef ... _9f
81% Ox20x1 Oxnx1
f *fr ... 2f
3.2
D*f, = Om0m 0w 9znzz | Matriz Hessiana
0%f orf ... 9f
Oz1Tn  Oznm2 ox2

Teorema. Suponha que Y = f(xy,... 2, seja Clem wm J C R". Suponha que J é

aberto, entao ¥ X de J e para cada par de indices i e j:

02 f 2f

PS: O teorema de Young vale para derivadas de ordens superiores.

13 CaAlculo a Varias Variaveis 11

Nesse capitulo provaremos dois teoremas importantes:

1. O Teorema de Weierstrass, que afirmar que uma funcao continua, cujo dominio é
um conjunto compacto, sempre alcanga seu valor maximo e seu valor minimo em

seu dominio;

2. O Teorema do Valor Médio, que é 1til para quantificar a aproximacgao de fungoes

diferenciaveis por polinémios de Taylor.

Definicao. Um conjunto fechado e limitado de R"™ é dito compacto. Esses conjuntos
podem ser caracterizados pela seguinte condi¢ao: qualquer sequéncia cujos pontos per-
manecem num conjunto compacto tem uma subsequéncia que efetivamente converge a um

limite no conjunto compacto.

13.1 Teorema de Weierstrass

Teorema. de Weierstrass

Seja F : C — R uma funcao continua cujo dominio € um subconjunto C compacto
de R". Entao, existem pontos x,, e xp em C tais que F (x,,) < F(z) < F(xp) para
qualquer x € C' ; ou seja, x,, € C' é o minimo global de F em C e xp; € C é o maximo
global de F em C.

Demonstragio. Suponha que F nao ¢é limitada. Entdo existe {z,} —, em C tal que

[e.0]

n—, uma subsequéncia de

F (z,) — oo quando n — oo. Se C é compacto, temos {y,}
{zn},2, que converge para y* € C'. Como F (z,) — 00 e {y,},-; ¢ uma subsequéncia de
{z,}2, entdo {F (y,)} — oo. Contudo, como F é continua em C e y, — y* a sequéncia

{F (yn)} = F (y*) (contradigdo) . Provamos que F' ¢ limitada em C.
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Adicionalmente, suponha que F nao atinja seu maximo em C. Seja M o conjunto dos
valores do supremo de F' em C. Pelo argumento do pardgrafo anterior, M ¢ limitado.
Ainda, existe uma subsequéncia {z,} , tal que {F (z,)} — M . Como C' é um conjunto
compacto, podemos encontrar uma sequéncia {w,} -, de {z,} -, tal que {w,} -, — w*
em C. Como uma sequéncia convergente possui apenas um limite F' (w,) = M e portanto

w* € C é o maximo global de F' em C. O

Teorema. de Rolle
Seja F : [a,b] — R uma funcdo continua em [a,b] e C* em Ja,b[. Se f (a) = f (b) =0,
existe um c € [a,b] tal que f' (c) = 0.

Demonstragio. Se f é constante em [a,b], entdo f (c) = 0Vc €a,b[. Se f ndo é constante
em [a,b] entdo podemos supor, sem perda de generalidade que f>0 em algum intervalo
de Ja,b[. Pelo Teorema de Weierstrass, f atinge seu méximo em algum ponto ¢ € [a, b].
Entdo, f (c) >0 e c€la,b . O que resulta em f (c) = 0. O

Teorema. do valor médio
Seja F : U — R uma funcdo C* em U de R. Va eb € U existe um c entre a e b tal

que:
f(0) = fla)=f () (b—a)
oy f0) = fla)
f (C) - (b— CL)

Esse teorema afirma que se tracarmos qualquer segmento de reta entre quaisquer dois
ponto de U, entdo existe um ponto entre eles no qual a reta tangente ao grifico de f é

paralela a esse segmento de reta.

Demonstragio. Construa a funcao:

f(b) = f(a)
(b—a)

E facil ver que go (a) = 0 e go (b) = 0; Pelo Teorema de Rolle existe ¢ €]a, b[ tal que

g0 (x) = f(b) = f(x) + (z =)

! . ~ . ~
go = 0. Derive a expressao acima em relacao a x para obter:
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14 Funcoes Implicitas e suas Derivadas
14.1 Funcao Implicita

Nas condigbes de primeira ordem frequentemente temos variaveis exégenas misturadas
com as enddgenas, como em:

G(z1,...,xn,y) =0

A equagao acima define a variavel endégena y como uma fungao implicita das variaveis
exégenas Iy, ..., Tn.

Teorema (Teorema 15.1). Seja G(z,y) uma fungio C* numa bola em torno de (o, yo)
em R%. Suponha que G(x¢,y0) = ¢ e considere a expressio:

G(z,y) =c

Se (0G/0y)(xo,y0) # 0 entdo existe uma fungao y = Y (x) definida em um intervalo
I em torno do ponto xy que é C'tal que:

1. *

(a) G(x,y(z)) = ¢ para qualquer x em [
(b) y(xo) = yo

oG 8%17
(¢) o (wy) = —Gehgoson)

Considere a funcao:

G(x,y) = 2% — 3zy +y*> — 7= 0 em torno do ponto (zg,yo) = (4, 3)
9¢ — 20 — 3y = —1 em (4,3)
% = 3y*> — 3z = 15 em (4,3) —como OG/dy # y, entdo existe uma fungao C'de x
em torno de (zg,yo)-
Lo 1 8G9z (w0,
Além disso, y'(zo) = —W = %
Y1~ Yo + ¥y (20)Ar = 3 + %5(0, 3) para x; = 4, 3.

Teorema (Teorema 15.2). Seja G(z1,

oo T, y) uma fungao C' numa bola em torno do
ponto (x7, .

@ y*). Suponha também que (3, ..., x5, y*) satisfaz:

G(zy,...,x5,y") =c

8G * k *
Fy(‘%‘la'“aﬁkny ) 7& 0
Entao existe uma fungio C* y = y(x1,

.., Tk, y) definida numa bola aberta B em torno
de (x%,...,x}) tal que:
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(a) G(xy,...,zy(x1,..., 7)) = c para qualquer (zy,...,75) € B

(b) v =y(z], ... x})

-y ok «\ _ _ 0G/0x;(ay,...x%)
(€) Vi 5o (31 ) = ~ 5oyttt

14.2 Funcao Inversa

Teorema. Teorema da Fungdo Inversa

Definicao. Uma funcdo F' : R” — R™ é sobrejetora se para cada b em R"™ existe pelo
menos um z em R” tal que F(x) = b. Uma funcao F' é injetora se, para qualquer b em

R™, existe no maximo um = emR" tal que F(x) = b.

Definigao 12. Seja zp um ponto no domino de F': R" — R™ com F(xg) = by. Entao, F'
é localmente sobrejetora em x4 se dada qualquer bola aberta B,(zg) em torno de zy em
R™, existe uma bola Bs(by) em torno de zp em R™ tal que, para cada b em Bg(by), existe
pelo menos um = em B,(xg) tal que F(x) = b. Analogamente, F' é localmente injetora
em xg se existem uma bola B,(xy) em torno de xy em R"e uma bola B(by) em torno de

boem R™ tais que, Vb em Bg(by) existe no maximo um z em B, (z) tal que F(x) = b.

Teorema (Teorema 15.8). Seja F : R* — R™ uma fungio C* com F(z*) = b*. Seja

DF,«a matriz jacobiana m X n de F' em x*:

(a) Se DF,«é sobrejetora (n > m = posto de DF,«), entdo F' é localmente sobre-

jetora em x*

(b) Se DF,.é injetora (m > n = posto de DF,.), entdo F é localmente injetora

em x*

Teorema (Teorema 15.9). Seja F : R — R™ uma fungdo C' com F(x*) = y*. Se DF,¢é
nao singular, entao existem uma bola aberta B,.(x*) em torno de x* e um conjunto aberto
V' em torno de y* tais que F' é uma aplica¢io injetora e sobrejetora de B,(z*) em V. A

inversa natural F~1 : V — B,(z*) é também Cle

(DFil)F(x*) = (DFZ*)il

Observagao. Uma aplicacao F' continua e injetora de um conjuto U sobre um conjunto V',
que possui uma inversa F'~! : V — U continua, ¢ denominada homeomorfismo entre U e
V. Se F e F~1sao C!, F é dita um difeomorfismo entre U e V.
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15 Formas Quadraticas e Matrizes Definidas

Uma forma quadratica sempre assume o valor zero no ponto x = 0.

2 ¢ sempre

A forma quadratica geral de uma varidvel é y = az®. Se a > 0, entdo ax
> 0 e é igual a zero somente quando x = 0. Tal forma é chamada positiva; z = 0 é um
minimo gloobal. Se a < 0, entdo ax? < 0 ¢ igual a 0 quando x = 0.Tal forma é chamada

negativa; x = 0 é seu maximo global.
o Formas quadraticas positivas ou negativas, sao ditas como definidas.

o Qxy, x9) = x% — x%, que assumem valores tanto positivos quanto negativos sao

chamadas indefinidas.

Ha dois casos intermediarios: uma forma quadratica que é sempre >, mas pode ser
zero em alguns x nao nulos, ¢ chamada de nao negativa. Veja por exemplo, Q4(23, x3) =
(1 + 29)? = 2% + 27179 + T3, é nunca negativa, mas é zero em pontos nao-nulos como
(z1, m3) = (1, —1) ou (—2,2). Uma forma quadratica como Qs(xy, x2) = — (1 +2)* que
nunca é positiva, mas pode ser zero em alguns x fora da origem é chamada nao-positiva.

Formas quadraticas nao-negativas ou nao-positivas sao chamadas de semidefinidas.

15.1 Matrizes Simétricas Definidas

Definigao. Seja A uma matriz simétrica nxn. Entao A é:

(a) positiva se xT Ax > OVx # 0 em R™;

(b) ndo negativa se x7 Axr > 0;

(c) negativa se x Az < 0;

(d) nao positiva se z1 Az < 0;

(e) indefinida se z7 Ax > 0 para alguns z em R" e x7 Az < ( para outros z em
R™.

Definicao. Menor Principal: Seja A uma matriz nxn. Uma submatriz principal de
ordem k de A é uma submatriz de A de tamanho kxk formada a partir de A suprimindo
n — k colunas, digamos, as colunas iy, %o, ..., i,_ € as mesmas n — k linhas, ou seja, as
linhas i1,is, ... ,i,_r. O determinante de uma submatriz principal kxk é denominado um

menor principal de ordem k de A.

Definicao. Seja A uma matriz n x n. A submatriz principal de ordem k de A obtida
suprimindo as ultimas n — k linhas e as ultimas n — k colunas de A é denominada a sub-
matriz principal lider de ordem k de A.Seu determinante é denominado o menor principal
lider de ordem k de A. Vamos denotar a submatriz principal lider de ordem k por Ay e

o correspondente menor principal lider por ’ Ak‘.
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Uma matriz n X n tem n submatrizes principais lideres.

Teorema. 16.1:

Seja A uma matriz n X n simétrica. Entdo,

(a) A ¢é positiva se, e somente se, todos os n menores principais lideres sao (estri-

tamente) positivos.

(b) A é negativa se, e somente se, os n menores principais lideres de A alternam

de sinal, como segue:

\Al\ <0,

AZ] >0,

Ag' < 0, etc.

O k-ésimo menor principal lider deveria ter o mesmo sinal de (—1)F.

(c) Se algum menor principal lider de A de ordem k (ou um par de menores) é
nao nulo mas nao encaixa em nenhum dos dois padroes de sinal acima, entao
A é indefinida. Este caso ocorre quando A tem um menor principal lider de
ordem k negativo com k um inteiro par ou quando A tem um menor principal
lider negativo de ordem k e um menor principal lider positivo de ordem [, com

k e [ dois inteiros impares distintos.

Teorema. 16.2:
Seja A uma matrizn X n simétrica. Entdo A € ndo negativa se, e somente se, todos 0s
menores principais de A sdo > 0; A € nao positiva se, e somente se, cada menor principal

de A de ordem impar ¢ < 0 e cada menor principal de A de ordem par ¢ > 0.

15.2 Restricoes Lineares e Matrizes Orladas

Como a maioria dos problemas em economia envolve restrigoes sobre as varidaveis em

estudo, discutiremos as formas quadraticas restritas a subespacgos de R™ :

a b\ [z
Q(z1, z2) = ax? + 2bx139 + 3 = (xl Ig) '
b ¢ T

Al’l + Bl’g = 0.
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Entao Q¢ positiva no conjunto-restricao se, e somente se aB? —20AB +cA%? > 0. E Q

é negativa se aB? — 20AB + cA% < 0.

Alternativamente:
0 A B
aB? —20AB +cA?=—det | A a b
B b ¢

Teorema. 16.3:
A forma quadrdtica Q(z1, T2) = ax? + 2bx1z9 + cx3 € positiva (respectivamente, ne-

gativa) no conjunto-restrigio Axy + Bxry = 0 se, e somente se, o determinante:

0 A B
det |A a b
B b ¢

¢ negativo (respectivamente, positivo).

Teorema. 16.4:
Para determinar a classificacdo da forma quadrdtica,

@11 Q12 - Qin il
Q12 QAg2 -+ A2y To
T
Q(z) =" Ax = (xl afn)
A1p A2 " Ann Tn

de n varidveis, restrita ao conjunto-restricio Bx = 0 dado por:

Bll Bl2 T Bln

&
N
o O o O

Bml Bm2 an

equagoes lineares, construa a matriz simétrica orlada H de tamanho (n+m) X (n+m)

colocando os coeficientes B da restricao linear na orla acima e a esquerda de A :

g_ [0 B
S \BT Al

Confira os sinais dos ultimos n —m menores principais lideres de H, comegcando com

o determinante de H mesmo.
Se det H tem o mesmo sinal de (—1)" e se estes ultimos n — m menores

principais lideres alternam de sinal, entdao ) é negativa no conjunto-restricao
Bz =0 e x =0 ¢éum max global estrito de () neste conjunto-restricao.

(a)
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(b) Se det H e estes tultimos n — m menores principais lideres tém todos o mesmo
sinal de (—1)™, entao @ é positiva no conjunto-restricio Bx =0 e x = 0 é um

min global estrito de () neste conjunto-restri¢ao.

(c) Se ambas as condigoes a) e b) sdo violadas por menores principais lideres nao-
nulos, entao () ¢é indefinida no conjunto-restricio Bx = 0 e x = 0 ndo é nem

um max nem um min de () no conjunto-restri¢ao.

Teorema. 16.5:
Para determinar a defini¢ao de uma forma quadrdtica Q(xy, ..., x,) sujeita auma res-

trigao linear, construa a matriz orlada H de tamanho (n + 1) X (n + 1) usual como em:

Ay oan - an
Hn+1 =
An A1p  * Qpp

Suponha que Ay # 0. Se os ultimos n menores principais lideres de H, 1 tém o mesmo
sinal, entdo Q) € positiva no conjunto-restricio (e x = 0 é um min restrito de Q). Se
0s ultimos n menores principais lideres de H, 1 alternam o sinal, entao Q) é negativa no

conjunto-restrigio (e x =0 € um max restrito de Q).

16 Otimizacao nao condicionada

Definicao. Seja F': U — R uma fungao real de n variaveis, cujo dominio ¢ um subcon-
junto do R".

1. Um ponto z* € U é méximo de F' em U se F(x*) > F(z) para cada x € U.

2. Um ponto z* € U é um maximo estrito se * é um maximo e F'(z*) > F(z) para

cada x # x* em U.

3. Um ponto z* € U é um méximo local de F' se existe uma bola B,(z*) em torno de
z* tal que F(z*) > F(x), para cada z € B.(z*)NU.

4. Um ponto z* € U é um maximo local estrito de F' se existe uma bola B,.(z*) em
torno de z* tal que F(z*) > F(x) para cada = # z* em B,(z*) N U.

Observagao. Invertendo as desigualdades, temos as defini¢es de minimo.
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16.1 Condicoes de primeira ordem

Teorema. (17.1) Seja F : U — R uma fungio C' definida num subconjunto U de R™.
Se x* € um mdximo ou um minimo local de F' em U e se x* é um ponto interior de U,

entao:
oF

8:62-

(") =0,Vi=1,..n

Demonstragdo. (méximo local)

Seja B = B,(z*) uma bola em torno de z* com a seguinte propriedade: F(z*) > F(x)
para cada x € B. Como z* maximiza F' em B, x* também é o maximo de F' em qualquer
segmento de reta paralelo a um dos eixos que passa por z* e estd contido em B. Em
outras palavras, x; maximiza a funcao de uma variavel:

x

* * * *
x, = F(a], . xl_ a2, ..., x))

;ir?x;:rr) €, entao: LFZ(«I*) = 0, Vi= ]_, cy N O]

para z; € (x o

16.2 Condicoes de segunda ordem

Condicgoes suficientes

Defini¢do. Um ponto n-dimensional z* é um ponto critico de uma fun¢ao F(z ..., x,)

se x* satisfaz:

OF
8%

Teorema. (17.2) Seja F : U — R uma fungdo C? cujo dominio é o aberto U em R™.

() =0,Vi=1,..,n.

Suponha que x* € um ponto critico de F, isto €, satisfaz a definicao anterior:

1. Se a hessiana D*F(x*) é uma matriz simétrica negativa, entio x* é um mdrimo

local estrito de F'.

2. Se a hessiana D*F(x*) é uma matriz simétrica positiva, entdo x* é um minimo local
estrito de F.

3. Se D*F(z*) é indefinida, entdo x* ndo é nem um mdzimo local nem um minimo
local de F.

Definigdo. Um ponto critico z* de F' para o qual a hessiana D?F(x) é indefinida ¢

denominado ponto de sela de F'.

Teorema. (17.3) Seja F : U — R uma fungio C? cujo dominio é um conjunto aberto U

em R™. Suponha que:

gi@ﬂ:QV¢:me
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e que os menores principais lideres de D*F(x*) alternam de sinal em x*:

Fl’lxl FZ‘Q.Z‘l F$3561
> 0’ Fxle FZEQ(EQ Fm3m2 < 0,
F‘Tlms Fx2x3 Fzgmg

Fxlxl Fa:gxl

F
171
Fxlxz szxz

< 0,

Entao, x* ¢ um mdximo local estrito de F'.

Teorema. (17.4) Andlogo, os menores principais lideres devem ser todos positivos para

que x* seja um minimo.

Teorema. (17.5) Se os menores principais lideres ndo respeitam esses critérios, entdo

x* € um ponto de sela.

Condicoes necessarias

A desigualdade fraca substitui a desigualdade estrita. Em resumo, substituimos as
condicoes de negativa e positiva da hessiana de F' pela exigéncia que a hessiana deve ser
nao positiva (maximo) e nao negativa (minimo).

Nessas condicoes, os teoremas 17.6 e 17.7 reproduzem os resultados dos teoremas 17.3
e 17.4.

16.3 Maximo e minimo globais

Maximo global de funcoes concavas

Teorema. (17.8) Seja F : U — R uma funcio C* cujo dominio é um subconjunto aberto

e convezro de R™.
(a) As 3 condigoes sdo equivalentes:

1. F' é uma func¢ao concava em U,
2. F(y) — F(z) < DF(x)(y — =) para quaisquer x,y € U; e

3. D?F(x) é ndo positiva para qualquer z € U.

(b) As 3 condigoes sdo equivalentes:

1. F' é uma func¢ao convexa em U;
2. F(y) — F(z) > DF(x)(y — =) para quaisquer x,y € U; e

3. D?F(z) é nao negativa para qualquer z € U.
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(c) Se F' é concava em U e DF(z*) = 0 para algum z* € U, entao x* é um méaximo
global de F' em U.

(d) Se F' é convexa em U e DF(z*) = 0 para algum z* € U, entao x* é um minimo
global de F' em U.

Exemplo. Seja F(z,y) = 2® — y> + 9xy.

As derivadas:
F,=32"4+9 =0

F,==3y>+ 92 =0

Pela razao %, temos:
Y

IQ T

FTy €Y=
Logo:
32° + 9z =0
32? = -9z
y=—-3ex =3
y=0ex=0

FIE(E F €T
A hessiana: D?F(z*) = ( Y )

F,y
As derivadas segundas:

F,. = 6x
Fyy = —6y
Foy=Fp =9
6 9
E teremos: v
—6y

Como: Fpp > 0; FppFyy — FryFye >0
—36xy — 81 > 0 (minimo)
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—36zy — 81 < 0 (maximo)

Entao:

(0,0): ponto de sela: F,, =0 e det = —81.

(3, —3): minimo local estrito: F,, = 18 e det = 243.
(—3,3) : maximo global: F,, = —18 e det = 243.

17 Otimizacao com restricoes I: Condicoes de Pri-

meira Ordem

Teorema. 18.1:
Seja f e h funcoes Clde duas varidveis. Suponha x* = (z1, x5) € uma solugdo do

problema:

maz f(z1, T3) s.a h(zy, xs) =c

Suponha também que (x3, x3) nao é um ponto critico de h. Entao existe um nimero

real p* tal que (x5, x5, p*) € um ponto critico da fungdao lagranngiana. Temos:

I —0; 2L —0e % =0

Ox1 ’ Oxo o
Observacdo. Se 2 e I fossem zero no maximo a reducéo de um problema com restricoes
oz o1
para um problema sem restrigoes, isto é, L(z1, 2, ) nao funcionaria. Essa imposigao

Vh(z) # 0 chama-se qualificagdo da restrigao.

Demonstragao. Note que f e h sdo tangentes em z*. Entao

V(™) = p".Vh(z")

Em seguida consideramos o problema de maximizar uma funcdo f(zy,...,z,) de n

variaveis condicionada por mais de uma, digamos, por m restricoes de igualdade. Se-

jam hy(x), ..., hy,(x) as fungoes que definem o conjunto-restricio. Em outras palavras,
queremos
max ou min f(xq,...,%,)
sujeito a

Ch={zx=(21,...,2,) | i(z) = ay,..., hpn(T) = an}

Entao:
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oh . .. Oh oh
(8;;51@)’8352(:6)’ ($)>7é(0707""0)

A generalizacdo natural caso estejamos tratando com m fung¢des envolve a derivada

Jacobiana:
Oh (%) . Oh1 (x%)
ox1 Oxn
Dh(x*) = : . :
Ohm(zx) = Ohm(zx)
ox1 Oxn
De modo geral z*¢ um ponto critico de h = (hq, ..., hy,) se o posto da matriz

Dh(xz*) < m. Mais formalmente dizemos que (hq, ..., h,,) satisfaz QRND (Qualifi-

cacdo da Restricdo Nao Degenerada) em z* se o posto da matriz Jacobiana Dh(x*) é

igual a m.
O]
Teorema. 18.2:
Sejam f, hy, ... hy, fungoes C' de n varidveis. considere o problema de mazimizar

(ou minimizar) f(x)no conjunto-restrigio:
Ch={oz=(v1, ..., xn): hi(z)=ay, ..., hp(z) = ap}.

Suponha que xx € Cj, e que xx é um max ou um min (local) de f em Cj. Su-

ponha também que x*satisfaz a QRND acima. Entdo existem py, ..., pr tais que
(xy, .o, @k, pwy, ., ) = (2, p*) € um ponto critico do lagrangiano

Exemplo:U (21, ;) = kxfxy ™ s.a S piri=b

17.1 Uma Restricao de Desigualdade
max f(z, y) s.a g(z, y) <b

Algumas consideragoes:

A restricao é ativa, isto é, se g(x, y) —b = 0 entdoA > 0. A restri¢do é inativa quando
A = 0. Tal situagdo, na qual uma das duas desigualdades deve ser ativa, ¢ denominada

condigao de folga complementar (slackness condition).
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Teorema. 18.3:
Suponha que f e g sio funcoes C* em R* e que (x*, y*) mazimiza f no conjunto-

restricao g(z, y) <b. Se g(z*, y*) = b, suponha que:
(", y) #0ou §(a*, y) #0
L(l'a Y, )‘) = f(.%', y) - )\[Q(Z‘, y) - b]

Entao, existe um \* tal que:

(a) 9L (2, y*, A*) = 0.
(b) 9Ly, ', A7) = 0
() Ag(z®, y) =] = 0
(d) A>0
(e) gla®, y7) < b
Teorema. 18.4:
Suponha que f, g, ..., g sao fungoes C* de n varidveis. Suponha que v* € R™ é um

max local de f no conjunto-restricao definido pelas k desigualdades

gi(xy, oy ) < by, oo ge(T, -, x) < by

Para facilitar a notagdo, suponha que as primeirask restricoes sao ativas em x* e que
as ultimas k — ko sdo inativas. Suponha que a sequinte QRIND estd satisfeita em x* :

O posto x* da matriz Jacobiana

o91(=z*) . Ogi(z¥)
ox1 0xn

O, (T*) . agko (z*)
ox1 0xn

das restricoes ativas é kg, ou seja, é o maior possivel.

Forme o lagrangiano:

L(zy, ..., xn, Aty oo M) = fo) — Z/\z[gz(‘r) — b
i=1
Entao existem multiplicadores X7, ..., \j tais que:
(a) (%Ll(:c*, ) =0, ..., ;;—Ln(:c*, A) =0

(b) Mlgi(z™) = 0] =0, ..., Afgn(a™) —bi] =0
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Teorema. 18.5:
Suponha que f, g1, ..., gu, hi, ..., hm sdo funcoes C' de n varidveis. Suponha que
x* € R™ é um max local de f no conjunto-restricao definido pelas k desigualdades e pelas

m igualdades:

gi(zr, oo, xn) <by, oo, gk(Tr, oo, x) < by

hi(zy, ..., xn) =c1y o ooy hp(T1, o0, Ty) = O

Sem perda de generalidade, podemos supor que as ko restrigoes de desigualdade sao
ativas em x* e que as outras k — ko restricoes de desigualdade sdo inativas. Suponha que
a sequinte QRIND estd satisfeita em x*.

O posto em x* da matria Jacobiana

9g1(z*) | 9g1(z™)
ox1 Oxp
agko ($*) . 69k0 (x*)
oz Oxp
Oh1(z*) Oh1(z*)
ox1 0xn
Ohm(z*) . Ohm(z¥)
ox1 0xn

das restricoes de iqualdade e das restrigoes de desigualdade ativas é ko +m, ou seja, €
0 maior possivel.

Forme o lagrangeano

Lz, ooy Ty Ay ooy Ak 1, -5 M) = f(2) = 2008 Nilgs — bi] + palhi(z) — ¢

Entao existem multiplicadores Ay, ..., A;, pi, ..., [, tais que:
(a) g—é(:p*, A)=0, ..., %(w*, A) =0
(b) Xl () — b1 = 0, ..., Mlga(z®) — b =0
(c) hi(z*) =c1,y ooy hp(2*) = ¢
(d) AP0, A1 20

(e) Gr(x*) < by, oo, ge(a®) < by
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e O Teorema 18.6 para um min global é analogo ao 18.5 invertendo-se as restri¢oes

17.2 Formulacao de Kuhn-Tucker
Maz f(x1, ..., ,2n) 5.6 g1(T1, ..., ) < by, ooy ge(T1, oy ) < by,

21>0,...,2,>0 (16)

KUHN e TUCKER trabalharam em um lagrangeano que nao inclui as restrigoes de

nao negatividade:

L(z, My ooy A U1, ooy 0) = L7(2, Ay ooy Ag) +Zvi:v,-
i=1

\v/.] = 17 ) n?
gTLj = %ﬁ; +v; =0 ou %’?E; = —v;
%é; <0e .73]'%LI; 0
Por outro lado para cada z,
oL~ 0L
= 22 b —gi(x) >0
o oy, hmele) 2
Resumidamente:
oL~ oL~
<0; x; =0 >0 17
ax] = ) xj axj ) :'Uj ( )
oL~ oL~
>0; \j =0; A\ >0 18
on, = Mang T = (18)

Teorema. 18.7:

Considere o problema de mazximizag¢io condicionada (1) sem restrigoes de igualdade e
com uma colecao completa de restricoes de nao-negatovodade. Forme o kuhntuckeriano
L™, e suponha que x*é uma solucio de (1) e que a matriz (99i/oz;) tem posto mdzimo
em x*, onde os 1 variam sobre os indices das restricoes g; que sao ativas em x* e 0s j
variam sobre os indices para os quais x; > 0. Entao existem multiplicadores nao-negativos

1, ooy AL tais que xy, ..., TE, AL, ..., AL satisfaz o sistema de equagoes e desigualdades

(2) e(3) .



Exemplo. Maz U(xy, x2) s.a Y piz; <b

L™ (w1, w2, A) = U(w1, 22) = AD_ pizi — D)
Ly =Ux1—Ap1 <0; x1Ly, =0; 2120
L;2 = Ux? - )\p2 < O; l’ngQ = 0; To > 0

LY =pix1+pera—0=>0; ALY=0; A >0

Suponha U(z1, x2) = 29°29° p~ = (1,1) e b = 100.
Ly =0507°29° =A< 0; 1Ly, =0; 21 >0
Ly =052z, = A <0; 2oLy, =0; 25>0
LY =21 +25—100>0; ALy=0; A>0
A>0 = Ly=0; 2y,29>0 =L, =L,,=0

T+ To = 100

051,—05 0.5 é % <‘I.2>_1
0.529°x; 05 = A /)

To = T1

21 =50; 25 =50; A=05

Usando:

T; = 041% — T :0.5¥ x1 = 50.

Exemplo. 2

Max w=2xy sujeitoa z+y <100
T <40
z,y 20

85
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L' =y + X\ [100 — 2 — y] + )Xo [40 — 2]

Li=y—XM—X2<0 2>0 e z.L,=0 (1)
Ly=2—X\<0 y>0 e yL,=0 (2)
Ly=10—-2—y>0 A\ >0 e A.Ly, =0 (3)
Ly, =40—2>0 X >0 e MLy, =0 (4)

Suponha z ou y =0 desde que essa solugao atenda (1)-(4). Vocé pode supor que Ajou
Ao S840 iguais a zero e assim essa restri¢cao sera nao vinculadora. Entao o multiplicador de
Kuhn-"Tucker sera zero por folga complementar. Nesse exemplo z ou y iguais a zero nos

levaria a um nivel zero de utilidade o que nao faz sentido econémico. Se y,z > 0 entao
L,eL,=0

y= i+ (1)
y=1x+ A (5)

Vamos “chutar” que a restri¢ao 2 seja nao vinculadora. Entao:

y=z(5)

A1 > 0entao Ly, =0

100 — 22 >0
1
ﬂ:x%50—>1\/{asviola2

Entao a restricao de racionamento ¢ vinculadora:
A=0; L, =0—=40=1=x (4)

por (2) z = A\, = 40;

por (5) y=x+ Xy =40+ Xy
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Se Ay >0; Ly, =0
100=2+y
100 = 40 + 40 4 A2

20 = \; (6)

Inserindo (6) y = 400 + 20 = 60

Esta solucao atende a todas as restrigoes.

Observagao. O caso de n variaveis e m restrigdes é andlogo.

Exemplo. Maximizar f (z,y) = 22 + y? sujeita a 2r +y <2 e xz,y > 0.

Solucgao:

Vamos montar o Lagrangeano usando o teorema de Kuhn-Tucker. Como estamos
buscando um maximo devemos usar a desigualdade da restricao do seguinte modo: 2 —
20—y >0

L=2+y"+\[2—22—1y]

As condigoes de primeira ordem sao as seguintes:

L,=2x—-2\<0; z>0; zL, = 0; (19)
L,=2y—X<0; y>0; yL, =0; (20)
In=2-20—y>0; A\>0; AL, = 0; (21)

CHUTE 1:

x=0;yeA>0

Se z = 0 entdao L, nao pode ser usada em igualdade. Usamos (3) para encontrar que
y=2 e (2) para obtermos A = 4. Portanto a solugao 5(0,2,4) atende as restri¢oes (1), (2)

e (3). Insira os valores de z,y e \ nessas equagoes e verifique vocé mesmo.

CHUTE 2:

y=0; xeA>0

Se y = 0 entao L, nao pode ser usada em igualdade. Usando (3) temos que z=1 e por
(1) obtermos A = 1. Portanto a solugao S(1,0,1) atende as restrigoes (1), (2) e (3).



CHUTE 3:
y,x e \=0;
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A solugao S(0,0,0) é possivel e atende a todas as restrigdes.

CHUTE 4:
y,zeA>0

Desse modo, podemos usar as equagoes (1), (2) e (3) em igualdade. Por (1) obtemos

que = X e por (2) 2y = x. Usando esse resultado em (3) teremos que y = 2 e entdo

x:)\zg.AsolugéoS(

4.2 4
57575

) atende a todas as restrigoes.

Finalmente para encontrarmos o ponto de maximo global, precisamos inserir os valores

de z e y oriundos da maximizagao na fungdo objetivo, como segue:

5(0,2) = £(0,2) = (0)* + (2)* = 4

S(1,0) = f(1,0) = (1)*+(0)° =1

S(0,0) = £(0,0) = <20>2 - <g>2 =0
S(E9) =7 (1) = () + () =g -0s

Portanto o maximo global é atingido em S(0,2,4).

Exemplo. 4.Minimizacao. Minimizar equivale a menos maximizar a funcao objetivo.

Em termos praticos:

oL oL
>0z >0ex;—=0
a$j_ 7xj_ eq;ﬂ &ch
oL oL

<O N>0e N — =
oy, S Az le A =0

Min C = (z; — 4)* + (zp — 4)?

21’1 + 3$2 Z 6
—3[E1 — 21‘2 2 —12

x1,T2 > 0

L= (z;—4)%+ (z2 —4)* + M\ (6 — 221 — 333) + Ag(—12 + 275 + 377)

L, =2(x1 —4) =2\ +3X>0; 21 >0; x1L,, =0

Lx2 = 2(.732 — 4) — 3)\1 + 2)\2 Z 0; i) Z 0; .’IQLIQ =0
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L)\1:6—2.’171—3£132§0; )\120; )\1L,\1:O
L)\Q = —-12+ 251?2 +3Qf1 S O, )\2 Z 0, )\QL)\2 =0

Fazendo A\ = Ay =0, 21 = % e Ty = %1 resulta na solugao experimental o que viola

a restricao de nao negatividade de xs.
Fazendo x > 0 e y > 0 temos que:
2(xg —4) —3X\ +2X =10 (2)

Multiplicando (1) por 2 e (2) por 3 e subtraido (1) - (2) teremos:

4$1—6$2+5)\1+8:0
Supondo A; =0

233‘1 - 3132 =4

3
1 — 5(132 = —2
Entao Ay > 0 temos que Ly, =0
31’1 -+ 21‘2 =12

3

9
—6 + 51‘2) + 229 = 12

13
18 = ?I‘Q

36

>|<sz2

r = -2+ 5.1’1
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o6

& 8= -3\
— 104
—4
2N
16
*TB = A

Essas solugoes atendem as restrigoes e sdo aceitaveis como solugao final.

18 Otimizacao com restricoes 11

18.1 O significado do multiplicador

Os multiplicadores medem a sensibilidade do valor 6timo da fungao objetivo a variagoes
das restri¢oes e, como uma consequéncia, os multiplicadores fornecem uma medida natural

de recursos escassos em problemas de maximizacao econdémica.

18.1.1 Uma restricao de igualdade

Considere o seguinte problema:

max f(z,y) s.a h(z,y) =a

Vamos considerar que a varia de problema a problema. Para qualquer a (fixo), escreva
(z*(a),y*(a)) para a solu¢do do problema acima e escreva p*(a) para o multiplicador que
corresponde a esta solugdo. Seja f(x*(a),y*(a)) a fungdo de valor 6timo. Vamos provar
que, sob condic¢oes razoaveis que valem para quase todos os problemas de maximizacao,

p*(a) mede a taxa de variagao do valor 6timo f em relagdo ao pardmetro a.

Teorema. (19.1) Sejam f e h fungoes C* de duas varidveis. Para qualquer a fivo, seja
(x*(a),y*(a)) a solu¢io do problema max f(x,y) s.a h(z,y) = a com o multiplicador cor-
respondente j*(a). Suponha que x*, y*e p*sao fungoes C* de a e que QRN D (qualificagio

da restrigio nao degenerada) vale em (z*(a),y*(a), u*(a)). Entdo:

(@) = ("), (@)

Demonstracao.
‘C(xa Y, K3 (I) = .f(x>y> - u(h(x, y) - CL)
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oL of oh

afy(x*(a%y*(a),u*(a);a) =0 = @(x*(a),y*(a),u*(a))—M*(a)afy(fc*(a),y*(a),u*(a))

para cada a. Além disso, temos que: h(z*(a),y*(a)). Usando a regra da cadeia:

%(w 7y ) da/ (a)+ ay(m 7y ) da (a)_l

Sabemos que f*(z*(a),y*(a)), logo:

Cif(x*(a)vy*(a)) = gi(x*(a),y*(a))ig (a) + (;J;(iv*(a),y*(a))if (@

d L Oh dz* L Oh

(@), (@) = 5 (@), (@) e

(@) 425 (0" @) (@) G (@)

L p (@), (@) :w(g’;@w@,ywa»ﬁ*(awg’;w,m >>‘flf<a>)
o)y (@) = 1

18.2 Varias restricoes de igualdade

Teorema. (19.2) Sejam f,hy, ..., hy, fungoes Ctde R™. Seja a = (ay, ..., a,,) uma m-tupla

de parametros exogenos e considere o problema:

max f(x1, ..., Tm)

$.a hi(x1, ..., Tp) = a1, ooy B (21, o, T) = Q.
Seja * = (z75(a),...,x}(a)) a solugiao do problema exposto acima, com correspondentes
multiplicadores de Lagrange pi(a), ..., puy,(a). Suponha também que x; e p} sdo fungoes
diferencidveis de (ay, ..., am) € que vale QRN D. Entdo, para cada j =1,...,m temos:

pi(ar, ..., ap) = f@i(ar, .y am), oy i@, ..oy am)).

da,

Demonstracio. Analoga a anterior. O]
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18.3 Restricoes em desigualdade

Teorema. (19.3) Seja a* = (aj,...,a;) uma k-tupla. Considere o problema (QF) de

mazximizar f(xy,...x,) sujeita as k restrigoes de desigualdade:

g1(zy, . xn) < aj, .., ge(T1, .y xn) < aj.

Seja xi(a*), ..., x5 (a*) a solugio do problema (QF) e sejam Ni(a),...,\ji(a) os corres-
pondentes multiplicadores de Lagrange. Suponha que a medida que a varia perto de a*,
Ty, xh e N, AL sdo fungoes diferencidveis de (ay, ..., ay) e que vale a QRN D em a*.

Entao, para cada j =1,..., k temos:

)‘j(a; e CL]:) = a?f(‘f{(a){v ) CL;;), "'7xrz(a>{7 ) a’lt))
J

Demonstra¢do. Escrevemos a* como a. Sejam g; as restrigoes inativas: g;(z*(a)) < a;.
Seja também a;» qualquer numero que g;(z*(a)) < a;- < a; e C" descrito por:

91(21, ., ) < @i, .., ge(21, ..y 2n) < af, com gj(x) < a;.

Como z*(a) maximiza f em C, C' C C e x*(a) € C', segue que r*(a) maximiza f

em C'. Em outras palavras, se ¢ = (ay, ...,aj_l,a;-,ajH, ..,ay), entdo z*(a') = x*(a) e,

portanto, f(z*(a’)) = f(2*(a)), de modo que o valor maximo de f nio é afetado quando

a; varia um pouco. Isso implica que:

9
8aj

fxi(ar, .y am), -y xi(ag, ...,am)) =0
Como Aj(a) = 0, a equagio

*

)‘j(a; BT CL]:) = a?f(‘f{(a){v ) CL;;), "'7xrz(a>{7 ) a’k))
J

vale para para restrigcoes em desigualdade inativas. O

18.4 Teoremas de envoltoria

Os teoremas 19.1-19.3 sao casos especiais de uma classe de teoremas que descrevem como
o valor 6timo da func¢ao objetivo num problema de otimizagao parametrizado se altera
quando um dos parametros se modifica. Tais teoremas sao denominados teoremas de

envoltéria. Comegamos com o teorema da envoltoria para problemas sem restrigoes.
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Problemas sem restricoes

Teorema. (19.4) Seja f(x;a) uma fungio C* de x € R™ e a escalar a. Para cada escolha
do parametro a, considere o problema sem restricoes: max f(x;a) em relagio a x.

Seja x*(a) uma solugao do problema. Suponha que x*(a) é uma fungio C* de a. Entdo:

d * . — 6 * .
7a) (@ (a)ia) = o f("(a); a).

Demonstragdo. Calculamos a regra da cadeia, tal que:

i o of dx; af af
o (@) = 3 5 @):0) G @) + 5o 0 @) o) = o (0)s0)
pois 3 of (x (a);a) =0,Vi=1,..n. ]
Exemplo. Suponha que f(z;a) = —2% + 2ax + 4a®. Desejamos escolher z que maximize

essa funcao.

’

f(r;a)=—-2x4+2a=0 — z*(a)=a

0
f(z*(a);a) = —a® + 2a* + 4a*> = 54> — af(x*(a);a) = 10a
a
Se aplicassemos diretamente o teorema de envoltoria, poderiamos ter pulado o primeiro
passo e encontrado:

Avaliando f em z*(a), isto é, f(z*(a);a) = —2* + 2ax* + 4a*:

of dz* dx ., dx*dx
8(1( “(a);a) = dz da +2< dr da

)+8a—2$ + 8a = 10a.

Exemplo. 7(p;a) = mgx(pay —c(y))

Primeiramente, calcule y(«): pa = ¢ (y)

d7r 0
o= oa ~—(pay —c(y)) = py >0

™ (p; ) = pay*(a) — c*(y* (@)

dr* dy* dy

= Doy 7_’_ *(@)_dc*@ *
da - P dy do by dy do

— py >0

18.5 Problemas com restricoes

Teorema. (19.5) Sejam f,hy, ..., hy, : R"XR — R fungées Ct. Seja x*(a) = (z%(a), ..., x5 (a))

rn

a solugio do problema de maximizar x — f(x;a) no conjunto restri¢ao:
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hi(z;a) =0,..., hg(z;a) =0

para qualquer escolha do parametro a. Suponha que x*(a) e os multiplicadores de Lagrange

pi(a), ..., uxp(a) sio fungoes C* de a e que vale a QRN D. Entao:

d oo 0L . :
%f(x (a);a) = %(ﬂf (a), p(a); a)

onde L € o lagrangeano natural deste problema.

Demonstracio. A prova é deixada como exercicio. O

18.6 Condicoes de segunda ordem

Problemas de maximizacao com restricao

Teorema. (19.6) Sejam f,hy, ..., hy, fungoes C? em R™. Considere o problema de mazi-

mizar f no conjunto restricdo:

Ch={z:h(z) =c,.., hi(x) = ¢}

Forme o lagrangeano:

L(z1, oy Ty fi1, ooy i) = f2) = pa(ha(2) — 1) — oo = p(h(@) — ),

e suponha que:

(a) x* estd no conjunto restricio Ch;

(b) Hd uy, ..., 1y tal que: 88751 =0,..., % =0, g—lﬁ =0,..., % =0, para 0s pontos
($>{7 -"7$Z7#T7 nu;:)a

(c) A hessiana de L com respeito a x em (x*,pu*), D2L(x*, 1*), € negativa no

conjunto restrigio linear, ou seja, v # 0 e Dh(z*)v = 0 = vI D2L(z*, u*))v <

0. Entdo x* € um mdzximo condicionado local estrito de f em Cj,.

Primeiramente, vejamos a prova do teorema 19.6 para o problema de maximizacao con-

dicionada mais simples: 2 variaveis e uma restricao de igualdade.

Teorema. (19.7) Sejam f e h funcoes C* em R?. Considere o problema de mazimizar f

no conjunto restrigio Cp, = {(z,y) : h(z,y) = ¢} . Forme o lagrangeano:

L(x,y, 1) = f(x,y) — p(h(z,y) —c).

Suponha que (x*,y*, u*) satisfaz:
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(a) % =03 =0 g =0em (&y ) e

0 oh oh
ox oy
oh  9%°L %L * ok k
(b) det| 52 55 Bwoy | >0 em (x*,y*, u*).
oh 9L 9L
Oy Oydxr  Oy?

Entao, (z*,y*) € um mdzimo local de f em Cj,.

Demonstragio. A condigao (b) implica Vh(z*, y*) # 0. Suporemos que (gZ) (x*,y*) # 0.

Entéao, pelo teorema da fungao implicita (Teorema 15.1), o conjunto restrigdo Cj, pode ser

considerado como o grafico de uma funcio y = ¢(x) que ¢ C' em torno de (z*,y*); em

outras palavras: h(z, ¢(x)) = ¢, para qualquer x perto de z*. Derivando-a, temos:

2 70N+ g (o) (@) =0 ou ¢ =~ T

Seja F(z) = f(z,¢(x)) a funcdo f calculada em Cj que é uma fungao variavel nao
restrita. Pelas condi¢bes usuais de primeira e de segunda ordens para tais funcoes, se
F'(z*) = 0 e F'(2*) < 0, entdo * serd um méximo local estrito de F e (z*,y*) =
(z*, ¢(x*)) serd um maximo local condicionado de f.
of

F(@) = 5 (@0(a) + G .60 ()

Multiplicando 2%(z, ¢(z)) + %(.CE, ¢(2))¢ (x) = 0 por -u*, somando com a F'(z) acima

e calculando ambas em © = z* :

oc, . . RN/ S
= %@ YY)+ 9 (x )?y(x YY)
Agora, tome mais uma derivada de F(z) em z*, coloque y* = ¢(z*) na equagio
anterior, entao, teremos:
1 - 82£ 2 82£ 827£ !

* lrox *\2
(@) =52+ 78x6y¢(x)+8y2 (z%)" =

oor e [ 2\ oo 2\
= o T 2ogay "o | g || =
1 [ee(on) e onon e (on)’
B ah>2 o2 \ By dxdy 0z Oy Oy2 \ Oz

(%
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que é negativa pela hipétese (b) do teorema. Como F'(z*) =0 e F"(2*) < 0, implica
que z — F(x) = f(z,¢(r)) tem um maximo local em x* e, portanto, f restrita a Cj tem

um méaximo local em (z*, y*). O

18.7 Problemas de minimizacao
As C'SO para um problema de minimizagao condicionada envolvem a positividade de
D2L(z*, u*) no espago nulo de Dh(z*), substituindo a condigao:
v#0e Dh(z*)v=0= v D2L(z*, 1*))v < 0

por:

v #0e Dh(z*)v =0= v (D2L(z*, u*))v > 0.

Lembre que se det H tem o mesmo sinal de (—1)" e se estes tltimos (n — m) menores
principais lideres alternam de sinal, entao H é negativa no conjunto restricao. Se det H
e esses ultimos (n — m) menores principais lideres tem todos o mesmo sinal de (—1)™,

entao H é positiva no conjunto restricao.

Observagdo. n é o nimero de varidveis, m é o numero de restrigoes.

18.8 Restricoes em desigualdade
Teorema. (19.8) Sejam f, g1, ..., Gm, h1, ..., by fungoes C* em R™. Considere o problema

de maximizar f no conjunto restri¢io:

Cpn = {5 91(2) < bty o gon(@) < b (&) = 1, o () = 1}

Forme o lagrangeano:

LTy ooy Ty Ay oy Ay 1y ooy i) = [(2) — M1(g1(2) — b1) — oo — A (g () — bpn)
—pi(h(z) —e1) — .. — () — )
(a) Suponha que existam Ay, ..., A\, p1i, ..., 15 tais que valem as condicoes de pri-

meira ordem do Teorema 18.5, ou seja, que:

oL oL IR AY
5r =0, 52 =0 em (%, \*, u*);
e AT >0,...,A >0y
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(b) Intencionando simplificar a notagdo, suponha que gy, ..., g sao restrigoes ativas
em x* € gei1, ..., §m inativas. Escreva (gi,...,g.) como gg. Suponha que a
hessiana de L em relagio a x em (x*, \*, u*) € negativa no sequinte conjunto
restricao linear:{v : Dgg(z*)v = 0e Dh(z*)v = 0}, ou seja, temos: v # 0,
Dgg(z*)v =0, Dh(z*)v =0 = v (D2L(x*, \*, u*))v < 0.

Entao, x* é um mdximo local estrito condicionado de f em Cyp,.

18.9 Versao de minimizacgao
1. Troque “maximizar” por “minimizar”;

2. Escreva as restrigoes de desigualdade como g¢;(x) > b; na apresentagdo do conjunto

restricao Cy p;
3. Troque “negativa” e “< 0” na condigao (b) por “positiva” e “> 0”;

4. Troque “maximo” por “minimo” na frase final.

18.10 Dependéncia suave dos parametros

Teorema. (19.9) Seja x*(a) a solugio do problema parametrizado de otimizag¢io condicio-
nada (S,) e seja p*(a) o correspondente multiplicador de Lagrange. Fiza-se o valor do pa-

rametro a em ag(a = ay). Se a matriz hessiana é nao-singular no ponto (z*(ag), 1*(ap); ap),

entao:
(a) z*(a) e p*(a) sio fungoes C* de a em a = ag; e
(b) QRN D wvale em (z*(ap), p*(ao); ag)-

18.11 Qualificagoes de restricao

Teorema. (19.10) Sejam f e h fungoes C de duas varidveis. Suponha que x* = (x7, z3)
¢ uma solugdo do problema mazx f(x1,xs) no conjunto restricao {(x1,x2) : h(x1,x2) = c}.

Construa o lagrangeano:

E(xh 56’2,#0,#1) = ,Uof(ib’l,b) — M [h ($17$2) - C] .

Entao, existem multiplicadores piy e p tais que:

(a) Wy e i nao sao ambos nulos;
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(b) €0 oul; e
(c) A qudadrupla (x3, x5, pé, 117) satisfaz as equagoes:
o 25 = po (w1, w0) — 2 (11, 22) = 0
o 25 = poF (w1, w0) — (31, 22) = 0
L

g = €= h(z1,22)

Demonstrag¢io. Suponha que (27, x3) é uma solugdo do problema de maximizacao condi-
cionada. Se (z7,z}) ndo é um ponto critico de h, podemos tomar gy = 1 e usar o Teorema
18.1 para deduzir que x7, x5, ui satisfaz o sistema apresentado em (c). Por outro lado
122> 1 )
x k) A4 e oh Oh = ok
se (z7,23) é um ponto critico de h e, portanto, it e 5t em (c) sdo nulos em (27, 23),
odemos tomar pj como sendo qualquer nimero nao-nulo e tomar pug igual a zero. A
1 0

quadrupla x7, 3, u, p7 resultante serd uma solugao do sistema de (c). O

19 Funcoes Homogéneas e Homotéticas

Definigao 13. Dado um escalar k, dizemos que uma fungao real f(x1, ..., z,) é homogénea

de grau k se:
fltoy, . twy,) =t f(zy, ..., 2) Ve;i=1,...neVt>0

De modo geral, em economia trabalhamos com fun¢oes homogéneas em R}

Teorema 10. Seja y = f(z1,...,7,) uma funcio C' num cone aberto de R". Se f é
homogénea de grau k, suas derivadas parciais de primeira ordem sao homogéneas de grau
k-1.

Demonstracao.

ftoy, . tey) =t f(zy, ..., x0)

Tome a derivada em relagao a um z; particular:

Of (try,....tx,) L Of (w1, ..., 2p)
b 8@ =1 8%

Divida ambos os lados por t:

of (twy, ..., txy,) tkflaf(arl, ey T,
[

Teorema 11. Seja y = f(z1, ..., z,) uma fungao homogénea e C' no octante positivo de
R". Os planos tangentes aos conjuntos de nivel de f tém inclinagdo constante ao longo de

raios a partir da origem.
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Demonstragao. Por simplicidade faremos a demostragao para uma funcao de utilidade no
R?%. Basicamente desejamos demonstrar que a taxa marginal de substitui¢ao (TMS) ¢é
constante ao longo de raios saindo da origem. Sejam (z¢, o) € (x1,y1) =t (20, yo) serem
duas cestas de consumo originadas no mesmo raio que tem inicio na orgiem. Escreveremos
u, e u, como as derivadas parciais da funcao de utilidade em relacao a seus pardmetros.

Entao teremos que:

Uy (xla yl) _ Uy (tlEo,tyo)
uy (xla yl) uy (txOJ tyO)

pela defini¢ao de (1, )

t* L, (20, o)

—————=<  pelo Teoremal
"ty (0, o)

Uy (%, ?/0)
uy (mOa y())
O

Teorema 12. (Teorema de Euler) Seja f(z1, ..., z,) uma funcio C! homogénea de grau
k em R . Entao para qualquer x,
of of

18x1+ + 8azn

= k’f(i[}l, ey .I'n)

eV [f(x) =kf(z)

Demonstracio. Defina x = x4, ..., x,,. Derive os dois lados da primeira equac¢ao em relacao
a t obtendo:

df (tx) _ " Of (tx)

T
dt i—1 81’1

d 7 k-1
- 8 (1x)] = kt* 1 f (tx)
Pela defini¢cao de homogeneidade os dois lados esquerdos sao iguais. Fazendo t=1 nos

dois lados direitos, obteremos o resultado desejado. O]

Em seguida aplicaremos os conceitos de homogeneidade para a teoria econémica. Note
que essa caracteristica é interessante para avaliarmos como mudancas nos parametros da
funcao representam em mudancas no comportantes dos agentes, sejam eles firmas ou
consumidores. Num primeiro momento, vamos nos preocupar com as caracteristicas da

funcao de utilidade:

« Utilidade Ordinal: Depende apenas da forma e da localizacdo dos conjuntos de

indiferenga do consumidor;
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« Utilidade Cardinal: Depende da quantidade efetiva de utilidade que a funcao de
utilidade associada a cada conjunto de indiferenca. Deste modo, podemos concluir

que a homogeneidade é uma propriedade cardinal.
Em seguida enunciaremos outra definicdo que é importante para nossa anélise:

Defini¢ao 14. Seja I um intervalo da reta real. Dizemos que g : I — R é uma trans-
formacao monotona de I se g é uma funcao estritamente crescente em I. Além disso, se ¢
é uma transformagao mondtona e u é uma funcao real de n variaveis entdao dizemos que

gou:x — g(u(x)) é uma transformacao mondtona de wu.

Vejamos alguns exemplos:
Seja u(x,y) = xy as seguintes fungoes podem ser definidas como transformagoes
mondtonas de u.

Inu(z,y) = lnx + Iny

exp (u(z,y)) = exp (zy)

3(u(z,y)) +c=3ay+c

(u(z,y))* = (zy)*

Definicao 15. Uma caracteristica de fungoes é dita ordinal se toda a transformacao

monoétona de uma fungao com essa caracteristica ainda possui essa caracteristica.

Observacao. Propriedades cardinais ndo sdo preservadas em transformacgoes mondtonas.

19.1 Func¢oes Homotéticas
Em sintese motivaremos o uso dessas fungoes para a economia:

1. Os conjuntos de nivel sdo expansoes e contragoes radiais uns dos outros;

2. A inclinagao dos conjuntos de nivel é constante ao longo de raios a partir da origem.

Definigao 16. Uma funcao v : R’} — R é denominada homotética se ¢ uma transformacao
mondétona de uma funcao homogénea, ou seja, se existe uma transformagao mondtona
z — g(2) de Rye uma funcao homogénea u : R — R, tais que v (z) = g (u(x)) para

cada z do dominio de wv.

Teorema 13. Seja u : R} — R uma funcao estritamente monétona, Entao, u ¢ homoté-

tica, se, e somente se, para x e y em R,

u(x) >u(y) e ular) >u(ay) Va>0
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A prova desse teorema ¢é simples e sera deixada como exercicio.

Teorema 14. Seja u uma fun¢do C'em R”. Se u é homotética, entdo a inclinagdo dos
planos tangentes aos conjuntos de nivel de u é constante ao longo de raios a partir da

origem. Em outras palavras, para quaisquer i e j e qualquer x em R} :

Ou(tx) Ou(x)

Ou(tx) ~ Ou(x) Vi>0
8:)3]' 6x]~

Demonstra¢io. Suponha que u seja homotética, entao teremos que u (z,y) = ¢ (h(z,y))

para alguma funcdo homogénea h e também monétona ¢ com ¢ > 0.

Ou(tz,ty) 0¢(h(z,y)) Oh(z,y)

Ou(tety) — 9¢(h(zyy)) Oh(z,y)
Jy Oh(z,y) 9y

th—1 Oh(z,y) Oh(z,y)

— oz — ox
th—1 Oh(z,y) Oh(z,y)
Jy Jy

9¢(h(z,y)) Oh(z,y)

_ Oh(z,y) ox
— 9¢(h(z,y)) Oh(z,y)

Oh(z,y) Ay

]

Corolario. Seja u uma fun¢ao Clem R'. Se vale a condi¢io expressa no Teorema 8,

entao Vo em R, t >0 eie jentdio u ¢ homotética.

20 Funcoes Coéncavas e Quase concavas

Definicao 17. Uma fungao real f definida num subconjunto convexo U de R" é concava,

se para quaisquer x e y em U e para todo ¢ entre zero e um:

fltz+ (L —t)y) >tf(z)+ (1 —1) f(y)

Uma funcao real ¢ definida num subconjunto convexo U de R" é convexa, se para quais-
)

quer z e y em U e para todo t entre zero e um, temos:

gtz + (1 —t)y) <tg(z)+ (1 —t) g(y)

Observagao. Se f é concava, -f é convexa.
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Definicao 18. Um conjunto U é um conjunto convexo se dados quaisquer pontos z e y

em U, o segmento de reta ligando z a y:

I(z,y) ={(te+ (1 —1t)y): Vt €[0,1]}

Teorema 15. Seja f definida num subconjunto convexo U de R". Entao, f é concava
se, e somente se, sua restricio a qualquer segmento de reta em U é uma funcdo concava

(convexa) de uma variavel.

Demonstragio. Escolha x e y como 2 pontos arbitrarios de U. Seja g (t) = f(tx+(1 —t) y).

Por hipétese, g é concava. Assim, para t entre zero e um temos:

fltz+ (1 —=t)y) =g(t)

=g(t1+(1—1).0)

> tg(1) + (1 -1) g(0)

=tf(z) + (1 =1) f(y)

consequentemente, f é concava.
Reciprocamente, suponha que f é concava. Queremos mostrar que a fungao é concava
a restrigdo g (t) = f(tz + (1 — t)y) de f ao segmento de reta contendo z e y. Para fazer

isso, fixamos s; e so e tomamos um ¢ entre zero e um. Entao,

g(ts1+ (L —t)sy) = fl(ts1+ (L —t)sa)x + (1 — (ts1 + (1 — 1) s2)) y]

= [ltsiz+ (1 =) s1y) + (1 = 1) (s02 + (1 = 1) 529)]

>tf(tsiz+ (1 —t)s1y) + (1 =) f (saz + (L — 1) s29)

=tg(s1) + (1 —1) g(s2)
Portanto, g é concava. A prova para fungoes convexas é praticamente idéntica. O

Teorema 16. Seja f uma funcdo C' num subconjunto convexo U de R". FEntdo, f é

concava se, e somente se, para quaisquer x e y em U:

f)—f(x) <Df(z)(y—x)
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ou seja,

(Y1 — 1) + ... + agéf) (Yn — Tn)

fly) = f(z) <

Analogamente, f é convexa em U se, e somente se, f (y)— f (z) > Df (z) (y — =) para

quaisquer x e y em U.

Demonstragio. gy, (t) = f(ty+ (1 —t)x)
Entao pela regra da cadeia,

, " 0f

gx,y (t) :Z a

=1

. (x+t(y—2) (v — x4)

Gy (0) =3 5 (@) (s =) = DJ () (v =)

Pelos teoremas 1 e 2, f é concava se, e somente se, cada uma destas g, , ¢ concava se,

e somente se, para quaisquer z e y em U:

9oy (1) = g,y (0) < g, (0) (1 = 0) = g, , (0)

se, e somente se, para quaisquer z e y em U:

f)—f(z) <Df(z)(y—2)
0

Teorema 17. Seja f uma funcao C? num conjunto aberto U de R™. Entao, f é uma
funciao concava em U se, e somente se, a matriz hessiana D?f (x) é nao positiva para z
em U. A funcdo f é uma funcio convexa em U se, e somente se, D?f (x) é ndao negativa

para cada z em U.

Demonstragio. Escolha pontos arbitrarios z e y de U e seja gq, (t) = f (ty + (1 —t) x).
Entao, f é concava em U se, e somente se, cada g¢,, (t) é concava, que é equivalente a

cada g;y (t) < 0. Agora, pela equagao

, "0
0 (=3 &7

i=1

. (z+t(y—m)) (i — x)

e pela regra da cadeia:

0= 5 (2 5 e a) - )

=1
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J

- (ZZ ot ) i >)

j=li=1 j

- (Z <yi—xj>ai§%<x+t<y—x>><yz~—xi>)

7yi=1

=(y—2) D’f(z+t(y—2)(y—2)

Se cada D?f (2) é nao positiva, entdo,

1. cada gg’y (t) <0

2. cada g, (t) é cOncava, e a propria f é concava.

Reciprocamente, suponha que f é concava em U. Seja z um ponto arbitrario em U e
seja v um vetor deslocamento arbitrdrio em R™. Queremos mostrar que vI D?f (z) < 0.
Como U é aberto, existe um to > 0 tal que y = 2 + tgv estd em U. Como f é concava

G2y (1) ¢ cOncava e g;y (t) <0.

0>g.,(00)=(@y—2"D*f(2)(y—2)
= (tov)" D*f (2) (tov)

= 20" D*f (2)v

Assim, t20"D?f (2)v < 0 e D?f (2) é ndo positiva para cada z em U O

20.1 Propriedades de fungoes concavas

Para funcoes com estas caracteristicas as seguintes propriedades sao validas:
1. Seus pontos criticos sdo maximos globais;
2. A soma ponderada de fung¢bes concavas é uma funcao concava;

3. Os conjuntos de nivel de uma fungao concava tem o formato ideal para a teoria do

consumo e da producgao.

Teorema 18. Seja f uma fungdo concava (convexa) num subconjunto aberto e convexo U
de R". Se xy é um ponto critico de f, ou seja, se Df (x¢) = 0, entdo xg € U é um maximo

(minimo) global de f em U.

Teorema 19. Seja f uma funcio C' definida num subconjunto convexo U de R™. Se f é

uma fungao concava e se xy é um ponto de U que satisfaz Df (zo) (y —x¢) > 0Vy € U,
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entao o € U é um maximo global de f em U. Se f é uma fungao convexa e se xy é um
ponto de U que satisfaz D f (zg) (y — x9) > 0Vy € U, entdo zp € U é minimo global do f

em U.

20.2 Funcoes quase concavas e quaseconvexas

Definicao 19. Uma func¢ao definida num subconjunto convexo U de R™ é quasecOncava

se, para cada numero real a,

Cr={zeU: f(x)>a}
é um conjunto convexo. Analogamente, f é quaseconvexa se, para cada numero real
a’?
C, ={zeU: f(z)<a}
é um conjunto convexo.

Teorema 20. Suponha que F é uma funcao C' num subconjunto aberto convexo U de

R™. Entao F é quaseconcava em U se, e somente se,

Fy) =2 F(x) = DF (z)(y —2) 20

F é quase convexa em U se, e somente se,

F(y) < F(x) = DF(z)(y —x) <0

Observagdo. Fungdes concavas sao quase concavas.

21 Auto vetores e autovalores

Os autovalores de uma matriz de uma matriz n X n sdo 0s n nimeros que resumem as
propriedades essenciais daquela matriz. Como esses n nimeros realmente caracterizam a
matriz sendo estudada também sao denominadas algumas vezes “valores caracteristicas”

ou “valores proprios”.

Definigao. Seja A uma matriz n x n. Um autovalor de A é um ntimero tal que, se for
subtraido de cada entrada na diagonal de A, converte A numa matriz singular. Subtrair
um escalar r de cada entrada diagonal de A é o mesmo que subtrair r vezes a matriz
identidade I de A. Portanto, » é um autovalor de A se, e somente se, A—rl é uma matriz

singular.
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Exemplo 1. .
131
|13
Subtraindo 2 de cada entrada diagonal A transformamos essa matriz em singular.
11
1

Teorema. As estradas de uma matriz diagonal D sao autovalores de D.

E R BT RERI N ) I o e

tovalores de D.

Teorema. Uma matriz quadrada A € singular se, e somente se,0 € um autovalor de A.

1 -1
-1

1 -1 -2

B =

:>B—r[:[

—1
ouB—rI:[ 5 ]dadoque

Definigao. Matriz Singular. Uma matriz A é singular se, e somente se, detA = 0.

Nesse caso r é um autovalor de A, ou seja, A —rl é uma matriz singular se, e somente
se,

det(A—rI)=0

Para A, ., o lado esquerdo da equacao acima é um polindmio de grau n na variavel
r, denominado polindmio caracteristico de A. O ntmero r é um autovalor de A se, e

somente se, r € uma zero do polindmio caracteristico de A.

Seja AQXQC

all —n al2

der(a —rl) = det
a2l a22 —r

] =7’ — (@11 + age)r + (a11a22 — a12a21)

Portanto, uma matriz 2 X 2 tem no maximo dois autovalores e uma matriz n X n no

maximo n autovalores.
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Definigao. Quando r é um autovalor de A e um vetor nao nulo V' tal que (A—rI).V = 0.

Entao, denominamos V' um autovetor de A associado ao autovalor r.

Av—rIV =0
Av=1rV

Teorema. Seja A,x, e r um escalar.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes.

a. A subtragdo de r de cada elemento da diagonal de A transforma A em uma matriz
Singular;

b. A—rl é uma matriz Singular;

c. det(A—rl)=0;

d. det(A—rI)V =0 para algum vetor V nao nulo;

e. AV =rV

Exemplo. Vejamos a seguinte matriz:

det(A —rl) =de
¢( ) = det 0

(—1—7) 3 ‘

(=1 =7). =71 —=6=>1+r)r—6=r*4+r—6=(r+3)(r—2)=0

As raizes do polindmio caracteristico —3 e 2 (autovalores)

r

C-1£V12—41-6  —1+£v25  —1+5 |3
- 2.1 N 2 2

Vejamos os autovetores

(A—r)V =0

(A—20)V =0

-3 3 -2 0
_|_
([ 2 =2 [ 0 -2

Jv-o
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Vi
Vs

-3 3
=0
[2 —1

—3V1+3Vo=0 = V1=V,

2V =2Vo=0—-> Vo=V

(1l s
2 )

2V +3V, =0 — 1/1271/2

Vi
Va

—6
7‘/24'3‘/2:0

Defini¢ao. O conjunto unidimensional da equagao linear (a —rI)V = 0, incluindo V' = 0,

¢ denominado auto-espaco de A em relagao a r.

Exemplo.
1 0 2
B=10 50
3 0 2
(1—r) 0 2
det(B —rI) = det 0 (5—r) 0 =1-r)b-r)2—=7r)—6(5—7)

3 0 (2—7)



(5—7“)[(1—7’)(2—7“)—6]:(5—7“)[2—7’—27“4—1“2—6}:(S—T)(r2—3r—4)

(r—4)(r+2)=(r*+r—4r)

Os autovalores de B sao: 5,4 e —1.

5-r)=0
(r—4)=0
(r+1)=0

Calculamos o espago nulo de (B — 51)

-4 0 2|\ —4Vi + Vs
(B=5IV)=1{0 0 0| |Vl = 0
3 0 -3||Vs 3V, — 3V4

Cuja solugao é V; = V3 =0 e Vslivre

Vi 0
Vo| = Vo |1| — auto vetor para r =5
V3 0
Parar = —1
2 0 21|V
(B—(-1)DHV =10 6 0| |Va| =0
30 3| 1|V
2Vi4+2V53=0
6V, =0
3Vi+3V5=0

—2
Solucao: Vo=0e Vi =-V3 | 0 |,
—1 2

109
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2
Parar =4, |0
3

Em alguns casos ¢ necessario utilizar eliminagao gaussiana para solucionar o sistema

linear (A —rI)V =0

Teorema. Os autovalores de uma matriz triangular sao as suas entradas diagonais.

Triangular superior 2 x 2

(@11 - 7’) Q12
O (CLQQ — ’l“)

ai; a2

A= = (a1 —71)(agg —7) =0

]—> det(A—rl) =

0 929

Isso ocorre se, e somente se r = 0

Teorema. Seja A uma matriz invertivel. Se (A—rI)V =0 entdo (A=2 — 1)V =0, isto

¢, se A € invertivel r € seu autovalor se, e somente se, % é um autovalor de A1,

Demonstracao.
(A—r)V =0

AV =1V = ATAV =AYV —= V=AYV —= V=AYV

Vv 1
— =AYV = VAT'-5)=0
r r

41

(A7 —-0)V =0
T
O
Exemplo. Equacoes lineares a diferencgas
a.
Yiy = KY;

Yieo = KYi
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Yiig = KYipo

Recursivamente: Y;,3 = K.K.K.Y; = K?Y}

}/t_l'_l = (1 + T)K
Yiro = (1+7)Yi

Yigs = (14 7)Y

Recursivamente: Yy y; = (1 + 1),
Exemplo. Modelo de Leslie

by = 1by =4 dy = 0,5 (sistema acoplado)
Xni1 = X, +4Y,
o la b
- [c d

obs.: se b = ¢ = Oestas equacoes estao desacopladas.

Xn+1
Yn—l—l

X

=AZ,
Ya

Yn+1 — %XTL + OYn—> Zn+1 —

Usando o método de mudanca de coordenadas:

X=3X+3iY

YV =3X+2Y

6

Cuja transformacao inversa

X =4X —2Y
Y =X+Y
1 1
Xl _ |5 1
—1 2
Y % 3
x| [+ —2][x
y| (1 1]]|Yy
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As duas matrizes dos coeficientes sdo inversas uma da outra.

1 1 1 1.1
Xny1 = anH + gYnH = E(Xn +4Y,) + §(§X”)
—1 2 1 2 1
Yy = ?Xm—l + gYn-i-l = ?(Xn +4Y,) + §(§Xn)

2
—2Y,) + g(Xn +Y,) =2X,

Esta facilmente desacoplado

Xpi1 = 2X,— > X, = 2"C,

Yoo = —Y,— > Y, = (=1)"Cy

Entao:

X, =4X, — 2Y, = 2"Cy — 2(—1)"C,
Y, =X,+Y,=2"C1+ (—1)"Cs

4.2"C; —2(=1)"Cs
My (—1)"Cy

4 —1

X
Y,

As constantes Ce Cy sao determinadas por condigoes iniciais exégenas Xpe Yy. Pois,

dadas as quantidades inicias Xpe Yy com o n® teremos:

Xo =4C) — 205
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Yo=0C1+ 0y

4 -2
11

21.1 Sistemas Bidimensionais Abstratos

-1

Ch
Cy

Xo
Y,

ZnJrl = AZn

Vamos reproduzir o exemplo anterior, mas utilizaremos notagao matricial abstrata.

Escreva P e P~! para as matrizes de mudanca de coordenadas:

7 =PZ
7 =P 'z

As variaveis originais sdo escritas como z e as transformadas como Z.

Zpir = P2y = P~N(Az,) = (P A)z, = (P7YA)(PZ,) = (P'AP)Z,

Sejam Vie V5 as duas colunas da matriz P de tamanho 2 x 2

, agora a equacao P~1AP = D é equivalente a equacao:

D:[m

0 D)

AP = PD

Para P Invertivel. Escreva a equacgao como:

AWNVy] = [WV)]

T1 0
0 T2

Teorema. Seja A uma matriz k X k. Sejam rq, ....., 1 autovalores de A e Vi, Vs, ..., V) 0s

autovetores associados. Forme a matriz:

P =[ViV...Vy]

Cujas colunas sao esses k autovetores. Se P ¢é invertivel entao,
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™ 0 0
pliap—| 0
0 0 - 1

Reciprocamente, se P~ AP é uma matriz diagonal D, entao as colunas de P sdo au-

tovetores de A e todas entradas da diagonal D sao autovalores de A.

Teorema. Seja A uma matriz kxk com h autovalores distintosry, ...,r,. Sejam Vi, ...., V,0s
autovalores. Entao Vi, ....,V, sdo linearmente independentes, ou seja, nenhum desses ve-

tores pode ser escrito como uma combinacao linear dos demais.

Teorema. Seja A uma matriz k X k com k autovalores reais e distintos ry,...,ry e auto-
vetores associados Vi, ....,Vi. Entdo a solucao geral do sistema de equagoes a diferencas

Zny1 = Az, é

zn = CiriVi 4+ o+ Crrp Vi

Teorema. Seja A uma matriz k X k. Suponha que exista uma matriz nao singular P tal

que:
rn 0 --- 0
piap= |’ " !
0 0 - 7y

P é a matriz dos autovetores. Uma matriz diagonal, entdo:

mo0 e 0
0 2 --- 0
Ar=p| 7 | Pt
0O 0 - 77

A solugdo desse sistema de equagoes a diferencas z,.1 = Az, com vetor inicial zy €
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rt 0 0
0 ry 0

7" = ’ Pz
0 O TR

Teorema. Se a matriz A de tamanho k X k tem k autovetores reais distintos, entdao todas
as solugoes do sistema linear geral de equagoes a diferencas z,11 = Az, tendem a zero se,

e somente se, todos os autovalores de A tém valor absoluto menor do que 1.

21.1.1 Propriedades de autovalores

Do ponto de vista pratico, os autovalores de uma matriz A de tamanho k X k sdo sim-

plesmente os zeros do polindmio caracteristico de A, o polinémio de grau K dado por:
p(r) = det(A—rl)

De fato, ha 3 possibilidades para as raizes de p(r).

L.p(r) tem K raizes reais distintas;

2.p(r) tem algumas raizes repetidas, ou

3.p(r) tem algumas raizes complexas;

21.2 Traco como soma de autovalores

Definicao. O trago de uma matriz quadrada é a soma das suas entradas diagonais

trA = a1 + ag9 + aszz + ... + Qi

Teorema. Seja Apxr com autovalores ri,...,ry. Entdo,

rit+rot+ ... +ry=1trA e
r1.ro.. T = detA
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Demonstracao. .

(a—r) b

) (d_r):r2—(a+d)r+(ad—bc)

pa(r) = det

pa(r) = Br? — B+ 4 Bripy
pa(r) = B(ry —r)(rg — 1)

Duas formas de dizermos o mesmo
Coeficiente 2 : 1 = B
Coeficiente de 7 : —(a +d) = —B(ry + 12)

Termo constante: ad — be = Bryry O

Portanto:

f=1LtrA=(a+d)=ry+r; edetA=ad—bc=rry

Exemplo. Para matrizes markovianas a soma da coluna é sempre 1, logo ele é um auto-

valor.

1010 10710 10 10
TTre = —0, 3 (22)
(&1 + o = O, 7 (23)

2
7’1+7’17’2:0,7T1

r?—0,3=0,7r

77 —0,7r1 —0,3=0
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0,7 \(-0,7)2 —41-0,3

1

2.1
0,7+ /1,69
nETTy
0,7£1,3
mn=———
2
7’1:—0,3
T1:1
Ser; =1
7“2:—0,3
Ser; =-0,3
7“2:1

21.3 Autovalores repetidos

Definicao: Uma matriz A que tem um autovalor de multiplicidade m > 1, mas nao
possui m autovalores independentes associados a esse autovalor, é denominada matriz

nao diagonalizavel ou defectiva.

Teorema. Seja A uma matriz 2 X 2 com dois autovalores iguais. Entao, A é diagonalizavel

se, e somente se, A ja é diagonal.

Demonstragio. Se A é diagonalizavel pela mudanca de varidveis P, entdo as entradas

na diagonal de P71 AP sdo os autovalores de A. Seja r* o tnico autovalor de A, Entao,

*

0
P~1AP deve ser a matriz( 7;) ) =r*]:
r

P 'AP = r*]

ou equivalentemente,

A=Pr* )Pt =r*"PIP ' =rI
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Defini¢ao: Seja r*um autovalor da matriz A. Um vetor (ndo-nulo) v tal que (A—r*I)v #
0 mas (A — r*I)™v = 0 para algum inteiro m > 1 é denominado um autovetor

generalizado de A associado a r*.

4 1
A= r=3e3
-1 2

1
= ( ) ) o autovetor generalizado vy é uma solugao de (A — 31)vy = vj0u

)

Tome, por exemplo, vo; = 1,v90 = 0 e forme

1 1
P: Vo = VU =
vz = vl (—1 0)
checamos que:

= (U0 () (4 (00)

Teorema. Seja A uma matriz 2 X 2 com dois autovalores iguais r = r*. Entao,

Exemplo:

(a) ou A tem dois autovetores independentes associados a 7*,e neste caso, A é a matriz

diagonal r*1.

(b) ou A tem somente um autovetor independente, digamos vy tal que (A —r*I)vy = vye,
r* 1

se P = [vjvy] entdo P1AP = ( 0
"

21.4 Resolvendo equacgoes a diferencas nao diagonalizaveis

Vamos solucionar um sistema de equagoes a diferengas z,,; = Az, quando A nao é

Yn+1 0 r Yn

Xn+1 =rX,+Y,

diagonalizavel.

Yn+1 =rY,
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Esse sistema esta acoplado, porém minimamente. Podemos usar a segunda equagao e

dizer que:

Y, =cir"”

Inserimos essa equacao na primeira:

Xpy1 =1X + ™ (34)

Agora temos uma equacao a diferengas linear homogénea e escalar para resolver. Va-

mos iterar a equagao (34) a partir de n = 0 para descobrirmos a solugao geral:

XO:CO

X1:7’X0+Cl n=>0

Xo=rXi4+cr n=1

Xo=r(rXo+c)+ar

Xy =1%cy +1e +err

Xy = r2cy + 2rcy

XgZTX2+01T2 n =2

X3 = 7‘300 + 37"201

Xy =rXs+cer® n=3

X, =1ty + 43¢

Em geral:

X, =1"co+ncr™ ! (35)

Para ver que (35) é a solugao geral de (34), substitua-a em (34):
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X1 = r(r"co + neyr™ ) + er”
Xps1 =" + ner™ + e

X1 = cor™™ 4 (n + 1)eyr”

Entao a solugao geral de (33) é:

X, B cor™ 4+ neyr™ !
Y, B cr’

Finalmente usamos a mudanga de coordenadas z = PZ para escrever a solucao geral

do nosso sistema original z,,1 = Az, :

n

n n—1
Zn = PZn = [U1U2] ( cor +n01r )

cr

Zn = (cor™ + neir™ Yy + e1r™vy

Teorema. Seja A uma matriz 2 x 2 com um autovalor multiplo r e somente um autovetor
independente v;. Seja vs um autovetor generalizado associado a vie r. Entao, a

solugao geral do sistema de equagoes a diferengas 2,1 = Az, é:
_ n n—1 n
Zn = (cor™ 4+ ner™ vy + o™y

Teorema. Seja A uma matriz k X k com entradas reais. Se r = a + i3 é um autovalor
de A, também seu complexo conjugado 7 = o — i8 € um autovalor. Se u + iv é um
autovetor para o — i3 entdo u — iv € um autovetor para o —¢3. Se k é impar, entao

A deve possuir pelo menos um autovalor real.

()

p(r) =r? —2r + 10

Seja

cujas raizes sao r = 1 + 37 e 1 — 3¢. Um autovetor para r = 1+ 3¢ é uma solucao w de

(A—(1—|—3i)])w:(__3; _13@) (Z;): (8)

Usando a primeira linha dessa matriz, concluimos que um autovetor w ¢ uma solugao

da equacao



121

—3tw; +wy =0

1 1 0
w = ( ) , que escrevemos como ( 0 ) +1 ( 5 ) . Pelo teorema 23.13 um autovetor

-()()-(

31
para o autovalor
Formamos uma matriz P de mudanca de coordenadas cujas colunas sao estes dois

1—3ié:

autovetores:

@)

AR

I
/
NI N
ol cn"
. =

~.

v

PlAP:<a+3i 0 )
0

a— 3

Teorema. Seja A uma matriz 2 x 2 real com autovalores complexos o +¢3* com autove-

tores complexos associados u* +=iv*. Escreva os autovalores o =i3*em coordenadas

olares como r*(cosf* + isenf*).onde
)

r* = W e (cost”, senl™) = ( o B )

Entao a solucao geral da equacao a diferencas z,,1 = Az, é:

2y = 1" [(crcosn®* — cosennf*)u* + (cycosnd* + cisennd*)v*]

1
No exemplo 23.17, calculamos que os autovalores de A = ) sao 1 £+ 3¢ com

1 0
autovetores associados ( 0 ) +2 ( 9 )

Em coordenadas polares,

143 =V10( & +i 2 ) = V10(cosb" + isend”)

onde 8* = arcocos ( \/% ) ~ 71,56 ou 1,25 radianos.

A solucao geral de:

T+l = Tn + Yn
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Yn+1 = _9:L‘n + Yn

( n ) = (v/10)"[(crcosnbB* — cysend*) ( (1) )] — [(cacosnB* + ¢ senb*) ( g )]

Yn

_ (\/E)” ( cicosnb* — cosennf* )

—3cycosnfd* — 3¢y sennb*

21.5 Processos de Markov

Definicao: Um processo estocastico é uma regra que da a probabilidade com que o
sistema (ou um individuo deste sistema) estara no estado 7 no periodo n+ 1 sabendo

as probabilidades com que esteve nos varios estados em periodos anteriores.

Definicao: Um Processo Markov é um processo estocastico se a probabilidade com que
o sistema esta no estado ¢ no periodo n + 1 depende somente do estado em que os
sistema esteve no periodo n; Para processos de Markov somente o passado imediato

interessa.

(1) a probabilidade z*(n) de ocorrer o estado i no n-ésimo periodo de tempo ou, alter-
nativamente, a fracdo da populacdo em questdo que estd no estado ¢ no n-ésimo

periodo de tempo e,

(2) as probabilidades de transicdo m;;, ou seja, as probabilidades com que o processo
estard no estado ¢ no tempo n + 1 se estiver no estado j no tempo n.
E natural agrupar as probabilidades de transicdo numa matriz, que denominamos

matriz de transicao, ou matriz estocastica, ou ainda matriz de Markov:

mir ... Mag

megr -+ Mgk

Uma matriz de Markov é qualquer matriz (m;;) de entradas nao negativas cujas colunas
tem soma ), m;; iguais a 1. Estamos considerando que as probabilidades m;; estao fixas e
sao independentes de n. Para descrever essa hipdtese dizemos que o processo € homogéneo
no tempo ou que as probabilidades de transicao sao estacionarias. A dinamica de Markov
pode ser descrita do seguinte modo. Suponha que z7(n) denota a fracio de membros de
uma populagdo de tamanho N que esta no estado j no periodo de tempo n. Entao, o
niimero total de membros da populagao no estado j no periodo n é 7 (n)N. Por exemplo,

m;;a? (n)N desses estardo no estado i no perfodo n + 1. O ntmero total z’(n + 1)N de
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membros da populagao no estado i n+1 é a soma sobre 7 dos membros da populacao que

mudaram de j para i:

m'(n+1)N =) mya’ (n)N

j=1
em notagao matricial, depois de dividir por N

xl(n'+1) _<m.11 = m1k> zt(n)

(0 + 1) Mg M,

Sistema de Markov.

Exemplo. Cada individuo da populacio estd empregado ou desempregado. Seja x'(n)
a fracdo da populagdo que estuda e que estd empregada no fim do periodo de tempo n
e 7%(n) denota o total de desempregados. Suponha que uma pessoa empregada possuf
90% de chances de estar empregada no préximo periodo e, portanto, 10% de chance de
estar desempregada no préximo periodo. Um individuo desempregado possui 40% de
probabilidade de se empregar e 60% de chances de se manter desempregado. A dinamica

desse problema ¢ a seguinte:

2t (n+1) = 0,92 (n) +0,42%(n)

2*(n+1) = 0,1z (n) + 0, 62%(n)

z'(n+1)\ (0,9 0,4 z'(n)
2n+1) ) {01 06 22(n)

r = 1 —a soma das colunas.

O traco ¢ 1,5 entao o outro auto valor é 0,5.

(A—rHv=0

)0 0)-0)
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(o) (5)= ()= (5)-(4)

Pelo teorema 23.6 a solucao geral desse sistema é:

zt(n) \ 4 1 .
(40) e (a2 s

como 1" =1c¢e 7{@_}77010 0,5"™ = 0 entao a solugao de longo prazo da equacao acima tende

a:
4
wl =¢
1
como o vetor de componentes deve somar 1, tome c¢icomo a reciproca da soma dos
componentes de wq, isto é, % Podemos concluir que w;tende a ’ quando n — oo

Y

e nossas pressuposicoes levam a um nivel de desemprego de 20% nessa comunidade.
Definicao. Matriz regular de Markov

Seja M uma matriz de Markov, isto é, uma matriz nao negativa cuja soma das suas
entradas é igual a 1. Entdao M é chamada de matriz regular de Markov se M" possui
somente entradas positivas para algum inteiro r. Se r=1, isto é, se cada entrada de M ¢é

positiva, M é chamada de matriz positiva.

Teorema. Seja M uma matriz reqular de Markov, entdo,
(a) 1 é um autovalor de multiplicidade M;
(b) Qualquer outro valor de M satisfaz |r| = 1;
(¢) O autovalor 1 possui um autovetor wy com componentes estritamente positivos;
(d) Se escrevermos vy por wydividido pela soma das suas componentes, entio vy é um

vetor de probabilidade e cada solugio X (n)de X (n+ 1) = Mx(n)tende a vicom n — oo.

21.6 Matrizes Simétricas

Teorema. Seja A uma matriz simétrica k X k entao,
(a) Todas as k raizes da equagao caracteristica Det (A —rl) =0 sdao nimeros reais;
(b) Os autovetores correspondentes a autovalores distintos sio ortogonais;
(c) Se A possui miltiplos autovalores, entio existe uma matriz nao-singular P cujas
colunas wy,..., w,sdo autovetores de A tal que
(i) wy,... , w, s@o mutuamente ortogonais

(ii) P~ = PT
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T1 0 0
0

(iii) P'AP = PTAP = "
0 0 e Tk

Definigdo. Uma matriz P que satisfaga a condicio P~'= PTou antelativamente(equivalentemente)

PTP = I é chamada de matriz ortogonal.

Vetores Ortonormais sdo vetores que sao ortogonais e possuem comprimento igual a

21.7 Formas Quadraticas definidas

Teorema. Seja A uma matriz simétrica. Entdo,

(a) A é positiva definida se,e somente se, todos os autovalores de A sao maiores que
zero (>0):

(b) A é negativa definida se todos os autovalores de A sao menores que zero (<0);

(c) A € positiva semidefinida se todos os autovalores de A sao maiores ou iguais a
zero (= 0)

(d) A é negativa semidefinida se todos os autovalores de A sdo menores ou iguais a
zero(< 0)

(e) A é indefinida se A possui um autovalor positivo e outro negativo.

Demonstragio. Seja x um vetor arbitrario ndo zero em R* e seja Y = P~'z = PTxr.
Entao, Y ¢ nao zero e
2T Az = y" PT APy

™ 0 0
0 r

=y (55)
0 0 Tk

=71y + -+ Ty

onde pelo menos um dos y? é positivo. Se todos os r “is sdo positivos, entdo 27 Az > 0
e A é positiva definida.

Se todos os r; “is sdo (= 0) entdo 27 Az > 0 e A é positiva semidefinida.

Ser; > 0ery <0, por exemplo, seja e; = (1,-+-,0)7 e ey = (0,1,0,---,0)T. Seja

x1 = Pey e x9 = Pey. Entao,

:ElTAxl = elTPTAPel =r; >0
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mgAxg = eQTPTAPeg =1y <0

e A ¢é indefinida. Reciprocamente se A ¢ indefinida, entdo deve levar um e;negativo e

um r;positivo em (55).0u seja, A tem um autovalor positivo e outro negativo. H

Teorema. Seja A uma matriz simétrica. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) A € positiva definida;
(b) Eriste wma matriz ndao singular B tal que A= BTB

(c) Existe uma matriz nao singular Q tal que QTAQ =1

Demonstrag¢io. Como A é uma matriz simétrica podemos escrever

(&1 0 ce 0 1 0 e 0
0 rg ... 0 r
PTAP = ’ ouA=P ’
0 0 - 1 0 0 -
onde 7y, - -+, r,s80 os autovalores de A e P = (vy,... v;) é uma matriz independente de
autovetores de A.
Se A é positiva definida, entdo 71, --- , 71 s@o todos (> 0).

Paraa = b

Ji 0 .0
0 2 ...

B—

0 0 -
Entao teremos que:

T

Vi 0 ... 0 Vi 0 ... 0

BT — 0 yra2 ... : 0 r2 ... : PT_ A
0 0 - 0 0 -

Parab = a

Por outro lado, se A = BT B para uma matriz ndo singular B, entdo para qualquer

nao nulo de R”,

2T Az = 2"B"B = ||B,||” > 0

Como B é nao singular entao B, # 0

Para a = ¢
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Suponha que A é positiva definida, entdao os autovalores de A sao positivos. Seja

1
L0 .0
1 1 0
= (—- e —_— :P
Q (\/Evl’ Jﬁvk>
1
0 0 NG

Entao, QTAQ = I.
Para ¢ =«

Note que se a condicao vale, seja x um vetor arbitrario nao nulo e entdo y = P~ 'x:

a" Az = (Qy)"A(Qy) = y" (QTAQ)y

=y Ty =yTy = |ly|> >0

Entao A é positiva definida. n

22 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Pense no crescimento de fundos aplicados na cardeneta de poupanga. Suponha que esse

investimento cresca a uma taxa fixa r que satisfaca a seguinte equacao em diferencas:

y(t+1) —y(t)
y(t)

Imagine que essa taxa de juros é paga a cada variacdo no tempo At, entao teriamos:

=rouy(t+1)=14r)y(t) (24)

y(t+ A1) —y()

=ry(t
s ry(t)
. _ Y+ A —y(t) _ dy(t) _
i, y() = At = (25)
Por conveniéncia escreveremos ¢y = di’i—(tt) = ry(t) . Se aplicarmos o In em (2) e tomar-

mos a derivada em relagao ao tempo teremos:

In(y) = In(r) + in(y(t))
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9i = 9y

Definig¢ao. Equagao diferencial ordinaria. Uma equagao diferencial ordinéria é uma ope-

racao que descreve um relacionamento entre uma fungao de uma varavel e sua derivada.

Exemplo. Veja a seguinte equacao:

dy
Y
at ~ Y
&~ ot
Yy
d
/ A / dt
Yy
In(y) =2t+c
eln(y) _ €2t
y = e

Definigao. De modo mais geral y(t) = ke** para qualquer constante K. Essa constante

¢ determinada pelo valor inicial y, isto é, y(to).

Definicao. Equacao Diferencial Parcial. As equagoes diferenciais que descrevem um re-

lacionamento entre uma funcao de varias variaveis e suas derivadas parciais sao chamadas

de equagoes diferenciais parciais.

Exemplo:

y=y
dy_ 2
a Y
/dyy_2:/dt
1
——=t+c
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Definigao. Uma equagdo diferencial ordindria é uma equagao y = F'(y, t) entre a derivada
de uma fungdo desconhecida y(t) e uma expressao F(y,t) envolvendo y e t, isto é, se
a equagao pode ser escrita como ¢ = F(y), ndés a chamamos de auténomo ou tempo

independente.

Retomando a equacao y = ry, ela também poderia ser usada para descrever o tamanho
de uma populagao a uma taxa de crescimento constante r. Esse pressuposto de crescimento
constante é as vezes chamado de lu de Malthus. A solugao geral para esta equagao é y(t) =
ke™. No entanto, podemos especificar um valor inicial para o tamanho populacional. Com
uma constante k pré determinada. Ao fazermos y(0) = yo,(um valor constante) o problema
de encontrarmos uma fungao y(t) que satisfaga a essas condigdes é chamado de problemas

de valor inicial.

Exemplo. Vejamos agora o exemplo da equacao logistica

y = y(100 — 2y)

A funcao constante y = 50Vt é a solucao que faz ambos os lados da equagao serem zero.
Essa solucao constante, muitas vezes ¢ chamada de solugdo estacionaria ou de estado
estacionario. Outro ponto importante é definirmos que uma solu¢ao parametrizada y(t, k)

de uma equagao diferencial y = F(y,t) échamda de solucao geral.

22.1 Solucoes explicitas
22.1.1 Equacgoes lineares de primeira ordem

Seja ¢ = ay sendo a uma constante. A solucao geral para esta equacao é

y(t) = ke (1)

dy _
dt

kae™

at

y=ke"a

(2) Seja a,b > 0 a solugdo geral para a equagao:

y=ay+>b
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Y= -0 + ke — ay = (=b + ke™)
a

Para verificar isso insira a solu¢do candidata dentro da equacéo:

y(t) = ake™

ay(t) + b= (=b+ ake™) + b = ake”

Note que y(t) = %b é uma solucao de estado estacionario. Agora examinaremos versoes
nao autonomas dessas duas classes: ¢ = a(t)y (3)
A solucao geral é:

y(t) = kel ) oy = kel

g = (a(t))y +0b(t) (4)

t ) .
y(t) = [k%— / b(s)e‘féa(“)d“ds] el a®)ds (10

Para encontrar (10) como solugao, escreva a equagao diferencial como y — a(t)y = b(t)

e multplique cada termo por exp (— i ! a(s)ds)

g(t)e I O" —a(tyy(t)e I O® = p(e)e [O® (1)

Como o lado esquerdo de (11) é precisamente a derivada da expressao y(t)exp (— / ! a(s)ds) entao

(11) pode ser escrita como:

d

p (y(t)e_ fta(S)d8> — b(t)e_ [ a(s)d(s) (12)

Integrando ambos os lados de (12) e multiplicando por e/ '@ para obtermos (10). Cha-

a(s

~ _ t . .
mamos a expressao e~/ “9)4sde fator integrante. Alternativamente podemos escrever a

equacao (10) do seguinte modo:

y(t) — [k+/b(t>€fa(t)dtdt] efa(t)dt (101>

Defini¢ao. Uma equagao diferencial y = F(y,t) é chamada separavel se F'(y,t) puder ser

escrita como o produto: F(y,t) = g(y)h(t).

Exemplos:

y=y>+ ¢ g=a(t) +b(t) ey =ty+ty°
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Solucao geral da equagao separavel:

Outro:
g =1ty
dy
=
d
/y = /tht
Y
t3
In(y) = 3 te
t3
y = eg-i-c

Medida de Arrow-Pratt de Aversao ao relativa ao risco:

u// (3:)

u' (x)

v(r)=—x

Esse coeficiente mede o nivel de aversao ao risco de um consumidor. Suponha que

u () = \/x entdo o coeficiente de Arrow-Pratt seré:

(—0.25271?)
0.5x795

Note que a funcao de utilidade é concava em x o que indica que o consumidor ¢ avesso

v(z)=—x =0.5

ao risco. Intuitivamente sempre que:

>0  Avesso ao Risco
v(z) =1 Neutro ao Risco

< 0 Propenso ao Risco

Em analise estatistica, gostarfamos de trabalhar com uma fung¢ao de utilidade com

o coeficiente de aversao relativo ao risco constante. Um funcdo u satisfaz a equacao
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diferencial de segunda ordem:
' ()
x

u’ (x) = —b

Se v (z) = v/ (x), consequentemente, v’ () = u” (x). Entdo, temos que:

v ()
"(z) =—b
V' (x) .
dv v
e
dx x
dv_ do
v x
Integrando dos dois lados:
dv_ [ de
v x

Inv = =blnx + k

Aplicando o exponencial:

el — e—blnx-l—K

—b
el — 6lnz GK
K =¢f

v=Kz?

u' (), se integrarmos a equagao acima teremos u (z):

/Udv = K/x_bdaj

Como v (x) =

Temos duas situagoes:
1. b=1 K
K/m_bdm = ﬁxl_b +C

2. b#1
K/:cbdx:Klnx—i-C
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que é uma familia a trés parametros de func¢oes de aversao relativa ao risco constante. A
condigao u' (x) > 0 exige K > 0.
Demanda semi-logaritmica

A funcao de utlidade de compensaca indireta é dada por:

w(piq,I)=E(p, V(g I)) (UL)

Onde F e V sao as fungoes despesa e utilidade indireta correspondentes a uma funcao
de utilidade U especifica. O nimero p (p; ¢, I') mede quanta renda seria necesséria a pregos
p para estarmos tao bem quanto estariamos diante de precos ¢ e uma renda I. A funcao
i €é particularmente util por se comportar como uma fungdo despesa em relacao a p e
como uma funcao de utilidade indireta em relacao a g e I. Além disso, possui a vantagem
de ser definida sem ambiguidade em termos de varidveis observaveis. Mais ainda, p pode
ser recuperada das fungoes demanda (p, ) — £ (p,u) pela resolugdo de uma equagao
diferencial.

Sejam (p, u) — Z (p,u) a funcdo de demanda compensada de um consumidor e (p, I) —
¢(p,I) a fungao de demanda marshalliana correspondente. Lembre que Z satisfaz as
seguintes propriedades:

(1) Z(p,u) =& (p, E (p,u)), e

(2) (AB/dp;) (p, w) = Z (p,u)

Combinando essas duas expressoes, obtermos a equagao diferencial parcial:

C 0V @) =60 E (.Y (0.1)
Usando a equacao Ul temos que:
o
oy, 01 =& @ (s (00, 1))
Como FE(q,V (q,I)) = I, temos que u(q;q,1) = I. Portanto, dada a funcao de

demanda £ (p, I) a solugdo do sistema de equagoes diferenciais parciais é:

dY
dp;

(p) =&Y (p) Vi=1,..,n (U2)

que satisfaz a condigao inicial Y (¢) = I serd a funcao utilidade de compensagao indi-
reta p — i (p; q, ) correspondente a funcao demanda . Em particular, se normalizarmos
os pregos (pp, p2) numa economia de dois bens de modo a termos py = 1, entdo, p; é a
unica variavel independente e a equagao diferencial parcial U2 torna-se uma tinica equacao

diferencial ordinéria.

dY
dp;

(p) =& ((p, DY)
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Dada a fungao & para o bem 1, resolvemos Y (p1) = Y (p1,1) a equagdo diferencial

(U2) que em geral é ndo autéonoma. Agora, considere o problema de valor inicial:

ay
dp

Ainda iremos considerar que Y (p,q,I) é uma funcao de utilidade de compensagao

ap+bY +c

=e e a condi¢do inicial Y (¢) = 1

indireta oriunda da funcao de demanda In& = ap + bl + c. Podemos separar as variaveis

acima e incluirmos a “condi¢ao inicial” como os limites de integracao para obtermos:

dY
— 6apebYec

dp

dYe " = dpe®e®

Integrando dos dois lados:

1 b
Y = b [ebl — aec (e® — e“q)]

Equacao diferencial de primeira ordem com termos constantes:

y=>5-y
Note que a = —1 e b = 5. Entao utilizamos a equagao:

—b
y=— + ke™
a

Para verificar isso insira a solucao candidata dentro da equacéao:

y=>5+ke"

Utilizando a condicao inicial y (1) = 1 teremos que:

1=5+ke!



135

O que implica que:
y=>5—4ert

Equacgao diferencial de primeira ordem com a(t) e b(¢)

y=t—y

Note que a = —1 e b =t. Entao utilizamos a equagao:

y(t) = [k+ / b(t)e™ | “(t)dtdt] el “®dt (10.1)

y(t) = [kz + /tefdtdt] e~ Jdt

e/ % =t 4+ ¢ (ignoraremos a constante)

y(t) = [k+ / tetdt] e’

Note que caimos na seguinte integral por partes f teldt. Lembre da regra do produto

que é:

d (uv)
dz

Em que u e v sdo fungoes de z. Integre os dois lados para obter:

uy = /u'vdw+/v'udw
Definau=tev==¢c!. Assim, ' =1 e v = e’

te! = /etdx—i-/tetd:r;

tet—/etdac = /tetdx

tet — et = /tetdx

=ux+v'u

Rearranjando a equacao:

Solucionando:
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et—1)= /tetdx

Inserindo na solucao de y:

y(t) = [k +e' (t = 1)

y(t) =ke "+ (t—1)

Usando a condigao inicial y (1) = 1, teremos que:

l=ke '+ (1-1)

e=k

Entao temos que:
y(t) =e' "+ (t = 1)

22.2 Equacgoes lineares de segunda ordem

Nos concentraremos em equagoes lineares de segunda ordem que sao homogéneas e pos-

suem coeficientes constantes. Escreveremos essas equagoes do seguinte modo:

aj+by+cy+0 (23)

Sea=0—y=¢"

Para encontrearmos solucoes, plugue y = e, = re’ e §j = r?e"e teremos:
ar?e™ + bre™ 4 ce™ =0

e"(ar? +br+c) =0

Como €™ é nao nulo, entdo y = €™ é uma solugao de (23) se, e somente se, r satisfaz

a equacao:

ar’+br+c=0

B —b+ Vb? — 4dac

2a

r

(1) A > 0 — 2 raizes reais
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(2) A < 0 — 2 raizes complexas
(3) A=0—1raiz

Raizes reais distintas da equacao caracteristica

Teorema. Se o polindmio caracteristico (24) da equagdo diferencial de sequnda ordem
(23) possui duas raizes reais distintas rie 1o, entdo a solugao geral de (23) € y(t) =

k]_ 67‘1t + k,267'2t

Demonstracio. Como rie 75 sdo as raizes do polindomio caracteristico de ar? +br +c¢ = 0,
saberemos que ambas y(t) = kie™! e y(t) = koe"' sdo solugoes da equagao diferencial
aj + by + cy = 0 (23). Uma consequéncia advinda da linearidade dessa equacao é que se
y1(t) e yo(t) sdo duas solugoes de (23) entdao a soma y;(t) + y2(t) aimda é uma solugao de

(23), ja que
(a(yl + 3/2))“ +0(y1 +y2) +c(yr +y2) = ((af + by +cy1) + (agy +b "1 + cya) =0+0= 0

y(t) = ke + koe™" (26)
[

Portanto (26) é uma solugao de (23). Finalmente, mostraremos que (26) é a solucao

geral, ou seja:

(aj + by +cy) =0
y(to) = vo

y(to) = 20 (27)

Dado qualquer problema de valor inicial existe uma tnica escolha de constantes de
integragao ki e ki tais que y(t) = kje™" + kje™' é uma solugao de (27). Para provar,

considere ty = 0 e substitua o valor inicial (27) na solucao (26)

’yl(O) = k‘le”‘o + k:ge”'o = k‘l + ]{?2

yQ(O) = le?'o + 7"2]{352‘0 = lel + 7“2]{72

o que leva a equacao matricial
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1 1 ]{?1 . Yo

rL T2 ko 20
Como r; # r9a matriz de coeficientes é nao singular, dados quaisquer 1y e zp. Esse
sistema possui uma unica solucao para k; e ko. Isso prova que, dado qualquer problema
de valor inicial (27), podemos mostrar kje ko tais que a solugao (26) de (23) satisfaz as

condigbes iniciais. Portanto, (26) é Solugao geral de (23).

Exemplos:

r==+1
y(t) = klet + k?ge_t
y(0) =1 — 1= ke + koe ™ (1)

y(()) =1—1= kleo + k2€70(2)

Somando (1) e (2)

= 2k,
1="Fk (3)
Inserindo (3) em (2)
1=1—k
ke =0 (4)

A solucao geral é:



y(t) = ket 4+ koe ™™ —> y(t) = 1€t

y—9oy+6y=0

y(0) =3 3=ki+k (1)

y(0)=7— 7 =3k + 2k (2)

a=1

Multiplique (1) por 2 e subtraia de (2)

Inserindo &y em (3)
r? —5r+6=0

Dt V25 —-24

7“1-)3

7"2—>2

y = ¥ + 2e* (solucdo geral)

y(0) =3

139
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y(3) = k1€3t + k?262t

y(0) =17

7 = 3kt + 2kye?

22.2.1 Raizes reais e iguais

Teorema. Se o polinomio caracteristico da equacao diferencial linear de sequnda ordem

possui raizes tquails entdao a solucao geral é

y(t) = kie™" + kote™!
Exemplo. § —4y+4y=0y(0) =2 ; 9(0) =5

a=1, b=—-4; c=4.

y = ke + kote™!

y = kie* + kqte*

y = e*(ky + tky)

y = 2]{316% + k?2€2t + tl{?QGQt

44 /(—4)2 —4.14

y = 62t(2k1 + ]{32(1 + 2t>>
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y = e*(2+t) — Solucio

Teorema. Se o polinomio caracteristico da equacao diferencial linear de sequnda ordem
tem raizes complezas o £ i3, ou seja, se b — 4ac < 0 entdo a solugio geral é y(t) =
e (crcosft £ cosenf3t).

22.3 Equacgoes nao homogéneas de segunda ordem
aj + by +cy =g (t) (38)

A fungdo ¢(t) representa, especialmente em problemas mecanicos uma forga externa, sem
a qual a equagdo é autonoma. Para encontrarmos a solucao geral de uma equagao nao
autonoma, basta acharmos a solucao geral da equacao homogénea e uma solugao particular

da equacao nao homogénea.

Teorema. Seja y,(t) uma solugio particular qualquer da equagao diferencial nao home-
génea ayj + by + cy = g(t). Seja kyyi(t) + kaya(t) uma solugio geral da equagao homo-
génea ayj + by + cy = 0 correspondente. Entdo, uma solug¢ao geral de (38) é y(t) =
kiyi (1) + kaya(t) + yp().

22.3.1 Meétodo dos coeficientes indeterminados

Nesse método procuramos uma solugao particular de agj + by + cy = g(t) que possua o
mesmo formato de g(t). Se g(t) é uma fungao constante g(t) = ¢g(0) entdo uma solugao
particular da equagao diferencial é a fungao constante y(t) = go/c.Se g(t) é um polinémio

t de grau j procuramos uma solugao particular que se adeque a essa forma.
Exemplo. §j — 2y — 3y = 9t%(40)

A solucao geral é

y(t) = kre® + kge™*

a=1b=-2; c=—-3;

y(t) = kre® + ke

24,/(-2)2—41.-3
2.1

r =

24+/16

" 2



142

7"1:3

7“2:—1

y,(t) = At* + Bt + ¢

Derive o candidato e substitua em (40)

i, = 2At + B
Up =24
9 = g, — 29, — 3y,
9t? = 2A — 2(2At + B) — 3(At* + Bt + ¢)
9t? = 2A — 4At — 2B — 3At* — 3Bt — 3¢
9t? = t*(—3A) + t(—4A — 3B) + 24 — 2B — 3C

Suponha que:

92 + (0)t + (0) = (—3A4)* + (—4A — 3B)t + (24 — 2B — 30)

Como os lados esquerdo e direito dessa equacao sao iguais para qualquer ¢, os coefici-

entes de cada poténcia ¢ devem ser iguais:

9 =34 (1)

0=—4A — 3B (2)

0=24—2B—3C (3)
Por (1) A = —3; Inserindo (1) em (2) B = 4. Usando essas duas informagoes em (3)

14
0:—6—8—30—>c:—§
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Portanto, uma solucao particular é:

14
yp(t) = —3t* + 4t — 3

A solucao geral:

14

y(t) = kye® + koe™t — 3t + 4t — 3

Se um termo candidato da equagdo nao homogénea for igual a um termo da solucao
geral da equagao homogénea dizemos que o sistema estd em ressonancia. Em geral,
multiplicamos o candidato natural y,(¢) por ¢ ou as vezes até por t?, para encontrar um

candidato com chances de ser uma solugao particular da equagao nao homogénea.

22.3.2 Existéncia de solugoes

Teorema. Considere o problema de valor inicial § = f(t,y), y(to) = Yo (42). Suponha
que [ € continua no ponto (t,,y,). FEntdo, existe uma funcio I — R que é C* num
intervalo aberto I = (t, —a, t,+a) em torno de t, e € tal que y(t,) = y,e y(t) = f(t,y(t))
para cada t € I , ou seja, y(t) é uma solugao do problema de valor incial (42). Além
disso, se f ¢ C' em (t,, y,) entdo a solugio y(t) € unica. Quaisquer duas solucoes de (42)

devem ser iguais entre si na interseccao de seus dominios.

22.3.3 Retratos de Fase e equilibrios em R"

O retrato de fase nos mostra como as solugoes da equacao diferencial evoluem ao longo

do tempo. Vejamos o seguinte exemplo:

_— 3
y=y—y
Iremos verificar os valores de estado estacionario dessa equacao diferencial, isto é,

y=0
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Apéds encontrarmos as rafzes (interceptos com o eixo x) veremos as taxas de crescimento

e descrescimento da fungdo f(y) =y — y°, como segue:

f'ly) =1~ 3y*

1 1
ffly) =0—=1-3P=0—-=9y* sy=+— = £0,58 =y

3 V3
Vejamos f"7(y):
[y)=0— —6y=0—y=0

Temos que zero é um ponto de inflexdo. O préoximo passo é fazermos o grafico desta
fungao. Note que se —1 <y < 0 entdo f(y) é negativa. Isso também ocorre no intervalo
(1,00). Nos intervalos (—oo, —1) e (0,1) f(y) é positiva. Para finalizarmos o grafico
devemos inserir as setas que dao a ideia de movimento ou convergéncia. Faremos isso

passo a passo:
1. Se y €] — 00,1] entao f(y) > 0 desse modo, colocamos uma seta para a direita.
2. Sey €] —1,0] entao f(y) < 0 e entdo colocamos uma seta para a esquerda.
3. Se y €]0,1[, f(y) > 0,5 > 0, entao colocamos uma reta para a direita.
4. Se y €]1,4+00] entao f(y) < 0,y < 0 e adicionamos uma seta para a esquerda.

Agora podemos olhar para o nosso grafico e verificarmos que —1 e +1 sao dois equilibrios

estaveis no estado estacionario.
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O teorema abaixo resume e explica esse resultado:

Teorema. Seja y, um ponto de equilibrio de uma equagio diferencial y = f(y) que é C'na

reta, de modo que f(y,) = 0. Se f'(y,) < 0, entao y, € um equilibrio assintoticamente

estdvel. Se f'(y,) > 0, entdo y, € um equilibrio estdvel.

22.4 Modelo de Solow
k=sf(k)—(n+g+d.k
Lembrando que k = K/LA

f(k) = k* — f(K,L) = K®(AL)"™® — f(K,L)/AL = K*.(AL)'~* /AL = K*/AL* = K*

Note que:

0=sk"—(n+g+d).k

(n+g+d).k=sk”

S

k=(——).k"
(n+g+d)
sek=0—-0=0
1 S 1
ke — (—°  Yak
<n+g+d>
Chamaremos F(k) = sk* — (n +d + g)k
1-o l.i
B = ()T
n+g+d
seja 0 < a < 1 entdo se ask® ! > (n+ g+ d)
S 1
kx = (——)T=
(n—f—g—i-d)

F'(k) =ask®' —(n+d+g) — F'(k) >0

F(k) = ala —1)sk*2 <0
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k<o

23 Equacgoes Diferenciais Ordinarias: Sistemas de Equa-

coes

O sistema geral de duas equacoes diferenciais pode ser escrito como:

&= F(x,y,t) (26)

#(1)" = F(z*(t),y"(1), 1) (27)

O sistema (3) ¢ um sistema de 1* ordem.
Se F' e GG nao dependem explicitamente de t dizemos que o sistema é autonomo ou
tempo independente. Caso contrario, o sistema é nao auténomo. O modo usado para

encontrarmos uma solucao geral e uma particular, por exemplo, é anadlogo ao que fizemos
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anteriormente.

Fato. Todo o sistema de sequnda ordem a wma varidvel pode ser escrito naturalmente

como um sistema de primeira ordem a duas varidveis.

Exemplo. v:g),@Zf(U,y,t) ey:f(g),y,t)

Definigao. O par posigao/velocidade (y,y) é denominado varidvel de estado.

O conjunto de todas essas possiveis variaveis de estado é denominado espago de estados.

Fato. Toda equagao diferencial nao-auténoma y = f(y,t) em y pode ser escrita como um

sistema autonomo de duas equagoes diferenciais em (y,r):

y:f(yar)

P=1

Note que: & =1 — [dr = [dt »r(t)=t+c

Teorema. Fxisténcia e Unicidade de Solucoes: Se F' e G sdo funcoes continuas numa
vizinhanga de (xo,Yo,to) entao existem fungoes x*(t) e y*(t), definidas e continuas num
intervalo aberto I = (tg — &,tg + €) em torno de to, tais que z(ty) = xo e y(to) = yo €
*(t) = F(&(t),y(t),t) e y*(t) = G(&(t),y(t),t) vale para qualquert e I. Além disso, se

F e G sao funcoes C*, a solugio do problema de valor incial é unica.

23.1 Sistemas Lineares por meio de Autovalores

O sistema geral de equacoes diferenciais lineares pode ser escrito como:

T = 111+ ...+ AQ1pThy
(28)
Tp = p1T1 + ...+ Qpny,
Ou simplesmente como & = Azx. Se A é uma matriz diagonal, ou seja, se a;; = 0 para

i # j em (3), entdo (3) separa em n equagdes independentes &; = a;;x; entre as quais nao

ha interagoes. Nesse caso o sistema pode ser resolvido como:
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x1(t) = 1™, .. x,(t) = ¢ e

Se algum dos a;; fora da diagonal nao ¢ nulo, de modo que as equagoes sao relaciona-
das entre si, podemos usar autovalores de A para transformar o sistema (3) de n equagoes
mais ou menos independentes, exatamente como procedemos com sistemas de equagoes a

diferengas lineares.

23.1.1 Autovalores Reais Distintos

Suponha que A possui n autovalores reais distintos 71, ..., 7, com autovetores associados

Vlyeeey Ut
AUZ‘ = T;U; (29)

Seja P a matrix n X n cujas colunas sao estes n autovetores:

P = [v1v3...0) (30)

Entao, podemos escrever as equagoes (4) como:

AP = PD onde:
T 0 0
0 T2 0
D = (31)
0 O T

Como autovetores associados a autovalores distintos sdo linearmente independentes,

P ¢é nao singular e, portanto, invertivel; podemos escrever:

P'AP =D (32)

Usando mudanca linear de coordenadas y = P!z, com inversa z = Py, para trans-

formar o sistema (3) num sistema nas variaveis yi, ..., yn:
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y=P i

y = P~ Az (pois & = Ax)
y = P ' Ay (pois z = Py)
y =Dy

Como D é uma matriz diagonal, o sistema y = Dy pode ser escrito como:

yl =T1Y1, s Yn = TnlYn

Sua solugao:

Y1 (1) cie

Yn (1) cne

Y =08 +/sX+u

Finalmente, utilize a transformacdo x = Py para voltar as coordenadas originais

L1y eeeyIp:

z(t) = cre™ 4+ ..+ cpe™

Teorema. Seja A uma matriz de tamanho nxn com n autovalores reais distintos ry, ...,y
e autovetores associados vy, ...,v,. Entdao, a solucao geral do sistema linear © = Ax de

equagoes diferenciais é dada por:
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z(t) = cre™ vy + ...+ cpe™y,

Seja A uma matriz real 2x 2 com autovalores complexos atif e autovetores associados
u + iw. Entdo a solucao geral do sistema linear de equacoes diferenciais © = Ax é dada

por

2(t) = e*cosBt(ciu — cow) — e senBt(cou — cyw)

Teorema. Seja A uma matriz de tamanho 2 X 2 com autovalores iguais ry = 1o =1 €
somente um autovetor independente v. Seja w um autovetor generalizado para A. Entao,

a solucao geral do sistema linear de equagoes diferenciais © = Ax € dada por:

2(t) = e (c1v + cow) + te" (cpv)

23.1.2 Resolvendo Sistemas por Substituicao

Essa técnica nao utiliza autovalores ou autovetores. Escreveremos um sistema de primeira
ordem a duas variaveis como um sistema de segunda ordem a uma variavel. Vejamos o

exemplo a seguir:

Y1 = anyi + aye

Y2 = a21Y2 + a22Y2

Veja que os parametros do sistema sao arbitrarios, entao faremos uma escolha apenas

para fins ilustrativos.

=1 +4ys (33)
Y2 = Y1+ 42 (34)

1 )
Y2 = 1(3/1 — 1) — equagdo (33.1)
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Derive essa expressao em relagao ao tempo:

) 1, . .
y2=Z(y1—y1)

Inserindo essa expressao em (34)

1,. .
Z(yl — yl) =Y+ Y2

1 . . 1.

1(3/1 — Y1) = Y1+ Z(yl — Y1)
1 1
..y 1. =0
4(3/1 yl) 4(3/1 3/1) hn

=t —y+y—4y1=0

g1 —2y—3y1 =0 (35)

Encontrando o polinémio caracteristico:

r?—2r—3=0

24,/(-2)2 — 4.1.(-3)
2.1

2++/16
r =
2

r =

rm=3;r=-—1
A solucio geral para y; é : yi(t) = c1e3 + coe™!

Derive em relacdo a t : 91 = 3c1e3 — coe™
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Substitua essas duas equagoes em (33.1)

1.
Yo = Z(?h - y1)

1
Yo = 1(3016‘% — et — 13 — cpe?

1
Ys = 1(2016& —2cye7 ")

1
Yo = 5(016‘% — cpe)

Em notacao matricial:

Definigao. Uma solugdo estacionaria y* do sistema y = F(y) é dita globalmente assinto-
ticamente estavel se praticamente qualquer solugdo y = F(y) tende a y* quando t — oc.
Mais precisamente, o equilibrio y* ¢ globalmente assintoticamente estavel se para qual-
quer yp(exceto possivelmente para um conjunto de dimensao inferior de 7,) a solucao do

problema de valor inicial § = F(y) , y(0) = yo tende a y* quando ¢ — oo.

Defini¢do. Uma solugdo estaciondria yxdo sistema § = F(y) é dita neutramente estével
se nao ¢ localmente assintéticamente estavel e se todas as solugées que comecam perto y*
permanecem perto de y* quando t — oco. Se um equilibrio y* de § = F(y) é assintotica-

mente estavel ou neutramente estavel, dizemos que é estavel.

Teorema. A solucio constante x = 0 é sempre um estado estaciondrio do sistema linear
de equacoes diferenciais : © = Ax

a) Se cada autovalor real de A € negativo e cada autovalor complexo de A tem parte
real negativa, entao x = 0 é um estado estaciondrio globalmente assintoticamente estdavel:

qualquer solugdo tende a zero quanto t — oo.
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b) Se A tem um autovalor real positivo ou um autovalor complexo com parte real
positiva, entao x = 0 é um estado estaciondrio instavel: praticamente qualquer solugdo
afasta-se da origem quando t — oo.

c) Se A tem um autovalor que nao tem um conjunto completo de autovetores inde-
pendentes e que é nulo ou puramente imaginario, entao x = 0 é um estado estaciondrio

instavel.

d) Se A tem autovalores reais iquais a zero ou autovalores complexos puramente ima-
ginarios, tais que cada um desses autovalores tem um conjunto completo de autovetores
independentes, e se todos os outros autovalores tém parte real negativa, entdo a origem é

um estado estaciondrio neutramente estdvel do sistema.

T ayy ... Qip X1

Tn Api -+ Gy Ty

23.1.3 Estabilidade de Sistemas Lineares

Critérios de estabilidade para um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem:
(1) Assintoticamente estavel se f(y*) =0e f'(y*) <0, e
(2) instavel se f(y*) = 0e f'(y*) >0

Teorema. Seja y* um estado estaciondrio do sistema de equagoes diferenciais y = F(y)

de primeira ordem em R™, onde F € uma fungio C! de R™ em R™.

(a) Se cada autovalor da matriz jacobiana DF (y*) de F' em y* é negativo ou tem parte

real negativa, entao y* é um estado estaciondrio assintoticamente estdvel de y = F(y).

(b) Se DF(y*) tem pelo menos um autovalor real positivo ou um autovalor complexo

com parte real positiva, entao y* é um estado estaciondrio instdvel de y = F(x).

Se o teste do teorema 6 nao for aplicavel, ou seja, se DF(y*) tiver algum autovalor
puramente imaginario ou um autovalor nulo, mas nenhum autovalor positivo e nenhum
autovalor com parte real positiva, entdao ndo podemos usar a matriz jacobiana em y* para

determinar a estabilidade de y*.

Defini¢ao. Estabilidade Assintética. Escreva x(t;y,) para a solugdo z(t) do sistema
auténomo de equagoes diferenenciais © = f(x) que satisfaz a condi¢ao inicial z(0) = yq.

Um estado estacionario x* desse sistema ¢ assintoticamente estavel se existe € > 0 tal que
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para qualquer yo com 1 yy — zo 1< € , x(t;y0) — x* quando t — oo.

Considere o seguinte sistema linear

Y1 = a11y1 + a12y2
Y2 = a21y1 + a22¥o

Esse sistema pode ser expresso como: & = Ax em R?. Vamos mostrar que (0,0) é um
estado estacionario assintoticamente estavel se, e somente se, o traco de A é negativo e o

determinante de A é positivo.

a1; A12
A
Q21 Q22
ail —r a12

A:

a21 Qo2 — T

Entao o polindmio caracteristico de A:

(all - 7“)(@22 - 7’) - (G12<l21)

2
Q22G11 — TA11 — TQgo + T~ — G120921

r? —r(ay + axn) + (axa;; — ajaas)

r? —r(ai; + az) + detA =0

A soma dos autovalores (aj; + as2) é igual ao traco de A. O produto dos autovalores
é igual ao determinante de A. Note que se os autovalores de A sdo ambos negativos sua
soma resulta em um nimero < 0 e seu produto é > 0. Se os autovalores sao complexos
a £+ ib com a < 0, entdo sua soma 2a é negativa e seu produto a? + b%¢ positivo. Por
outro lado, se seu produto é positivo e sua soma é negativa os autovalores sao nimeros
complexos com uma parte real negativa ou eles sao nimeros reais negativos.

Se detA < 0, os autovalores possuem sinais opostos; ou algum deles é positivo.
Se o trago de A > 0 , os autovalores (um deles) deve ser positivo, ou ambos podem
ser complexos com a parte real positiva. Finalmente, se detA > 0 e o tracoA = 0

os autovalores devem ser ntmeros complexos com a parte real igual a zero, isto €, sao
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puramente nimeros imaginarios £ib. A solugao geral nesse caso é x = (cosbt)u+ (senbt)v.
Nesse caso, todas as 6rbitas sdo periddicas e (0,0) é uma solugao estavel.

Exemplo. .

i = 2xy — 2y°
y=r—y°+2

Encontrando os pontos no estado estacionario

z=0

0=2y(z—y)
Entao, y=0oux =y

y=0

r=—y*+2

Se y = 0 entao x = 2. Se y = z entao:

y=—y +2

0=—y*—y+2

L /(-1)2 —4.(-1)2
- 2(—1)

Y

y =1 ou y = —2. Temos as seguintes pontos de estado estacionario: (1,1) , (=2, —2)

e (2,0). Montando a matriz jacobiana:

2y 2x — 4y
D(f, 9)(z,y) = ( )

1 —2y

Em (2,0) :
0 4
D(f,q9)(2,0) =
(f,9)(2,0) ( Lo )

As raizes do polinémio caracteristico alternam de sinal, isto é, 1 = 2 e 79 = —2 logo

(2,0) é um equilbrio instavel. Em (1, 2):

D(£.9)(1,2) = ( L )
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As raizes sdo —1,65 e 3,65. Entao (1,2) é um equilibrio instavel. Em (-2, —2):

D(f.9)(-2.-2) = ( U )

As raizes sao 8,32 e —4, 3, ou seja, mais um equilibrio instavel.

23.2 Retratos de fase de sistemas planares

Suponha que tenhamos o seguinte sistema planar:
&= f(z,y)
y=yg(z,y)

A vizualizagao geométrica desse sistema é um vetor:

(@,9) = (f(z,y),9(x,y))

Em cada ponto (z, y) a vizualizacao geométrica correspondente de uma solugao (z*(t), y*(t))

¢ uma curva no plano tangente em cada ponto ao campo de vetores.

Defini¢ao. Diagrama de fase. Quando a curva (z*(t),y*(t)) passa pelo ponto (z,y),
seu vetor tangente (2*(t),y*(t)) deveria apontar na dire¢ao e sentido de (f(z,y), g(x,y)).

O conjunto de todas essas curvas é denominado retrato de fase ou diagrama de fase.

Exemplo. Veja o sistema desacoplado

de __
dt—2x

Y
L — 2dt I — 9y
Je=2fdt| [¥=-2[dt
Int =2t+c | lny=—-2t+c
x = et Y = coe

Para encontrarmos as solucoes nao parametrizadas resolvemos cada equacdo por e e

entao eliminamos ¢ igualando as expressoes:

T Co
D22t 2
C1 Yy
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Y = clch_l

K

Podemos expressar algumas dessas hipérboles y = ~-

Figura 1: Retrato de Fase

23.3 Retratos de fase sistemas lineares

Faremos o diagrama de fase para o seguinte sistema:

t=xz(d—z—vy)

y=1y(6—y—3x)

Passo 1. Encontre os valores de equilibrio igualando o lado direito de cada equacao a
zero. A solugoes sao (0,0), (0,6), (4,0) e (1,3).

Passo 2. Use o teorema 25.5 para determinar a estabilidade local de cada um desses

equilibrios. Note que: (0,0) e (1, 3) sdo instaveis e (0,6) e (4,0) sdo estaveis.

Passo 3. Esboce as iséclinas
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Um vetor (&,y) é vertical se £ =0 e y # 0.Se y > 0 o vetor aponta para cima se § < 0
aponta para baixo. Como & = f(z,y), o conjunto dos pontos (z,y) nas quais & = 0 é
dado pela curva f(x,y) = 0.Uma tal curva ao longo da qual o campo de vetores sempre
aponta na mesma direcao e sentido, ¢ denominada iséclina do sistema.

t=0—-2=0ed—2—-—y=0

Figura 2: Is6clinas para © = 0

N

Vejamos paray=0—>y=0e6—y —3x =10
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Figura 3: Isoclinas para § =0

Passo 4. Complete as setas nas isoclinas e nos setores entre as isoclinas. As iséclinas
dividem o plano em regioes denominadas setores, e constituem as fronteiras desses

setores.

Figura 4: Rotulando os setores e os segmentos fronteiri¢os
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Seja = —4x+16 ey = —by+ 15. Se & =0 entdo x = 4. Se y = 0 entao y = 3. Trace

as isoclinas e divida o quadrante positivo em 4 setores: (z*,y*) = (4, 3)

Vamos determinar o movimento entre os setores:
Se x <4 — & >0 (seta direita)
Se x >4 — & < 0 (seta esquerda)
Se y > 3, ¥ < 0 (seta para baixo)
Se y < 3, ¥ > 0 (seta para cima)

Figura 5: Lista completa de setores e segmentos para o sistema

|

Note que o ponto (4, 3) é um equilibrio estavel.
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Figura 6: Diagrama de fase completo

Exemplo. Crescimento e Poluicao

Considere o seguinte modelo referente a crescimento econdémico e polui¢do. Primeira-
mente defina K como o estoque de capital e P como o estoque de poluicao. A funcgao de

producao dessa economia é dada por:

Y = K sendo que « € (0,1)

K =sK® — sK = K(sK®™' — )

0 > 0 é a taxa de depreciacao do capital. O estoque de capital gera o fluxo de poluigao
KP.onde 8 > 1 e o estoque de poluicdo decai a taxa v > 0 e uma mudanca liquida no

estoque de poluicao é dada por:

P=K?—~P
As condigoes iniciais sao :

Nossa primeira tarefa é determinarmos o locus de pontos (K, P) no plano que P=0.

Entao teremos que:
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P=K'—~yP P =0

vP = K”

1
P=-K’
Y

Note que a curva P =0 é convexa em K:

oP j
g~ LB 7 OvE

P _ (8-1)8

952 K2>0jdque g >1
Y

Essa curva sai da origem, pois permitimos K = 0. Vejamos agora K = 0

K=0—sK*— 0K =K(sK“"=§)=0

K = (6/s)/*~Y—Note que essa equacio ¢ uma reta.
Ha dois pontos que K=0eP =0se interseccionam, o primeiro deles é a origem

(1)

(0,0) e o segundo é P* = ~—~(K*)?.Essas duas “curvas” definem 4 iso setores, sendo

que os sinais de K =0 e P = 0 sdo unicamente determinadas dentro de casa isosetor.
Portanto acima do locus P = 0, P > %Kﬁ o que implica que P < 0 (KP — ~P), mas
abaixo disse locus P > 0. Agora vejamos a curva K = 0. Se K > K* entao K < 0 e se
0 < K < K*entdo K > 0. Até K " K é crescente, podemos ver isso usando a primeira

derivada de K = 0, como segue:

dg(K)
Ok

Suponha que essa condic¢ao é zero apenas quando K = K*

=sK*'—§=0
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Figura 7: Diagrama de Fase

L N

Na regiao I K > 0 e P < 0 . Nesse iso setor desenhamos uma linha horizontal
apontando para a direita indicando que K cresce nessa regidao. Similarmente, fizemos o
mesmo para P indicando que P decresce nessa regiao. Todas as trajetorias na regiao I

apontam para sudeste elas podem entrar na regiao IV somente cruzando o locus P=0e
op P
0K K
e o numerador é zero no locus P = 0. Essa trajetoria nao pode entrar na regiao II para a

a inclinagao dessas trajetérias é zero (no ponto de intersec¢ao) como dé-se que

I porque quando K se aproxima de K™, K se aproxima de zero e K* nao pode ser atingido
em tempo finito. Na regidao III podemos observar que K < 0e P > 0. Novamente as
trajetorias nao podem se mover para a regiao IV, mas podem se mover para a regiao II
e possuem uma inclinacao horizontal ao passarem por P =o. Consideracoes similares
mostram que as trajetérias apontam para sudoeste na regiao II e nordeste na regiao IV e
nao podem “durar” (sair) dessas regioes.

Para verificarmos se o sistema é estavel no estado estacionario devemos linearizar

nossas equacoes diferenciais em torno de K* e P*. Para isso é necessario assumirmos que:

f(K,P)=f(K* P*)+ fx (K* P*) (K — K*) + fp (K*, P*) (P — P*)
g(K,P)=g(K",P*) + gk (K*, P*) (K — K*) + gp (K*, P*) (P — P¥)

Note que f (K*, P*) e g (K*, P*) sdao nulas no estado estacionario. Entdo podemos

construir a seguinte matriz jacobiana:



K| | dK/dK dK/dP || K — K*

P | | dP/dK dP/dP || P—P*
Que ¢é igual a:

K| |asK*'-§ 0 ||K-K*

P BKAY —~ || P—p*

Devemos avaliar a expressao acima no estado estacionario:

K| | d(a=1) 0 K — K*
Pl BesT [ PP
Sabemos que:
TracoA = X\ + Ag e o det|A| = A\ As .
d(a—1)— A 0
B-1 =0
B(6/s)=t =y —=A

Teremos que:

M-A(a—-1)—v)—d(a—1)y=0

Sla—1)—y+/(0(a—1) =7 +45 (@ —1)7

A= 2
)\:5(04—1)—')/:&\/5((1—1)2—|—2—25(a—1)+’yz+45(a—1)7
)\:5(04—1)—7ﬂ:\/6(a—21)2+72+25(a—1)7
A:5(04—1)—712\/(5(04—1)+7)2
Azé(&—l)—viQ[@(a—le)]
Alzé(a—l)—v—Q[Wa—l)Jrv)] _ —227:_7
o= oD =r+[0la-D+9)] _2(-1 5

2 2
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Note que os autovalores sao negativos, o que faz o determinante de A ser positivo.
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Mostrando que (K*, P*) é um equilibrio estavel.

24 Teoria do Controle Otimo

Esse contetido foi desenvolvido por Pontryagin et al (1962). Comegaremos estudando
os casos mais simples para esse problema, sem nos preocuparmos com algumas questoes
relacionados a regularidade. Comecaremos apresentando um problema simples de controle

6timo e usaremos o principio do maximo para soluciona-lo:

V= /T V (s(t), c(t), t) dt (36)

§=[(s(t),c(t),1) (37)

s(0)=s0 e s(t)=st (38)

Normalmente a variavel que esta na restricao exposta por uma equagao diferencial é
denominada a variavel de estado. Em outras palavras, representa o quanto essa variavel em
particular oscila de acordo com uma variagao no tempo. Para o nosso exemplo a variavel de
controle (ou escolha) é ¢(t). Temos também quet denota o horizonte temporal. Como nos
problemas de otimizagao estética, usaremos uma variavel denominada de coestado 7 (t)que
terd um funcionamento similar (ou analogo ao nosso multiplicador de Lagrange. Desse
modo, construiremos uma func¢ao chamada de Hamiltoniano, para o problema expresso

pelas equagoes de (1) a (3).
H(S (t) ,C(t),ﬂ' (t) 7t> = V(S (t) 7C(t) 7t) + (t) f (3 (t) € (t) ’t) (39)
Teorema: Principio do mdzimo.

Uma solugao étima para o problema naterior é a tripla (s (t), ¢(t), 7 (t)) que deve satisfazer
as seguintes condigoes:
(1) c(t) maximiza H (s (t),c(t),  (t)), tal que:

OH
dc (t)

(ii) As varidveis de estado e coestado satisfazem o par de equagées diferenciais:

= 0; (40)

OH
or (t)

S =

(41)
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ol
=05 (42)

Com as condigoes “terminais” expressas em (3) usando a defini¢gbes de Hamiltoniano

(4) e as equagoes (5)-(7) teremos:

a%) L) 8?{75) 0 (43)
$(t)=[f(s(t),c(t),t) (44)
oV of

TO=—a5m "W as @ (45)

24.1 Derivagao das Condigoes de Primeira Ordem

Temos o seguinte problema de maximizagao intertemporal:

Ct

T
maxV(O):/ u(ce, ke, t)dt
0

Ss.a.

(a) k = glk, ct, 1]
(b) ko (condigao inicial)

(¢) kre™™ >0

A condigao (¢) indica a quantidade de capital deixada no ultimo momento é positiva ou

Zero.
V(0) — Funcao valor em t =0
e’ — taxa de desconto

k; — varidvel de estado

¢ — variével de controle

Imagine que os multiplicadores de Lagrange pudessem ser utilizados para solucionarmos

o problema de maximizacao anterior:
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L= /T {u(ct, ki t) + N (g[k:t,ct,t] — k:)} dt

¢ € o multiplicador associado com (a). Por simplicidade podemos ignorar a restri-
¢ao (c). Se tivéssemos o Lagrangeano convencional, tomariamos as derivadas parciais e
igualariamos a zero. O problema surgird quando for necessario tomar a derivada de k em

relacao a k;. Um modo mais simples de solucionar este problema é integrar por partes
T
fO )\tktdt .

dn .
ARA it
dt +

Se integrarmos ambos os lados dessa expressao encontramos

T T T
dm:/ /%)\dtJr/ Nedt
0 dt 0 0

T dk\
= ke — Ko
/0 dt TNT 0/\0

Rearranjando a expressao anterior:

T . T .
krAr — koXo — / Akdt = / kAdt
0 0

T . T .
kA — koo — / Akdt = / kAdt
0 0

Entao o Lagrangeano toma a seguinte forma:

T
L= / (ulce, ke t) + Aeglky, e, t] + Ak )dt — (brAp — koXo)
0

Se incluirmos a restri¢do (3) teriamos mais um multiplicador associado:
T .
L= / (ulcr, ke, 1) 4+ Aeglke, e, t] 4+ Ak )dt — (krAr — kodo) + Pkre” "
0
Definindo H(Ct, kt, t) = U(Ct, kt, t) + )\tg[kt, Ct, t]

T
L= / [H (1, ke, t) + Mkg]dt + (kA — koo)
0

As CPOs:
OH  Ou dg
A TR Ha
OH _Ou 99 5 _y

ok~ 0k T ok
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OH . ou dg
AR TR
oOH .
8)\ - k:g[k7ct7t:|

Para do problema consiste em escolher um nivel de capital para o periodo T

oOH
(9/<:T T+¢ TE€
A = ke

O mutiplicador de Lagrange associado a kr é Ap. A condicao de folga do Kuhn-Tucker

nos diz que:

krdr =0
kroe ™ =0
Arkr =0

No instante 7' o valor do capital é igual a zero, porque seu preco sombra vale zero Ap.
Para o horizonte infinito a derivacao é analoga trocando T" por co. No entanto a condi¢ao
de folga de Kuhn-Tucker deve ser substituida por:

ltm )\tkt =0
t—o0
24.2 Exemplos de aplicacao do teorema

Exemplo. Exemplo numérico para apresentarmos o principio do maximo:

1
V:/ In[64s]dt s.a § =4s(1 —c)
0
coms(0)=1 e s(1)=¢?

H (s,c,m) =Indcs + w[ds (1 — ¢)]

OH 1
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OH 1
—=—n=—A4 4(1 - 47
Js T des C Fri{l—c) (47)
OH
Por (62) teremos que ¢ = résubstituindo esse resultado nas outras equagoes obtere-

mos:

7%:—1—47r<1—> (49)

5= 4s (1 _ 1) (50)

S 4Atrs
) 1 4mns 1
T=—————+-
S s S
T =—4r
integrando teremos:
om ot
——=—4 [ dt
ot m /
Inm = —4t
T=ce

Entao teremos:

§=4s — —
T
4t

§$ =4s — €
7 (0)
4t

$=4s = — ¢
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a(t)=—4
A0

Podemos utilizar a expressao abaixo para solucionar a equacao diferencial:

s(t) = lk + / b(t)e_f“(t)dtdt] el alhydt

et — [4dt - [ 4dt
s(t) = [k+/_7r(0)6 dt_ e

s(t) = [k:—l—/—;ko)e_“dt et

t€4t

7 (0)

sabemos que s (0) = 1, ou seja, quando o tempo é zero s = 1.

s(t) = ke* —

s(0)=k=1
5(1) = e
s(1) =e* — ﬂe(i)) =¢?
e?=1- - 20)
e l—1= 7r(10)
Temos que :
—0.86 = _7T20)
—0.86 = _7r20)
m(0) = 1.15

Inserindo 7 (0) e k em s:



s(t) = e* (1 — 0.86t)

Sabemos que

(t) = 1 1 1
drs 4(1.15) eet (1 —0.86t)  4.62 — 4t

1
Vz/ In (4es) dt
0
1
:/ In <4s> dt
0 Arrs
! 1
/o ”(wm)e—“)

1
V= / [In (0.865) + 4] dt = [tIn (0,865) + 27| = 1.855
0

1
0

Exemplo. Leonard e Long (1992) - Cap4. Exercicio 1:
T
Max / In(c)dt
0

sujeito a

s(0)=spes(T)=sr

Montando o Hamiltoniano e definindo as condig¢oes de primeira ordem:

H(c,s,\) =1In(c)+ \[—(]

Podemos integrar a equacio de A :
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d\
— =10
dt
/ dA =0 / dt
A= C1
Diretamente obtemos que:
1
c= —
&1

Usando as condigoes iniciais e terminais do problema s (0) = sg e s (T") = sp:

S0 = C2

Entao:

ST — So
T

Exemplo. Leonard e Long (1992) - Cap4. Exercicio 2:

172



173

T
Maz / c™dt
0

sujeito a

s(0)=spes(T)=sr

Montando o Hamiltoniano e definindo as condi¢oes de primeira ordem:

H(c,s,\) ="+ X[

o _
de

ac®™t—A=0

Diretamente obtemos que:

1
(0% 11—«

cC=|—

C1

Inserindo essa informagao na equacao de § :



(o)
farmm(2) [

a\Ta
s:—t(> + 2
1

Usando as condigoes iniciais e terminais do problema s (0) = sg € s (T") = sz

Entao:

Exemplo. Leonard e Long (1992) - Cap4. Exercicio 3:

T
Max / e tin (c)dt
0

174



175

sujeito a

s(0)=sges(T)=sr

Exemplo. Montando o Hamiltoniano e definindo as condi¢oes de primeira ordem:

H(c,5,\) = e 'In(c) + N[~

OH et
—=—-X=0
oc c
oOH .
—=-A=0
0s
oH |
— =5=—c
0s
Podemos integrar a equacio de A :
d\
)
dt
/ dA =0 / dt
A= C1
Diretamente obtemos que:
€_t
c=—
4]

Inserindo essa informagao na equacgao de § :

. e
S§=———
&1
. et
§=——
&1
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et
s§=—+4co
C1

Usando as condigoes iniciais e terminais do problema s (0) = sg e s(T') = sp

S0 = C2

Entao:

ST — S0 _
§=——¢€ 2t+30
T

Entao:

Tet

ST — S0

ST — S0
€= Te2t

Exemplo. Leonard e Long (1992) - Cap4. Exercicio 4:

T
Max / e tedt
0

sujeito a



Exemplo. Montando o Hamiltoniano e definindo as condi¢bes de primeira ordem:

H(c,5,)\) =e e + \[—(]

0H
e = etact =\ =0
OH .
—==-2=0
ds
oH |
— =§=—c
0s
Podemos integrar a equacio de A :
dA
20
dt
/ d\ =0 / dt
A= C1
Diretamente obtemos que:
a-1_ G
© aet

Ou ainda:
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Usando as condigoes iniciais e terminais do problema s (0) = sg e s(T") = sp

Sp = C2

11—«
[(ST —50) (1 —a) GT} ==
C1
«Q
€ = 11—
[(s7 — 50) (1 — @) €”]
Entao:
o <a>1—1a et n
S = 1 1— Co
1
a e gt
S = o 1— + Co
[(sr—s0)(1—a)eT ] © @
rl-a = et
s:<[(sT—so)(1—o¢)e} ) 1—a+02
o 1— T—t
SZ(ST soi(_aoz)e + So
Temos que:

1

( Cl > o
C =
aet

c= ( [(STfSO)(lafa)eT}lia ) o
ae~t

o <[<sT ) éT— a) 1) h
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¢ = eaT (sp —s0) (1 —a) e’

(a=1)
c=(sr—50)(1—a) e et

Exemplo. Leonard e Long (1992) - Cap4. Exercicio 5:
T
Max / In(c)dt
0
sujeito a

§=—c—s
s(0)=sges(T)=sr

Montando o Hamiltoniano e definindo as condigoes de primeira ordem:

oH 1
—=-=A=0
oc c
OH .
— =A==
0s
o _ . .
(?s_s_ c— S
Podemos integrar a equagao de A

d\

2

dt

d\

— = [ dt
/5-1
In(A\) =t+ac

A= el

Diretamente obtemos que:
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1
c= —
cpet

Inserindo essa informagao na equacao de § :

. 1
§=—=5——
cie

s = [02_1/6—t6—f—1dtdt] 6f—ldzt
&1

Usando as condigoes iniciais e terminais do problema s (0) = sg e s(T') = sy

SQGt = C9
_ Te T
ST = C2€ —
(&1
. Te T
ST = Sp€ -
C1
Te T .
= 5p€ — S
1
. spet™ T — sp
1
Te T
Entao:
Tte—(t+T)
S=8) — ———
spet™T — sp
e
1
C = ——
cyet
Tef(tJrT)
C1 =

spet=T — sp

Exemplo. Leonard e Long (1992) - Cap4. Exercicio 6:



181

T 1+
Max/ € th
o L+v

sujeito a
§=—c—3S5

s(0)=spes(T)=sr

Montando o Hamiltoniano e definindo as condigoes de primeira ordem:

Hies N =" 4
(0’87 )_1‘1'/7 + [_C_S]
OH
=
9% c 0
oOH .
— =A==
0s
a—H—S——c—s
ds
Podemos integrar a equacio de A :

d\

— =

dt

d\

— = [ dt
[5-1
In(A)=t+a¢

A= el

Diretamente obtemos que:

2=

c= (clet>

Inserindo essa informagao na equacao de § :

2=

§=—8s— (clet)



5= l@ — / e;e_f_ldtdt] ef 1t

f)/
' —1%wt—t _

s = e — cle 7 e

g
1

_ ot —1 3=

§=coe " — clen
v

l—~v L ¢

s=coe "+ clen

Usando as condigoes iniciais e terminais do problema s (0) = sg e s (T') = sp:

Soet = C

cren

Y
1

—t_1_7 5 =L

ST — Sp€ = cre
Y

—t Y T %

ST — Sp€ €Y7 = C
L=y

1—x <3T - 30€T7t> Ve |l -
1—v

S = 8o+
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1~
2
2=

Exemplo. Diagrama de fase

Vejamos um exemplo simples de controle 6timo.

T
Mazx'V :/ e %%n () dt
0
sujeito a
§=25% —¢

s(0)=spes(T)=sr

Teremos que:

H (s,c,m,t) =e %% n(c) +m {230’5 - c}

a@if _ 00t (51)
OH . 45
B = F=sT0m (52)
oOH .5 .
5 = 2s c=3 (53)

Nesse caso nao conseguiremos solucionar m por (52). Devemos diferenciar a equagao

(51) em relagao ao tempo.

—e 00562 0, 05e 0% = 7

= 0,05
_6—0,05t<c+ , ):ﬁ

c? c
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_ o005t <02 n 0>05) 05
¢ c

670,05t

m =
C

oos (€, 0,05\  —e00%t
—e 0,05 (2 + ’ = S 0.5
C C C

¢
_ ( i q0’5> _ _g05

"4 0,05¢ = +cs0p

¢=c(s72-0,05) (54)
Agora podemos analisar o diagrama de fase no espago (s, c).
Primeiramente analisaremos o locus de pontos onde ¢ =0 e § = 0.

§=0—c=2s"

Note que ¢ = 25%%é uma funcao concava e crescente em s. Essa curva sai da origem, e

possui uma inclinacao infinitamente grande. (se s = 0 entéo ¢ = 0).

Figura 8: Diagrama de Fase
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Ja a equacgado ¢ = 0 nos indica que se ¢ = 0, s = 400. Esses locus criticos dividem
nosso quadrante positivo em quatro regides ou iso setores. Na regidao I ¢ < 25" entdo
$>0. Como ¢ > 0 e s < 400 isso implica que ¢ > 0. na regido II ainda temos ¢ < 25%5;
desse modo, $ > 0 e s > 400 entdao ¢ < 0. A regido III estd acima da curva ¢ = 2s5%° entao
5<0,5<400e ¢ <0. Naregiao IV s<0ec¢>0.
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