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Prefacio

Esta apostila ¢ um resumo das notas de aula das disciplinas de Introducao a Econo-
mia Matematica, Modelos Matematicos em Economia e Tépicos Especiais em Economia
Matematica do curso de Ciéncias Economicas da Universidade Federal em Pelotas. Em
quase sua totalidade essas notas de aula transcrevem literalmente ou resumem o contetido
do livro Calculo: funcoes de uma e vérias varidveis de Morettin et al. (2016). Tam-
bém ha alguns trechos do texto referentes a obra de Chiang e Wainwright (2005) e de
Simon e Blume (2004). Destaco que essa apostila ndao tem fins comerciais, o texto serve
exclusivamente como material de apoio as aulas. Aproveito e agradeco aos alunos Jean
Marcel Del Ponte Duarte, Liicio Moscareli e Victor Lucas Taveira Mendes Rebelo que
colaboraram na construcao desse material. Quaisquer erros, comentarios, dividas e ob-
servacoes devem ser enviados por e-mail para o endereco: rodrigo.fernandez@ufpel.edu.br.

ou rodrigonobrefernandez@gmail.com
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1 Conjuntos

1.1 Nocoes Gerais

Definigcao. Conjunto: podemos dizer que um conjunto é uma cole¢do, classe ou familia

constituido por elementos.
Exemplos:
e Alunos da sala de aula
o Pontos de uma reta

Normalmente, os conjuntos sao designados por letras maitsculas latinas: A, B, C. Os
elementos sao designados por letras mintisculas a, b, c... Seja A={1,2,3,...} dizemos que
xr € A se x é um numero inteiro positivo. Caso contrario x ¢ A. O método da numeragao
tabular é usado quando o conjunto possui um nimero muito elevado de elementos. Esse

método consiste em escrever os nomes dos elementos entre chaves.

Exemplo. Alguns conjuntos:
A={235.}

B = {2,4} - (conjunto bindrio)
C' = {2} — (conjunto unitério)
*
N*={1,2,3,...}
Sendo N* o conjunto dos niimeros naturais sem o zero. Nem sempre é possivel represen-
tarmos os conjuntos do modo anterior. Dessa forma, buscamos uma regra que atenda a
todos os elementos que pertencem ao conjunto e ao mesmo tempo nao satisfaca aqueles

elementos que estao fora. Suponha que P é o conjunto dos nimeros fracionarios entre 0
e 1.

P = {z é fraciondrio tal que 0 < z < 1}
ou ainda

P={zeFl0<z<1}



Defini¢ao. (Conjunto vazio) E o0 conjunto que nio possui elementos. Usamos a notacio
{} ou . Usamos a notagao {} ou .

Defini¢do. (Subconjunto) Sejam os conjuntos A e B, se todo elemento de A pertence
a B, dizemos que A C B (A esta contido em B). De modo geral, Vo € A, z € B, dizemos

que A é subconjunto de B.
Exercicio. Mostre que para quaisquer conjuntos A e B distintos, se A C B, ANB=A

Exemplo. 1.
N*CN

{0,2,4,6,.} C N

Podemos dizer que A C B (estd contido), mas também B D A (B contém A). 1 €
{1,2}, mas 1 nao estd contido em {1,2}. No entanto, {1} C {1,2} j& que {1} é um

conjunto unitario.

Defini¢do. (Conjunto universo) E o conjunto que contém todos os elementos que
estamos trabalhando. O Diagrama de Venn faz a representacao grafica do conjunto

universo E e seus subconjuntos A e B e C.

Figura 1: Diagrama de Venn

Exercicio. Mostre que se A C Be B C A entao A=B.

Defini¢ao. (Igualdade de conjuntos). Para quaisquer conjuntos A e B, dizemos que
A=DB se, e somente se, Vr € Axr € BeVre B,z e A



Exemplo. a)
{07 1} = {17 0}
Note que a ordem nao é importante.
b)
{x € N2 =32 +2=0} = {1,2}

Se a igualdade nao for satisfeita, dizemos que A # B.

1.2 Operagoes envolvendo conjuntos

Os dois conectivos mais importantes sao “ou” e “e”. Primeiramente observamos as parti-

cularidades do conectivo ou.
» (a) Apds os exames, passarei ou serei reprovado.
o (b) Encontrarei Ronaldo ou Lucas

Exemplo. Em “a”, ou é exclusivo, pois nao poderao acontecer as duas coisas simultane-
amente. J4 em “b”, ou ¢ inclusivo, pois poderei encontrar Ronaldo ou Lucas. Usaremos
ou no sentido inclusivo, isto ¢, dizer p ou ¢ significa p ou ¢ (somente um deles) ou ambos.
) Y
1))

O conectivo “e” é usado quando liga duas afirmagoes que devem valer simultaneamente.

Assim, dizer “vou ao cinema e ao teatro” significa que irei ao cinema e também ao teatro

Defini¢ao. (Intersec¢ao de conjuntos) Chama-se intersec¢ao de dois conjuntos P e @
de um universo £ ao conjunto de elementos de F que pertencem simultaneamente a P e

(). Indica-se a interseccao por PN Q.

PnNnQ={rxeFElrePexeQ}

Exemplo. 1

P=1{1,2,3,5} e Q=1{1,3,5,7} entdo PNQ = {1,3,5}

A=1{1,3,5"7,..}) e B=1{0,2,4,6,..} entaio ANB =1

Defini¢ao. (Conjuntos disjuntos). Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, se ANB = (),

entdo A e B sdo chamados disjuntos.

Definicao. Uniao de conjuntos: sejam os conjuntos P e ) de um universo F. Chama-se
uniao de P ao conjunto ), o conjunto de elementos de F que pertencem ao P ou Q.
Indica-se: P U Q.

PuQ={z€EjlzePouzeQ}



Exemplo. 1

Se A={1,2,3} e B={1,3,5} teremos AUB ={1,2,3,5}

D=1{1,2,5} e F={1,2} entaio DUF =D, F C D

Defini¢ao. (Complementar de um conjunto) Dado P C FE, sendo E o universo,
diz-se que P¢ (complementar de P) o conjunto dos elementos que pertencem a E, mas

nao pertencem a P.
P¢={zlr€ Eex ¢ P}
Exemplo. a)

E ={1,3,5,9,10} e P = {1,9}, entdo P° = {3,5,10}

E =N e P = N"entao P° = {0}

Defini¢ao. (Diferenca de conjuntos) Sejam P e @ dois conjuntos contidos num uni-
verso F. Chama-se diferenca P-() o conjunto de elementos do universo que pertencem a,

mas nao pertencem a ).

P-Q={zxcElrePex¢Q}

Exemplo. a)

P={1,3,5,7} e @ =1{5,6,9},entdo P — Q = {1,3,7}

Observagdo. Observemos que

PP=E—-PeP—-Q=PnNQ°

1.3 Propriedades das Operagoes com Conjuntos

EC =0

0“=E

AUA=F



ANA =0
(A9)° = A
AN(AUB)=A

AU(ANB)=A
(AN B)¢ = A°U B¢

1.4 Alguns tipos importantes de Conjuntos

Defini¢ao. (Conjunto das partes) O Conjunto das partes de um conjunto. Seja A C E,

onde E é o conjunto universo. O conjunto formado por todos os subconjuntos de A é

chamado de conjunto das partes de P(A).
Exemplo. 1
A ={1,2} ,entdao P(A) = {{1},{2},{1,2},{0}}
A = {1} entao P(A) = {{1},{0}}

A =1, entao P(A) = {0} que nao é vazio.

De modo geral, se um conjunto tem n elementos, entdao seu conjunto das partes tera

2™ elementos.

Defini¢do. (Produto cartesiano.) Dados os conjuntos A e B, chama-se de produto
cartesiano de A por B o conjunto dos pares ordenados cujos primeiros elementos pertencem

a A e cujos segundos elementos pertencem a B, isto é:

Ax B={(z,y)|lre Aey e B}

Exemplo. 1

A={1,2} e B={3,4}

Ax B=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}



O namero de elementos de um produto cartesiano A x B é igual ao produto do niimero
de elementos de A por B n(A x B) = n(A) x n(B).

Definig¢do. (Diferenga simétrica) Sejam dois conjuntos quaisquer A e B contidos num

universo E, a diferenca simétrica de A,B pode ser definida pela seguinte expressao.

AAB =(AUB)—- (AN DB)
Exemplo. 1

A={1,2,3} e B={2,3,5,7} entdao AAB = {1,5,7}

Defini¢ao. (Partigdo.) Dizemos que os conjuntos A;, .., A, todos ndo vazios, formam

uma particado do universo F se:

AN A; = OVi # j (2)

Exemplo. Seja o universo o conjunto F = {1,2,3,4,5,6}. Dé duas quaisquer parti¢oes
de FE.

Seja A ={1,2,3} e B=1{4,5,6} entao:

i)AeB#10
i) AN B =
ii)AUB=F

2 Conjuntos Numéricos

Ja& conhecemos o conjunto dos nimeros inteiros positivos N* = {1,2,3,4,...} e o dos
nimeros naturais N = {0,1,2,...}. No entanto, ndo podemos efetuar a subtracao a-b
Va,b € N. Introduzimos entao o conjunto dos nimeros inteiros, que indicaremos por
Z=A{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Ainda nao podemos realizar divisdes se a e b ndo forem

multiplos.

Definicao. Numeros racionais

Q:{Zlan,beZcomb#O}
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Exercicio. Mostre que qualquer inteiro a é racional

N*CNcCcZcQ

Observacao. Todo niimero racional pode ser representado sob a forma decimal

3 1 3
2 =0, 75; 3 =0,5; 5= —0,6
A representagao decimal infinita e periddica (dizima periddica)
Exemplo. 1
1
- =0,333...
3 Y
47
— =0,5222...
90 ’

Observacao. De um modo geral, é possivel dizer que os niimeros representados por deci-

mais infinitos periddicos sao racionais

3
—=0,75000
4 ?

1
= =0,50000
2 Y

Exercicio. Escreva sob forma de fragdo a seguinte dizima periddica:

z = 0.6666... (1)
10z = 6.666... (2)

Subtraindo (1) de (2)

==

3
Defini¢do. (Ntumeros reais) Considere que ¢ e p sejam nimeros racionais com ¢ >

p. Entre eles sempre havera outro niimero racional, como por exemplo a média entre
eles(p + q)/2. Entrep e (p + ¢)/2 também haverd outro nimero racional como a média
deles (p + %) /2. Com o raciocinio andlogo, podemos concluir que hé infinitos niimeros

racionais entre eles.

No inicio, pensou-se que o conjunto () englobasse todos os nimeros. Todavia, um
simples fato atribuido a Aristoteles mostrou a existéncia de novos nimeros chamados
irracionais. Imagine que vocé deseja determinar a diagonal de um quadrado de lado de

medida igual a 1. Pelo teorema de Pitagoras, teremos que

P =1"+1%d=2
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Demonstracio. Vamos provar que /2 nao é racional. Suponha que v/2 seja racional,

assim v/2 pode ser expresso por 7 em que a e b sdo inteiros e primos entre si. Assim,

a a? N )

Como a ¢ multiplo de 2, a? é par. Consequentemente, a também é par. Assim, a pode
ser escrito sob a forma a = 2k (k inteiro). Substituindo tal resultado em (4) teremos:
(2K)? = 2b* = 4k* = 20> = b* = 2k? (5)

Pela relagdo (5), b* também ¢ multiplo de 2, logo é par. Consequentemente, b é
par. Ora, concluir que a e b sdo nuimeros pares ¢ um absurdo, pois sao primos entre si.

Conclusio v/2 néao é racional. Tal ntimero foi chamado de irracional.

V2 = 1,41421356

Esse niimero pode ser expresso por uma decimal infinita, mas nao periodica.

Definicao. Podemos designar o conjunto I como o conjunto de todos os ntimeros irra-
cionais. A unido dos conjuntos dos nimeros racionais com o dos niimeros irracionais é o

conjunto dos ntimeros reais. R = Q U [

2.1 Equacoes e Inequacoes do Primeiro e do Segundo Grau

Definig¢ao. Equacao do Primeiro Grau

b
ar =baebe Rx=—-VYa#0
a
Exemplo. Resolva a equagao: 4x — 12 =8 — 6xz— S = {2}

Exemplo. Seja L (z) = 50z — 2000 a fungao de lucro em que z é a quantidade vendida.

Qual a quantidade que deve ser vendida para que o lucro seja de 50007

2000 + 2000 = 50z
7000 = 50x
140 ==

Exemplo. O saldo de uma aplicacao financeira ¢ dado por S = 2000 + 40¢, em que ¢ é o

numero de meses. Apds quanto tempo da aplicacao o saldo dobra?
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Se t = 0 entao S = 2000.
Para termos 25 = 4000 igualaremos esse valor na equagao de saldo.
4000 = 2000 + 40t
2000 = 40t

50 =t

Definigao. Inequacao do 1° Grau

ar <bouaxr <bouaxr >bouar>b

Exemplo. 3x — 12 > x 4 2

2x > 14
x>7

S={zre€Rlx>T}

Exemplo. 2(z — 1) < 5z + 3

20 —2<bxr+3
—3xr <5
- 5
x —_——
3

S—{xGR\x>—§}

Exemplo. Seja L = 30z — 4000. Qual z faz com que L > 110007

30z — 4000 > 11000
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30z > 15000

x > 500

Definicao. Equacgoes do segundo grau

ar’ +br+c=0a,bcE Rea#0

Aprendemos que a equagao do segundo grau pode ser solucionada pela formula de
Baskara. Essa férmula nos relata quais sao os possiveis valores de x que garantem que a

igualdade acima seja zero. Vejamos como iremos deduzir essa relacao:

ax’+br+c=0

Dividindo a equacao anterior por a:

e — -
a a
b b? ¥ ¢ b?
2 .
x4 p + Fye Ry R (adlclonando@)
N b\° b —dac
T+ —| =—5—
2a 4a?
b 2 —4
N T
2a 2a
—b+ Vb? — dac
Tr =
2a

em que A = Vb — dac
A > 0 - 2 raizes reais distintas
A =0 - apenas uma raiz real

A < 0 -nao hé raizes reais

Exemplo. 2? — 4z +3 =0 S={1,5}
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Exemplo. Incompletas 2% — 3z = 0

z(r—3) =

S = {0,3}

2.2 Intervalos

Intervalos sao subconjuntos de R. Sejam a,b € R tais que a < b, definimos:

Definicao. Intervalo aberto
E o conjunto dos valores reais entre a e b (exclui-se os extremos) indicado por Ja,b/,
isto é:
la,b| = {x € Rla <z < b}

Definicao. Intervalo fechado
E o conjunto de valores reais entre a e b (inclui-se os extremos), indicado por [a,b/,
isto é:
la,b] = {z € Rla <z < b}

Definicao. Semi aberto a direita ou a esquerda.
A desigualdade (estrita) vale para um lado:
esquerda |a,b]
={reR|la<z<b}

direita [a,b[
={reRla<z<b}

Aberto de a até infinito

la,+oo[={z er|z>a}

Fechado de a até infinito

l[a,00[={z €r|z>a}

Intervalo aberto de —oo até b

| —oo,b[={zxer|z<b}

Fechado de —oo até b



| —oo, b ={zer|z<b}

Exemplo. Seja A =[—1,3[ e B = [}, 0]
a)
AUB = [—1,+00|

b)
ANB = [;,3[
c)
A° =] — o0; —1[ U [3, +00]

Defini¢cao. (Médulo ou valor absoluto) Dado um ntimero real z, chamados de valor

absoluto, ou mddulo de z, ao nimero indicado pelo simbolo |z| e definido por |z| =

z,sex >0, —xsex <0Qoulsex=0

Exemplo. 1

Observacao. Propriedades
1. Se || =k, entdo x = k ou x = —k, com k > 0

2. Se |z| < k, entao —k < = < k, k é uma constante positiva

3. Se |z| > k, entdo z > k ou x < —k em que X é uma constante positiva

Exemplo. a)

|z| = 3,entdo z =3 ou z = —3
b)
|r] <5, entdo —5<x <bh
c)
|z| > 7,entdo x > 7Toux < —7
d)

20 — 3| <7

e <7+ 3
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2r <5

Mas também
2z > —4

T > =2
S={r€eR|-2<z<5}

3 Funcoes

Defini¢do. Suponhamos dois conjuntos: um de ntimeros A = {1,2,3,4} e um conjunto
de 4 pessoas B = {Ari,Rui,Lia,Ester}. Uma relacio de A em B pode ser aquela que

associa ao numero 1 o nome Ari, ao niimero 2 Ester, Lia ao 3 e Rui ao 4.

Notemos que a correspondéncia estabelecida determina um conjunto de pares orde-
nados. M = {(1,Ari), (2, Ester), (3, Lia), (4, Rui)}. E claro que esta nio é a tnica
relacdo que pode ser estabelecida entre A e B. Fagamos corresponder ao nimero 1 os
individuos do sexo masculino, e ao numero 2 os individuos do sexo feminino. N =
{(1, Rud), (1, Ari), (2, Ester), (2, Lia)}. Note que M e N sao pares ordenados cujos pri-
meiros elementos pertencem a A e os segundos a B. Em outras palavras: M C Ax B,N C
A x B . Como A x B tem 16 elementos, o conjunto das partes de A x B possui 2'¢ ele-

mentos. Entdo, podemos estabelecer ao todo, 2! relacdes de A em B.
Definigao. S é uma relagdo de A em B se S for um subconjunto de A x B.

Exemplo. 1
S={(x,y) e AxBly=x+1}

com A={1,2} e B={2,3}

S = {(172) ) (273)}

Exemplo. A ={1,2,3} e B=1{2,3,4,5}

T ={(z,y) € Ax Bly > x}}

T={(1,2)(1,3)(1,4) (1,5) (2,3) (2,4) (2,5) (3,4) (3,5)}
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Defini¢ao. (Dominio) Seja S uma relagdo A x B. O dominio de S é o conjunto dos

elementos x € A para os quais existe um y € B tal que (z,y) € S.

Definigao. (Imagem) O conjunto imagem de S é o conjunto dos y € B para os quais

existe um = € A tal que (z,y) € S.
Exemplo. A={1,2} e B=1{2,3}. D(S)=AeImg(S)=DB

Defini¢ao. (Fungao) Uma relagao f de A em B é uma funcao se, e somente se:
a) Vx € A Jy € B definido pela relagao, chamado imagem de z.

b) A cada = € A nao podem corresponder dois ou mais elementos de B por meio de f.

Observagdo. Elementos distintos de A podem gerar o mesmo elemento de B, mas o con-

trario nao é valido.

Defini¢do. (Fungao real de variavel real). Seja f : A — B e A, B C R, diz-se que f

é uma funcao real de variavel real

Defini¢do. (Contradominio). Seja f : A — B e A, B C R,define-se o contradominio
de f pelo conjunto B

Exemplo. f(z) =2z, f: A— B

Exemplo. Uma calculadora é vendida por R$200,00 a unidade. Sendo x a quantidade

vendida, a receita de vendas serd 200x. R(x) = 200x

D=1{0,1,..} = N*

I'm = {0, 200,400, ...}

CDm = R,ou N

Exemplo. Considere as fungoes

a)
f(x):xig D= {z€R|]—o00,3[UJ3,00[} ouR— {3}

b)
fle)=vVe—2=D={zrx e Rlz>2}=[2,00|
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c)
flz)=2>+52=D=R

d) Exemplo econémico

C(z) =400 + 3z
x € Ry obviamente C'(z) =y € Ry

Definigao. (Intercepto) Sao os pontos de intersec¢ao do gréafico com os eixos.

fl@) = (2" - 1)(z—2)

S = {(072)7 (1’ O) > (_170) ) (270)}

Defini¢do. (Fungdes crescentes). Dizemos que f é crescente num intervalo|a, b se,
a medida que aumenta o valor de z, dentro do intervalo, as imagens correspondentes

também aumenta.

Ty e Ty € [a,b] se x1 < xy entao f(x1) < f(xz)

Defini¢ao. (Fungées decrescentes). Dizemos que f é decrescente num intervalo [a, b]
se, a medida que aumenta o valor de x, dentro do intervalo, as imagens correspondentes

vao diminuindo.

Ty e Ty € [a,b] se x1 < xy entdo f(x1) > f(x2)
Observagdo. caso a fungdo tenha a mesma imagem em todos os pontos de um intervalo
[a, b] dizemos que a fung¢do é constante naquele intervalo.

Observacao. Uma funcao crescente ou constante num intervalo, é chamada de nao decres-
cente naquele intervalo. Se a funcado for constante ou decrescente num intervalo, ela é

chamada de nao crescente naquele intervalo.

3.1 Pontos de Maximo e de Minimo

Definigao. Maximo (relativo). Seja f uma fungao definida num dominio D. Dizemos
que xo € um ponto de maximo relativo se existe um intervalo aberto A, com centro x, tal

que:

f(x) < f(xg) Ve € AND

A imagem f(zg) é chamada de valor méximo de f.
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Definicdo. Minimo (relativo). Analogamente xy ¢ um ponto de minimo relativo se

existir um intervalo aberto A, com centro g tal que:

f(x) > f(xo) Ve € AND

Definicao. Maximo absoluto

f(z) < f(xg) YVr € D

Definicao. Minimo absoluto
f(z) > f(xg) Yx € ND

3.2 Estudo do sinal de uma funcao

Estudar o sinal de uma fungao significa obter os valores de z para os quais y > 0 ouy < 0

ouy = 0. Seja f definida no intervalo [2,10] representada na figura abaixo, teremos:

[ i [

\—/7 10 r

y >0,z €[2,3] ou|7,10]
y <0, para x €]3,7]

y=0r=3oux=7

3.2.1 Principais fungoes elementares
Defini¢ao. (Fungiao constante) f (x) =k
Defini¢do. (Fungdo de primeiro grau) y = n + max. Vamos esbogar o gréfico da

funcao p=a-bq

Se ¢ = 0 entao ,p = a,
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Se p = 0 entao,q = %

Suponha que (0, 2) pertence a grafico. 2 = a . Suponha que (4,0) também, entao:

1
0=2—-4bb=
’ 2

1
— 2 _ =
p 2q
Sabendo 2 pontos de f(x), A(xy, f(z1)) e B(za, f(x2)), 0 coeficiente angular m é dado

por

m — Y2 — :%
To— 11 Az

Exemplo. D= p” = 100 — i¢

p® =10+ 0, 5¢

b) Imposto de 3 por unidade

1
p:10+§(]+3

Exemplo. C = Cy + CY

S=(1-CY —C

Definicao. Funcao Quadratica

Y =az® +br+ccoma#0

a > 0 U concava para cima

a < 0 N concava para baixo

_b

2a
_ A
Yo = " 4a

A > 0 tem 2 raizes
A =0 tem 1 raiz

A < 0 suas raizes nao interceptam o eixo

Ty =

Exemplo. y = 2% — 4z + 3
a=1, U
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b) interse¢ao com o eixo x

2 —4x+3=0x=1lex=3

¢) interse¢ao com o eixo y
x=0, y=3

d) vértice

4
Ty =— =2
2.1
—4)2 —4.1. 4
AR e e £ S
16 — 12 4

f2)=(2)°-4(2)+3= -1

Exemplo. Demanda p (¢) = 10 — ¢ e a fungao de Custo C (¢) = 10 + 3¢

a) obter o p que maximiza o lucro

L=qgxp(q) —Clq)

L =10¢ — ¢* — 10 + 3¢

Solucionando a equag¢ao do segundo grau teremos que:

q=3,5. Lembre-se que nao faz sentido econdémico termos quantidades negativas. Subs-
tituindo ¢ na equacao do prego temos que p=6,5.

Para essa quantidade o lucro serda L = 2, 25.

b) qual o intervalo que p varia para termos um lucro ndo negativo?

5<p<38

Definicao. Funcao exponencial

Y = Yo(1 + k)

Exemplo. Uma cidade tem 20.000 habitantes e esse niimero cresce a uma taxa de 0,03
a0 ano
a) Qual a populacao daqui a 10 anos?

Y = 20.000(1,03)" = 26.878

b) Se daqui a 10 anos o niimero de habitantes for de 30.000, qual a taxa de crescimento?



30.000 = 20.000(1 + k)*°

1,0414 =1+k
k=0,0414
k=414
podemos fazer também pelo In
In3 — In2 = 10In(1 + k)

1 3

0.4 = In(1+k)

Aplicando a funcao exponencial:

0.4 In(14k)

1.04=1+k

0.04 ~k ou 4% ~ k

Definicao. Logaritmos

log,N = y se, e somente se,a’ =

(P1) log,N.M = log,M + log,N
(P2) log 5t = loga M — log, N
(P3)
(P4)

P3) log,N* = alog, N

_ logioM
logioa

P4) log,N =

N

22
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log264

Exemplo. a) log,64 = i

logo64 = 2% entao2” = 64 logo ,x = 6

logyd = 2" =2 = x = 2

b) loge512 sendo log2=0,301 e log3 = 0,477

logh12

— log2° = 9log2 = 2,709
log9

log3* = 2log3 = 0,954

loggH12 = 1,84

4 Limites

Definicao. Sucessao ou sequéncia

Toda a fungao real cujo dominio é o conjunto dos niimeros naturais ou parte dele.

Exemplo. f(n) = lvn € N*

T on

f(n)=(-1)"n=(-1,2,-3,4,-5,...)

Definicao. Convergeéncia

Dizemos que uma sucessao converge para um nimero fixo se, a medida que n aumenta,
o valor de f(n) se aproxima desse valor fixo. Uma sucessao(f(1), f(2), f(3),...) converge
para um numero fixo a se V intervalo I centrado em a existe um ntimero natural £ tal
que as imagensf(k + 1), f(k+2), f(k + 3)... pertencem todas a I.

Exemplo. Veja: f(n) = %, a medida que n cresce, a funcdo se aproxima de zero.
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Note que f(n) = n, a medida que n aumenta, os valores de f(n) ndo convergem para

nenhum valor, ou seja, diverge para 400

f(n) = —(2n—1)

(—1,-3,-5,—7,...) — diverge para — co

Se f(n) = (—1)"n, diverge mas nao para mais ou menos oo

Observagdo. Se uma sucessao converge para a, mas sempre por valores menores que a,

dizemos que a sucessao converge para a pela esquerda.

(l 2 3 _n_
2037477 gl

O contrario é valido, mas ha sucessdes que convergem para a oscilando, isto é, tanto

.) —converge para 1 pela esquerda

pela esquerda como pela direita.
(3,1; 3,01; 3,001; 34+107";...) direita
(2,9; 2,99; 2,999; ...; 3-107"; ...) esquerda

Exercicio. 1

a)
(1,4,9,16,25) f(n) = 2", diverge para + oo

b)
(—1,2,-3,4,-5,6) = f(n) = (—1)".n divergente
c)
(1,2,4,8,16,32,...) — f(n) = 2" ! divergente
d)
111 1
(1, 35 57 ) — f(n) = 37 CONVEIge para 0
2)
a)
) =250
o n
b)
+1

f(n) = 5= = +oc

c)
n+1

T = ey 20

d)
2n? + 1
f(n) = 2
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2
1
f(n) = T — divergente
n

fl) =01+ )t

n?—1
f)=vn+1-yn—0

n—+1
n

£y = (=

) — divergente

f(n)=(=1)" (i) — divergente

f(n) = (5n+ 1) se n par
f(n) = 5nn— 1se n impar
f(n) =5

+3+5++3m
n+1 1
=——=0 = — =
/) e g(n) = "5 = 3
1 1 3 1
hn) =~ n -+ +n 1
n 2n 2n 2
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_ ()

1
h —.
3(n) gln) mn+1 n+1

4.1 Limite de funcgoes

O conceito de limite possui grande utilidade na determinacao do comportamento de fun-
¢oOes nas vizinhangas de um ponto fora do dominio, no comportamento de fungoes quando

z aumenta ou diminui muito.

Defini¢do. (Limite pela direita) Dada f(x) e um ponto b fixo do dominio, diz-se que
o limite da fun¢do é L quando z tende a b pela direita (z — b), se, & medida que z
se aproxima de b pela direita (isto é, por valores superiores a b), os valores de f(z) se

aproximam de L.

Simbolicamente escrevemos:

lim f(z) =L

z—bt
Defini¢ao. (Limite pela esquerda) O conceito de limite pela esquerda é analogo. Isto
é, a medida que x se aproxima de b pela esquerda (valores inferiores a b) os valores de

f(r) se aproximam de M. Simbolicamente temos que:

lim f(x) =M

z—b—

Observaremos agora o grafico da seguinte fungao:

r+2sexr<3
fz)=
2x,se x > 3

-
-

-
=]
L

o = N W A O N 0 ©
L 3 L L L ] L L L
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Pelo grafico vemos que quando z se aproxima do ponto 3 pela esquerda, simbolicamente
r — 3, vemos que f(z) se aproxima do 5, simbolicamente f(x) — 5 . Porém, quando x
se aproxima de 3 pela direita, © — 3+, f(z) tende para 6, f(z) — 6. Esta é a ideia de

limite de uma funcao.

Definicao. (Existéncia) O limite de uma fungdo no ponto existe quando:

lim f(x) = lim f(x)

z—bt z—b—

Exemplo. Agora considera-se a fungao

r+2 sex#3
fay=9"" ?

7 sex =3

Considerando as mesmas sucessoes utilizadas anteriormente, tome o limite desta fun-
¢ao quando z tende a 3 pela direita e pela esquerda. Observe que f(z) tende a 5 pela

direita e pela esquerda.

Exercicio. Tome o limite das fungoes quando a tende ao valor indicado:

flz)=2x+1,a=3—-7

5 5 )

f(x):jg—i__B,a:0:>a+—>—3;a——>—3
20 sex <2

flz) = a=2=a" > Ta —4
7T sex>2
-2
f(x):x a=2—0

x

4.2 Formas Indeterminadas

Definicao. Formas indeterminadas

Agora considera-se essa fungao

x2—9
r—3

Nesta fun¢ao nao é possivel calcular f(3), pois seria uma divisdo por zero. Porém

fz) =

podemos fatorar a equacao e tomar o limite.

(x —3) (x +3)

fla) = N

= (z+3)
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limf(z) =(x+3)=6

z—3

Exemplo. 1

li 5—=x 1
m—— = —
=525 — 22 10

y x2—4x—|—3_2
i, B3-1 3

4.3 Limites Infinitos

O limite de muitas func¢oes, quando a varidvel independente se aproxima a um valor fixo,
tende para mais ou menos infinito. Por exemplo
g
Temos: f(1) =1, f(0,1) = 10, f(0,01) = 100, ...
Vemos que enquanto z se aproxima de zero pela direita os valores de f(z) aumentam

e assim f(z) tende para mais infinito, ou seja:

Se z tende a zero pela esquerda, f(z) fica cada vez menor, entao tem-se que:

lim — — —o0
r—0— T

Encontre o limite dessa fun¢ao quando z tende:
a) + infinito
b) - infinito

Exemplo. Vejamos alguns exemplos:

4
— —6
T at -2 = —00
- a” =2 =400
4
flz) = a 5,0 =300
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4.4 Limites Extremos no Dominio

Neste caso deseja-se estudar o comportamento da func¢ao, quando a variavel independente

tende para mais ou menos infinito. Isto é, deseja-se estudar problemas do tipo:

lim f(z)e lim f(x)

T——00 T—+00
Quando temos o limite de fungoes na forma racional e a variavel independente tende
para mais ou menos infinito, podemos dividir cada membro pelo maior grau do polinémio
e depois aplicar o limite:

z—1

S Cs) = lim () =0

7
z—+o00” ‘g2 4+ 3 T—>+00

€xr —

xT

Desejamos tomar o limite da seguinte funcgao:
lim f(x) = 22° + 42® — 52 + 9
Coloque em envidéncia o termo de maior grau do polinémio:
2 5 9
— 943 (1 22 )
/(@) . * x 22 + 23

Vocé pode tomar os limites de cada termo:

: : o (2 (5 79
i (@) = i (20°) [Jim (1) + Jim () = tim (575) + lim (575

Resultando em:

limf(z) =00 (1+0—-0+0) =

T—00

Alguns exemplos:

Exemplo. lim f(z) = (22* - 32® + 2 + 6)

3 1 3
o4
A P )

3 1 3
lim 22, lim (1 — — 2=
mmgoxxzmo( 57 T 53 +x4> 00

Exemplo. 2

lim f (v) = (22° + 42 — 5z +9)

T—00

fim2e” Jim = (14 2= 55+ o0
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Outros exemplos:

a)

b)

4.5 Funcgoes continuas

Defini¢ao. Uma fungao f(x) é continua num ponto b do dominio, se:

lim f() = lim f(z) = £(b)

z—bt z—b~
Exemplo. As fungoes
2
—4
f@) === e fla) =2’
Tomando o limite da primeira funcao:
2 -2
limf(a) = EE2AE=2) oy
r—2 T —2

Note que a funcao tende a 4 se tomarmos o limite da mesma tendendo a 2 pela direita
e pela esquerda. No entanto quando f(2) temos uma indeterminacao indicando que a

funcao nao é continua no ponto z=2. Ja no segundo caso, podemos observar que:

limf(x) = 2* =4

z—2
Vocé deve verificar que os limites laterais sdo idénticos. Quando tomamos o valor de
f(2)=4, desse modo verificamos que esta fun¢do é continua no ponto z=2. Vejamos um

ultimo exemplo:
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??+3 sex#2 )
flz) = nao é continua para xr — 2

10 sex =2

4.6 Assintotas

Definicao. (Assintota vertical ) Se existir um niimero z, tal que um dos limites laterais
de f (z)quando a fungao tende a esse valor seja infinito, ou menos infinito, entao a reta
r = xg ¢ uma assintota vertical da funcao considerada e geralmente zy é um ponto de

descontinuidade da funcao.

O conceito de assintota horizontal é parecido, porém nao idéntico.

Definicao. (Assintota horizontal) Se existir um ntmero z, tal que um dos limites
laterais de f (z) tenda a zy quando essa fungdo vai para mais ou menos infinito, entao a
reta y = xo € uma assintota horizontal da funcao considerada e geralmente xq é um ponto

de descontinuidade da funcao.

Exemplo. Seja a fungao: f(r) = 222

(a) (b) (<) (d)
lm;rf(x) = o0 e lim f(x) = —oo entdo a reta z=2 ¢ uma assintota vertical de f(z)
z— -
(graficos (a) e (b))
l—%T flz) =5 e lim f(z) = 5 entdo a reta y=5 é uma assintota horizontal de

f(x)-(graficos (c) e (d))

Vejamos esse outro exemplo:

Exemplo. 2
r—1
xT) =
/(@) r+1
Temos uma assintota vertical quando z=-1
r—1 . ox—1
m =—ocoe lim = 400
z———1T + zt——-121 +

Observaremos o comportamento da fungdo quando ela tende a mais ou menos infinito:
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—1
lim~—— —1

—1
me =

y = 1 é uma assintota horizontal

4.7 Limite de fungoes exponenciais

Definigao. (Limite exponencial fundamental). O préximo resultado é importante

em muitos problemas de cdlculo e matematica financeira:

T—00

1
lim (14 —)" =
im ( :c) e

Vejamos como esse resultado funciona numericamente:

Tabela 1: Limite Exponencial Fundamental - Exemplo Numeérico

T (1 + %)x

1 2

2 2,25

) 2,48832

10 2,59374246
20 2,653297705
50 2,691588029
100 2,704813829
200 2,711517123
500 2,715568,521
1000 2,716923932
10000 2,718145927

100000 2,718268237
100000000 2,718281786

Agora observe o grafico dessa funcao para um z crescendo:
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Exponencial Fundamental
T T T

Grafico Limite

2.8 .
27 e
sl
251 f

X 24r |
23|
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60 70 80 90 100

Exemplo. Um investidor possui um montante M=20.000 e deseja investi-lo a uma taxa

de juros anual de 15% ao ano pelo periodo de 4 anos. Suponha que o rendimento seja
exponencial:

M = 20000.¢%1%4 = 3644, 24

4.8 Propriedades dos Limites

Propriedade 1: (Limite da Soma). Suponha que:

9(@) = fi(z) + ... + fu(x) € que limfi(x) = b;

lim(f(2) + .+ fu(2)) = L (2) + L ) + . + Lim fu()
Propriedade 2: (Limite do produto)
9(x) = fi(z).fo(@)., ... . fu(z) € queiz'_%fi(x) =0

i (F1(2)-Fo() s o Ful0) = L o (@) Lign )., Jim ()

r—a

Propriedade 3: (Limite do quociente)
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g(z) = h(z) e que limf, = by e limfy =by #0
fz(:[;) T—a T—a
limg(z) = b
T—a b

5 Derivadas

5.1 Conceito de derivada

O conceito de derivada estd ligado a taxa de variacao instantanea de uma fungao. Primei-
ramente, vamos descrever o que é taxa de variagdo média de uma func¢ao. Seja a fungao
f(x) = 2* Vemos que quando z varia de 1 a 2, f varia de 1 a 4. A taxa de variagdo de f

dada uma variacao em z é dada por:
Af  4-1
Az 2-1

Isto significa que quando x varia 1 unidade, comecando de zg = 1, f varia 3 unidades.

3

Em geral, para se medir a taxa de variacao média de uma func¢do, dada uma variagao da

variavel dependente, utiliza-se:
ﬁ _ f(z1) = f(=o)
Az 1 — Xo

Fazendo Az = z1 — xg, podemos escrever o resultado acima como:

ﬂ ~ f(xo+ Az) — f(x0)
Az Az

A derivada de uma fun¢do num ponto xg pertencente ao dominio de f, mede a taxa

de variagao de f dada uma variacao infinitesimal da variavel independente z, e é definido

da seguinte forma.

m f(z1) — f(xo) lim f(zo + Az) — f(x0)

Az—0 Az ) T — Xo  Az=0 Ax

Indica-se a derivada de f(z) no ponto zg por:

0 d d
P9 ), L) on Lao)

Define-se a funcao derivada, que representa a derivada num ponto genérico z, da

seguinte forma:
1. Calculamos a derivada num ponto genérico;

2. E depois substituimos o ponto zy em questao.
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Qual a derivada de f(x) = x? nos pontos zg = 3, g = —2 e para um z genérico?

: 3+Ax)—f(3 3+Az)%—(3)? 2_
f/(3): lim f(+Ax) f3) _ B+ A)x (3) :9+6Aaz—wAz 9

_ 9+6Az+Az%2-9 _ Azx(6+Ax)
- Az - Az

'3 = Algicrgo (6+Azx) =6

e f(=24An)—f(=2)  (—24Ax)2—(=2)2 4 dAz+Az2—4
f’(—2)_11m( A; (=2) _ ( )*=(=2)" _ +

Az—0 Az Az
_ 4—4Aa+ A4 Ax(—4+Az)
Az Ax
(=2) = lim (=4 + Az) — —4
f(=2) = lim (=4 + Az)

5.2 Interpretacao geométrica da derivada

Como vimos, a defini¢do de taxa de varigao média de uma fungao é:

ﬂ _ fa1) — flxo)

Ax T1 — To
No grafico, esta relacao equivale a tangente do angulo correspondente a reta que une

os pontos zg e 7.

f(x1)

f(xo)

Se fizermos o ponto x; se aproximar de xg, a reta que era secante a curva fica tangente

no ponto xy.
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5.3 Derivadas das principais funcoes elementares

Funcao poténcia

f(x) = 2", entdo f'(x) = na""*

Funcéo logaritmica (parax > 0)

f(z) =Inz, entdao f'(z) = i

Funcao seno

f(z) = sin(x), entdao f'(z) = cos(x)

Funcdo cosseno (para x>0)
f(z) = cos(x), entdao f(z) = —sen(x)

5.3.1 Propriedades operatoérias

Se f(z) = kg(x) entao f'(x) = kg ()
Se f(z) = u(x) £ g(z) entao f'(z) =u'(z) + ¢'(x)

Se f(z) = u(x).v(x) entdo f'(z) = u'(x).v(x) — u(z).v' (x)

Se f(x) = M entiio f'(z) = uw(x).o(r) —u(z). v (z)
v(z)
Utiliza-se a regra da cadeia para situagoes onde temos que derivar fun¢ées compostas,
isto é, quando a varidvel independente também é uma fungdo. Por exemplo f(x) =
(z? — 1)® Neste caso, podemos pensar f(z) da seguinte forma:
3

g(z) =2 ev(z) =2 -1

Veja que g(z) na verdade é g(v(z)). Temos que

f(@) =g'(x).0'(z)

Isto é, é a derivada da funcao “de fora” vezes a derivada da func¢ao “de dentro”.

5.3.2 Funcao exponencial

Teorema. Se f(z) = a”, entdao f'(z) = a”Ina , para todo  real (com a>0 e a #1).
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Demonstragio. Temos f(x) = a®; entdo aplicando o logaritmo, temos

In(f(z)) = zina

Agora derivando de ambos os lados, e aplicando a regra da cadeia do lado direito,
temos:

L 0/ (@) = [na
flx)
of (z) = f(z)lna

]

Deve-se observar um detalhe adicional quando a é uma funcao de z. Um exemplo é a
fungao e® . Veremos como calcular a derivada desta funcao usando logaritmo. Considere
que g(z) = eeu(z) = z entdo f(z) = g(z)"™ . Aplicando o logaritmo tem-se que:

Inf () =wu(x)In(g(z)). Fazendo a derivada desta fungdo em logaritmo:

e =) (o @)+ u@)in(g ()

’

iy () tn (g ) + ule) n o ()
Lembre que In (g (z)) = lne = 1 e entao a %ﬁx))/ = 0. Inserindo essas informagoes
na expressao acima, tem-se que:
L of (z) /
@ o W

Lofw)

flz)

PO pwy
o)

==

Em termos gerais, pode-se usar a seguinte expressao para a derivada da fungao expo-
nencial na forma e*®):
of (x)

X

i

= [(x)u(x)
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Isto é, repete-se o valor da fun¢ao e multiplica-se pela derivada do expoente em relacao
a .
5.3.3 Funcgao inversa

Seja f uma fungdo definida no intervalo [a, b/, derivavel e crescente (ou decrescente) nesse
intervalo. Entao, se f'(z) > 0 (ou f'(z) < 0)Vz € (a,b), temos:

1
Df ' (y) =
W)= 5w
Também escrevemos :
do_ 1
dy (%)

Seja f(z) = #?Vx € [0, 00)

f) =Y,z =y, f'(x) =2

Seja f(x) = 3z + 5, define-se R — R

1

_Y=5 pea_ 1
fly) = 3 ,Df =3

5.4 Diferencial de uma fungao

Consideremos que f é derivavel em xy. A variacao sofrida por f, quando se passa do ponto

T ao ponto xg + Ax, é:

Af = o+ Ax) — flao)m = lim * = f'(ay)

Az—0 Az
Consideremos a reta PR, tangente ao grafico de f no ponto PP = (xg f(z0)) cujo

coeficiente angular é m = f’(x)

5.4.1 Diferencial

Definicao. (Diferencial) E o valor de RS que depende de Az no ponto de abscissa g
e indicamos por df, assim: df = f'(z).Az. E facil perceber que quanto menor Az mais

proximo de df estara Af.

Observacao. df = Ax para pequenos valores de x
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Em outras palavras, a diferencial de uma fun¢ao pode ser usada para calcular aproxi-

madamente variagoes de f, para pequenos valores de Ax.

Exemplo. Ex: f(z) =23 2p=2e Az =0,1

f(x) = 322, f'(z0) = 3(2)* = 12, A0, 1

df =12.0,1=1,2

Qual o valor de x1?

Ar=0,1;Ac =21y —20;0, 1 =21 —2 > 2, = 2,1

Exemplo. Ex: f(x) =¢€", 20 =0e Az = 0,01

E importante destacar que a derivada de f'(z) = e

dx”

f'(z)=¢€", f'(x) =1,df = 0,01

5.5 Funcoes marginais
Defini¢ao. Chama-se a funcao marginal de f(x) a funcao derivada de f(z).

Ex:
C(z) = 0,012 — 0, 52% + 300z + 100

Cmg = C'(z) = 0,032 — z + 300

Se avaliarmos Cmg para x=10 teremos:
Cmg(10) = 0,03(10)% — 10 + 300 = 293

. Ac
o) = (s

Se supormos que esse Az pequeno é igual a 1, entao:

Cmg(z) =2 C(x+1) — c(x)

Assim, o Cmg ¢é aproximadamente igual a variagdo do custo, decorrente da produgao

de uma unidade adicional a partir de z unidades.

Exemplo. Seja R(x) = —42? 4+ 500x qual é a receita méxima?
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Rmg = —8x + 500
Rmg(10) = —80 + 500 = 420

Rmg(20) = —160 + 500 = 340

Exemplo. C(y) = 20 + 0, 4y*™

Rmg(y) = 0,3y~

Rmg(y) = 0,3(16)7%% = 0,3(24) "% = 0,15

Um aumento de 1 unidade na renda disponivel acarreta em um aumento no consumo
de aproximadamente 0,15

1

Sy)=y—C=y—20-0,4y"" = y(1 —0,4y~3) — 20

4 3
S(y)=1— (). 0y 1=1-0,3y"%
10
—0,25 4\—1 31
S(16) =1—0,3(16)"%% =1-10,3(2Y) "1 =1 — 155 =08

S'(y) =1-C'(y)

5.6 Elasticidades

A um preco py a quantidade demandada é xy.Ap é a variacao de p a partir de py e Az é

a variacao de z a partir de xg

Ap .
— ¢ a variacao % no preco
Po

Az

—— é a variagdo % na quantidade
o

Chamamos elasticidade da demanda no ponto (xg, pp) 0 niimero:

Az
|l o |, Ax
e=|lim Al = lim.
Ap—>0p—p ZTo |p—0 Ap
0
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O modulo é introduzido para que a elasticidade resulte em um nimero positivo, ja
d
que em geral ch <0

po dx
8:

zo dp
e > 1 — elastica

e € (0,1) — inelastica

e =1 — unitaria

U=

_ _ __ 10— _ dr __
Exemplo. 5:)3—1O—p,p—10—5x,x—?p—>:v—2—0,2p,%——

Sep=bex=1¢e=

— | ot

-

Exemplo. p = /100 — z, p?> = 100z, x = 100 — p?>, se p =5, v = 75

dz 5 5 10 2
Y op e 2 opl = 225 = = 2
dp P& = e 20 = o5 1251 = 5 = 5

5.7 Derivadas sucessivas

f(z) =42 — 22° + 62 — 4

fl(r) =122% — 42 +6

f"(z) =242 — 4
f///<x> — 24
f////<x> — O

5.8 Formulas de Taylor e Maclaurin

Como encontrar uma série infinita que converge para uma fungdo. Como utilizar essa
informagao para calcular um valor aproximado da funcido por meio das somas parciais

desta série. Séries de poténcia
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(o]
ao 4+ a1z + asr® + ... = Zanm”
n=0

Somas parciais .5, da série sao polinémios dados por

S, = ag + 1T + asx® + ... + apa™

Para um dado valor de z, as somas parciais Sy, S1,S... formam uma sequéncia que
pode ou nao convergir para um numero dado. Verifica-se que nas séries de poténcias as
somas parciais convergem para valores de z tais que —R <x < R. O ntimero R ¢ chamado
de raio de convergéncia da séries.

Consideraremos f(x) = a,z" uma série de poténcias que convirja para f(x) num certo

intervalo de convergéncia.

Sn = a9+ a1x + CLQLUZ + CL3$3 + ...

Para x=0, f(0) = ag
Derivando membro a membro, verifica-se que a série derivada converge para f’(z) no

mesmo intervalo de convergéncia.

f'(z) = a1 + 2a92 + 3azz® + ...

para x=0, f'(1) = a

f//( _ 2 . _ 1 . 2 o f”(o)
x) = 2as + 6agz;x =0, f7(0) = 2a0 = ag = o

f///(())
3!

f"(z) = 6az;x =0, f"(0) = 6az = a3 =

. (n) ’ .
Procedendo n vezes de modo analogo, vemos que a, = fT,(O), f) ¢ a derivada de

ordem n avaliada no ponto zero.

A série obtida é:

f1O) f0) 5 f70) 4 F™(0)
f(0) + TR TR S TR o s mat i s
E conhecida como série de Taylor.
Ex: e! aprox. de 4* ordem de e*
1~ 1 Loy Losy 1oy

Ex: f(z)=(1+x)", f(0)=1

fl@)=nl+2)"", f(0) =n
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f'(@) =n(n =11 +2)"72 f(0) = n(n — 1)

f(@) =m(n—1)(n = 2)(1+2)"7, f"(0) = n(n—1)(n - 2)
A aproximacao de Taylor de 3% ordem é

(n—1)2% n(n—1)(n—2)23
> 6

Por questoes de convergéncia, em algumas situagoes costuma-se usar uma série de

(1+:U)”%1+n.x+n

poténcia ligeiramente diferente da que acabamos de estudar:

ap + a1(z — a) + az(x — a)® + az(xz — a)® = D _a,(z —a)"
n=0

Recebe o nome de série de Taylor em torno de r=a, em que a é uma constante.

f(z) =ag+ a1(z — a) + as(x — a)* + as(x — a)® + ...

ao = f(a)

"(q)x—a)? m(q)@—a)?®
F@) = fla) + a0 LA

Exemplo. Ex: f(z) = \/x, aproximagao de Taylor de 3* ordem a=4

+ ...

J@) = VE = (4) =2
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Para . . .
P94 — — 4 9294
V5 +4 64+512 ’

Exemplo. Inx, 4° ordem a=1

f///(x) — ; = f”/<1) — 2

f/l/l(x) — _:Li = f””(l) — _6

1 2 6
Inx = Wz —1)—=(z—12+2(x—12% = =(z—1)*
nr =0+ 1(x—1) 2(% )+6(w ) 24(x )
Para x=2,
n2=0+1 1+1 1207
ne= 273 4

5.9 Regras de L’Hopital

Essas regras permitem o cédlculo de limites indeterminados sob a forma 8 ou 22 (esse abuso

de notagao indica que o numerador e o denominador convergem para 0 ou o).

Definicao. (L’Hopital) Se f(z) e g(x) sdo derivaveis, tais que ggllono% =3, ou, =,
entdo lim<% = lim f:(x), se este ultimo limite existir.
z—a 9(2) z—a 9 ()

!
Exemplo. limzz = oo?
T—r00

|8 =

1
lim—Ilnx = lim=% =0
T—00 T—00



Aplicando a funcao exponencial teremos que e’ = 1, entdo o limite da funcao é 1.

oz RY
lim — =
T—00 T 62

. 3lnx
lim —— =
Tr—r00 €x

— |8 1w
8 |w

lim § =0
a:—>oox

=1

x2—4
z—2

Exemplo. lim
T—2

Exemplo. Limite Exponencial Fundamental

. 1\*
lim (1 + )
Tr—r00 €T

Aplicando o logaritmo:

lim xln <1 + 1)
T—r00 €x

Por simplificacao escreveremos a equacao acima do seguinte modo:

i In (1 + %)

Tomando as derivadas individualmente:

fa -0+ e
g (z) —z2 (1 + l)

Tomando o limite:

lim L, (z) = lim b =1

T
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Note que usamos o logaritmo para calcular o limite dessa fungao. Dessa forma se

aplicarmos o exponencial teremos que:



5.10 Funcoes inversas

Exemplo: Funcao demanda linear
r=3—2p

p=:(3-2)

2
Definicao. Qualquer funcao f: £y -+ R onde £y C R, g: Es — R é inversa de [ se:
1. g(f(x)) = x para cada x no dominio F; de f
2. f(g(z)) = =z para cada z no dominio Ey de g

Exemplo. Ex:x =3 — 2p

Exemplo. f(z) = %

yx+1)=z—-1
yr+1)+1l=2—-1+1
ylex+1)—(z+1)=-2

(y =Dz +1) = =2

—2
r+1=—
y+1
—2
r=———-—
y+1

—(1+y) 1+y
—1-y) 1-y

46
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Observacao. f deve ser injetora para possuir uma inversa

Ex: Seja f(x) = 2%, em todo R f é ndo injetora, pois manda x=-2, 2 ao ponto 4. Mas
entdo g(f(—2)) = g(4) = 42 nao satisfaz a definicdo de uma inversa. Se restringirmos

D = [0, —¢], entdo f é injetora e tem inversa bem definida g(y) = Yz, gly): D —R

f(z) =2x

5.11 Funcgoes compostas

Definigao. (Fungao composta) Se g e h sdo fungoes no R, entdo a funcdo obtida
aplicando-se primeiro g a um z qualquer e depois aplicando-se h ao resultado de g(z) é

denominada composi¢do das fungdes g e h que é denotada por:

f(z) = h(g(x)) ou f(x) = (hog)(x)
Exemplo. Ex: g(x) = 2% e h(z) = x + 4

Entao
hog = h(g(z)) = x>+ 4

goh = g(h(x)) = (z +4)*

Exemplo. Ex: Lucro

M(y) = —y' +6y> — 5

P(L) = —625L5 + 1505 — 5

As fungoes de lucro sdo descritas como fungoes do nivel de producao. Estudar a

dependéncia do lucro com a funcao de produgao y = f(c)
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5.12 Estudo do sinal

Estudar o sinal de uma funcao significa obter x para os quais y>0 ou y<0 ou y=0.
Seja f:[2,10] = R

y>0para2<zr<3ou7<xz<10
y<Oparad <x <7
y=0,y=3oux=7

6 Aplicacoes de derivadas

Teorema. Teorema do valor médio

Suponha que f(x) seja uma funcdo continua no intervalo [a, b] e derivével|a, b[. Entao,

existe um ponto ¢ pertencente ao intervalo|a, b tal que:

)= @) | y-w

f(o) =

b—a T — I

Exemplo. Seja f: [1,3] — R, temos que f(x) = 2%+ 5z

oo fB) = f) (9+15)—(1+5) 24-6
fo="%=1"° 31 -y Y

f(x) =22 +5;
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f'(e)=2c+5

flle)=9—=2c+5=9—2c=4—c=2

Teorema. Se para todo x € (a,b) tivermos f'(x) > 0, entdao f(x) é crescente em todo
intervalo (a,b).
Escolhem-se x1 e xo € (a,b), x5 > x1. Se If'(x) em (a,b) entao também f'(x) €

|z1,229], entao pelo teorema 6.1 3 C€ (x1,22) tal que:

fxa) — f(xl)

To — 1

f'(e) =
Por hipdtese f'(c) > 0. Portanto:

f(xg) — f(%)

To — X1

>0

Levando em conta que xo > x1, entdo xo —x1 >0 e f(xg) — f(z1) > 0 e f(xe) > f(x1).
Entao f(x) serd crescente em (a,b).

Se Vx € (a,b) tivermos f'(z) < 0, entao f(x) serd decrescente no intervalo (a,b).

Exemplo. f(z) = 2% — 4z

f(z)=2x—4

A fungao é decrescente para z € (—o0,2) e crescente para (2,00), como ela é continua

para x=2, entao concluimos que x=2 é o ponto de minimo.

6.1 Maximos e minimos por meio da segunda derivada

Se ¢ interior a D é maximo ou minimo, a tangente ao grafico def(z) é horizontal, con-
sequentemente f’(c) = 0. Como saber se ¢ é ponto de maximo ou minimo? Cj é max,
entao nas vizinhangas de ¢q a fungdo é concava para baixo, f”(c) < 0 . Analogamente,
sendo ¢; um ponto de minimo, entdao nas vizinhancas de ¢; a fungao é concava para cima

e, portanto, f”(c;) >0

Exemplo. Encontre os pontos de maximo ou minimo da func¢ao

3
f(x):xg—x2;+4x+3
l.3
f(z) =% —22° + 32 + 10

3
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f'(z) =32° —4x +3

f(z) é crescente em (—o0, 1) e (3, +00) e decrescente em (1,3). Como f(z) é continua
em 1 e 3, entdao 1 é maximo relativo e 3 é ponto de minimo relativo. Se restringirmos o

dominio para [0,5]:

f(0) =10, f(1) = 3;7f(3) = 10ef(5) = 53?

x=b ¢ um ponto de maximo absoluto e x=0 e x=3 sdo minimos absolutos.

Exemplo. Ex: f(x) = x%,f’(m) |

223

f(0)pz € R. f(x) ndo é continua para x=0
Ex: .
C = §x3—2x2+10x—|—20

Cada unidade ¢é vendida a 31. Qual a quantidade que deve ser produzida e vendida

para dar o maximo lucro mensal?

1
H:RT—CT:?)M:—§x3+2x2—10x—20
1 3 2
H:—gx + 2x° 4+ 21x — 20

I = —2% + 42 + 21

IT é crescente (-3,7), x=7 é o maximo absoluto.

6.2 Concavidade e Ponto de Inflacao

Defini¢ao. Dizemos que o grafico de uma fungaof(z) derivavel é cdncavo para cima no
intervalo (a, b) se Vx € (a, b) o gréfico da funcao neste intervalo (exceto o ponto de abscissa

X) permanece acima da tangente ao grafico no ponto de abscissa z.

A primeira derivada mede a taxa de variacao da funcdo, a segunda derivada mede a
taxa de variagao da primeira derivada. Se f”(z) > O0Vx € (a,b) o gréifico de f(z) é concavo
para cima em [a,b/. Se f"(x) < OVz € (a,b) o grafico de f(x) é concavo para baixo em
[a,b]. Para que ¢ seja ponto de inflexdo f”(z) < 0 para z<c e f”(x) > 0 para z>c, ou
entdo f”(x) > 0 para z<c e f”(x) < 0 para z>c. Nessas condigoes f”(c) = 0, pois f"(z)

muda de sinal em c.

Exemplo. Ex: f(x) = 2® — 62% + 42 — 10
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fl(z) =32° — 120 + 4

A concavidade da fun¢ao derivada é voltada para cima pois a=3 ou seja a>0. As raizes
sdo: x & 0.367 e x = 3.67. Podemos dizer que: f (x) assume valores negativos quando:0.367 <
x < 3.67. Se z estiver fora desse intervalo os valores da fun¢do derivada serao positivos.

Ao tomarmos a segunda derivada teremos que:

f"(x) =6z —12
6 —12=0

r=2

Ou seja, z=2 é um ponto de inflexdo onde a funcao cibica troca de concavidade. Se
avaliarmos a segunda derivada nas raizes obtidas em f’ (z) veremos que f~ (3.67) > 0
e f7(0.367) < 0. Ou seja 3.67 pode ser um candidato a minimo de f(z) e 0.867 um
candidato a maximo. Se aplicarmos esses valores em f(z) teremos que f(0.367) = —9.21
e f(3.67) = —26.7 .

6.3 Estudo completo de uma funcao

Os elementos necessarios para tal fim constam do roteiro a seguir:

a) Determinacao do dominio

b) Determinagdo das intersegbes com os eixos quando possivel

¢) Determinagao dos intervalos de crescimento e decrescimento e de possiveis pontos
de maximo e de minimo

d) Determinagao dos intervalos em que a fungao é concava para cima ou para baixo e
de possiveis pontos de inflexao

e) Determinagao dos limites extremos do dominio e de possiveis assintotas.

f) Determinagao dos limites laterais nos pontos de descontinuidade (quando houver)

e possiveis assintotas.

Exercicio. Faca o estudo completo da funcao f(x) = %3 — 22?4 3z + 5. Temos:

7 Integrais

Desejamos obter uma f(z) tal que f'(x) = g(z). Dizemos que f(x) é uma primitiva

de g(z). Seja g(x) = 2z, devemos achar uma fungao f(z) tal que f'(x) = 2x. Esse

2

procedimento é chamado de integragdo. E claro que f(x) = 2* é uma solugao, mas nao a
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tinica, pois se fi(z) = x® + 5, entdo f](z) = 2z = g(x). Se fi(z) for outra primitiva de

9(x), entéo f{(z) = g(x), logo f'(x) — f{(x) = 0. Daqui segue-se que [f(z) — fi(x)}' = 0
ou seja, f(z) — fi(z) = C, em que C é uma constante. Em resumo, se f(x) e fi(x) forem

duas primitivas de g(z), entdo elas diferem por uma constante, isto é, fi(x) = f(z) + C.

Definicdo. A integral definida de g(z) é determinada pelo simbolo [ g(z)dz a uma pri-

mitiva qualquer de g(z) adicionada a uma constante arbitraria C'. Assim:

/g(a:)dw = f(z)+C

Em que f(x) é uma primitiva de g(z), ou seja, f'(z) = g(x). Exemplo:

/Zxd:c =2’ +c
Exemplo.
1.
/Bxgdaz = 2® 4 ¢, pois (2°) = 32?
2.
/5d:r =5z + ¢, pois (5hz) =5
3.

/exdx = €” + ¢, pois (") =¢”

7.1 Principais Regras de Integracao

As integrais indefinidas das principais fung¢oes decorrem imediatamente das respectivas
regras de derivacao:
a) SenEZen#—l,entéofm”dx—

n+1
+1

é ™.

b) [ %dw = Inx + ¢ , para ¢ > 0, pois a derivada do lnx = ;. Se x < 0, podemos

escrever [n|x| + c.

¢) Para qualquer real a # —1, [ z%dz = (z > 0).

a+1
d) [ coszdr = senz + ¢, pois a derivada do senz é cos.
e) [ senxzdr = —cosx + ¢, pois a derivada do -cosz é senx.

f) [ e*dx = e” + ¢, pois a derivada de e* é e”

+

)
h) Fda: = arcsenx + ¢, pois a derivada de arcsenx ¢é \/72, para —1 <z < 1.

i fek”” 7_4_0;
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7.2 Propriedades Operatorias
[+ s = [ s+ [ e @)

[h@) = fsteds = [ fiwyts = [ fwar 2)
/ of(@)dr = ¢ / f(z)dz (P3)

Exemplo. 1.n

/(x _3:”5 d:c—/da:— / dx+5/d:z:

r — 3in(x )+ +c

Exemplo. 1.q

/36 + 23 da::?)/ xdm—F/ 2dx

3 R
e + 1 + c
Exercicio. Mostre que [2%dz = 25 + ¢

In2

A regra é :

glx) =2
g'(z) =In2.2°
gllr(zz) = 9()
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7.3 Integral definida

Seja f(x) uma funcdo e g(x) uma de suas primitivas, portanto

[ fards = g(o) +-

A integral definida de f(x) dé-se entre os limites de a e b, como a diferenga ¢g(b) — g(a)

e indicamos simbolicamente:

b
/ f(z)dx = g(b) — g(a) — Teorema Fundamental do Calculo

o

Pode-se indicar como [g(z)]?

Exemplo. Ex: 7.3

5 3
, b 125 8 117
d = | — = — = = —
/2x x [3]2—1-0 T 3 3

Significado geométrico: Seja f(x) uma fungdo continua ndo negativa definida num
intervalo [a,b]. A integral definida fab f(z)dzx representa a area da regidao compreendida

entre o grafico de f(z), o eixo x e as verticais que passam por a e b.

f(x)

.\

a b
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Se f(x) for negativa no intervalo [a, b] a drea A é dada por:

A:AU@mr

Exemplo. Ex. 7.7

B H=E
_[9(1;3)]%_ (2;3)_2
@:L%&n@hﬁf—%b_g
A1+A2—1?;9

7.4 Integrais improéprias

Suponha que um dos extremos da nossa integral definida seja faoo f(z)dz. Nesse caso, por

/ x)dr = lzm/ f(z
a b—o0

Desde que o limite exista e seja finito. f(x) = p entao:

definicao:

b1
/ f da:—lzm —dx
o T

A drea destacada representa a integral [,° f(-5)dx

Analogamente, definem-se:

[ swie=pim [
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/Z f(m)dx:/; f(x)dx+/coo f(2)de

desde que existam nas integrais para c. Essas integrais sdo utilizadas em estatistica
para calcularmos as probabilidades como area de um grafico de uma funcao densidade de
probabilidade.

i) f(xz) > OVx

i) [ f(x)de =1

Exemplo. O tempo em minutos entre a passagem de carros em uma estrada é dada pela
seguinte fungao f(r) = 2e~%* para x > 0. A probabilidade de um carro passar em 15

segundos ¢é calculada do seguinte modo:

0,25 0,25
P= / 2e dy = —e%/ —(—€")=—0,6+1=0,4
0 0

7.4.1 A integral definida (somas parciais)

Se um intervalo [a, b] é dividido em n subintervalos [z, 2], [z2, 23] € assim por diante, tal
que retangulos sao construidos tal que a altura de cada um é igual ao menor valor da funcao
no subintervalo, entao a soma das areas dos retangulos i (x;)Ax; é chamada de soma
de Riemann. Se o nuimero de subintervalos aumenta tai_éue n — oo cada subintervalo
torna-se infinitesimal Ax; = dx; = dx e a area sobre a curva pode ser matematicamente

expressa

n

=1

7.5 Teorema fundamental do calculo

O valor numérico de uma integral definida de uma fungao continua f(x) no intervalo a
a b é dada pela integral indefinida F'(z) + ¢, valorada no limite superior da integragao
b, menos a mesma integral indefinida valorada no limite inferior de integracao a. Se c é

comum para ambas, a constante de integracao ¢é eliminada na subtragao.

b
/ f(x)dz = F(z)[" = F(b) — F(a)

7.6 Integrais improéprias e a regra do L’Hopital

Explicaremos esse topicos utilizando dois exemplos:

Exemplo. 1:
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< dx , b dx _ du
s mim [ e e [ S = G et

u=x+7
du =1=du=dzx
dz
Como b — oo , In|b+ 7| — co. A integral diverge e nao tem significado. :gzl?o(lnw +
7| —=In|1+7])
Exemplo. 2

> 2
—d
/1 @+ 12"

b
. 2x
) e
1 (@ +1)

d d
Sejau:x2+1,—u:2x,—u:dx
dx 2z
b b
2z d 1
im | 2220 — i | wdu = lim — —b
b—o00 u

b—o0 1 UZ'QI b—o0 1

L 11
@2+ 1)| o] 2yl 2
1
b2+1—>0’

~ . 1
Entao a integral converge para 3

7.7 Excedente do consumidor e do produtor

Dadas das fungoes

f(q) = 30 — ¢ (demanda)

f(q) = ¢* + 10 (oferta)

Vamos calcular os excedentes do consumidor e produtor

Equilibrio
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30—qg=¢*+10

¢ +q—20=0

C—1#4/(1)? = 4.1.(-20)

q

2.1
-1+ /81
¢=—7F
-1-9
—-1+9

qg =4, f(4) =26 (Demanda) e f(4) = 26 (Oferta)

EC = /4(30 —q)dq — 26.(4)

4
q2

4

—104
0

EC = 30q

0

EC =120—-8—-104=38

4

+10gq
0

4 e 4
EP:4.26—/ (q2—|—10:104—§
0

0

64
EP =104 — <§ +10) = 42,7

7.8 Integracao por substituicao

Seja a diferenciavel em relagdo a x e g(u) uma fungao composta, temos:
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Exemplo. 32.a

d
/ I u=4+4 3x

4+ 3x
37; =3 agu =dx
;Z; = i{)ln|u| = Z{)ln|4 + 3z
Exemplo. 32.¢
/€2x+3d$
u:2x+3,zllz—2—>d2u:d:c

Exemplo. Ex. 32.j

/(x2 + 3)*.22dx

d d
x2+3:u,—u:2x—>dx:—u
dx 2x

du v’ (2% + 3)°
4
-2 - - e —
/u z-5 — 3 +c : +c

7.9 Integracao por partes

Sejam u(x) e v(x) fungoes derivaveis, entao pela regra da derivada do produto:

[u(x).v(x)] =/ (x).v(x) + o' (z).u(x)

E consequentemente:
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Integrando ambos os lados, temos:

/[u(:c).v(x)]’dx—/u’(:v).v(a:)dx: /v’(:c).u(:c)d:v

[u(x).v(x) —/u’(x).v(:v)dx] = /u(x)v'(x)
Exemplo. Ex. 7.13

x.ex—/l.ezd:c:/:c.exdx

r.et — / l.e®dz = x.e* —e* +¢

Exemplo. Ex. 7.14

/lna:.dx

u=Inz,u =~
x

v=2x0 =1

:clnx—/lxd:c:/ln:c.dx
T

xlna:—/dx::vlnx—x—i-c

Exemplo. Ex. 35.e

/xZ.e””dx
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x2.em—/ew2x:/x2.emdx

Tem-se novamente que integrar por partes:

e’ — [e". 21 — /2.em.dm] = /xQ.exda:
= e’ —e".2r + 2.5 + ¢

e“le? —2(x +1)] +c¢

7.10 Integracao de funcoes racionais

N(z) o+1
Q(z) a3 — 22
Temos:
z+1 r+1 Al A2 Ag
= ==+ +
=22 2%(r-—-1) r 2 x-—1

r+1 wA(r—1)+ Ay(r— 1)+ Asx?

2 (x —1) x?(x —1)

I+1 (A1+A3)£C2+(A2—A1)I+A2

2 (x —1) x?(x —1)

A+ Ay =0,Ag— Ay =1,—Ay =1

A3:2,A1 = -2



62

1
—2ln(z)+ —+2n(r —1)+c
T

8 Matrizes e Determinantes

Definicao. Matriz
Toda a tabela de nimeros dispostos em filas horizontais (ou linhas) e verticais (ou
colunas). Se a tabela tiver m linhas e n colunas, dizemos que a matriz é retangular do

tipo m X n.

21 0
A2><3:[314]

2

Exemplo. A letra maitscula A indica o nome da matriz. Os elementos de uma matriz
sao expressados entre os colchetes. Cada elemento da matriz é representado por uma letra
minuscula sendo referenciado por dois indices O primeiro desses indices representa a linha

(i) e o segundo a coluna (j). Vejamos o exemplo da matriz A:

A | G a2 aiz | 2
2x3 = =
Q21 Q22 A3 3

Definicao. Matriz quadrada

N— =
=~ O
S

Uma matriz quadrada possui o niimero de linhas igual ao niimero de colunas.

by b
g |t O
bo1 Do

Numa matriz quadrada os elementos b;;tais que ¢ = j sao chamados de elementos da

Exemplo.

diagonal principal. Os elementos b;; tais que i +j = n+ 1 (n é a ordem da matriz) sao

chamados de elementos da diagonal secundaria.

8.1 Alguns tipos de matrizes

0 0
Nula: Todos os seus elementos sao igual a zero. Assim, [ 0 0 ]
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Simétrica: Uma matriz A é simétrica se a;; = a;;Vi,j. A =

1 3
3 2
Antissimétrica: Possui os elementos da diagonal principal nulos e os elementos dispostos

simetricamente tem o sinal trocado.

0 -5 6
A=15 0 10
-6 -10 0

Diagonal: E uma matriz quadrada cujos os elementos que nao pertencem a diagonal

principal valem zero. Isto ¢, a;; = 0 para i # j.
Exemplo. :
2 00
2 0
0 3 0]e
00
0 01
Definigao. (Identidade) Toda a matriz quadrada cujos elementos da diagonal principal

valem 1 e os restantes valem zero.

1 00

I Lo I 010

= e =

2 01 3
0 0 1

Defini¢do. (Transposta de uma matriz) Se A,,x,, define-se a matriz transposta de

A por AT, a matriz cujas colunas sdo ordenadamente iguais as linhas de A, isto ¢, se a;;

¢ um elemento genérico de A, e b;; é um elemento genérico de B, entao b;; = a;;Ve, j.

2 4
A= 3 entao: AT =
79

-~ W N
© 3 Ot

Se A é simétrica, entdao A = AT e (AT)T = A

8.2 Operacoes com matrizes

8.2.1 Adicao

Sejam A e B duas matrizes m X n, a soma das matrizes A+ B é a matriz C' cujos elementos

sao as somas dos elementos correspondentes de A e B, isto é: a;; + b;j = ¢;;V1,j
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2 3

45
A

1 2

3 4
B

395

79

+ C

Defini¢do. (Matriz Oposta). Dada a matriz A do tipo m X n que possui elementos

a;;, chamamos —A a matriz oposta de (B = —A) cujos elementos b;; = —a;;

Propriedades da adicao de matrizes

Sejam A, B e C matrizes quaisquer com dimensao m X n. Sao validadas as seguintes

propriedades:

1.

2.

Comutativa: A+ B=DB+ A
Associativa: (A+B)+C =A+ (B+C)

Existéncia do elemento neutro: A+0= A

. Existéncia do elemento oposto: A+ (—A) =0

5. (A+ B)T = AT + BT

8.2.2 Subtracao

Sejam A e B matrizes m X n, chamamos de diferenca entre A e B (A — B) a soma de A
com a oposta de B. Isto é: A— B = A+ (—B)

Defini¢ao. (Multiplicagdo por escalar) Dada a matriz A e o ntimero real r, obtemos

o produto r.A multiplicando todas as entradas de A por r.

1 2]
4

r=10A =

rA =10

8.2.3 Multiplicacao de matrizes

1 2 10 20
rA =10 =

[3 4] {30 40}
(1 2] [10 20
EX. | 30 40

Seja Apxpe Bpxn, 0 produto A por B (AB) é a matriz C,,x, cujo elemento genérico ¢;; é

dado por:

Cij = ail.blj + (Zig.bgj + ...+ az-p.bpj
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Observacao. Observe que devemos multiplicar os elementos da linha ¢ de A pelos da
coluna j de B, elemento por elemento e realizar a soma dos seus produtos. Além disso,
sO é possivel realizar a multiplicacdo de A por B se o nimero de colunas de A é igual ao

numero de linhas de B.
Exemplo. .
- 1 3 0B 2 7
4 2 1 6
1.(2) +3.1 1.(7) +3.(6)
4.(2)+2.1 4.(7)+2.(6)

AB — 5 15
10 40

A multiplicagdo matricial ndo é comutativa, ou seja, AB # BA

N

BA— 2 1
13 8

Propriedades da multiplicacao

AB =

Seja A

Sejam A, B e C matrizes de tipos convenientes de modo que existam os produtos e as

somas indicadas. Sao validas as seguintes propriedades:
1. Associativa: (AB).C = A.(BC)
2. Distributiva: A.(B+C)=AB+ AC (B+(C).A=BA+CA
3. Se K é um escalar, entdo (KA).B = A.(KB) = K(AB)
4. Se AeBsaom xnentao: Al,=Ael,B=20B

5. (AB)T = BT AT

8.3 Determinantes

O determinante de uma matriz é usado principalmente para a resolugdo de sistemas
de equacgoes lineares. Em Economia, o determinante de uma matriz nos fornece uma
informacao extremamente importante para os problemas de otimizacao. Vejamos alguns

casos particulares:
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Seja Asyo entao o determinante de A pode ser definido como o produto dos elementos

da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal secundaria:

11 A12
A=
Q21 Q22
11 Q12
detA = = a11.A22 — A12.021
Q21 A22

Seja Aszy3, usaremos aqui a regra proposta pelo mateméatico J.P. Sarrus:

Escrevemos a matriz e repetimos a direita as duas primeiras colunas. Seguindo as

setas, obtemos os termos precedidos pelo sinal de +:

~ ~ ~

am\ am\ z’ia\ a, dpy
Uy gy Oy 31'2'1\ Uy,
T SRR TR
31 32 3 33~
ki W e Py
Sy
®

Q11022033 + (12023031 + Q23021032

Para os produtos que possuem o sinal negativo:

A 7 4
a, a, .ty |4, 43
' '
a

d 4 '
’ ,

Ay My G5 | s Ay
,/I ,/ ,l

951 ‘%’2 Ay | G5 O3

y

- _/
Y

’

—(asiagars + asa3a11 + a33021a12)

Observagdo. A Regra de Sarrus funciona exclusivamente para matrizes 3 x 3.

31 1
Exemplo. A=|2 4 -2
1 2 1
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(3.4.1) + (2.2.1) 4 (1. — 2.1) — ((1.4.1) + 2. — 2.3+ 12.2.1)
(1244 -2) = [4— 12+ 2]

14+6 =20

8.3.1 Cofator

Seja M uma matriz quadrada de ordem n (n > 2) e a;;, e indicamos por A;;, o produto

de (—1)""7 pelo determinante da matriz que se obtém suprimindo-se a linha i e a coluna,

2 4 L
. O cofator de ag; =5 éigual a (—1)""7 =2+ 1 =3 vezes o

ve[5s)

Agy = (—1).|4| = 4

j de M. Seja M =

determinante da matriz M.

Definigao. Podemos definir M;; = detA;; como o (3,j)-ésimo menor de A e o escalar C;; =
(1) M;; o (i,j)-ésimo cofator de A. Usando o conceito de cofatores o determinante

de uma matriz A, «, pode ser calculado do seguinte modo:

detA = ai1c1y1 + ... + a1pCin

detA = allMll — a12M12 + ...+ (—1)"+1a1n]\/[1n

121 1
Exemplo. 2 (1) 3 Z) =1A;; +2A5 + 3A3, +4A4

4 3 2 -5

1 4 3 2 4 3

(=D Mjo o0 2 |+ 3 0 2

3 2 -5 4 2 -5

2 1 3 2 1 4

+()(=D*3 13 0 2 |[+(M)(=D)"3 0 0

4 3 -5 4 3 2

= 1.(20) + 2(18 + 32 — 8 + 60) + (27 + 8 — 12)(+15) — 1(36 — 6)
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=20—-204+ 38 - 30 = —176

Alternativamente, se n > 2 o determinante de A é a soma dos produtos dos elementos

da primeira coluna pelos seus respectivos cofatores:

1 2 1
2 1 4
30 0 = a11C11 + A21C21 + A31C31 + A41C41
4 3 2 =5
1 4 3 2 1 1
L(=D)"L]10 0 2 |+2(-1)2]0 0 2
3 2 =5 3 2 =5
2 1 1 2 11
+3(=1)3 1 4 3 |+4(-D)*1 4 3
3 2 =5 0 0 2

20+4 — 144 — 56 = —176
Teorema. Teorema de Laplace

O determinante de uma matriz de ordem n > 2 é igual a soma dos produtos de uma

fila (linha ou coluna) pelos seus respectivos cofatores.

1 2 11
36 40
Exemplo. = Escolhendo a linha 3:
2 000
1 6 67
2 1
2.(=1)**1 6 4 0 |=2/(26) =52
6 6
28.c
2 0 0 0
5 1 0 0 oo
=2.(-)" 4 2 0|=2(12-0)=24
34 20
1 6 6
21 6 6

9 Sistema de Equacoes Lineares

Podemos pensar num sistema linear num conjunto de equagoes cujas incognitas possuem

expoente igual a 1. O exemplo mais simples é aquele que abordamos nas aulas de intro-
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ducao a economia, isto é, um sistema de oferta e demanda:

p+ 2x = 110 - Equagao da Oferta

p —x = 20 - Equagao da Demanda
O ponto de equilibrio do mercado é aquele em que essas duas retas se interseccionam.
Definicao. Equacao Linear
n
Z a;x; = b ou seja ayxq + asrs + ... + apx, = b
i=1
Sendo aq,...,a, € R e b € R é denominado de termo independente.
Definicao. Sistema Linear

E um conjunto de equacoes lineares nas mesmas incognitas.

T+2y+3z=14

r—=2y+z=1

3r+4dy—2=17

Exemplo. Sistema homogéneo

r+2y+2=0

r—y+2=0
Esse sistema é dito homogéneo porque todos os termos independentes sao nulos.

Defini¢do. (Solugdo de um sistema linear). Define-se o conjunto solugao de um sis-
tema linear toda sequéncia de nimeros o;Vi = 1, ...,n € S que colocados respectivamente
nos lugares de x;, V; = 1, ...,n fazem que todas as equagoes se transformem em sentencas

verdadeiras.

Exemplo. .
r+y="7

rT—y=3

O par ordenado (5,2) é uma solucdo desse sistema.
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Classificagao:

1. Se um sistema possui ao menos uma solucao ele pode ser classificado como possivel,

caso contrario diremos que é impossivel ou indeterminado;

2. Se o sistema for possivel e tiver apenas uma solu¢ao, chamaremos o sistema de

determinado;
3. Se for possivel e tem n > 2 solugoes o chamaremos de indeterminado.
Observagao. Todo o sistema homogéneo é possivel, pois admite sempre a solugdo nula.

Exemplo. .

A x
1 1 T
0 2 Y
2x2 2x1 2x1

Exemplo. A possui posto = 2 e o posto de A = n® de incégnitas

r+y=1
r+y=2
11 z| |1
1 1(ly] |2
E claramente impossivel.
Exemplo. .
r—y=0
2 —y)=0

Possivel e indeterminado, pois admite varias solugdes sendo (z = y).
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9.1 Regra de Cramer

Considere o seguinte sistema de equagoes:
ar + by =m

cr+dy =n

Utilizamos o método da adicao para solucionarmos esse sistema. Multiplicaremos a

primeira equacao por d e a segunda por —b, e obteremos:

adzr 4+ dby = dm

—bcx — bdy = —bn

Somando as duas equacoes teremos:

x(ad — be) + y(db — bd) = dm — bn

m_dm—bn
~ ad — be
_an —mc
y= ad — be

Lembrando a definicdo do determinante de ordem 2:
m b a m
n d cn
a b a b
c d c d

a b
e O denominador das fracoes é o determinante da matriz dos coeficientes [ ] ,
c

Tr =

Assim observamos que:

simbolicamente indicado por D;

c d

a b
e O numerador da fracdo = é o determinante da matriz dos coeficientes ]
substituindo-se a coluna dos coeficientes de x pela coluna dos termos independentes.

m b

n d

Esse determinante é indicado por D,. Assim: D,
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e O numerador da fracao y é o determinante da matriz dos coeficientes substituindo-se

a m
a coluna dos coeficientes de y pela coluna dos termos independentes. D, = e
c n
D
y=7

Teorema. (Regra de Cramer) Um sistema linear de n equagoes com n incognitas e
seja D o determinante da matriz dos coeficientes. Se D # 0, entdo o sistema serd deter-
minado, e o valor de cada incognita é dado por uma fracao que tem D no denominador
e, no numerador o determinante da matriz dos coeficientes, substituindo-se a coluna dos

coeficientes dessa incognita pela coluna dos termos independentes do sistema.

Exemplo. a)

rT+2y=>5
3r —y =2
1 2
A—
-
detA = -7
5 2
D, = =-9
2 —1
-9 9
r = = —
-7 7
1 5
D, = =-13
3 2
=13 13
T

9.2 Sistemas Escalonados

A regra de Cramer é simples e extremamente recomendada para sistemas com 3 equagoes
ou 3 incognitas. O uso desse teorema nao é recomendado para sistemas maiores devido a
complexidade dos calculos envolvidos no processo de solugao. O método do escalonamento
foi desenvolvido por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e aprimorado por Wilhelm Jordan
(1842-1899). Consideremos um sistema linear em que, cada equagao, ha pelo menos um
coeficiente nao nulo. Diremos que o sistema estd na forma escalonada se o ntmero de

coeficientes nulos antes do primeiro coeficiente nao nulo aumenta para a equacao.
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Exemplo. 1

Exemplo. 2

r+2y—2z2=10

4y +52=06

y—z=0

Esse sistema nao estd na forma escalonada.

9.3 Escalonando um Sistema

Podemos dizer que dois sistemas sao equivalentes se eles possuem a mesma solugao. O
que faremos é transformar um sistema S em outro equivalente na forma escalonada. Para

isso, usaremos os dois teoremas a seguir:

Teorema. Multiplicando-se 0os membros de uma equacdo qualquer de um sistema S por

um numero k # 0, obteremos um sistema S’ equivalente a S.

Teorema. Substituindo-se uma equagdo de um sistema S pela soma membro a membro

dela com outra, obteremos um novo sistema S’ equivalente a S.

Nao existe uma regra de bolso ou receita de bolo para escalonarmos um sistema. Vocé
deve observar as equacoes e verificar quais delas sao mais faceis de serem simplificadas.

Vejamos o seguinte exemplo.

r+2y+2=9(1)
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20 +y—2=3(2)

3r —y—2z=—4(3)

Substituimos a eq. (2) pela soma dela com a primeira multiplicada por -2.

r+2y+2=9

=3y —3z=—15

3r—y—22=—4

Substituimos a terceira equacao pela soma dela com a primeira multiplicada por -3:

rT+2y+2=9
—3y —3z=—15
—Ty — 5z = —-31

Dividimos a segunda equacao por -3:

r+2y+2=9
y+z=>5
—Ty — 5z = —-31

Substituimos a eq. (3) pela soma dela com a segunda multiplicada por 7:

r+2y+2=9

y+z=>5

2z =4

Exemplo. 2
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r+y+z=4L(1)

3z + 4y + 22 =10 L(2)

20 — 3y + 72 =18 L(3)

Substitua Lopor Ly — 3.1,

Substitua Lz por Ly — 2.1

r+y+z=4
y—z=—2
—5y + 52 =10
Substitua Lspor L3 + 5Ls
r+y+z=4
y—z=—2
Oy +0z=0

A 1ltima equagao é satisfeita para quaisquer valores de x, y e z e pode ser suprimida
do sistema. Como o nimero de equagoes é menor que o nimero de incognitas o sistema

é indeterminado.

Exemplo. 3

2r —y+4z=1 (L)



Substitua Ly por Ly — L

Substitua Lzpor Lz — 2.Lo

16y — 2z =3 (L3)

20 —y+4z=—-1

y—z=1

16y — 22 =3

20 —y+4z=1

8y —z=1

Oy +0z=1
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A 1ltima equagao nao € satisfeita para nenhum valor de z, y e z entao podemos concluir

que o sistema ¢é impossivel.

Podemos solucionar o sistema fazendo o seguinte procedimento:

Exemplo. 4.b

Substitua Lopor Lo — 214

T—y+2z=2
2r+y—2=3
dr —y+z2=3
T—y+2z=2

3y — oz =—1



dr —y+2=3
Substitua Lspela Ly — 41,4
r—y+2z2=2
3y —o5z=—1
3y —Tz=-5
Substitua Lz por L3 — Lo
T—y+2z2=2
3y —oz=—1
—2z =4
O sistema esta escalonado
Agora fagamos o seguinte:
-1 2 1 2
-5 1 -1
-2 1 —4
Ls/ —2
-1 2 1 2
-5 1 -1
1 1 2
Ly +5L3
1 -1 2 |2
0 3 019
0 0 1 |2

Ly+ Ly —2L3

7
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100 |1
010 I3
001 |2

S =(1,3,2)
Podemos ampliar a matriz dos coeficientes para calcularmos a solucao.

Definicao. Matriz Inversa
Dada uma matriz A de ordem n, com determinante diferente de zero, podemos provar
que existe uma tunica matriz B, tal que AB = BA = I,. Damos a matriz B o nome de

inversa de A e a indicamos por A7

Exemplo. 1

[

Essa matriz possui inversa, pois seu determinante (-2) é diferente de zero.

[

Como o determinante é diferente de zero, A possui inversa. No entanto, nao conhece-

Exemplo. 2

mos a inversa de A e podemos usar a definicdo de matriz inversa para calculé-la.

e a b

c d

AA =T
2 1 a b B 10
53| |cal |01
20 +c 2b-+d B 10
5a+3c 5b+3d | |0 1

20+c=120+d=0

da+3c=050+3d=1
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c=1-2a (1)
5a +3(1 —2a) =0

S5a+ 3 —6a =0

Note que A. A"t =1

Poderiamos escrever a matriz A, sendo ela, a matriz A amplificada e assim efetuarmos

21| 1 )
10| _ 4
53101

devemos deixar o lado esquerdo de A idéntico a uma matriz identidade, Vejamos os

o escalonamento:

Passos:

Multiplique Lipor 0.5:

1 Y2 | 12 0
53 [ 0 1

Substitua Lopor Ly — 5.1,

[1 s |1 0]
0 Y2 | 52 1



Multiplicamos Lopor 2

01 | =5 2
Ly.2

2 1] 1 0

01| =5 2
Liy=1L— Ly

20| 6 -2

01| =5 2
L1:L1/2

101 3 -1
01 ] -5 2

9.3.1 CAlculo da matriz inversa usando cofatores
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Definigao. Seja A, x, com determinante diferente de zero. Seja Cof(A) a matriz dos
cofatores de A. Dizemos que Adj(A) = [Cof(A)]T, isto é, a matriz adjunta de A ¢é a

matriz transposta da de cofatores.

Teorema. Seja A, , uma matriz nao singular. Entao:

-1 _ _1 :

a) A = det(A).ad](A)

b) Vale a regra de Cramer. Formalmente a tnica solugio X = (X, ..., X,,) do
sistema Ax = b de tamanhon xn é: X; = ‘ifettzi para i =1,...mn onde B; € a

matriz A com lado direito b substituindo a i-ésima coluna de A.

5
Exemplo. A = COF(A) _ C11 Ci12
Ca1 C22
adj(A) _ C11 €21
Ci2 C22
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10 Espaco n-dimensional

Como vimos anteriormente, observagoes simultaneas de duas variaveis podem ser repre-

sentadas por pares ordenados. Inicialmente estudaremos o conjunto formado por todos

os pares ordenados de nimeros reais, ou simplesmente o R?.

Esse espaco pode ser definido do seguinte modo:
R* = {(z,y)lr € Rey € R}

R? ou R x R

Um elemento de R?, isto é, um ponto P de abcissa x e ordenada y pode ser visualizado

no plano cartesiano:

v

[ PR

Definigdo. (Relagao em R?). Seja A = {(z,y) € R?*|ly = 2z + 2} a representacio
geométrica do conjunto A é uma reta. Chama-se relagao binaria, ou simplesmente relagao

no R?, todo subconjunto de R2.

10.1 Distancia entre dois pontos

Seja (x1,91) e (w2,72) dois elementos de R?, representados geometricamente por Pie Ps.

A distancia entre eles é o niimero:

(P, Py) = /(s — 21)2 + (y — 1)?
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X1 X2

Suponha que desejdssemos tomar a distdncia do ponto P;(z1,y;) em relagao a origem.

Define-se a origem como (0,0) € R?. Usando a féormula anterior terfamos:

(P, Py) = \/(x1 — 0) + (31 — 0)?

d(PhPO): \/x%—'—y%

Defini¢do. (Norma em R?). E a distancia de um vetor em R?(ou R") em relacio a

origem.
Propriedades
1. |Ju]| >0
2. |[rull = [r| ||ul]

3. |Jlu+v|| <|lul]| + ||v]| (desigualdade triangular)

Definigdo. (Produto interno) Seja u = (uy,us) e v(vy,v2) dois vetores em R?(essa
definigao vale para R™). O produto interno euclidiano ou escalar de u e v denotado por

w.v é 0 nimero:
n
UV = U101 + UV OU seja Z U V;
i=1

10.2 Espaco tridimensional R?

O conjunto formado por triplas ordenadas de ntimeros reais ¢ denominado R? e é indicado
RxRxR
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R* = {(a,b,c)ja € R,b € R,c € R}

Todo subconjunto de R3¢ uma relacdo. Toda relacdo nesse subconjunto pode ser obtida,

por meio da seguinte equacao:

ar +by+cz+d=0

Sendo que a,b,c e d € R e a,b e ¢ ndo nulos simultaneamente. Por exemplo, vejamos

a equacao:

20+3y+2—6=0
(0,0,6) = P,
(07270) _>P2

(37070) _>P3

Para obtermos estes 3 pontos usamos sempre duas variaveis com o seu valor nulo.

10.3 O conjunto R"

Seja R o conjunto dos niimeros reais, o conjunto formado pela énuplas ordenadas (sequén-
cia de n elementos) de reais é chamado de espago n-dimensional R™. A distancia, norma

e produto interno vistos anteriormente valem também (estao definidas) para o R™.

Defini¢ao. (Bola Aberta) Se C' € R™ e r é um ntimero real positivo, chama-se de Bola
Aberta de centro C' e raio r ao conjunto de pontos de R™ cuja distancia até C' é menor
que 7.

B(e,r)={P e Rld(P,C) <1}

Seja C'(2,2) de R? e r = 0.5, a representagao geométrica da Bola Aberta é:
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......

"x

Note que a fronteira ndo esta incluida na bola aberta.

Definicao. (Ponto Interior) Seja A C R", um elemento P de R"é chamado de ponto
interior de A se existe uma bola aberta com centro P contida em A. P é um ponto interior
de A se 3r >0, tal que B(P,r) C A.
Seja
A={(r,y) eER} |z <ley<1}

O ponto P(0.5,1) é ponto interior, mas P(1,1) nao é.

Definigao. (Conjunto Aberto) Seja A C R". A é abertose VP € R"e P € A, P é um

ponto interior de A

Defini¢do. (Ponto de Fronteira) Seja A C R" . Um ponto de A que ndo é interior é

dominado de ponto de fronteira.

Exemplo. B = {(z,y) € R*|z? + y* < L}

Se L=1, a combinacao de z? e y? ,que sdo iguais a 1, sdo pontos de fronteira de B.

11 Funcoes de duas variaveis

Funcgoes sao extremamente importantes para expressarmos relagoes entre duas ou mais
variaveis. Em economia vislumbramos a relagao entre a quantidade produzida e o preco

de um produto por uma fun¢ao de demanda, como segue:

q=[(p,R)

A fungao de demanda por pao (por exemplo), depende do seu prego e da renda dos
consumidores. Outra fungao muito utilizada é aquela que tenta captar o nivel de satisfagao
de um individuo ao consumir x = (1, z») unidades. Note que x C R? é um conjunto que

representa uma cesta de consumo e pode ser definido do seguinte modo:
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X = {(x1,25) € R*|z; >0 e 2y > 0}

Seja U : R? — R a seguinte funcio:

—Q

U(zy,xq) = xf‘x%

Esse individuo consome quantidades xie z9 que resultam em um nivel especifico de
satisfacdo. Expressamos o dominio de U(zq,x2) como o conjunto X, pois ndo desejamos
e nem faria sentido econémico o consumo de unidades negativas. Destaca-se que a funcao

de utilidade “gera” um nimero real que mensura o nivel de satisfacdo do consumidor.

11.1 Grafico de funcao de duas variaveis

O grafico de uma fungao de duas variaveis pode ser definido do seguinte modo:

{(z,y,2) ER’|z = f(z,y) e (x,y) € D}

Vimos que o gréafico serd representado no espaco tridimensional de tal forma que a
cada par (z,y) do dominio corresponda uma cota Z = f(x,y). Pode ser extremamente
complicado desenharmos o grafico de uma fungao de duas variaveis. Uma alternativa mais
simples é utilizarmos os pontos do dominio que tém a mesma cota. Tais pontos, formam
uma curva denominada de curva de nivel. No exemplo de U(z1,z5) escolheriamos z; e
Toque gerassem o mesmo nivel de utilidade. Suponha que U(xy,23) = 1, entdo hé diversas

combinagoes de xie x5 que levam a esse nivel de utilidade.

Exemplo. U(x,x2) =1
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1 = 408 05
=T, .2,

(1)° = (217.25°)?

1= T1.22

1
X2

Vejamos graficamente a representacao das curvas de nivel:

Us

Exemplo. Seja uma circunferéncia f(z,y) =2 +y*c=1,c=4c¢=9
c=1, 2% + y* = 1 — circunferéncia de centro (0,0) e raio 1
c =4, % + y* = 4 — circunferéncia de centro (0,0) e raio 2

c=9, 22 + y* = 9 — circunferéncia de centro (0,0) e raio 3

11.2 Limite e Continuidade

A nogao de limite é andloga a que vimos anteriormente. O limite de f(x,y) quando (z,y)
tende ao ponto (zg, yo) é 0 nimero L (se existir) do qual se aproxima f(z,y) quando (z,y)

se aproxima de (zg, yo) por qualquer caminho, sem no entanto ficar igual a (xg, yo):

lim  f(x,y)=1L

(@,y)=(20,y0)
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Defini¢ao. (Continuidade) Se L é igual a f(xo,10), dizemos que f é continua em

(o, Y0), caso contrario, f é dita descontinua em (xg, o).

Exemplo. f(z,y)=z+vy

lim )f(x,y) =38

(2,y)=(3,5
Podemos dizer que f é continua em (2, 3).
Seja
r+y+2, se(x,y)#(1,1)
6, se (z,y) = (1,1)

[, y) =

Entao:

lim )f(:v,y) =4 # f(1,1) =6

(z,y)—(1,1

Portanto f(x,y) ndo é continua em (1,1).

1 sexz>2
Exemplo. f(z,y)

2 sex <2
Veja se f(z,y) é continua em (2,1)

limy f(zyy)=1e lim_ f(z,y) =2-> Note que o limite ndo existe!
(zy)—(2,1) (zy)—(2,1)
Teorema. Sdo continuas em todos os pontos do seu dominio as fungoes:
a) polinomiais em x e y;

b) racionais em x ey,

flz,y) =2 +y* —ay Va,y

f(z,y) = fy%yf Vz,y tais que zy # 1

Teorema. Se f(x,y) e g(x,y) sdo continuas em (xo,yo), entao também serao continuas

em (xg,yo) as fungoes:

a) flz,y) +g(z,y)
b) flz,y) —g(z,y)
c) K.f(x,y) KeR
d) [ y)-9(z,y)

) He9) (g(a, o) # 0)
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f) af(x,y) (a>0)

g) logf(x,y) (f(z0,¥0) > 0)
h) cos f(z,y)

i) senf(z,y)

12 Derivadas para funcoes de duas variaveis

A ideia central da derivacao parcial é entendermos o comportamento de uma funcao
[ : R? - R dada uma mudanca marginal em seus parametros. Seja f(z1,xs) que depende
de xie x5, observamos o comportamento dessa fun¢ao mantendo x5 fixo e efetuando uma
pequena variagao em x;. Em outras palavras, podemos mostrar essa pequena variagdo

algebricamente:
r1 + Az — variagdo em x4

Af  flxy+ Azy,wp) — f21, 22)

A[L‘l A.ﬁEl

Pode ser chamada como a taxa média de variacao de f em relagao a x;. Se existir o

limite de AA—;Z quando Axz; tende a zero, denominamos a derivada parcial de f no ponto

(x1,22) em relagao a 1. Simbolicamente podemos indicar:

7(%7 $2) ou fy, (5517 $2)

ox

_ . Of
871:1@1’%2) = le(xla xz) = Alzlln—%()@ixl

Exemplo. f(z1,x2) = 2x; + 3z

of of
Lase 2s)
of B f(4+ Axy,5) 2(44+ Azy) +3.(5) —2.(4) — 3.5
0z (4,5) = Alxleo Axy N Alﬁmo Axy
2A.T1 —_9
A;pzlﬂlo Az,
of 4, (54 Axy)] 2(4) + 3.(5 4+ Axy) — 2.(4) — 3.(5)

By B0) = i T = i Ars
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l . 3A.272
m
Axo—0 A,Qj'z

=3

De modo mais simples, tome a derivada da fun¢do em relacido a x; e considere x5 como

um termo constante:

8f($1, xQ) _ .
T - 2V]J1 y

of
871‘2 = 3Va:2

Chamamos as derivadas acima de fun¢do derivada parcial. Vejamos mais exemplos:
Exemplo. 1: f(z,y) = 2% + ¢*
fz=2xe f, =2y
Exemplo. 2: f(z,y) = 2° +y* + 2y

fx:3x2+2y

fy =2y + 22
Exemplo. 3: f(z,,y) = In(z* + 2xy)

1
(2142
J 932—i-293y<x+ v)

= —(2
fy 1‘2—|—2$y(x>

Exercicio. Seja ¢ : R? — R a funcdo de demanda por batata semanalmente em um
supermercado. Temos que z é o prego unitario por kg e y o prego unitario do arroz.

Podemos identificar essa relagao de acordo com a seguinte expressao:
q(z,y) = 1000 — 22* + 15y

Desejamos calcular %(3, 4) e 3—3(3,4)

Jq Jq

L= dre—=1

B xeay )
@:—12
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A interpretacao é a seguinte:

%(3, 4) = —12 representa aproximadamente %(3, 4) para pequenos valores de Az. Se
admitirmos Az = 1 teremos Af = —12, ou seja, um aumento de uma unidade no preco
do kg da batata (de 3 para 4) corresponde a uma diminui¢ao de aproximadamente 12kg
na demanda de batata, mantido o prego do arroz constante em 4. Podemos fazer o mesmo
raciocinio para 3—3(3,4). Para pequenos valores de Ay, teremos Af = 15. Na verdade,
para qualquer variacao em Ay teremos Af = 15. Isto é, a um aumento de 1 unidade no
prego do arroz (por exemplo Ay = 1) isso corresponde a um aumento na demanda de

batata de aproximadamente 15kg, mantido tudo mais constante.

12.1 Diferencial de uma funcao

Seja f uma fungio definida de f : R?* — R e (zg,yo) um ponto do seu dominio. Seja Af

a variagao sofrida por f(z,y) ao passarmos no ponto (xg + Az , yo + Ay), isto é:

Af = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(z0, %)
Dizemos que f é diferencidvel no ponto (zo,yo) se Af puder ser escrita sob a forma:
of 0

Af =5 (w0, o)A + aﬁ} vo)Ay + Al (A, Ay) + Aylna(Az, Ay)

As fungoes In; — 0 quando (Az, Ay) — 0.
A parcela %(1’0, Yo).Ax + g—i.(xo, Yo).Ay é chamada de diferencial (ou diferencial

total) de f e é indicada por df, no caso de f ser diferencidvel.

Teorema. Seja f : R?> — R. Se as derivadas parciais de f em relacio a seus dois
parametros sdo continuas num conjunto aberto A, entdo f ¢ diferencidvel em todos os

pontos de A.

Exemplo. f(z,y) = 22% + 4¢°

df = 4z. Az + 12y.Ay

Note que as derivadas parciais dessa funcao sdo continuas.

flz,y) = Py tendo o dominimo: D = {(z,y) € R?|z # y}
_ 2 _ N2 2 B x _ —2y
f:c— T —y 227(55 y) (iL‘—y) (1 (x—y)) (m_y)Q
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Exemplo. 27.b
f(@,y) = In(22° + 3y?)

fy = m.ﬁy
df = 55— (4y. Az + 6y.Ay)

2x2+3y?
Exemplo. 33
I ¢ fixo

1 —bT
Y(GJ,):COJF +G—b

1-0
Co+1 G —b

Yen g — 13 17

oy 1 9y b

oG 1-b T  1—-b

dy = lib.z 2
Yy — 1:(1 _p)
dy =2
Y(G,T, )
dy = gZ.AG—F ?T/.AT
?I/ — AT

AT = 0, por isso nao o consideramos.

Exercicio. Exercicio 14.4 d - Simon e Blume (2004)

O quao grande precisa ser AL para que a diferenca entre @ (1000 + AL,216) e sua
aproximagao linear @ (1000, 216) 4 (0Q/0L) (1000, 216) AL difira por mais que duas uni-

dades?



92

R:

Para solucionar esse exercicio é necessario aumentar AL e subtrair

Q (1000 + AL, 216) — [Q (1000, 216) + (9Q /L) (1000, 216) AL]

.Primeiramente calcularemos o valor da funcao de producao:

wl—=

Q (1000, 216) = 9 (1000)5 (216)3 = 5400

Em seguida calcularemos a derivada parcial em relacao a L:

Q0L =9 @) KAt — g <IL(>

Avaliando a derivada em (1000,216):

(0Q/0L) (1000, 216) = 6 (1201060) _36

A férmula do diferencial fica:

Q (1000, 216) + (0Q/OL) (1000,216) AL = 5400 + 3.6AL

Variaremos L em intervalos de 10 unidades:

| Q1000+ AL,216) | Q(1000,216) + (9Q/IL) (1000,216) AL | AL | Diferencial - Produgio
Q (1010,216) = 5435.94 | Q (1000, 216) + (9Q/AL) (1000, 216) 10 = 5436 | 10 0.06
Q (1020,216) = 5471.76 | Q (1000, 216) + (9Q/AL) (1000, 216) 20 = 5472 | 20 0.23
Q (1030, 216) = 5507.46 | Q (1000, 216) + (9Q/OL) (1000, 216) 30 = 5508 | 30 0.53
Q (1040, 216) = 5543.05 | Q (1000, 216) + (9Q/OL) (1000, 216) 40 = 5544 | 40 0.94
Q (1050,216) = 5578.53 | Q (1000, 216) + (9Q/IL) (1000, 216) 50 = 5580 | 50 1.46
Q (1060,216) = 5613.9 | Q (1000, 216) + (9Q/AL) (1000, 216) 60 = 5616 | 60 2.1

Devemos variar L em 60 unidades para que a diferenca entre ) (1060,216) e sua

aproximacao linear varie por mais de duas unidades.

12.2 Funcao Composta - Regra da cadeia

Teorema. Regra da cadeia
Seja f : R? — R uma fungdo de duas varidveis derivdvel no ponto (xg,v) do dominio,
e sejam as fungoes dadas por x(t) e y(t) diferencidveis em to de modo que x(ty) = o e

y(to) = yo. Entao a fungao composta F de f com x ey € tal que:
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dF of dx of dy(to)
it (to) = Dr (xo’yO)'dt (to) + y (20, Yo)- o
De modo abreviado:

aF _of or  of 0y
dt 0z 0t 0Oy ot
Exemplo. f(z,y) =2x+5y—3, z(t) =2tey(t) =3t —1

Ft)=2.(2t) +5(3t —2) —3 =4t + 15t —5 =19t — 5

of _

=19
ot

dF  df dv df dy

— = — 4+ ——=22+35=19
dt dr dt  dydt +
Exemplo. 34.d

flz,y) ="M o=t ey=2t3—1
aF _0f 0z 05 0y
dt 0z 0t 0Oy ot
= "MV 2t 4 1Y 612
= e"tY(2t + 6t%)

= 21 (2 4 6t)

— 21 941 + 3t)
Exemplo. 36

U(xy,x9) = \/23.29
xr1 = 168 — ¢

T2 = 0,5t
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av 1 1
- = é(zf.x2)'4/2.2x1-—-1-+ 5(zﬁ.xQ)—l/Q.]_.o,5
st 3]
= — 2T —
2(23.mq)1/2 o

12.3 Funcgoes Implicitas e suas derivadas

Seja x +y — 3 = 0, resolvendo essa expressao para y obtemos que y = 3 — x. Podemos
dizer que h(x) = 3 — z diferencidvel para todo x € R. Dizemos que x +y — 3 = 0 define

implicitamente uma fungao y = h(z) derivavel em relagao a .

Teorema. Teorema da fungdao implicita:

Sejam f(x,y)e % fungoes continuas num dominio D e (xo,y0) € D. Se f(xo,y0) =
0 %(wo,yo) # 0 entdo existe um intervalo I, com centro em xo em que a equagdo
f(zo,y0) = 0 define implicitamente uma tunica fungao derivivel y = h(x) tal que yo =

h(xo) e f(x,h(x)) =0Vx € 1.

Exemplo. f(z,y) = 2%y + 2y + 2%y* + 2y — 4 = 0 define implicitamente uma funcio

y = h(z) num intervalo I centrado um xy = 1, pois

a) %5 =% + 3x.? +2y2® + o
b) f(1,1)=0
c) T, =740

Consideremos a fungao derivavel y = h(x), definida implicitamente pela equagao f(z,y) =
0. Como F(z) = f(x,h(z)) = 0. Pela regra da cadeia:

dr of 0xr  Of Oh(x)
de  O0x 0xr  Oh(x) Oz

of  af oy
=—14+4—=—-—==0
ox + Jy Ox
—of dy
g; = —= — derivada da funcao implicita
oL ox

Exemplo. f(z,y) =222 +y—1=0
y=1-— 21

dy

= —4x — diretamente
dx
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= = — = —Ax
df
dx & 1
flay)=a+y*=1=0
D=]-1,1]
y=+v1-—u12
T T
dz (1—22)
dy G 2w
=2 - =
dx & 2y Y
Como
y=vV2— a2
Temos que

12.4 Funcoes homogéneas e homotéticas
12.4.1 Fungoes Homogéneas

Definicao. Seja f uma funcdo homogénea de duas varidveis x e y. Dizemos que f é

homogénea de grau m se para toda constante positiva A tivermos:

fQz, Ay) = A" f(z,y)

Exemplo. f(z,y) = 322 + 6y

fOz, Ay) = 3.0A2)* + 6(x\)(\y) = A\232% + N?6xy = N f(2,9)

10y

Portanto essa funcao ¢ homogénea de grau 2. A funcdo demanda Q(z,y) = =¥ ¢é

homogénea de grau zero, pois:

Q(Az, \y) = 10;;@ = 12‘1} =\.Q(z,y)

A interpretacao do grau de homogeneidade é a seguinte: quando x e y sao modificados

por uma fragdo A o novo valor de f serd igual A" vezes a funcao original. No exemplo da

funcao f(x,y) = 32% 4+ 6zy um aumento de 50% em z e y, isto é, A = 1,5 faz com que
f(x,y) cresca N f(z,y).
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Vejamos como isto funciona. Considere t =y=1e A=1,5

FOz, \y) = N2 f(x,9) = (1,5)%.(3 +6) = 2,25.(9) = 20,25

flz,y) =34+6=9

Ao aumentarmos = e y em 50%, a funcgao cresceu 125%.

f(1,5,1,5) = 3.(1,5)* + 6.(1,5).(1,5) = 20,25

Teorema. de FEuler Seja f uma funcao de duas varidveis x ey e homogénea de grau m.
Entao:

0 0
mof o) = .50 0.9) + .5 (2,0)

Demonstracao. :

fQz, \y) = A" f(z,y)

Derive os dois lados em relagao a A

of ox O dy .
e o Tag o AT )
af af _ m—1

Tendo em vista que essa igualdade é valida para todo A > 0 usamos A = 1 e teremos

8 8
O
Teorema. Seja f derivdvel e homogénea de grau m. Entdao % 2 % serd homogénea de
grau m — 1.
Demonstragio. Sabemos que
of ., of =
—.y =mA\" 6

Tome a derivada em relacao a um parametro, x, por exemplo,

O f of of a10f
02" T or T oot T an



97

Multiplique por z:

2
L O B

a2 T o 8yax'yx - ar"

Derive em relagao a equagao (1) em relacao a y:

of of ~of . ,.,0f

Multiplicando essa equacao por y:

*f o Of af of

_ 7 _J _J — m—1~J
By Y+ ayy+ a$ay.xy mA ayy
Fazendo A = 1 e somando as duas derivadas:
Pf , P o, 9f _9f . of af of  of
8—y2.y + @x + @y + %x + (ﬁay.xy + ayax.ya: = ma—yy + m%x

Considerando as derivadas parciais iguais:

0? 0 0? 0 0
é?y];yZ + 2'$y6$gy + 83:];$2 =(m—1) <fy + fx)

82 8 (32

12.4.2 Funcao Homotéticas

Definicdo. Seja I um intervalo em R. Dizemos que ¢ : I — R' é uma transformacao
monotona de I se g é uma funcao estritamente crescente em I. Além disso se g é uma

transformacao monotona e um é uma funcgao real de n variaveis, entao dizemos que
gou : x — g(u(x)) é uma transformagao monétona de w.

Seja u(x,y) = xy as funcdes 3zy + 2, (zy)?%, (zy)® + (zy), e e Inz + Iny
Sao transformagoes mondétonas de u(z,y).

Defini¢ao. Uma funcdo v : R — R' é denominada homotética se é uma transformacao
mondétona de uma fungao homogénea, ou seja, se existirem uma transformacao mondtona
z — g(z) de Ry e uma funcdo homogénea v : R} — R, tais que v(z) = g(u(x)) para

cada x no dominio de V.

Exemplo. 1
u(z,y) = zy g(u(z)) = (vy)?
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u(z,y) é homogénea de grau 2

x
9T, deve ser constante para qualquer z, y dados
9y
gr = 2xy? 2zy? T o
92 T 922y = ~ --» a inclinagdo ¢ sempre 1 para qualquer z e y
gy = 217y

Teorema. Seja u uma fun¢ao C* em R'. Seja u homogénea entio a inclinagio dos planos
tangentes aos conjuntos de nivel é constante ao longo de raios e a partir da origem; em

outras palavras, para quaisquer i, j e qualquer x em R} :

ag(t?) 8;({0)
Ou(tz) - Ou(x) vt >0
oxj oxj

O préximo teorema apresenta um resultado interessante:

Teorema. Seja u uma fungio Ctem R'r. Se Clvale para qualquer x em R, t>0¢ie j

entao u € homotética.

12.5 Derivadas parciais de segunda ordem

Seja f : R? — R sendo x e y suas varidveis fz e fy as suas derivadas parciais de primeira
ordem. Se tomarmos novamente as derivadas em relagao a x e y de f, e f, teremos quatro
fungoes derivadas, como segue:

: 5 4 . *f
A derivada de f, em relagao a x é: : fy, ou 3%

A derivada de f, em relagdo a y é: f,, ou giy];

A derivada de f, em relagao a y: é: f;, ou %gy

; 5 .4 >’ f
A derivada de f, em relacdo a x : é: f,, ou y0m

Chamamos essas duas ultimas derivadas de derivadas cruzadas.

Exemplo. f(z,y) = 42* + 3y* — 6y

fx:8$_6yfxz:8fxy:6

fy =6y —62 f,,, =6 fyy = —6

Exemplo. 51.9
flz,y) = e
fa: — ea:-i-y fzz — e:c+y fmy — ex-l-y

fy — ety fyy = ¥ty fym = %ty
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12.6 Integrais Duplas

Suponha que a derivada parcial de uma funcao f(z,y) em relagdo a x seja f.(z,y) = 6zy.
Aprendemos que ao realizarmos a derivagao parcial em relacao a = deveriamos considerar
y constante. Se quisermos obter a funcao original devemos integrar f,(z,y) = 6zy, como

segue:

/fx(x, y)dr = /6xydx = 327y + c(y)

Assim:

flz,y) = 32%y + c(y)

Essa integral é chamada de integral parcial em relacdo a x. Note que a constante
de integracao torna-se uma funcao de y, ja que esta varidavel ¢ mantida constante no
procedimento de integracao. Poderiamos tranquilamente calcularmos a integral definida

de f, no intervalo 0 e 2y:

2
1

2z

/4xydy = [2xy2} Y= 2.2.(22)* — 22(1) = 82° — 2z

1
Definigao. (Integral Dupla) Seja f : R? — R; D — R.definida no dominio D dado
pelas inequagoes = € [a,b] e y € [c,d]

Ao calcularmos a integral parcial em relacdo a y estaremos mantendo x constante,
num ponto genérico entre a e b. A(x) = fcdf(x,y)dy . O produto A(z)dz representa o

volume do sélido de area A(x) e espessura dz.

V= / bA(x)dm

Simbolicamente a integral dupla é representado por [ [, f(z,y)dzdy

//df(x,y)dmdyz/ab Ucdf(:my)dy] dx

Exemplo. f(z,y)=x+y f:[0,5] x[0,3] = R

/03</05(I +y)dz)dy ou /05(/03(96 +y)dy)dz

O resultado é o mesmo nos dois casos!

Faremos o segundo:
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5 5 9 322 9 |°
pr— A pr— _— p— — —. pr— 7‘2 —_— . —
1% /0 (x)dx /0 (3x + 2)d;1: [ 5 + 5 x]o 5 5+ 5 5 60

Seja f(z,y) =1le0<z<1lez?<y<uxo volume do sélido é dado por:

/02(/; [z, y)dy)dz

A(x):/ ldy =z — 2°

1 2 371
1 1 1
Al)de = |2 -2 =22 =2
2 2 3 6

0
Vejamos outra situagdo: Seja y € [c,d] e x € [z1(y),z2(y)]. O volume pode ser

calculado do seguinte modo:

[ vl av= [ [ s

Exemplo. f(z,y) =5y €[0,5] e x € [y, 3y]

[ o]

3y
/ bdx = 5|} = 15y — 5y
Yy

5 15 , 5%
15y —y) = | —y® — =
/0( y—y) lZy 2]

0

2
15— 5]
52
5[10] =125

13 Maximos e minimos para funcoes de duas varia-
veis

Em Economia, as técnicas de maximizacao e minimizacao sao de suma importancia para
a compreensao de como os individuos, empresas e governos tomam as suas decisoes.
Primeiramente definiremos as no¢des de maximo e minimo local e global e veremos como

obter e testar se o ponto encontrado é de maximo ou de minimo.
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Definicao. Maximo Relativo
Seja f uma fungdo de duas varidveis x e y. Dizemos que (x,y) € D é um ponto de
méaximo relativo de f, se existe uma bola aberta de centro (zg,yo) e raio r, tal que V

ponto P(x,y) € D situado no interior dessa bola aberta, tenhamos:

flx,y) < f(xo,90)

Ao invertermos a desigualdade teremos a definicao para um ponto de minimo relativo:

f(x,y) > f(xo0,v0)

Definicao. Maximo Global
Seja f(z,y),dizemos que um ponto (zg,yo), do dominio D é um ponto de maximo

global de f, se VP(x,y) do dominio tivermos:

f(x,y) < f(xo0,v0)

A defini¢ao é analoga para o minimo global, no entanto, devemos inverter a desigual-
dade

f(z,y) = f(xo,90)

Teorema. Sejam f(x,y) e (xg,yo) um ponto interior do dominio. Se (xo,yo) for um

ponto de mdzimo ou de minimo de f se existirem as derivadas parciais f, e f,, entdo:

fx(wo,90) =0 e fy(wo,y0) =0

Exemplo. f(z,y) = 2> +y*—2r+1

fr=2x—-2=0 —sz=1

Se f tiver um méximo ou minimo este ponto poderd ser somente (1,0). A seguir

veremos como identificar se esse ponto é de maximo ou de minimo.

Teorema. (Condicées de Segunda Ordem). Seja f uma funcio de duas varidveis x
e y, continua, com derivadas parciais até a sequnda ordem continuas. Seja (xo,yo) um

ponto critico de f. Chamaremos o determinante

f:ca: f;ty

H(l’o’yo): | f f
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a) H(zo,y0) > 0 e fou(o,v0) < 0 entao (xg,yo) serd ponto de maximo de f.
b) H(zo,y0) > 0 e fou(zo,v0) > 0 entdo (zg,yo) serd ponto de minimo de f.
c) H(zo,90) < 0, entdo (xo,yo) serd um ponto de sela.

Fato. Se H(xzo,y0) = 0 o teorema é inconclusivo.
Antes de prosseguirmos é necessario entendermos a definicdo de matrizes simétricas defi-

nidas.

13.1 Matrizes Simétricas Definidas
Defini¢ao. (Matriz Simétrica Definida). Seja A uma matriz n X n simétrica, entao
A é:

1. positiva se 27 Ax > 0Vz # 0 em R®

2. ndo negativa se 7 Az > 0

3. negativa se 27 Az < 0

4. nao positiva se 27 Az <0

Caso contrario a matriz A serd indefinida se 7 Az > 0 para alguns z em R" e 27 Az < 0

para outros em R™.

Definigao. Menor Principal (lideres). Sao os mesmos principais dos elementos da

diagonal principal, isto ¢, o escalar M;; = detA;jquando i = j.

Teorema. Classificacio de Matrizes (positivas e negativas). Seja A uma matriz simétrica
2 X 2 (esse teorema é vdlido para o caso geral n X n).

a) A € positiva, se e somente se, todos os menores principais lideres sao estritamente
positivos.

b) A € negativa, se e somente se, os 2(n) menores principais lideres alternam de sinal,

como seque:

|A1| <0 €|A2| >0

O n-ésimo menor principal lider deveria ter o mesmo sinal de (—1)"
c) Se algum menor principal lider de A(ou par de menores) é nao-nulo, mas nao se

encaiza em nenhum do dois padroes acima, entdo A € indefinida.

Note que podemos relacionar os dois teoremas:
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1. Se o determinante Hessiano é positivo e seus menores alternam de sinal, isto é,
frzz <0 € fou fyy — fay-fye > 0 teremos um ponto de méximo;

2. Se o determinante Hessiano é positivo e seus menores principais lideres possuem o

mesmo sinal, isto €, foz > 0 e foz.fyy — foy-fyz > 0 teremos um ponto de minimo;
3. Se o determinante do Hessiano ¢ negativo teremos um ponto de sela;

4. Se por fim, o determinate do Hessino é zero o teorema das condi¢oes de segunda

ordem ¢é inconclusivo.
Voltamos ao primeiro exemplo:

Exemplo. f(z,y) =2*+y* -2z +1

fe=20—-2—2=1

fy:2?/y:0

Ponto critico (1,0)

fwaQ;fry:fya::O

fyy:2

2
0 2

H(Jfo,yo): :4>0

O ponto critico (1,0) é o ponto de minimo dessa fungao.

Considere a fungao f (z,y) = 2® — 2zy + y*. Os pontos criticos dessa funcio sdo:

fe=2x—-2y=0—-2x=y

fy="22+2y =0—=2=y

Entao, temos que os pontos criticos da func¢do sao (z,x) x € R. Por outro lado,

fxeQ;fxy:fym:_Q

fyy:2
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2 =2
-2 2

H(x,y)z‘ =0

Nesse caso o teorema das condi¢des de segunda ordem é inconclusivo. Assim, devemos
analisar o comportamento de f nos pontos (z,z), usando a definigdo. Temos:

f(z,y)=2* 22y +9y* = (v — y)® > 0 para todo par (x,y).

f (z,z) = 0 para todo z.

Portanto, f (x,y) > f (x,z) para qualquer valor de z e ¥, desta forma, os pontos (z,z)

sao todos de minimo de f.

Exemplo. Seja L(x,y) = 600 — 22 — 4y* — 3xy + 18x + 18y o lucro obtido pela venda
de x e y. Identifique as quantidades de x e y que maximizam o lucro. Verifique também

as condigoes de segunda ordem.

oL

T _4p—3y+18=0(1
B x — 3y + (1)

oL

— 8y —3r+18=0(2
o y — 3z + (2)

Por (1) 1s-3y 3
r= 2 (g

Inserindo (3) em (2)

(18 — 3y)

8y =18 — 3.
Y A

54 4 9y

8y = 18 —

 T2-54-9y

8
y A

32y = 22 + Oy

23y = 18

Inserindo (4) em (3)



Tr =

18 20
753

9 20

r= i(ﬁ)

_ 910 90

23 39

273:

—4
-3

-3
-8

H(z,y) :‘

fxw<0:_4

H=32—(-9)=41>0

O ponto (3,9;0,9) é de maximo.

L(3,9;0,9) = 600 — 2(3,9)% — 4.(0,9)? — 3.(3,9).(0,9) + 18.(3,9) + 18.(0,9)

= 600 — 30,24 — 3,21 — 10,53 + 70,2 + 16, 2

L(3,9:0,9) 2 642,4

Exemplo. Vejamos a funcao

f(.il?,y) =Ty

f$:y7f$$:()fxy:fyx:1

fyszyyzo

Portanto o ponto (0,0) é denominado ponto de sela.

Exercicio. Exercicio 11.6.2 - Simon e Blume (2004)

Uma empresa de dois produtos enfrenta as seguintes fung¢oes de demanda e custo:

105
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¢ =40 — 2p; — po

G2 =35 —p1 — P2

C(q,q) =10+ ¢ + 245

(a) Calcule os niveis de produgao que satisfacam as Condigoes de Primeira Ordem

para o lucro maximo.

(b) Verifique as Condigoes de Segunda Ordem (suficiente). E possivel concluir que

esse problema possui um tnico maximo absoluto?

(¢) Qual é o lucro maximo?

R: Letra (a)

Para solucionarmos a letra a é necessario invertermos as func¢oes de demanda:

p2 =40 —2p1 — (7)

P1 =35 —q — D2 (8)

Inserindo (1) na equagao (2) teremos:

PL=95+tq@—q (9)

Inserindo (3) na equagao (1) teremos:

p2=30—2¢+q (10)

Construindo a fungao de lucros:

I (q1,q2) = p1gn + p2g2 — C (q1, q2)

(qi,q2) = 5q1 — 2¢% + 2q1q2 — 4q2 + 30qy — 10

Tomando as derivadas parciais em relagao a q; e go:

oIl (C]b QQ)

=5-—-4 2q, = 0 11
o0 Q1 + 2q2 (11)
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o1l
OM(1:42) _ 30 1 90— 84y = 0 (12)
9g2
Dividindo (6) por dois e isolando ¢:
1 =4g2 — 15 (13)

Inserindo (7) em (5):
25 = 4 (4gs — 15) — 5
¢ = 4.65 (14)
Plugando (8) em (7):

7236 (15)
1

R: Letra (b)

Use as equagoes (5) e (6) para tomar as segundas derivadas da funcao lucro:

0TI (C]1,C]2) .
aZH (q17 QQ) o

O teorema de Young nos diz que as derivadas parciais devem ser simétricas:

o1l (g1, q2) - oIl (q1, g2) _

_ 18
0q20q1 0q10q> (18)
Montando o Hessiano:
9°(q1,q2)  OM(q1,q2) 4 92
H— 0q? 0q19q2 _| (19)
OM(qi,q2)  0°T(q1,92) 2 _8
0q20q1 943

Podemos notar que o primeiro menor principal ¢é igual -4<0 e o segundo menor princi-
pal é o préprio determinante H que é igual a 28>0. Portanto a funcao de lucros obedece

as condigoes suficientes para um ponto lucro de maximo.
R: Letra (c)

Vamos inserir as equagoes (8) e (9) na nossa fungao de lucros original:

(q1,q2) = 5q1 — 243 + 2q1q2 — 4q3 + 30qy — 10
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IT (¢F, ¢%) = T1(3.6,4.65) = 5 (3.6)—2 (3.6)°+2 (3.6 x 4.65)—4 (4.65)’+30(4.65)—10 = 68.57

13.2 Analise dos pontos de fronteira

Vimos que os teoremas anteriores aplicam-se somente a pontos interiores do dominio.
A analise dos pontos de fronteira quando existem tera de ser feita sem auxilio desses

teoremas. Usaremos as curvas de nivel da fun¢ao a ser otimizada.

Exemplo. f(z,y) =2z+y
D={(z,y) eR}z>0,y>0eax+y<T}
A funcéo 2z +y admite como curvas de nivel o eixo de paralelas a reta 2z +y = 0, pois
qualquer curva de nivel ¢ tem por equagao a reta 2x+y = ¢ que é paralela a 2xr+y = 0 Ve.
c=1 =22x+y=1
c=2 = 2r+y=2
c=3 = 2xr+y=3

Tragaremos um grafico usando apenas a restricao imposta no dominio:
Considere:

r=0 —entaoy =7

y=0 —entaox =7

r=y=0 —entao (0,0) <y

O ponto (0,0) é o ponto de minimo absoluto e (7,0) é o méximo absoluto de f(x,y)

Vejamos o exemplo da fungdo f(z,y) = = + y cujo dominio é D = {(z,y) €
R? =2r+y > 10 e  + 2y > 10} Note que a funcdo a ser maximizada ou minimizada
é linear, portanto, nao conseguiremos computar as derivadas de segunda ordem. Desse
modo usamos as restrigdes do dominio (em igualdade)

20 4+y =10 (1)

z+2y =10 (2)

Casos extremos de (1): Se x =0 entdo y = 10;

Sey=0entao r =5

Casos extremos de (2): Sez =0entaoy =25

Se y =0 entao x = 10
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Interseccao: 2xr+y=x+2y

=1y
z+2.(x) =10
3x =10
10
xrT = — =
3 Yy
As curvas de nivel sao:
r+y=1
T+y=2
rT+y=>
Note que a curva de nivel intercepta o ponto P(%, %) e mais nenhum outro ponto.

Fazendo uma analogia podemos pensar como a reta tangente que toca aquele ponto (z*, y*)
da funcdo derivada. Vejamos outro exemplo coma mesma fun¢do, mas com o seguinte
dominio D = {(z,y) € R%|z +y < 3} . A funcdo admite como curvas de nivel o feixe de
paralelas aretaz +y=0;x+y=1; 2 +y =2 e x +y = 3 e assim por diante todos os

pontos do segmento Bc sdo pontos de maximo e o ponto A(0,0) é o ponto de minimo.

14 Otimizacao com restricoes de igualdade

14.1 Efeito de uma restricao

Imagine que o consumidor deseja obter o nivel mais elevado de satisfacao representado pela
funcao U = x129+2x1, mas o mesmo possua uma restricao orgcamentaria de 4x,+2x, = 60.

Qual o dominio de U dado x; e x5 “Otimos”?

Dy = {(z1,22) || 21 > 0, 29 > 0}
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Encontre x; e xo 6timos.
60 — 4z,
Tog = —(—
2

60 — 4[131
2

U = 30x; — 227 + 22y = 3271 — 227
oU

0*U

2
Ox1

U(l’l,l‘g) = T. ( ) -+ 2[1/’1

= —4 <0 — 2] é um maximo!

60— 32
=
U(z],z5) =14.842.8 =128

14

*
Ty =

Contudo se houverem varias restrigoes ou se a restricdo em se for uma fun¢ao “com-

plicada” a técnica de substituicdo de variaveis pode se tornar uma tarefa ardua.

14.2 Método do Multiplicador de Lagrange

O matematico Lagrange propos uma técnica colocando um peso A sobre a restricao do

problema de otimizagao. Desse modo, para um problema de maximizagao (ou minimiza-

¢ao) de duas varidveis sujeito a uma restrigdo, construimos uma fungao L (z1,x2,A) da

seguinte forma:

L = xz129 4+ 221 + A(60 — 421 — 225)

Temos que L(xy,z2, A) entdo devemos diferenciar L em relacao a essas 3 varidveis.

oL
— = 2—4X=0(1
8ZE1 ZE2—|— 0()
oL
=5 —20=0(2
8372 1 (>
oL
1'1:2/\
$2+2:2
T1

l'2+2 = 21’1 (4)
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X2
—_ 1 =
9 + T

Inserindo (4) em (3)
2
604 (57 +1) + 25
60 = 229 +4 + 225
56 = 4z,
14 = 25 (5)

Inserindo (5) em (4)
L4 —+ 1= il
2
(6) em (2)

8 =2\

L<x1a 1'2)\) = L(87 147 4)
De modo geral, dada uma funcao objetiva f(z1,zs) sujeita a restrigdo g(z1,z5) = C,
podemos escrever a func¢ao de Lagrange como:

L= f(x1,29) + A[C — g(x1, 29)]

Ly, = f (z1,2) — Ay, =0
Lzy = fo, = Agay =0
Ly = g(x1,29) = C' — a propria restrigao!
Observagdo. Interpretagcao do A

Uma alteragdo em A provocaria um deslocamento no plano zjzy/zy e alteraria a

solugao 6tima.

14.2.1 Qualificacao da Restrigao

Se a restricao € linear o problema esta satisfeito. Para verificarmos isto os vetores gradiente
de f e g (o vetor formado pelas primeiras derivadas da funcao objetivo e da restri¢ao)
devem ter a mesma direcao. Isto é, eles apontam no mesmo sentido, ou em sentidos

contrarios no caso de uma minimizagao. Dessa forma V f(z*) = \*Vg(z*), z* e u* sdo os
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pontos criticos da funcdo L de Lagrange. Para f : R?> — R temos:
of 99
ozr _ oz
of | =M e
8&32 8132

Desejamos maximizar ou minimizar:

Para varias restricoes

flxr, ... zp) sa. Oy ={z=(21,...,2,) g2(x) = a1, ..., g(T) = a1}

Se tivermos m funcoes de restricio com m > 1, a generalizacao natural é a derivada

jacobiana.
99 091
81'1 o 8[En
99 . 99>
Dg(x*) — | 02y 8[En
9gm gm
0, oz,
Defini¢do. z*é um ponto critico de g = (g1, ..., gm) se 0 posto da matriz Dg(z*) é< m.
De modo mais formal, dizemos que (g1, ..., gn) satisfaz a qualificagdo de restricdo

nao-degenerada (QRND) em z* se o posto da matriz jacobiana Dg(z*) em x* é m.

Observacao. Lembre que o posto é o nimero de linhas ndo nulas de uma matriz na sua

forma escalonada por linhas.

Exemplo. 1
f(x,y,2) = xyz
g(z,y,z)=a"+y =1
g(r,y,2) =x+2=1

2 2y 0)

Dg(z,y,z) = (1 01

Seu posto serda menor que 2 se, e somente se, x = y = 0 que nao atende a restricao g;.

Todos os outros postos satisfazem QRND.
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14.3 Condicoes de Segunda Ordem e o Hessiano Orlado

Suponha que desejassemos resolver o seguinte problema de maximizacao:

Mazximizar f(zq,...,z,)
sujeita a
g(x1,...,z,) =C
h(zy,...,z,) =d

Entdo teriamos:

L=f()+Ae=g()]+uld=h()]

sendo que método de solucao ¢ idéntico ao anterior.
Agora desejamos saber se os pontos criticos encontrados irdo satisfazer as condigbes

de segunda ordem.

itiva definid
Definicao 1. d?L é { postiva ceiida

) ) sujeita a dg = 0 se, e somente se,
negativa definida

0
gr g <0
gy L:I:1:z:1 L:rzlxg 70
>
gTo L.Z‘QJ?l Lazgmg

‘H ’ ¢ negativo ¢é suficiente para estabelecé-lo como um minimo.

Exemplo. Ex.:
x
U(zy, ) = x1.09 s.a.x1 + . —1-27“ =B
T
L:$1.IE2+)\ B—xl—lfr
0L )
— = =B (1
oA x2+1+r ()
oL
— =xy—A=0(2
e L2 (2)
oL A
or - T 00
n_ Al
.2132_1—|—7“)\
T2
21
2= (14n)
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B
v = (5)
(5)—=(4)
B
v =5 (147 (6)
B
A= 5(1 + 1) (7)
(R —
1 +7r 1
H=}| -1 0 1 |= ( > 0)
1 1dr 7
0 negativa definida
147

Entao a condicao de segunda ordem ¢ satisfeita para um maximo de U.

2

* % B
Uz, x3) = Z(l + 1)

14.3.1 Para n variaveis e restricoes

Com muiltiplas restrigdes nosso problema se apresenta do seguinte modo:

Q= flan..w)t 3 N o — Pl )]
j=1
0 o --- 0 : g} g% - g{n
0 0 -~ 0 © g g - g
0 0 0 9 9 g
| =
9% 9% g1t Ly Lyp -+ Ly,
9 G5 - g8 1 Ly Ly -+ Loy

Para determinarmos a classificacdo da da matriz hessiana orlada devemos fazer o
seguinte:

Confira os sinais dos tltimos n — m (sendo n o nimero de varidveis e m o ntiimero de
restrigoes) menores principais lideres de H, comegando com o determinante de H mesmo.

(a) Se det H tem o mesmo sinal de (—1)" e se estes tltimos n — m menores principais

lideres alternam de sinal, entao () é negativa no conjunto restricao e x* é um max global
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estrito de () neste conjunto restricao.

(b) Se det H e estes ultimos n — m menores principais lideres tém todos o mesmo
sinal de (—1)™, entdao ) é positiva no conjunto restri¢ao e z*é um min global estrito de
() neste conjunto restrigao.

(c) Se ambas as condigdes a) e b) sdo violadas por menores principais lideres nao-nulos,
entao () ¢ indefinida no conjunto restricao e z* nao ¢ nem um max nem um min de ) no

conjunto restricao.

15 Otimizacao com restricoes em desigualdade

15.1 Restrigcoes de nao-negatividade

Imagine que vocé deseja maximizar uma fungao f(z;) para z; > 0. Supomos que f é C2.

Dada a nossa restricao podem ocorrer 3 situacoes que serao expressas abaixo:
« Se f'(x1) =0 e x; >0 —temos uma solucio interior (A)
« Se f'(x1) =0 ez, =0 —solucio de fronteira (B)

o Se f(x1) <0ex; =0 —f(x1) <0 ndo é possivel ter maximo quando a inclinacio

da curva é ascendente (C)

Lembre-se x1 > 0. As 3 condigbes a cima podem ser consolidadas em um tinico enunciado:

@) <0a > 0ew.f(m) =0

! . .z . .
x1.f (x1) = 0, nos diz que pelo menos uma dessas varidveis deve assumir o valor
’ . ’ . /
zero. Essa caracteristica é denominada de folga complementar entre xy e f (z1). Nossas

conclusoes sao analogas para o caso de n variaveis.

Max m = f(z1,...,2,) 5. a. ; > 0(j =1,...,n)

ijO, sz()exjfj:Oijl,...,n

15.2 Restricoes de desigualdade

Para simplificarmos a nossa vida, vamos tratar de um problema com 3 variaveis de escolha

e duas restrigdes (n = 3) e (n = 2).

Max 7= f(z1,29,73) s. a. g'(xy,m9,23) <1y
G* (w1, 22, 3) < 719

Ty, 22,73 >0
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Com o auxilio de duas novas variaveis s; e sonosso problema pode ser modificado da

seguinte forma:

Max 7= f(x1,22,23) s. a. ¢ (w1, 29, 23) +5 =711
92($17$27I3)82 =T

T1,T2,T3,S51,S2 2 0

Se as restricoes de ndo negatividade estiverem ausentes, podemos utilizar a formulacao

de Lagrange:

L' = f(z1,22,23) + A [r1 — g1 — s1] + Ao [7’1 — (82 + 92>]
E escrever a condigao de primeira ordem como:

/ / / ’ !

oL oL _or oL _or _or oL _
81'1_81'2_8.%'3_851 _882_(9)\1_8)\2_

Note que z; e s; devem ser obrigatoriamente nao negativos entao as condigoes de

primeira ordem devem ser modificadas como vimos anteriormente. Deste modo obtemos

o seguinte conjunto de equagoes:

’

L L =12
aféOszOex]a—:O ,Z (1)
Oz Oz, j=12.3

oL’ oL
< C > ; = 2
B, _Osl_Oeslasi 0(2)
oL
=0(3
o, (3)

8L

Se olharmos para L', notamos que 5= = —\; Viisto quer dizer que:

S; ZO, )\Z 206)\18120

Entdo podemos dizer que s; = r; — ¢g' e entdo combinar as linhas (2) e (3):

—g > 0N >0e)|ri—g'] =0

i

Considere 5. OO g;- e escrevemos o problema do seguinte modo:
Ly
oL /
L;+ i = fi— gy +Xeg)x; > 0ea;L; =0

—g' >0\ >0e) [ (azl,xQ,xg)} =0
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!/

oL
O\

ry — gi(xla Ta, 1‘3) =

Max u =xy sujeitoa x+y <100
z <40
z,y >0

L' =y + A [100 — 2 — y] + Ao [40 — 2]

Li=y—XM—X<0 2>0 e 2.L,=0 (1)
Ly=2—-X\<0 y>0 e yL,=0 (2)
Ly =100—2—y>0 M >0 e MLy =0 (3)
Ly,=40—2>0 X>0 e X.L,,=0 (4)

Suponha z ou y =0 desde que essa solugao atenda (1)-(4). Vocé pode supor que Ajou
Ao S840 iguais a zero e assim essa restri¢cao sera nao vinculadora. Entao o multiplicador de
Kuhn-Tucker sera zero por folga complementar. Nesse exemplo z ou y iguais a zero nos
levaria a um nivel zero de utilidade o que nao faz sentido econémico. Se y,z > 0 entao
L,eL,=0

y:)\1+)\2 (1)
y =1+ A (5)

Vamos “chutar” que a restricao 2 seja nao vinculadora. Entao:

A =0e40 >z (3)

y ==z (5)

A1 > 0entao Ly, =0

100 — 2z >0

1
gO:x—>50—>MaSViola2
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Entao a restricao de racionamento é vinculadora:
XA =0; Ly,=0—40=x (4)

por (2) x = A\ = 40;

por (5) y=x+ Ay =40+ Xy

Se)\le; LM:O
100 =z +y
100 = 40 + 40 4 Ao

20 = \; (6)

Inserindo (6) y = 400 + 20 = 60

Esta solucao atende a todas as restrigoes.

Observagao. O caso de n varidveis e m restrigoes é analogo.

Exemplo. Encontre o maximo f (z,y) = 22 + y* sujeita a 2z +y <2 e z,y > 0.

Solucgao:
Vamos montar o Lagrangeano usando o teorema de Kuhn-Tucker. Como estamos

buscando um maximo devemos usar a desigualdade da restricao do seguinte modo: 2 —

20 —y >0

L=2>+9*+\[2— 22—y

As condigoes de primeira ordem sdo as seguintes:

L,=2r—-2\<0; z>0; zL, = 0; (20)
Ly=2y—A<0;y=>0; yL, =0; (21)
Ly=2—-2x—y>0; A\>0; AL, =0; (22)

CHUTE 1:
xr=0;yeA>0
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Se z = 0 entdao L, nao pode ser usada em igualdade. Usamos (3) para encontrar que
y=2 e (2) para obtermos A = 4. Portanto a solugao 5(0,2,4) atende as restri¢oes (1), (2)

e (3). Insira os valores de z,y e \ nessas equagoes e verifique vocé mesmo.

CHUTE 2:

y=0; xeA>0

Se y = 0 entao L, nao pode ser usada em igualdade. Usando (3) temos que z=1 e por
(1) obtermos A = 1. Portanto a solugao S(1,0,1) atende as restrigoes (1), (2) e (3).

CHUTE 3:

y,r e \=0;

A solugao S(0,0,0) é possivel e atende a todas as restrigdes.

CHUTE 4:

y,xreX>0

Desse modo, podemos usar as equagoes (1), (2) e (3) em igualdade. Por (1) obtemos
2

que z = X\ e por (2) 2y = z. Usando esse resultado em (3) teremos que y = £ e entao

r=\= %. A solugao S (%, %, %) atende a todas as restrigoes.
Finalmente para encontrarmos o ponto de maximo global, precisamos inserir os valores

de z e y oriundos da maximizacao na fungdo objetivo, como segue:

5(0,2) = f(0,2) = (0)* + (2)* =4

S(1,0) = f(1,0) = (1)* + (0)* = 1

$(0,0) = £(0,0) = (0)* + (0)* = 0
$(5:2)=/(33)=(3) +(3) =% =08

Portanto o méximo global é atingido em S(0,2,4).

15.3 Minimizacao usando Kuhn-Tucker

Minimizar equivale a menos maximizar a func¢ao objetivo. Em termos praticos:

oL oL
= >0 z;> =
895]-_0’%_06%8% 0
oL oL

<0 N>0e N — =
oy, S Az le A =0

Min C = (z; — 4)* + (zy — 4)?

21’1 +3I2 Z 6
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—3271 — 2%’2 2 —12

1,22 >0

L= (21 —4)* + (3 — 4)* + A\1(6 — 221 — 33) + Ao(—12 + 225 + 321)
Ly, =2(xy —4) =2\ +3X > 0; 2y > 0; 21L,, =0
Ly, =2(xg —4) =3\ +2X > 0; 29 > 0; 2oL, =0
Ly, =6—-221 =322 <0; \y >20; MLy, =0
Ly, = =12+ 229+ 321 < 0; Ay > 0; A\oLy, =0
16 -1

Fazendo A\ = Ay = 0, ; = < e x5 = % resulta na solugao experimental o que viola

a restricao de nao negatividade de x,.
Fazendo x > 0 e y > 0 temos que:
2(!E1 — 4) — 2)\1 + 3)\2 =0 (1)
2(xg —4) —3X\ +2X =0 (2)

Multiplicando (1) por 2 e (2) por 3 e subtraido (1) - (2) teremos:

4%1—61‘24‘5)\14—8:0

Supondo A\; =0

21’1 — 3112 =—4
3
r1 — 51’2 = -2
Entao Ay > 0 temos que Ly, =0
3[[’1 + 2[L‘2 =12

3

9

13
18 = ?.’EQ

36

*E:$2

Ir1 = —2 + 5.1’1
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g = 336 _
17913
108

_ 20
1T 06

$1:E—2
42628
T T3 T 13

28
2(— —4 Ay =
(13 >—|—32 0

2 8= _3)\
13 2

56 — 104

— _3)\
13 Ao

Essas solugoes atendem as restrigoes e sao aceitaveis como solugao final.

16 Concavidade e Convexidade

Definigao. A fungao f(x1, ) definida R* — R é concava (convexa) se e somente se, para
qualquer par de pontos distintos M e N em seu grafico -uma superficie- um segmento
de reta MN estiver sobre ou abaixo da superficie. A fungdo é estritamente concava e
estritamente convexa se e somente se o segmento de reta MN estiver inteiramente abaixo

(a cima) da superficie exceto em M e N.

Sejam u = (ug,uz) e v = (v,v9) e Df os valores de f(uy,uz) e f(vy,vy) também.
Entao todos os pontos do segmento de reta uv também estdo no dominio. Podemos

denotar este segmento de reta fu + (1 — 6)v onde 6 € [0, 1].

concava

Definicao. Uma fungao f é {
convexa

} se e somente se, para qualquer pontos distintos

(AVARVAN

u e v no dominio de f e para 0f(u) + (1 — ) f(v) { }f [Ou+ (1 —6)v]

A concavidade estrita (convexidade) alterando as desigualdades para as desigualdade

estritas. Da relagao a cima podemos deduzir trés teoremas:

Teorema. (funcao linear): Se f(x) for uma funcio linear, entio ela é uma fungio

concava, bem como, uma funcao convera, mas ndo estritamente.
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Exemplo: o segmento de reta MN ( por exemplo” cumpre os requisitos, isto é, este

segmento sempre coincide com o arco MN. A igualdade é sempre garantida.

Teorema. ( negativa de uma funcdo): Se f(z) for uma fungao concava entao -
f(x) € uma fungdo convexa e vice-versa. De modo semelhante, se f(x) for uma fungdo
estritamente concava, entao - f(xr) é estritamente convexa e vice-versa.

A nogao de concavidade e convexidade, se difere apenas no sentido da desigualdade,
isto €,

0f (w)+ (1 —0)f(v) < fllu+(1-0)v]

Multiplicando por -1
—0f(u) = (1=0)f(v) = —f[fu+ (1-0)v]

Usaremos esse teorema na demonstragao a seguir.:

Teorema. (soma de fungoes): Se f(z) e g(x) forem ambas fungoes concavas (con-
vezas), entdo f(x) + g(r) é uma fungao (conveza). Se f(x) e g(x) forem ambas concavas
(concavas) e além disso, qualquer delas, ou ambas, for estritamente concava (estritamente

convezra), entio f(x) + g(x) é estritamente concava (conveza,).

Demonstragio. Imagine que f(z) e g(x) sdo ambas fungoes concavas:

07 (u)+ (1= 6)f(v) < f [bu+ (1—6)0]

Bg(u) + (1 — 6)g(v) < g[6u+ (1 — O]

Somando obtermos a seguinte desigualdade:
O0[f (u)+ g W]+ (1 =0)[f(v) +g()] < flou+(1—0)v]+g[0u+(1-0)v]

O que mostra que [f (z) + g (z)] gera uma f concava. A demonstragdo para fungoes

convexas é analoga. A demonstracdo também vale para a forma estrita. n

Exercicio. Verifique a concavidade ou convexidade de f(zq,23) = 22 + 2. Sejam u =
) 1 2

(u1,uz) e v = (vy,v2)

flug,ug) = u% + u%

f(v1,v9) = U% + vg
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Usando 6f(u) + (1 —0)f(v) {

IV IA

} f[0u+ (1 — 0)v] —em igualdade

7 [u% + u%} + (1 = 0)(v? +v3) = f[Our + (1 — O)vy, Ouy + (1 — 0wy

0 [uf +u3] + (1= 0) (v} + v3) = [fus + (1 = O)va]” + [fuz + (1 — O)vo)?

Solucionando o lado direito:

0%u? 4 20u1 (1 — 0)vy + (1 — 0)%02 + 0%u3 + 20uy (1 — 0)v,
+(1 — 0)*02 + 62 [u? + u3] + (1 — 0)*(v + v3) + 20 (1 — 0) [ugv; + ugvs]

Subtraindo os dois lados Esquerda-Direita

01— 0) |uf +u3] +0(1 = 0)(v} + v3) — 20(1 — 0) [urvy + ugvy]

01— 0) |(ur — v1)* + (u2 — v2)’]

0 € (0,1) entdao (1 —0) > 0, e (ug,uz) e (v1,v2) sdo pontos distintos u; # vy e ug # vs.

Assim a desigualdade estrita (>) vale e f(z1,72) = 2% + 23 é estritamente convexa.

Ex2: Pelo Teorema 2 f(xo, 1) = —23 — 23 ¢é estritamente concava.

Ex3: Verifique a concavidade ou convexidade de z = f(z1,72) = (21 + 79)? —

E convexa mas nao estritamente.
flu) = f(ug, ug) = (uy + ug)?

f) = fur,v2) = (v1 +v2)?

flOu+(1—0)v] = [fuy+ (1 — vy + Ous + (1 — O)vy]?
[0(uf +u3)? + (1 — 0) (v} + v3)’]

Usando: 0f(u)+ (1 —0)f(v) = f[0u+ (1 —0)v]

Subtraindo o lado direito do lado esquerdo:

0 (]_ — 0) (u1 + U2)2 — 26 (]_ — 0) (Ul + Ug)(’Ul + Ug) + 0 (1 — 0) (’Ul + ’02)2
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0 (1—0)[(u1 +uz) — (v1 + v2)]?

0(1—40) >0, mas (u; + uz) — (v1 + v2) — pode ser = 0 entdo é convexa mas nao

estrita.

16.1 Diferenciabilidade e convexidade

concava
Defini¢ao. Uma funcao diferenciavel f(z) é { }se e somente se para qualquer

convexa
dado ponto u e qualquer outro v no dominio:

1) { § } () + £ ()0 =)
(Inclina¢ao do segmento de reta AC' = %)

fv) = f(u)

< (inclinagio AB) = f'(u) — Teorema do Valor Médio
v—u

Em termos iguais para n variaveis a defini¢do precisa de uma modificacao sutil: Uma

L . concava
fungao diferenciavel f(z) = f(z1,...,2,) é se, e somente se, para qualquer
convexa
ponto dado u = (uq,...,u,) e qualquer ponto v = (vy,...,v,) no dominio

ol

IV IA

}f<u>+ S Fi(u)(j — uj)

=1

onde fj(u) = a%.

concava
Definigdo. Uma funcio ¢® z = f(x1,...,2,) é se e somente se, d’z (di-
convexa
negativa
ferencial de segunda ordem) for g. ) semidefinida em toda a sua extensao. A
positiva
concava negativa
funcao citada é estritamente se (mas nao somente se) d*z for g‘ .
convexa positiva
definida em toda sua extensao.
Exemplo. :
flar,wz) = —af — a3 (23)
Lado esquerdo :
v} + 3 (24)

Lado direito

U% + Ug + 2U1<U1 — U1> + 2U2(U2 — UQ)
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Subtraindo (1) - (2)

2, .2 2 2 2 2
vy 4 vy +uj + uj — 2u1v; — 2ugve = (v1 — uy)” + (Vg — ug)

Visto que (v1,v2) # (u1,ug) —\ desigualdade estrita role
Estritamente Convexa!

Pelo hessiano

f11:27f12:0f11>0; DET >0

DET

2
f22:2,f21:00

2

‘:4>0
2
Positiva definida convexide estrita

16.2 Conjunto Convexo

Defini¢ao. Seja um conjunto S em um espaco bidimensional ou tridimensional. Se, para
quais dois pontos no conjunto S, o segmento de reta que liga esses dois pontos estiver

contido em S, entao diz-se que S é convexo.

16.3 Combinagao convexa

Definicao. Uma combinacao linear de dois vetores u e v: kju—+kov onde kiky sdo escalares.
Se kie ky € [0,1] e sua soma (k;+ky = 1) éigual a 1 diz-se que a combinacao linear é uma

combinagao convexa de dois vetores u e v, e pode ser escrita como: fu+(1 —60)v 6 € [0, 1]

112 n 214
310 319
A combinacdo convexa pode ser interpretada como uma média ponderada, de dois

vetores. O dominio de fungdes concavas e convexas exigem que seja um conjunto convexo.

Defini¢do. Um conjunto S é convexo se e somente se para quaisquer pontos u € S e
v € S para todo o escalar 6 € [0,1] w=0u+ (1 —0)v €S

W
IN

={z| f(x) <k} [f(z) convexa]

S< = {x|g(z) > k} [g(z) concava]
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16.4 Aplicagoes na economia

Decisao de producao de uma empresa. Considere uma empresa cuja funcao lucro seja:
T=R—-C=PQ—wL—-rK

1
q:La.Ka, C(<§

om
—— = K%aL*' —w=0— (2
5L pa w=0—(2)

62
8[(7; = ala — 1)K*2L%

o2
a—[j; = ala — 1)L K%

aﬂ- a— oa—
OKOL oCpKTIL
o Oé(Oé _ 1>Ka—2Lap a2pKa—1La—1
- a/2pKa71Loz71 Oé(Oé _ 1)Ka72Lap

H, =pala—1)L*K*? <0

H2 — pQ.OéQ(Q{ _ 1>2K2(a—2)L2(O¢—2)

_ ot K22 [2a2)
a?—2a+1

a2p2K2(a—2)L2(a—2)(1 _ 20[) > 0

para o < % H, e Hy sao satisfeitas entdo H é negativa definida para isto tem-se maximo
Usando a equacao 1

L%pa =rK'™®
La@ _ Kl—a
r

L (po‘>1“” — K (3)
T
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'LU.Ll_O‘ — Ka'pa

o2 %a
w. L' = L1 (p:é> 1 pa

1 «

2 —
w.Ll—Oé — Lﬁpamrm

(170‘)27042 L -
—2a+41 3 .
L= =u 2(p04)1‘“.r1—a
L o +(-a)

L* = (pa)mrf_ﬁw 1 90

= (pour =)
(4) em (3)
= [ ] ()

1 1 —a a2 N
K = (pOé) (1-20)" (1-a) qp1—2a pr(1-2a)(1-a) <p> ( Y=
r

at2—2a B TN

K= (pa) 1-2a.(1-a) wl—ga L r(—20)(1-a)

K = (p&w*arafl)ﬁ

Q= K“.L~

_a .
= (pawfarafl) 1-2a ) (p@wliaria) T—%a

— (pa)T (1> I

wr

p2a’? T4
wr
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16.5 Quase-concavidade e Quase-convexidade

. - , | quase-concava
Defini¢ao. Uma funcao f é se, e somente se, para qualquer par de
quase-convexa

pontos distintos u e v no dominio (conjunto convexo) de f e para 6 € (0, 1)
f
f() = f(u) = flu+ (1= 0)v] ;

quase-concava

Uma fungao f(x),onde z é um vetor de variaveis é
quase-convexa

}se e somente se

§= = {z||f(z) = k}
§= = {z[|f(z) < k}

Exemplo. Veja se f(r) = 22, definida f : R, — R, é convexa (quase) ou concava

para qualquer constante k£ o conjunto { } for um conjunto convexo.

(quase). Aplicando a definigaol:

f(u) =u?, flv)=v*e flOu+ (1 —0)] = [fu+ (1 —0)v)

Suponha que f(v) > f(u), isto é, v? > u?, isto é, v > w ou v > u, ja que v # u, entdo
temos que

fw) > f(u)
fw) > flou+(1—0)]
02> [u+ (1 — 0] >u®0 e (0,1)
f) > flou+ (1 —=0)v] > f(u)

Entao a funcdo é quase concava e quase convexa simultaneamente. As definicbes ante-
riores, ndo demandam diferenciabilidade, mas podem ser definidas alternativamente da

seguinte forma:

.~ . ., 3 ., , quase-concava
Defini¢ao. Uma fungdo diferencidvel de uma sé variavel, f(x), é se
quase-convexa

e somente se para quaisquer par de pontos (distintos) u e v no dominio,

F(0) > Flu) = { S =) } >0

Para n varaveis:

_ ) » quase-concava
Uma fungao diferencidvel f(zq,...,xz,) é se e somente se para

Juase-convexa
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uaisquer “2 pontos” distintos u = (uq,...,u,) e v V1, ...0,) no dominio.
9 J 7

fw) > f(u)= ,
fi()(vj —uy)

i=1
Se a funcao for C? entdao poderemos utilizar o determinantes aumentado:

0 fi fo - fu
o fu fiz o i
Bl = \|f2 far fa2 -+ fom

fn fnl fn2 fnn

0 fi f
‘Bl|: ]E] J{l ) ’BZ‘ =1 fu Ji2
b fo fu foo

Para que f(z1,...,x,) seja quase-concava, ¢ necessario que:

<0 i
1B <0 [Bo| >0..., Byl =" Ssentfor § PN
>0 par

A defini¢ao para “ estritamente” é analoga retirando-se a igualdade.

Exemplo. Mostre que f(x,y) = z®y%(z,y > 0;0 < a, b < 1) é estritamente quase-

concava

fx = axa—lyb
fy _ b[lfayb_l
facy _ abZEa_lyb_l

0 fu
Jo Sy 0 az* 'y 2(a—1), 2b
B = fx fzx facy Bl - a—1.b B a1 b = —2ax Yy < 0
ax® 'y’ ala—1)x* 'y
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0 al’a_lyb bl’ayb_l
By = Blaz® 'y a(a—1)z* b abxolyb~!
bl.aybfl abxaflybfl b(b _ 1)xayb71

{2&2172 —ala — 1)b* — a*b(b — 1)} 230723072 5

Quase-concavidade mais o conjunto restricdo convexo de f* indica um maximo abso-

luto restrito. Se f for estritamente quase-concava f* o maximo absoluto restrito é tnico.

17 Auto vetores e autovalores

Os autovalores de uma matriz de uma matriz n X n sdo os n nimeros que resumem as
propriedades essenciais daquela matriz. Como esses n nimeros realmente caracterizam a
matriz sendo estudada também sdao denominadas algumas vezes “valores caracteristicas”

ou “valores proprios”.

Definigao. Seja A uma matriz n x n. Um autovalor de A é um ntimero tal que, se for
subtraido de cada entrada na diagonal de A, converte A numa matriz singular. Subtrair
um escalar r de cada entrada diagonal de A é o mesmo que subtrair r vezes a matriz

identidade I de A. Portanto, r é um autovalor de A se, e somente se, A—rl é uma matriz

singular.
Exemplo 1. .
131
1 3
Subtraindo 2 de cada entrada diagonal A transformamos essa matriz em singular.
R
11

Teorema. As estradas de uma matriz diagonal D sao autovalores de D.

R A R R P R R

tovalores de D.
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Teorema. Uma matriz quadrada A € singular se, e somente se,0 € um autovalor de A.

1 -1
-1

1 -1
B =

:>B—TI:[

-1 -2
ou B—rl = dado que
-2 -1

Definicao. Matriz Singular. Uma matriz A é singular se, e somente se, detA = 0.

Nesse caso r é um autovalor de A, ou seja, A —rl é uma matriz singular se, e somente
se,

det(A—rI)=0

Para A, ., o lado esquerdo da equacao acima é um polindomio de grau n na variavel
r, denominado polindmio caracteristico de A. O ntmero r é um autovalor de A se, e

somente se, r € uma zero do polindmio caracteristico de A.

Seja A2><2:

all —n al2

der(a —rl) = det
a2l a22 —r

2
] =1" — (a11 + ax)r + (a11a22 — a12a91)
Portanto, uma matriz 2 X 2 tem no maximo dois autovalores e uma matriz n X n no

maximo n autovalores.

Definigao. Quando r é um autovalor de A e um vetor ndao nulo V' tal que (A—rI).V = 0.

Entao, denominamos V' um autovetor de A associado ao autovalor r.

Av—rIV =0
Av=1rV

Teorema. Seja A, «, e r um escalar.

Entao, as sequintes afirmagcoes sao equivalentes.

a. A subtracao de r de cada elemento da diagonal de A transforma A em uma matriz
Singular;

b. A—rl é uma matriz Singular;

c. det(A—rl)=0;

d. det(A—rI)V =0 para algum vetor V ndao nulo;

e. AV =rV
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Exemplo. Vejamos a seguinte matriz:

. {—1 3]
2 0
(=1—r) 3 ‘

det(A —rl) =de
¢( ) = det 0

(=1=7).—r—6=>A+nr)r—6=r+r—6=(r+3)(r—2)=0

As raizes do polindémio caracteristico —3 e 2 (autovalores)

—1+v12.-41-6 —-1£+25 —1+£5 -3
r = = = =
2.1 2 2 2

Vejamos os autovetores

(A—r)V =0

(A—2D)V =0

([—3 3 [—2 0
_'_

9 _9 0 —2

3 3

2 -1

=3V1+3Va=0 = Vi =1V,

)vzo

Vl:O

Vo

2V =2V =0->Va =V,

2V +3Vp =0 — 1/'1:_231/2
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Definigao. O conjunto unidimensional da equacao linear (a—rI1)V = 0, incluindo V' = 0,

é denominado auto-espaco de A em relacao a r.

Exemplo.

det(B—rl)=det| 0 (5—r) 0 =(1-r)b-r)(2—7)—6(—r)

G-n)[1=r)@2=r)=6=0G-r)2=r—2r+1>=6] = (5-r)(r* = 3r — 4)

(r—4)(r+2)=(r*+r—4r)

Os autovalores de B sao: 5,4 e —1.

(5—r)=0
(r—4)=0
(r+1)=0

Calculamos o espago nulo de (B — 51)

-4 0 2|\ =4V + Vy
(B=5IV)=10 0 0] |W|= 0
3 0 3| |V 31— 3Vj
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Cuja solucao é V; = V3 = 0 e Wslivre

Vi 0
Vo| = Vo |1| — auto vetor para r =5
V3 0
Para r = —1
2 0 21|V
(B=(-1)DHV =10 6 0| |Va| =0
3 0 3|1|Vs
2Vi4+2V5=0
6Vo =0
3Vi+3V5=0
—2
Solugao: Vo =0e Vi =-=V5 | 0 |,
—1
2
Parar =4, |0
3

Em alguns casos ¢ necessario utilizar eliminagao gaussiana para solucionar o sistema
linear (A —rI)V =0

Teorema. Os autovalores de uma matriz triangular sao as suas entradas diagonais.

Triangular superior 2 x 2

(an - 7”) Q12
O (CL22 — 7“)

a1 a2

A= = (a1 —7)(age —r) =0

]—> det(A—rl) =

22

Isso ocorre se, e somente se r =0

Teorema. Seja A uma matriz invertivel. Se (A—rI)V =0 entdo (A=2 = 1I)V =0, isto

¢, se A € invertivel r € seu autovalor se, e somente se, % é um autovalor de A~'.
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Demonstracao.
(A—r)V =0

AV =1V = ATAV =AYV = IV=A"Y9V = V=44V

1
=AW = VATT-2)=0

r

v
.

(A —inpv=o

r

17.0.1 Propriedades de autovalores

Do ponto de vista pratico, os autovalores de uma matriz A de tamanho k x k sdo sim-
plesmente os zeros do polindémio caracteristico de A, o polinémio de grau K dado por:
p(r) = det(A —rl)

De fato, ha 3 possibilidades para as raizes de p(r).
L.p(r) tem K raizes reais distintas;

2.p(r) tem algumas raizes repetidas, ou

3.p(r) tem algumas raizes complexas;

17.1 Tracgo como soma de autovalores

Definigao. O traco de uma matriz quadrada é a soma das suas entradas diagonais

trA = a1 + Q92 + A3z + ... + Qkk

Teorema. Seja Apxr com autovalores ry,...,rx. Entdo,

rit+rot+ ... +r,=1trA, e

r1.79...1, = detA
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Demonstracao. .

(a—r) b

) (d_r):r2—(a+d)r+(ad—bc)

pa(r) = det

pa(r) = Br? — B+ 4 Bripy
pa(r) = B(ry —r)(rg — 1)

Duas formas de dizermos o mesmo
Coeficiente 2 : 1 = B
Coeficiente de 7 : —(a +d) = —B(ry + 12)

Termo constante: ad — be = Bryry O

Portanto:

f=1LtrA=(a+d)=ry+r; edetA=ad—bc=rry

Exemplo. Para matrizes markovianas a soma da coluna é sempre 1, logo ele é um auto-

valor.

1010 10710 10 10
TTre = —0, 3 (25)
(&1 + o = O, 7 (26)

2
7’1+7’17’2:0,7T1

r?—0,3=0,7r

77 —0,7r1 —0,3=0
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0,7 \(-0,7)2 —41-0,3

1

2.1
0,7+ /1,69
nETTy
0,7£1,3
mn=———
2
7’1:—0,3
T1:1
Ser; =1
7“2:—0,3
Ser; =-0,3
7“2:1

17.2 Autovalores repetidos

Definicao: Uma matriz A que tem um autovalor de multiplicidade m > 1, mas nao
possui m autovalores independentes associados a esse autovalor, é denominada matriz

nao diagonalizavel ou defectiva.

Teorema. Seja A uma matriz 2 X 2 com dois autovalores iguais. Entao, A é diagonalizavel

se, e somente se, A ja é diagonal.

Demonstragio. Se A é diagonalizavel pela mudanca de varidveis P, entdo as entradas

na diagonal de P71 AP sdo os autovalores de A. Seja r* o tnico autovalor de A, Entao,

*

0
P~1AP deve ser a matriz( 7;) ) =r*]:
r

P 'AP = r*]

ou equivalentemente,

A=Pr* )Pt =r*"PIP ' =rI
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Defini¢ao: Seja r*um autovalor da matriz A. Um vetor (ndo-nulo) v tal que (A—r*I)v #
0 mas (A — r*I)™v = 0 para algum inteiro m > 1 é denominado um autovetor

generalizado de A associado a r*.

4 1
A= r=3e3
-1 2

1
= ( ) ) o autovetor generalizado vy é uma solugao de (A — 31)vy = vj0u

)

Tome, por exemplo, vo; = 1,v90 = 0 e forme

1 1
P: Vo = VU =
vz = vl (—1 0)
checamos que:

= (U0 () (4 (00)

Teorema. Seja A uma matriz 2 X 2 com dois autovalores iguais r = r*. Entao,

Exemplo:

(a) ou A tem dois autovetores independentes associados a 7*,e neste caso, A é a matriz

diagonal r*1.

(b) ou A tem somente um autovetor independente, digamos vy tal que (A —r*I)vy = vye,
r* 1

se P = [vjvy] entdo P1AP = ( 0

-

18 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Pense no crescimento de fundos aplicados na cardeneta de poupanga. Suponha que esse

investimento cresca a uma taxa fixa r que satisfaca a seguinte equacao em diferencas:

y(t+1) —y(t)
y(t)

Imagine que essa taxa de juros é paga a cada variacdo no tempo At, entao teriamos:

=rouy(t+1)=14r)y(t) (27)

y(t+ A1) —y()
At

=ry(t)
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y(t+ A1) —y(t) _ dy()

Aim, y(t) = At il (28)
Por conveniéncia escreveremos § = d%—(tt) = ry(t) . Se aplicarmos o In em (2) e tomar-

mos a derivada em relagao ao tempo teremos:

1.
—Yy=-Yy
Yy
y_y
y oy
gy = Gy

Definicao. Equacao diferencial ordinaria. Uma equacao diferencial ordinaria é uma ope-

racao que descreve um relacionamento entre uma funcao de uma varavel e sua derivada.

Exemplo. Veja a seguinte equacao:

% _9
ar ~ Y
d
&~ gat
Yy
d
/y :2/dt
Yy
In(y) =2t+c
eln(y) :€2t
y = et

Defini¢do. De modo mais geral y(t) = ke*' para qualquer constante K. Essa constante

¢ determinada pelo valor inicial y, isto é, y(ty).

Definicao. Equacao Diferencial Parcial. As equagoes diferenciais que descrevem um re-
lacionamento entre uma fungao de varias variaveis e suas derivadas parciais sdo chamadas

de equagoes diferenciais parciais.
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Exemplo:

Defini¢ao. Uma equacao diferencial ordinéria é uma equacao y = F'(y, t) entre a derivada
de uma fungao desconhecida y(t) e uma expressao F(y,t) envolvendo y e t, isto é, se
a equacao pode ser escrita como §y = F(y), nés a chamamos de auténomo ou tempo

independente.

Retomando a equagao y = ry, ela também poderia ser usada para descrever o tamanho
de uma populagao a uma taxa de crescimento constante r. Esse pressuposto de crescimento
constante é as vezes chamado de lu de Malthus. A solugao geral para esta equagao é y(t) =
ke™. No entanto, podemos especificar um valor inicial para o tamanho populacional. Com
uma constante k pré determinada. Ao fazermos y(0) = yo,(um valor constante) o problema
de encontrarmos uma fungao y(t) que satisfaca a essas condigoes é chamado de problemas

de valor inicial.

Exemplo. Vejamos agora o exemplo da equacao logistica

y = y(100 — 2y)

A funcao constante y = 50Vt é a solug¢ao que faz ambos os lados da equagao serem zero.
Essa solucao constante, muitas vezes ¢ chamada de solugdo estacionaria ou de estado
estacionario. Outro ponto importante é definirmos que uma soluc¢ao parametrizada y(t, k)

de uma equagao diferencial y = F(y,t) échamda de solucao geral.

18.1 Solucgoes explicitas
18.1.1 Equacgoes lineares de primeira ordem

Seja y = ay sendo a uma constante. A solucao geral para esta equacao é

y(t) = ke (1)
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dy _
dt

kae™

y = ke™a

(2) Seja a,b > 0 a solugdo geral para a equagao:

y=ay+b

—b
y=— + ke™ — ay = (—b + ke™)
a

Para verificar isso insira a solucao candidata dentro da equacao:

y(t) = ake™

ay(t) +b = (=b+ ake™) + b = ake™

Note que y(t) = %b é uma solucao de estado estacionario. Agora examinaremos versoes

nao autonomas dessas duas classes: y = a(t)y (3)
A solucao geral é:
y(t) = kel aDdr oy Yy = kel a

= (a())y +b(t) (4)

t
y(t) = [k—i— / b(s)efsa(“)d“ds] el s (10)

Para encontrar (10) como solugao, escreva a equagao diferencial como y — a(t)y = b(t)

e multiplique cada termo por exp (— ft a(s)ds)

:l)(t)ei [fa(s)ds a(t)y(t)e* [t a(s)ds _ b(t)e* [t a(s)ds (11)

Como o lado esquerdo de (11) é precisamente a derivada da expressao y(t)exp (— S ! a(s)ds) entao

(11) pode ser escrita como:

d

g (w0 [108) = bty L1010 19)

Integrando ambos os lados de (12) e multiplicando por ef '@ para obtermos (10). Cha-

a(s

~ — t . .
mamos a expressao e Jra9)dsqe fator integrante. Alternativamente podemos escrever a
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equagao (10) do seguinte modo:

y(t) = [k+ / b(t)e™ ! ”(t)dtdt] el “®dt (10.1)

Defini¢do. Uma equagdo diferencial y = F(y,t) é chamada separavel se F'(y,t) puder ser

escrita como o produto: F(y,t) = g(y)h(t).

Exemplos:

=12 +1% g =a(t)+b(t) ey =ty + t*

Solucao geral da equagao separavel:

Outro:
y =1ty
dy
o =
d
/ Y- / £t
Yy
t3
In(y) = 5 +¢
t3
Y = ngrc

Equacao diferencial de primeira ordem com termos constantes:

y=>5-y
Note que a = —1 e b = 5. Entao utilizamos a equagcao:

—b
y=— + ke*
a

Para verificar isso insira a solucao candidata dentro da equacao:
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y=>5+ke™

Utilizando a condigao inicial y (1) = 1 teremos que:

1=5+ke "
k= —4e
O que implica que:
y=>5—4e”

Equacao diferencial de primeira ordem com a(t) e b(t)

y=t—y

Note que a = —1 e b =t. Entao utilizamos a equagcao:

y(t) = [k%— / b(t)e™/ “(t)dtdt] el a®dt (10.1)

y(t) = [k + /tefdtdt] e~ Jdt

e/ 4 =t + ¢ (ignoraremos a constante)

y(t) = [IH / tetdt] e’

Note que caimos na seguinte integral por partes [ te'dt. Lembre da regra do produto

que é:

d (uv)
dx

Em que u e v sao fungoes de x. Integre os dois lados para obter:

uy = /u’vdm+/v'udw

Definau=tev=-¢'. Assim, ' =1 e v = e’

tet = /etdx—i—/tetdx

=u'z+v'u

Rearranjando a equacao:
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tet —/etdm = /tetdx
tel — el = /tetd:v

e (t—1)= /tetdx

Solucionando:

Inserindo na solucao de y:

y(t) = [k +e' (t = 1)] e

y(t) = ke "+ (t—1)

Usando a condicao inicial y (1) = 1, teremos que:

l=ke '+ (1-1)

e=k

Entao temos que:
y(t)=e' "+ (t - 1)

18.2 Equacgoes lineares de segunda ordem
Nos concentraremos em equagoes lineares de segunda ordem que sao homogéneas e pos-
suem coeficientes constantes. Escreveremos essas equagoes do seguinte modo:
aj+by+cy+0 (23)
Sea=0—y=¢"

Para encontrearmos solucoes, plugue y = e,y = re’ e §j = r?e"'e teremos:

ar?e’™ + bre™ + ce™ =0

e"(ar? +br+¢) =0

Como €' é nao nulo, entdo y = €™ é uma solucao de (23) se, e somente se, r satisfaz

a equagao:
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ar’+br+c=0

B —b+ Vb2 — 4dac
N 2a

r

(1) A > 0 — 2 raizes reais
(2) A <0 — 2 raizes complexas
(3) A =0—1raiz

Raizes reais distintas da equacao caracteristica

Teorema. Se o polindmio caracteristico (24) da equagdao diferencial de sequnda ordem
(23) possui duas raizes reais distintas r1e 1o, entdo a solugio geral de (23) € y(t) =

k]_ 67"1t + k,267'2t

Demonstragio. Como 7€ 15 530 as raizes do polindmio caracteristico de ar? +br +c = 0,
saberemos que ambas y(t) = k1™ e y(t) = koe™' sdo solugoes da equagdo diferencial
ayj + by + cy = 0 (23). Uma consequéncia advinda da linearidade dessa equacao é que se
y1(t) e y2(t) sdo duas solugoes de (23) entdo a soma y;(t) + y»(f) aimda é uma solugao de

(23), ja que
(alyr + )"+ b1 + 1) + clyr +12) = (@ + b + cyr) + (aga +b1 +cys) =040 =9

y(t) = k™ + ko™ (26)
[

Portanto (26) é uma solugao de (23). Finalmente, mostraremos que (26) é a solugao

geral, ou seja:

(aj +by+cy) =0

y(to) = Yo
Y(to) = 20 (27)

Dado qualquer problema de valor inicial existe uma tnica escolha de constantes de
integragao ki e kj tais que y(t) = kje™" + kje™' é uma solugao de (27). Para provar,

considere ty = 0 e substitua o valor inicial (27) na solucao (26)

yl(O) = kle”‘o + k‘gem'o =k + ks
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Y2(0) = riki 0 + rok5?0 = riky + roks

o que leva a equacao matricial

(0 ()

Como r; # rea matriz de coeficientes é nao singular, dados quaisquer yy e zp. Esse
sistema possui uma unica solucao para k; e ko. Isso prova que, dado qualquer problema
de valor inicial (27), podemos mostrar kje ko tais que a solugao (26) de (23) satisfaz as
condigoes iniciais. Portanto, (26) é Solucao geral de (23).

Exemplos:

r==+l1
y(t) = klet + k)geit
y(0) =1 — 1= ke + koe ™ (1)

7(0) =1 — 1 = k1€’ + ke 2(2)

Somando (1) e (2)

Inserindo (3) em (2)

1=1—-k
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A solugao geral é:

y(t) = kie"™ + kpe ™ — y(t) = 1e’

y—95y+6y=0
y(0)=3—= 3=k +k (1)
y(0) =7— 7 =3k + 2ks (2)

a=1

Multiplique (1) por 2 e subtraia de (2)

Inserindo k1 em (3)
r? —5r+6=0

5+ 25 —-24

r= 5
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y = e + 2¢* (solucdo geral)

7 = 3kie + 2kye®

18.2.1 Raizes reais e iguais

Teorema. Se o polinomio caracteristico da equagdo diferencial linear de sequnda ordem

possui raizes iguais entao a solucao geral é

y(t) = kie™ + kote™!
Exemplo. § — 45+ 4y =0y(0) =2 ; y(0) =5

a=1, b=—-4;, c=4.

y = ket + kote™*
y = kie® + kote?
Yy = 62t(k’1 + tk?g)

y = 21{?16% + k2€2t + tk2€2t

A4 /(—4)2 —4.14

y = €2t(2k1 + k’Q(l + 2t>>
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y = e*(2+t) — Solucio

Teorema. Se o polinomio caracteristico da equagdo diferencial linear de sequnda ordem
tem raizes complezas o + i3, ou seja, se b* — dac < 0 entdo a solugio geral é y(t) =
e (crcosft £ cosenfit).

18.3 Equacoes nao homogéneas de segunda ordem
ayj+by+cy=g(t) (38)

A fungdo g(t) representa, especialmente em problemas mecanicos uma forga externa, sem
a qual a equagdo ¢ autonoma. Para encontrarmos a solucao geral de uma equagao nao
autonoma, basta acharmos a solugao geral da equacao homogénea e uma solugao particular

da equacao nao homogénea.

Teorema. Seja y,(t) uma solugio particular qualquer da equagao diferencial nao home-
génea ajj + by + cy = g(t). Seja kiyi(t) + koyo(t) uma solugao geral da equagao homo-
génea ayj + by + cy = 0 correspondente. Entdo, uma solugao geral de (38) é y(t) =
ki (t) + kaya(t) + yp(0).

18.3.1 Método dos coeficientes indeterminados

Nesse método procuramos uma solu¢do particular de agj + by + cy = g(t) que possua o
mesmo formato de g(¢). Se g(t) é uma fungao constante g(t) = ¢g(0) entdo uma solugao
particular da equacao diferencial é a fungao constante y(t) = go/c.Se g(t) é um polinémio

t de grau j procuramos uma solugao particular que se adeque a essa forma.
Exemplo. § — 2y — 3y = 9t%(40)

A solucao geral é

y(t) = kre® + ke

a=1b=-2; c=-3;

y(t) = ke’ + kae™



7"1:3

’1"2:—1

yp(t) = At* + Bt + ¢

Derive o candidato e substitua em (40)

i, = 2At + B

jjp = 2A

9t = §j, — 20, — 3y,

9t* = 2A — 2(2At + B) — 3(At* + Bt + ¢)

o9t = 24 — 4At — 2B — 3At> — 3Bt — 3¢

9t? = t*(—3A) +t(—4A - 3B) + 24 — 2B - 3C

Suponha que:

9% + (0)t + (0) = (—3A4)t* + (—4A — 3B)t + (24 — 2B — 30)
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Como os lados esquerdo e direito dessa equacao sao iguais para qualquer ¢, os coefici-

entes de cada poténcia t devem ser iguais:
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0=24—2B-3C (3)
Por (1) A = —3; Inserindo (1) em (2) B = 4. Usando essas duas informagoes em (3)

02—6—8—30%02—1;l

Portanto, uma solucao particular é:

14
%@z—W+@—§

A solucao geral:

14

y(t) = ke + ke ' — 3t% + 4t — 5

Se um termo candidato da equagdao nao homogénea for igual a um termo da solucao
geral da equagao homogénea dizemos que o sistema estd em ressonancia. Em geral,
multiplicamos o candidato natural y,(t) por t ou as vezes até por t?, para encontrar um

candidato com chances de ser uma solugao particular da equagao nao homogénea.

18.3.2 Existéncia de solucgoes

Teorema. Considere o problema de valor inicial §y = f(t,y), y(to) = Yo (42). Suponha
que f é continua no ponto (t,,v,). FEntdo, existe uma fungio I — R que é C' num
intervalo aberto I = (t,—a, t,+a) em torno de t, e € tal que y(t,) = yoe y(t) = f(t,y(t))
para cada t € I | ou seja, y(t) é uma solugao do problema de valor incial (42). Além
disso, se [ 6 C* em (t,, yo) entdo a solugio y(t) € tinica. Quaisquer duas solugoes de (42)

devem ser iguais entre si na interseccao de seus dominios.

18.3.3 Retratos de Fase e equilibrios em R"

O retrato de fase nos mostra como as solugoes da equacao diferencial evoluem ao longo

do tempo. Vejamos o seguinte exemplo:

- 3
Yy=vy—-1Y
Iremos verificar os valores de estado estacionario dessa equagao diferencial, isto é,

y=0
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y=0

y = =1

Apds encontrarmos as raizes (interceptos com o eixo x) veremos as taxas de crescimento

e descrescimento da funcio f(y) =y — y*, como segue:
f'y) =1-3y°

1 1
ffly) =0—=1-3P=0—-=9y*>y=+— — £0,58 =y

3 V3
Vejamos f'"(y):
f7(y) =0— —6y=0—y=0

Temos que zero é um ponto de inflexdo. O préximo passo é fazermos o grafico desta
fungao. Note que se —1 <y < 0 entdo f(y) é negativa. Isso também ocorre no intervalo
(1,00). Nos intervalos (—oo, —1) e (0,1) f(y) é positiva. Para finalizarmos o gréafico
devemos inserir as setas que dao a ideia de movimento ou convergéncia. Faremos isso

passo a passo:
1. Se y €] — 00,1] entao f(y) > 0 desse modo, colocamos uma seta para a direita.
2. Se y €] — 1,0] entao f(y) < 0 e entdao colocamos uma seta para a esquerda.
3. Se y €]0,1[, f(y) > 0,5 > 0, entao colocamos uma reta para a direita.
4. Se y €]1,+00] entao f(y) < 0,y < 0 e adicionamos uma seta para a esquerda.

Agora podemos olhar para o nosso grafico e verificarmos que —1 e +1 sao dois equilibrios

estaveis no estado estaciondrio.
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O teorema abaixo resume e explica esse resultado:

Teorema. Seja y, um ponto de equilibrio de uma equagio diferencial y = f(y) que é Clna
reta, de modo que f(y,) = 0. Se f'(y,) < 0, entao y, é um equilibrio assintoticamente

estavel. Se f'(y,) > 0, entdo y, € um equilibrio estdvel.

18.4 Modelo de Solow

Nesse modelo, tem-se uma economia fechada e sem governo. O nivel de poupanga ¢é igual
ao investimento e apenas parte do que é produzido é poupado. O mercado das empresas
¢ perfeitamente competitivo e a tecnologia de producao apresenta retornos decrescentes
a escala. A funcao de producao da economia depende no nivel de capital fisico (L) e da
quantidade de mao-de-obra oferecida (L). A tecnologia é exdgena e nesse caso particular

é aumentadora de trabalho. Em termos matematicos isso quer dizer que:

Y=C+1

S=1=3sY

Y = F(K,AL) = K*(AL)"™®

Considere que: s e o € (0,1). A lei que move a dindmica do estoque de capital nesse

economia é:

K =sY —dK
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Tem-se que d € (0,1) é a taxa de depreciagdo do capital. Desejamos obter o nivel
de producao da economia por trabalho-efetivo. Isso é o mesmo que dividir a funcao de

producao por AL.

Sendo y = % e k = £ Devemos tomar a expressiao k = - e aplicamos o logaritmo
AL AL AL

natural:

Ink =InK —InA —InL

Em seguida tomamos a derivada em fun¢ao do tempo:

Precisamos adicionar que o crescimento da mao-de-obra e da tecnologia seguem um

processo exponencial:

[ = e

A = et

Para solucionar essas equacoes diferenciais tome a integral dos dois lados:

% _nt
dt
/dL:/emdt
nt
L = Coi

n

Lembre que L = e™ e considere ¢y = 1 entao:

L
L="=
n
L
n=—
L

Analogamente:



kKA L
E K A L
kK
roKk 9"

K _ s dK
K K K
K sY
el
K K
Observe que:
sV sY sy
K KAL k
Entao teremos que:
K sY
L A
K k

Agora usaremos a transformacao que fizemos anteriormente:

R ¢
9T TR

i
E—I—g%—nzsy—d

k=sy—(n+g+dk

k=sk—(n+g+dk
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No estado estacionario da economia sabemos que nao ha crescimento do estoque de

capital, entao teremos que:

Note que:
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0=sk“—(n+g+dk

Podemos observar que se k = 0 satisfaz a equagao acima. No entanto, devemos checar

se ha outro ponto de equilibrio.
(n+g+d)k = sk®

S

b= (e
kv = (n+;+d)ik
K = (n+§/+d);.l{%
W= (n +f]+ d)ﬁ

Agora devemos tomar as derivada de k em relacio a k:

dk i
%—sak —(n+g+d)

Ell:; =sa(a—1)k*"2<0VEk
Entéo sabemos que k é concavo em k. Além disso, devemos verificar que se k € (0, k*)
entdo k > 0 e devemos inserir uma seta para direita no grafico abaixo. Caso contrario,
se k € (—00,0) U (k*, +00) entdo k < 0 e devemos inserir uma seta para a esquerda. O

grafico abaixo apresenta o diagrama de fase do modelo de Solow:
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k*

k<o

Para finalizar devemos checar se k"¢ um equilibrio estavel. Para isso, % (k*) < 0.

dk a—1
%—sak —(n+g+d)

9 oy = sa([(— =) —mrg+a)
ak " T nt+g+d I

Se invertermos k*:

dkwﬂ:sa0”+g+dy%>_-wn+g+@

dk s
;ﬁg(k*)—a(n+g+d)—(n+g+d)
?Z(k*):(n+g+d)(a—1)<0

Dessa forma k* é um equilibrio estavel.
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19 Equagoes Diferenciais Ordinarias: Sistemas de Equa-

coes

O sistema geral de duas equacoes diferenciais pode ser escrito como:

&= F(x,y,t) (29)

#(t)" = F(z*(1),y"(1),1) (30)

O sistema (30) é um sistema de 1* ordem.
Se ' e G nao dependem explicitamente de t dizemos que o sistema é auténomo ou
tempo independente. Caso contrario, o sistema é nao auténomo. O modo usado para

encontrarmos uma solucao geral e uma particular, por exemplo, é andlogo ao que fizemos
anteriormente.

19.1 Sistemas Lineares por meio de Autovalores

O sistema geral de equacoes diferenciais lineares pode ser escrito como:

T = a1y + ...+ a1p,Ty

(31)

Ty = Qp1T1 + ... + QunTn

Ou simplesmente como & = Az. Se A é uma matriz diagonal, ou seja, se a;; = 0 para
i # 7 em (31), entdo (31) separa em n equagdes independentes &; = a;x; entre as quais

nao ha interagoes. Nesse caso o sistema pode ser resolvido como:

x1(t) = c1e™, .. 2, (t) = cpe™t

Se algum dos a;; fora da diagonal nao ¢ nulo, de modo que as equagoes sao relaciona-
das entre si, podemos usar autovalores de A para transformar o sistema (3) de n equagoes

mais ou menos independentes, exatamente como procedemos com sistemas de equagoes a
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diferengas lineares.

Teorema. Seja A uma matriz de tamanho nxn com n autovalores reais distintos ry, ..., T,
e autovetores associados vy, ...,v,. FEntdao, a solucao geral do sistema linear © = Ax de

equagoes diferenciais é dada por:

z(t) = ey + ...+ cpe™y,

Seja A uma matriz real 2Xx 2 com autovalores complexos atif e autovetores associados
u + iw. Entdo a solucao geral do sistema linear de equacoes diferenciais © = Ax é dada

por

2(t) = e*cosBt(ciu — cow) — e senfBt(cou — cyw)

Teorema. Seja A uma matriz de tamanho 2 X 2 com autovalores iquais 11 = ry =1 €
somente um autovetor independente v. Seja w um autovetor generalizado para A. Entdo,

a solucao geral do sistema linear de equacoes diferenciais @ = Ax € dada por:

z(t) = " (c1v + cow) + te™ (cav)

19.1.1 Resolvendo Sistemas por Substituicao

Essa técnica nao utiliza autovalores ou autovetores. Escreveremos um sistema de primeira
ordem a duas varidveis como um sistema de segunda ordem a uma variavel. Vejamos o

exemplo a seguir:

Y1 = anyi + aye
Y2 = a21Y2 + a22¥o

Veja que os parametros do sistema sao arbitrarios, entao faremos uma escolha apenas

para fins ilustrativos.



160

U = y1 + 4y (32)
Yo = Y1 + Yo (33)

1 . -
Yo = Z(yl — y1) — equagao (33.1)

Derive essa expressao em relagao ao tempo:

) 1, . .
y2:1(y1_y1>

Inserindo essa expressao em (34)

1,. )
Z(yl — yl) =Y+ Y2

I
1(@1 — 1) = Y1+ 4(y1 Y1)
1 1
..y 1. =0
4 (Z/l Z/l) 1 (y1 yl) hn

fi—thh—y+y1—4y1=0

g1 —2y—3y1 =0 (34)

Encontrando o polinémio caracteristico:

r?—2r—3=0

24,/(-2)2 — 4.1.(-3)
2.1

2+ /16
r=—p —

T =
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rm=3; r,=-—1

A solugio geral para y; é : yi(t) = c1e3 + coe™!

Derive em relacdo a t : 9 = 3c1e3 — coe™

Substitua essas duas equagoes em (33.1)

1 .
Yo = Z(yl - 3/1)

3t t

1 _ _
Yo = 1(361€3t —cge b — et — cqe

1 _
Yo = 1(26163': — 2ce7 ")

1 3t

Yo = 5(016 — e ")

Em notacao matricial:

?Jl(t) -1 1 coet 1
(w)” (1/2)“ (—1/2)

19.1.2 Estabilidade de Sistemas Lineares

Critérios de estabilidade para um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem:
(1) Assintoticamente estavel se f(y*) =0e f'(y*) <0, e
(2) instavel se f(y*) = 0e f'(y*) >0

Teorema. Seja y* um estado estaciondrio do sistema de equagoes diferenciais y = F(y)

de primeira ordem em R", onde F é uma fun¢do C? de R™ em R".

(a) Se cada autovalor da matriz jacobiana DF (y*) de F' em y* € negativo ou tem parte

real negativa, entdo y* é um estado estaciondrio assintoticamente estdvel de y = F(y).
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(b) Se DF(y*) tem pelo menos um autovalor real positivo ou um autovalor complexo

com parte real positiva, entao y* é um estado estaciondrio instdvel de y = F(x).

Se o teste do teorema 6 nao for aplicavel, ou seja, se DF(y*) tiver algum autovalor
puramente imaginario ou um autovalor nulo, mas nenhum autovalor positivo e nenhum
autovalor com parte real positiva, entao nao podemos usar a matriz jacobiana em y* para

determinar a estabilidade de y*.

Defini¢ao. Estabilidade Assintética. Escreva x(t;y) para a solugdo z(t) do sistema
autéonomo de equagoes diferenenciais © = f(z) que satisfaz a condigao inicial z(0) = yo.
Um estado estacionario x* desse sistema é assintoticamente estavel se existe ¢ > 0 tal que

para qualquer yo com 11 yg — xo 1< € , x(t;yo) — =* quando t — oo.

Considere o seguinte sistema linear

Y1 = aiyr + a2y
Y2 = a21y1 + a22%2

Esse sistema pode ser expresso como: & = Axr em R% Vamos mostrar que (0,0) é um
estado estacionario assintoticamente estavel se, e somente se, o traco de A é negativo e o

determinante de A é positivo.

11 Q12
A

Q21 Q22

apy —r Q12
A=

21 Qo2 — T

Entao o polinémio caracteristico de A:

(an - 7’)(@22 - 7") - (a12a21)

2
Q2011 — TA11 — TG + T — Q12Q21

r? —r(am + axn) + (aa; — aiaas)
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r? —r(ai; + az) + detA =0

A soma dos autovalores (aj; + as2) é igual ao traco de A. O produto dos autovalores
é igual ao determinante de A. Note que se os autovalores de A sdo ambos negativos sua
soma resulta em um nimero < 0 e seu produto é > 0. Se os autovalores sao complexos
a £+ ib com a < 0, entdo sua soma 2a é negativa e seu produto a? + b%¢ positivo. Por
outro lado, se seu produto é positivo e sua soma é negativa os autovalores sao nimeros
complexos com uma parte real negativa ou eles sao niimeros reais negativos.

Se detA < 0, os autovalores possuem sinais opostos; ou algum deles é positivo.
Se o trago de A > 0 , os autovalores (um deles) deve ser positivo, ou ambos podem
ser complexos com a parte real positiva. Finalmente, se detA > 0 e o tracoA = 0
os autovalores devem ser ntimeros complexos com a parte real igual a zero, isto €, sao
puramente nimeros imaginarios +ib. A solucao geral nesse caso é x = (cosbt)u—+ (senbt)v.

Nesse caso, todas as érbitas sdo periddicas e (0,0) é uma solugao estavel.
Exemplo. .

i = 2y — 2y°

j=x—y" +2

Encontrando os pontos no estado estacionario

z=0

0=2y(z—y)
Entao, y=0o0ux =y

y=0

r=—y+2

Se y = 0 entao x = 2. Se y = z entao:

y=—y+2

0=—y*—y+2

L /(-1)2 —4.(-1)2
- 2(-1)

Y

y =1 ou y = —2. Temos as seguintes pontos de estado estacionario: (1,1) , (=2, —2)

e (2,0). Montando a matriz jacobiana:
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2y 2x —4y
D(f, 9)(z,y) =

1 —2y

Em (2,0) :
0 4
D(f,9)(2,0) =
(f,9)(2,0) ( Lo )

As raizes do polinémio caracteristico alternam de sinal, isto é, 1, = 2 e roy = —2 logo

(2,0) é um equilbrio instéavel. Em (1,2):

D(£.9)(1,2) = ( L )

As raizes sao —1,65 e 3,65. Entao (1,2) é um equilibrio instavel. Em (-2, —2):

D(fg)(~2,-2) = ( o )

As raizes sao 8,32 e —4, 3, ou seja, mais um equilibrio instavel.

19.2 Retratos de fase de sistemas planares

Suponha que tenhamos o seguinte sistema planar:
&= f(z,y)
y=g(z,y)

A vizualizagao geométrica desse sistema é um vetor:

(@,9) = (f(z,9),9(x,y))

Em cada ponto (z, y) a vizualizacao geométrica correspondente de uma solugao (z*(t), y*(t))

¢ uma curva no plano tangente em cada ponto ao campo de vetores.

Defini¢do. Diagrama de fase. Quando a curva (z*(t),y*(t)) passa pelo ponto (z,v),
seu vetor tangente (1*(t),y*(t)) deveria apontar na diregao e sentido de (f(z,y), g(z,v)).

O conjunto de todas essas curvas ¢ denominado retrato de fase ou diagrama de fase.

Exemplo. Veja o sistema desacoplado
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dr — 2 y=—2y

& — 2dt
Je=2fdt| [¥=-2[dt
Int=2t+c | lny=—-2t+c

x = ce?t Y = coe”

Para encontrarmos as solucoes nao parametrizadas resolvemos cada equacao por e* e

entao eliminamos t igualando as expressoes:

x c
D22t 2
C1

T Co

C1 Yy

Yy = clch_l

K

Podemos expressar algumas dessas hipérboles y = -

Figura 2: Retrato de Fase

19.3 Retratos de fase sistemas lineares

Faremos o diagrama de fase para o seguinte sistema:

t=z(d—1z—y)
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y=y(6—y—3x)

Passo 1. Encontre os valores de equilibrio igualando o lado direito de cada equacao a
zero. A solugoes sao (0,0), (0,6), (4,0) e (1,3).

Passo 2. Use o teorema 25.5 para determinar a estabilidade local de cada um desses

equilibrios. Note que: (0,0) e (1, 3) sdo instaveis e (0,6) e (4,0) sao estaveis.

Passo 3. Esboce as isoclinas

Um vetor (z,9) é vertical se # = 0 e y # 0.Se y > 0 o vetor aponta para cima se ¢ < 0
aponta para baixo. Como & = f(z,y), o conjunto dos pontos (z,y) nas quais & = 0 é
dado pela curva f(x,y) = 0.Uma tal curva ao longo da qual o campo de vetores sempre

aponta na mesma direcao e sentido, é denominada iséclina do sistema.

t=0—=2=0ed—-—2—-y=0

Figura 3: Is6clinas para @ = 0

N

Vejamos paray=0—>y=0e6—y—3x =0
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Figura 4: Isoclinas para ¢y = 0

Passo 4. Complete as setas nas isoclinas e nos setores entre as isoclinas. As iséclinas
dividem o plano em regioes denominadas setores, e constituem as fronteiras desses

setores.

Figura 5: Rotulando os setores e os segmentos fronteiri¢os
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Seja = —4x+16 ey = —by+ 15. Se & =0 entdo x = 4. Se y = 0 entao y = 3. Trace

as isoclinas e divida o quadrante positivo em 4 setores: (z*,y*) = (4, 3)

Vamos determinar o movimento entre os setores:
Se x <4 — & >0 (seta direita)
Se x >4 — & < 0 (seta esquerda)
Se y > 3, ¥ < 0 (seta para baixo)
Se y < 3, ¥ > 0 (seta para cima)

Figura 6: Lista completa de setores e segmentos para o sistema

|

Note que o ponto (4, 3) é um equilibrio estavel.
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Figura 7: Diagrama de fase completo

Exemplo. Crescimento e Poluicao

Considere o seguinte modelo referente a crescimento econdémico e polui¢do. Primeira-
mente defina K como o estoque de capital e P como o estoque de poluicao. A funcgao de

producao dessa economia é dada por:

Y = K sendo que « € (0,1)

K =sK® — sK = K(sK®™' — )

0 > 0 é a taxa de depreciacao do capital. O estoque de capital gera o fluxo de poluigao
KP.onde 8 > 1 e o estoque de poluicdo decai a taxa v > 0 e uma mudanca liquida no

estoque de poluicao é dada por:

P=K?—~P
As condigoes iniciais sao :

Nossa primeira tarefa é determinarmos o locus de pontos (K, P) no plano que P=0.

Entao teremos que:
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P=K'—~yP P =0

vP = K”

1
P=-K’
Y

Note que a curva P =0 é convexa em K:

oP j
g~ LB 7 OvE

P _ (8-1)8

952 K2>0jdque g >1
Y

Essa curva sai da origem, pois permitimos K = 0. Vejamos agora K = 0

K=0—sK*— 0K =K(sK“"=§)=0

K = (6/s)/*~Y—Note que essa equacio ¢ uma reta.
Ha dois pontos que K=0eP =0se interseccionam, o primeiro deles é a origem

(1)

(0,0) e o segundo é P* = ~—~(K*)?.Essas duas “curvas” definem 4 iso setores, sendo

que os sinais de K =0 e P = 0 sdo unicamente determinadas dentro de casa isosetor.
Portanto acima do locus P = 0, P > %Kﬁ o que implica que P < 0 (KP — ~P), mas
abaixo disse locus P > 0. Agora vejamos a curva K = 0. Se K > K* entao K < 0 e se
0 < K < K*entdo K > 0. Até K " K é crescente, podemos ver isso usando a primeira

derivada de K = 0, como segue:

dg(K)
Ok

Suponha que essa condic¢ao é zero apenas quando K = K*

=sK*'—§=0
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Figura 8: Diagrama de Fase

L N

Na regiao I K > 0 e P < 0 . Nesse iso setor desenhamos uma linha horizontal
apontando para a direita indicando que K cresce nessa regidao. Similarmente, fizemos o
mesmo para P indicando que P decresce nessa regiao. Todas as trajetorias na regiao I

apontam para sudeste elas podem entrar na regiao IV somente cruzando o locus P=0e
op P
0K K
e o numerador é zero no locus P = 0. Essa trajetoria nao pode entrar na regiao II para a

a inclinagao dessas trajetérias é zero (no ponto de intersec¢ao) como dé-se que

I porque quando K se aproxima de K™, K se aproxima de zero e K* nao pode ser atingido
em tempo finito. Na regidao III podemos observar que K < 0e P > 0. Novamente as
trajetorias nao podem se mover para a regiao IV, mas podem se mover para a regiao II
e possuem uma inclinacao horizontal ao passarem por P =o. Consideracoes similares
mostram que as trajetérias apontam para sudoeste na regiao II e nordeste na regiao IV e
nao podem “durar” (sair) dessas regioes.

Para verificarmos se o sistema é estavel no estado estacionario devemos linearizar

nossas equacoes diferenciais em torno de K* e P*. Para isso é necessario assumirmos que:

f(K,P)=f(K* P*)+ fx (K* P*) (K — K*) + fp (K*, P*) (P — P*)
g(K,P)=g(K",P*) + gk (K*, P*) (K — K*) + gp (K*, P*) (P — P¥)

Note que f (K*, P*) e g (K*, P*) sdao nulas no estado estacionario. Entdo podemos

construir a seguinte matriz jacobiana:



K| | dK/dK dK/dP || K — K*

P | | dP/dK dP/dP || P—P*
Que ¢é igual a:

K| |asK*'-§ 0 ||K-K*

P BKAY —~ || P—p*

Devemos avaliar a expressao acima no estado estacionario:

K| | d(a=1) 0 K — K*
Pl BesT [ PP
Sabemos que:
TracoA = X\ + Ag e o det|A| = A\ As .
d(a—1)— A 0
B-1 =0
B(6/s)=t =y —=A

Teremos que:

M-A(a—-1)—v)—d(a—1)y=0

Sla—1)—y+/(0(a—1) =7 +45 (@ —1)7

A= 2
)\:5(04—1)—')/:&\/5((1—1)2—|—2—25(a—1)+’yz+45(a—1)7
)\:5(04—1)—7ﬂ:\/6(a—21)2+72+25(a—1)7
A:5(04—1)—712\/(5(04—1)+7)2
Azé(&—l)—viQ[@(a—le)]
Alzé(a—l)—v—Q[Wa—l)Jrv)] _ —227:_7
o= oD =r+[0la-D+9)] _2(-1 5

2 2

172

Note que os autovalores sao negativos, o que faz o determinante de A ser positivo.
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Mostrando que (K*, P*) é um equilibrio estavel.

20 Teoria do Controle Otimo

Em problemas que envolvem o tempo, devemos otimizar uma funcao objetivo dentro de
um intervalo, ou seja, de ty até T'. Dessa forma, a solucao para qualquer variavel nao
toma a forma de um unico valor, mas de uma trajetoria ao longo do tempo. Suponha
que desejassemos maximizar o lucro de uma empresa ao longo do tempo. Definimos a
variavel de controle como aquela que estd sendo maximizada “dentro” da fungao objetivo.
Adicionalmente, definimos uma varidvel de estado que dita ou define o comportamento
da economia e esta relacionada com a varidavel de controle. H& também a varidvel de

coestado que tem um papel equivalente ao multiplicador de Lagrange .

20.1 Contexto histdrico

A teoria do controle 6timo foi formulada com base na necessidade de otimizar sistemas
dindmicos ao longo do tempo. Ela tem suas raizes no inicio do século XX, principalmente
ligada a problemas de engenharia elétrica, mecanica e economia. A formulagao moderna
dessa teoria é fortemente associada aos trabalhos de Lev Pontryagin e seus colegas nos anos
1950, na Uniao Soviética. Eles desenvolveram o Principio do Maximo, que é um método
para encontrar trajetorias 6timas em sistemas controlados, especialmente no contexto de
sistemas de controle com equacoes diferenciais. O objetivo central da teoria do controle
6timo é encontrar a trajetoria e o controle que minimizam (ou maximizam) um dado
funcional de custo, considerando restri¢oes nas dindmicas do sistema.

No contexto historico, praticamente de modo simultaneo, Richard Bellman desenvol-
veu a Programacgao Dinamica, principalmente para lidar com problemas de otimizagao
em multiplos estagios, onde a decisao 6tima em cada estagio depende das decisoes 6timas
dos estagios subsequentes. Esse pesquisador, introduziu a famosa Equagdo de Bellman,
que estabelece uma relagao recursiva para a solu¢ao de problemas de decisao sequenciais,
onde o problema em um determinado instante pode ser resolvido de forma étima, consi-
derando os resultados 6timos dos estados futuros. Inicialmente, a programacao dinamica
foi aplicada em problemas de roteamento, economia e operacoes militares, mas logo se
estendeu a varias dreas como controle de processos e aprendizado por reforco.

Podemos ainda destacar as principais diferencas entre essas duas teorias:

Controle 6timo:

o Esta focada em controlar sistemas dindmicos continuos ou discretos ao longo do

tempo, buscando a trajetoria 6tima.

« Envolve muitas vezes equagoes diferenciais para descrever a dindmica do sistema e

é, em esséncia, uma teoria de otimizacao continua.
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e O foco principal é encontrar uma trajetéria étima para um sistema dado, sujeita a

restri¢oes de controle e estado.

o A formulacao se baseia muito em métodos analiticos e no uso do Principio do Ma-

ximo de Pontryagin, além do célculo de variacdes, em muitos casos.
Programacao Dinamica:

e A programacao dinamica lida com a otimizagdo em multiplos estégios, resolvendo o

problema de trés para frente (indugdo retroativa).

o E usada tanto em problemas continuos quanto discretos, mas é mais comumente

aplicada em problemas discretos.

e A programacao dindmica é particularmente poderosa para resolver problemas em
que o estado atual depende dos estados anteriores e futuros, aplicando a Equacgao

de Bellman de forma recursiva.

« Diferente do controle 6timo, ela é algoritmica e computacional, sendo muitas vezes
aplicada em otimizag¢ao numérica e em problemas de tomada de decisao em tempo

discreto.

No contexto econémico a Teoria do Controle 6timo é utilizada principalmente em modelos
de crescimento econémico que buscam a melhor politica de investimento para maximizar
o bem-estar de longo prazo.A programagcao dinamica é muito usada em Teoria dos Jogos.
Uma outra possivel aplicacao seria a decisao de quantos produtos devem ser armazenados
para minimizar custos e evitar faltas ou excessos.

Dessa forma, a programacao dinamica pode ser vista como um método de solucao para
certos tipos de problemas de controle 6timo. Isso é especialmente valido em casos discretos,
onde a abordagem recursiva da equagdao de Bellman se aplica diretamente. De fato, o
Principio do Maximo de Pontryagin e a Equacao de Bellman sao metodologicamente

complementares em muitos problemas de otimizacao.

20.2 Principio do Maximo
Esse contetdo foi desenvolvido por Pontryagin et al (1962), veremos que a abordagem
para a resolucao desse tipo de problema ¢é similar a dos multiplicadores de Lagrange.
Temos que:
H(t,y,u,\) = F(t,y,u) + Af (,y,u)
As condigoes de primeira ordem para esse problema sao:

1. H(t,y,u*,\) > H (t,y,u, \)Vt € [0,T];
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2. %—Z =0;
3. y = 9% (equagdo de estado)
4.\ = —%—I; (equacao de coestado)

5. A(T) = 0 (condigao de transversalidade)

Note que (2) é védlida se a funcio H for C'em u. Se os perfodos iniciais e finais de y
forem definidos, por y (0) e y (T') para a variavel de estado nao precisaremos assumir que
(5) é vélida. Se o horizonte temporal for infinito, a condigao de transversalidade pode ser

substituida por:

. —rt __
fimye™ =0

Adicionalmente, se a condicao terminal for y (T') livre. Precisaremos utilizar a seguinte

condicao de folga complementar do Teorema de Kuhn-Tucker:

MT) > 0; yr > Yain; (Yr — Yarin) AN(T) =0
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Em outras palavras, o “recurso” definido pela variavel de estado se extingue ao final

do problema. Vejamos o seguinte exemplo. Encontre a trajetoria de controle étimo que:
1
Mazx / y—u?)dt
(o)

sujeito a

y(0)=5ey(1) livre

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) = (y—u2>+)\(u)

%’Z:—zujwzo (35)
i= (36)
A= —%ZI =-1 (37)
Pela equagao (35) temos que:
A=2u

Podemos derivar essa equagdo em relagao ao tempo:

A =20
Usando a equagao (37), sabemos que:
1
= — 38
i=— (39)

Podemos integrar a equagao (37) para encontrarmos:

A= —1



d\ = —dt
/d/\:—/dt
)\:—t+01

Usando (39) na equagao (35) teremos que:

u=20.5(c; — 1)

Ainda sabemos que:

Usando o resultado obtido em (40):
y =0.5 (Cl — t)

dy =0.5(c; — t)dt

/dy:O.5cl/dt—O.5/tdt

t2
Y= §C1t ~ 7 + ¢
Usando a condigao inicial y (0) = 5
5= Co
1 t?
=—ct——+5
y=sa 1 +

177

(40)

Ainda temos a seguinte condigdo y (1) livre . Note que 1 é o limite superior de in-

tegracao da funcdo objetivo. Nesse casos, devemos utilizar a seguinte condicao de folga

complementar do teorema de Kuhn-Tucker:

AT) 2 0; yr 2 Ywmins (Yo — Ymain) A(T) =0

Podemos pensar que A (1) = 0 ,ou seja, A (1) = 0:

)\:—t—|—01
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O:—l—f-cl

01:1

Se essa condicao for verdadeira, entao: (y; — yo) > 0

1 1

)==—-4+5=5595
y (1) 527

y(0)=5
Entao:
(1 — %0) = (5.25—5) > 0

O que satisfaz a condicao de folga. Podemos concluir que:

_Lr
Yy=57 1

Utilizaremos o mesmo exemplo anterior com uma condi¢ao inicial diferente e uma
condi¢ao final truncada.

y(0)=2ey(l)=a

A solugao do problema é analoga.

t2

— Zeit — —
Y 201 4+C2

Devemos usar as condic¢oes indicadas acima:

2202
! 1—1—2
a==c— -
20 4
7
01:2a—1

Sabemos que:
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Note que

7
2u=XA=2a— - —1
u =3

Agora trabalharemos com um exemplo, em que o horizonte temporal é fixo, mas o

tempo de chegada ao nivel viesado de y nao é restrito.
T
Maa:/ — <t2 + uz) dt
0

sujeito a

y(0) =4y (T) =be T livre

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y, \) :—(t2+u2>+)\u

= _9 = 41

5 u+A=0 (41)
OH

y=y =u (42)
OH

A= —— — 4

5 =" (43)

Podemos integrar a equagio (43) para encontrarmos:
A=0

A
=0
dt
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d\ = 0dt
/d)\ = /Odt
A= C1 (44)

Usando (44) na equagao (41) teremos que:

u=0.5¢; (45)

Ainda sabemos que:

Usando o resultado obtido em (45):

y = 0.5¢;
dy = 0.5cydt
/dy:0.5cl/dt
1
Y = 50175 + ¢

Usando a condigao inicial y (0) =4

4202

Usando a condigao terminal y (T') = 5
1
b=gal +4 (46)

2/T=Cl

Quando temos a condi¢ao terminal como sendo livre, devemos usar a seguinte condi¢ao

de transversalidade:

Ht:T - O
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Em outras palavras devemos avaliar o Hamiltoniano da seguinte forma:

Hy—r(u,y,\) = = (T% +v*) + du =0

1 2 1
Ht:T(U,y7 >\) = — <T2 + (201) ) -+ >\§C1 = 0

2 )
Her(u,y, \) = T2 — L+ 2¢ =0

4 2
Podemos substituir ¢; = A:
A2 )2

)\2
Hﬁﬂmyj):—Tl+zj:O
Isso significa que:

)\2
T? ="~
4
Tomando a raiz quadrada dos dois lados:
T:i; (47)

Pelas condi¢oes do teorema de Kuhn-Tucker o multiplicador de Lagrange deve ser
A > 0. Além disso, devemos admitir as seguintes condigoes:
Ht:TM,m > 07 TMax > T; (T - TMax) Ht:TM,n =0

Desse modo, nao podemos admitir raizes negativas para 7. Usando a solugao positiva
de (47) em (46) teremos que:

&1
5= 2T 14
ST+
1=S7
9
1=
2
1=T2

Isso implica que:
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1=T
Dessa forma podemos concluir que:
A=2
u=1
y=1t+4

20.3 Problemas autonomos

Quando nao temos t na funcao objetivo e na equacao de estado, teremos que:
T
Max/ F(y,u)dt
0

sujeito a

y=1r(y,u)
Podemos também adicionar um fator de tempo como desconto na funcao objetivo:
T
Max/o G (y,u) e "dt
Precisaremos converter o Hamiltoniano para sua versao de valor corrente:
H,= He™" =G (y,u) + pf (y,u)

As condigoes de primeira ordem desse problema, sao as seguintes:

L He(y,u*,p) > H(y,u,p) vVt €[0,T7;

2. %—5 = 0;
3.y = %—IZ (equagao de estado)

4. o= —%—ZI + 7 (equagao de coestado)
5. u(T)=0ou (H.),_r =0 (condigao de transversalidade)

Nesse caso teremos que:
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rt

1w=Ae

Se tomarmos a derivada dessa equagao em relagao ao tempo, obteremos que:

= rie™ + \e't

o — 1= Xe"

Suponha uma func¢ao de utilidade u (C') em que o consumo é uma varidvel dependente
do tempo. Além disso, a utilidade do consumidor é concava em ¢ e apresenta as seguintes

propriedades:

U.>0eU., <0

Caracterizaremos a nossa economia do seguinte modo:
Y =rK

K=I=Y-C=rK-C

Podemos notar que esse modelo lembra bastante o modelo de crescimento de Solow.

O problema desse consumidor seré:

T
Max / u (C) et
0

sujeito a

K=rK-C
0 > 0 é a taxa de preferéncia intertemporal do consumidor. Suporemos que o consumo
(C) e o estoque de capital (K) sdo estritamente positivos V. Teremos ainda que: pu = e’
H.o=u(C)+pu(rK —0C)
Tomando as condigoes de primeira ordem:

OH

%:u’(C’)—u:O (48)

K=—=rK-C (49)



. _OH
H= 75K

+op=p(0—r)
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(50)

Podemos derivar a equagao (48) em relagdo ao tempo e usarmos o resultado de (50):

W (C) = p

Lembre que precisaremos usar a regra da cadeia:

Q\
a

é o coeficiente de aversao ao risco de Arrow-Pratt. Entao podemos reescrever a equacao

acima do seguinte modo:

L1
¢ = GCr-9

Ainda podemos fazer o seguinte procedimento:

C’_ _(r—9)

S I (e)

Note que se a taxa de juros da economia for menor que a taxa de desconto intertemporal

do consumo o crescera ao longo do tempo.
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20.4 Horizonte Temporal Infinito

Agora veremos o modelo Neoclassico de crescimento em que as familias maximizam sua
utilidade ao longo do tempo.

20.4.1 Modelo Neoclassico de Crescimento

Seja a economia definida do seguinte modo:

Y =f(K,L)
Y, >0Y,<0
Yie >0 Ygr<0
Definiremos as equacdes do modelo em termos per capita: y = % ek = % A pro-

ducao da economia é definida por uma funcao concava no formato Cobb-Douglas que
exibe retornos decrescentes a escala: y = f (k) = k% A economia é fechada e sem go-
verno. Seja u (¢) uma funcao concava de bem-estar social que representa um consumidor

representativo da economia.

N ()
limu (c) =00e lC%u (c)=0

Seja p a taxa de desconto intertemporal:

Maxt = [T ulde  Laeat = [ utere v
0 0

sendor =p—n

MaxV == / u(c)e "dt
0
sujeito a
k=fk)—c—(n+0)k

k(0) = ko e c€ [0, f (k)]

Montaremos o Hamiltoniano:

H(c,k,A) =u(c)e ™ + X (k" —c— (n+0)k)



aai[:u'(c)e_”—/\:O
. OH N
\ OH a—1
)\:—%:—A(ak — (n+4))

Se derivarmos (51) em relagdo ao tempo, teremos que:

u’ (¢) ™™ —ru (¢) et = A

u' () e —rA = A

Dividindo a equagao por A:

u// (C) Ce—rt B i B i
A "X
u// (C) C-e—rt B o1
7o) r= (—ak + (n+ 5))
Fai (c) = —ak* ' +7r+(n+0)
u' (c)
r=p-—n
"
i (c) = —ak* '+ p—n+(n+d)
u' (c)
AL C +(p+9)

=— (akafl —(p+ 5))
Multiplicando os dois lados da equagao por c:

] U” (C)

‘(o)

c=—c (akafl —(p+ 6))

Multiplicando os dois lados da equagao por -1:

c=c (akafl —(p+ 6))

186
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— —ZH ((CC))Z (ak:a_l —(p+ 5))

Para simplificar o modelo suporemos a seguinte funcao de utilidade:

A0 -1
ue) =7
Entao teremos que:
u'(c) =c™?
//(C) — _90—9—1
Entao:
u (c) c™? c?
—c = —c =
u” (c) —fc0-1 0

Inserindo na equagao:

6= S (k™ — (p+9)

c

C =

(Ozko"l —(p+ 5))

SN

¢ 1 a—1
P ( k= (p+ 5))
No equilibrio de estado estacionario teremos que:

k=k*—c—(n+0)k

Isso implica que:
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=k —(n+6)k*

Q=

"= (p+0)—(n+d)(p+9)

& = (p+6) (1—(n+5)(p+5)1?«“)

Para testarmos a estabilidade dos pontos de estado estacionario precisamos que:
k| | dk/dk dk/dc | | k—k*
¢ || déjdk dejde || c—c*

[k]:{aka_l—(n—ké) ~1
¢ Sake! s (ak*t = (p+9))

Que é igual a:

k—k*
c—c*

Devemos avaliar a expressao acima no estado estacionario. Sabemos que o trago deve

ser negativo e o determinante positivo isso exige que:

a— ]. a—1
ak* ™ —(n+§)—|—§<ak* —(p+0)) <0
e que
*ozfl 1 *afl C* *afl
[ak* " = (n+ )] [9( k —(p+5))]+9ak >0
Abaixo temos uma ilustracao do diagrama de fase:
Figura 9: Diagrama de Fase
¢ i
g k=0
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Todos esses exercicios foram extraidos do capitulo 20 de Chiang e Wainwright (2005).

Exercicio 20.2.1
T
Max/ y —u?) dt
(-

sujeito a

y(0) =2,y(1) livre

y(0)=4y(T)=5¢e T livre

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) = (y—u2)+)\u

= — _9 _
e u+A=0
o,
Y="ax =
. oOH
= =1
A ay

Podemos integrar a tltima equacao para obtermos:

/d)\:—/dt

)\ch—t

Sabemos que:
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Cl—t
u =
2

Inserindo essas informacoes na equacao de estado:

y=u

Cl—t

2

. Cl—t
dy_dt( 2 )

fo= [ (*57)

y’:

ot ﬁg+
=——-—+4c
Y 9 1 2
Podemos entao usar as condigoes terminais:
y(0) =2
2= Co
Devemos testar se y (1) > 0.
C1 1
=——-42
Y=o Tat

Ainda nao sabemos o valor de ¢;. Para isso, podemos chutar que A (1) = 0:

)\ch—t

0261—1

1261

Com ¢; = 1 teremos que
y(1)=225>y(0)=2

O que satisfaz a condigao de folga do Teorema de Kuhn-Tucker. Portanto a solucao é:

tt?
=_—— 42
y=g5- 4"
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A=1—-1

uw=05(1—1)

Exercicio 20.2.2

8
Mazx / 6ydt
0
sujeito a
y=uty

y(0) =10,y (8) livre eu € [0, 2]

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) = 6y + A (y +u)

Note que como o Hamiltoniano ¢é linear em u devemos utilizar o Teorema de Weiers-
trass. Entao, o Hamiltoniano serd maximizado quando u = 2. Além disso, pela condicao

de folga de Kuhn-Tucker precisamos que A > 0.

o _
Y=o 0T
: OH
A=—Z—=—(6+2A
By (6+A)
A=—(6+))

Encontraremos uma solucao para A. Note que essa é uma equacao linear de primeira
ordem, e que os coeficientes nao dependem do tempo. Entao devemos achar a solugao de

estado estaciondrio quando A = 0.

A= — +cie®
a

0=—(64+X)
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—6 =\

Adicionando essa solucao da solucao quando b = 0.

A=ciet—6

Como u = 2 podemos fazer o mesmo processo para y:

y=2+y

y =ce’ —2

A partir de agora utilizaremos as condic¢oes iniciais e terminais do problema:

y(0) =10,y (8) livre
10 = C1 — 2

12261

Entao:

y=12e" -2

Exercicio 20.2.3

T
Max/ — (au + bu2) dt
0
sujeito a
y=y-—u

v (0) = yo,y (T) livre

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) :—(au+bu2) + Ay —u)



a—H:—a—Zub—)\zo
ou

. _OH
Yy=on ~ Y ¢

A=——" =)\
dy

Note que é simples encontramos \:

Lo _at

In(\)=—-t+a

A =cet

Se inserirmos A na equacao de u teremos que:
—a — 2ub =\

—2bu =a + cre”t

a-+cet
u=—|—-——
2b

Para facilitar os calculos, podemos usar a condi¢ao terminal A (7') = 0

0=ce T

0= C1
a
u=——
2b

Devemos inserir u na equacao diferencial de y.

y=y—u

ot a-+cet

193
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Como os coeficientes de um dos termos da equagao diferencial depende do tempo,

deveremos usar:

y(t) = lcl —|—/bef“dtdt] el adt

Note que a(t) =1eb(t) = (Mcgilbe_t)

_t 7
y(t) = [cﬁt/ <a+2(26> e~ Jdtq| el

y(t) = [cﬁ / (“;ble_t

e tdt| et

Usando a condigao inicial y (0) = yo

a
o= Co — =T
Y 2 b
+a

Co = —
2 = Yo 2%

Podemos ainda utilizar a condi¢ao terminal:

_ aN r_ @
y(T) = <y0+26>€ %

Exercicio 20.2.4

T
22
Max/o (yu u y)dt

sujeito a

y(0)=yoey(T) livre

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) = yu —u® —y* + A (u)
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a—H:y—Qu—l—)\:O
Ju
_ OH
Ymon "
. OH
—A=—=u—2
Jy “=a

Podemos resolver u em funcao de \ e y:

u_y+A
2
Inserindo na equacao de A:

A= —u+2y

A

A= YA
2

3 A
A=—y——
2Y 2

Podemos escrever um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem:
A | =05 15| A
U 0.5 0.5 Y

. —-0.5 1.5
0.5 0.5

Defina:

Sabemos que:

Trago(A) =ry + ry

det (A) = riry

OIT1+T2

-1 = ISYR)

Entao:
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:|:1:7“167”2

Em outras palavras, temos 2 autovalores distintos. O proximo passo é encontramos os

autovetores. Usando r; = 1:
—-0.5-1 1.5 vy |0
0.5 05—1 va 0
-15 1.5 vl 10
0.5 —-0.5 va 0

Fazendo a multiplicacao matricial:

Uma solucao possivel é

O proximo passo € solucionarmos para Usando r; = —1:

il-10]

—05+1 1.5
0.5 0.5+1

0.5 1.5 vl |0
0.5 1.5 vy 0
Entao teremos que:
vf = —31)%

Fazendo v? =1 teremos que:

A solugao desse sistema de equacoes fica:

Usando as condigoes do problema y (0) = yo e y (T) livre:



1
Yy = clet — gCQB_t
y(0) =yo
(&)
Yo =01 — 3
Se AM(T) =0
0=crel +cpe T
cL = —026_2T
Entao:
Yo = —coe” T — 2
_ 1
nco(c+)
Yo

Podemos encontrar c;:

?/0672T

D)

Inserindo os valores das constantes na equacao de y:

C1 =

€ em:

A =crel — cpe?

)\ — y0672T t yO —t

e NG

\ — (€_ng+ %) (et72T o eft)
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Sabemos que u = 0.5 (A +¥)

Exercicio 20.2.5

20
Max / —0.5u?dt
0

sujeito a

y(0)=10ey(20)=0

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) = —0.5u* + X\ (u)

OH
27— \ =
M u—+ 0
_OH _
Yoon T
. OH
Jdy
Pela equacao de A:
d\ = 0dt
/d/\:()/dt
/\201

Como



Entao:

y=na

dy = cidt
/dy—cl/dt
Yy =1tcy + ¢y

Usando as condi¢oes dadas no problema:

y(0)=10ey(20) =0

10 = ¢y
0 = 20¢; + 10
—05=q¢
y=10—-0.5¢

u=XA=0.5

Exercicio 20.2.6

4
Max / 3ydt
0
sujeito a

y=y+u

y(0)=5ey(4) > 300

199



200

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) =3y + Ay +u)

O Hamiltoniano é uma fungao linear de u. Novamente usaremos o Teorema de Wei-

erstrass e faremos u = 2.

) = aiH =y+2
. OH
“A=—=3+
dy +

A=A-3=0

A—a\—b=0
Pela equacao de A:

A= -3+ ce?’
Entao:

y=y+2
y = kie! — 2

Usando as condigoes dadas pelo problema:

y(0) =5 ey(4) =300

5:]{31—2

7:]{71

y = Te! —2



Se:

3¢t = ¢

A=3et" -3

Note que:

y(4) > 300
7et — 2 > 300

380 > 300

Exercicio 20.2.7

1
Max / —u2dt
0

sujeito a

y=vy+u

y(0)=ley(1)=0

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) = —u® + A (y +u)

oH

—=—"2u+X=0

ou

_on_
y—aA—?/ u

201
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-\ = a— =\
dy
Essa tultima equacao implica que:
d\
22
dt
dA
— | —=[dt
[5-1
A =cet
Inserindo na equagao de u:
cre”t
u =
2

Solucionando a equacgao diferencial para y:

cre?

2

y=y+

—t
y=P+/q;5Nw%W

—2t
Yy = [CQ + / 0162 dt‘| €t

t

cle

4

y = coe’ —

Usando as condi¢oes dadas no problema:

C1
1= Co — —
4
0 016_1
= C€ —
4
cre !
= (g€
4

202
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Acqe?
1—02— i
1
2 1 —e2
4e?
c
177 e
B ot o2t
y_l—e2 1 —e2
42—t
)= e
1 —e2
262—t
v= 1 —e2

Exercicio 20.2.8
2
Maa:/ (y+ut — u2) dt
1

sujeito a

y(1)=3cy(2) =4

Montaremos o Hamiltoniano:

H(u,y,\) =y +ut —u>+ X (u)

a—H:t—2u+)\:0
ou
om
Y7N T
. OH
A=t =1
A By

Essa tultima equacao implica que:



dA
=1
dt
/d/\:—/dt
)\ch—t

Inserindo na equagao de u:
t—2u+c—t=0
&1

2

Solucionando a equagao diferencial para y:

= U

y:§

(&1
dy = — [ dt
/y 2

Clt
= — C
Yy 5 + C2

Usando as condi¢oes dadas no problema:

y(1)=3cy(2) =4

(&1
3=—
5 + co
6= c1 + 202
4 = 1+ ¢
Subtraindo as duas equacoes:
2= Co

O que implica que:
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y=1t+2

A=2—-1

Exercicio 20.2.9
2
Max/ (2y —3u — auQ) dt
0
sujeito a
y=uty

y(0)=5ey(2) livre

Montaremos o Hamiltoniano:
H(u,y,\) =2y — 3u — au® + \ (u+9)

8—H:—3—2au+/\:0
ou

OH

TN T

. OH
=T 94
dy *

A—ar—0b=0

Pela equacao de A:

A=cet—2

Inserindo na equacao de u:

—3—2au+cet—2=0
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cet =5
u =
2
Inserindo na equagao de y:
. e t=5
Y=y 9

-5 —t i
Y= [02 —i—/;eefdtdt el dt

y = cae’ + [+5@t ac” e’
= 2 J—
2 4
—t
cie
= -+ cpe’ —
yToTe 4

Usando as condigoes apresentadas pelo exercicio:
y(0)=5ey(2) livre

5 C1
B=otey—
gt

10:5+%T—%

c
5223—5
Se A (2) =0:
0=cre2-2
2e? = c1
Entao:
2¢?
5 = 202 — 7
5+ e?
=c
5 2
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Exercicio 20.4.1

T
o 2 72
Mméé Q( oK J)m

sujeito a

K=1-//K

K (0) =Kye K(T) livre

Antes de montarmos o problema iremos parametrizar os valores de a = 0.5 e § =
0.71. Além disso, assumiremos que K (0) = 0e T = 1. A partir disso, montaremos o

Hamiltoniano:

H(K,I,\) =K —05K>—1* - \(I —0.71K)

OH
REE ) g -
o7 A=0
. OH
K=""=I-071K
oA
. OH
A== =1-K —0.71\
% 0.7

Montaremos um sistema de equacoes diferenciais com A e K:

K =05\—-0.71K

A=K+071A—1

Montaremos o seguinte sistema:



L ] L)1

Ao 0.71 1
0.5 —0.71

Defina:

Sabemos que:

Trago(A) =ry + ry
det (A) = riry
0= T+ 12

-1 = T1T2

Entao:

:l:1:7”1

Em outras palavras, temos 2 autovalores distintos. O proximo passo ¢ encontramos os

autovetores. Usando r; = 1:
0.71— 1 1 o] fo
05 —071—11]|vt] |0
~029 1 ol o
05 —1.71 || o 0
Fazendo a multiplicacao matricial:
0.29v1 = vd

Uma solugao possivel é
vi=1evs =0.29

O préximo passo é solucionarmos para Usando r; = —1:
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0.71+1 1 il o
05 —071+1 |[o2| |0
.71 1 il o
05 029 ||| |0

Fazendo a multiplicacao matricial:
1.71v% = —v?

Uma solucao possivel é

vi=1lev: =-171

A solugao desse sistema de equacoes fica:

A 1 : 1 _
= c1€e + Co€
K 0.29 —1.71

Precisamos encontrar a solucao particular:

Yol =4
Kp

Ou encontrarmos os valores de \* e K* de estado estacionario fazendo :K = 0e A = 0

0.71K = 0.5\
K =0.71\
1=K+0.71A

1=0.7IA+0.71A
Entao os valores aproximados ficam:
0.7=\"

0.5=K"

A solucgao desse sistema de equacoes fica:



A 1 ' 1 _ 0.7
= cie + e+
K 0.29 —1.71 0.5

Usando as condigoes apresentadas no problema:

K(0)=0e K (1) livre

Precisaremos checar a condigao de transversalidade A (1) = 0:

A= Clet + Cge_t + 0.7
0=cret + et +0.7
1

—0.7 = c1et + e

—1.9 — 7.4C1 = C9

Usando a condicao inicial de K:

K =0.29¢;e! — 1.71coe " 4+ 0.5
0=0.29¢;¢" — 1.71c9e + 0.5

co = 0.17¢; +0.29

Inserindo na equagao anterior:

—1.9—-"74c; =0.17¢; +0.29
—1.9-0.29=0.17¢; 4+ 7.4y
—22="707Tc
—03=q¢

Cy = 0.1701 + 0.29

210
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Cy = 0.24

Entao teremos que:

A=0.74+0.24¢7t — 0.3¢
K =0.5—0.09" —0.41e~?

I =14+0.48¢""—0.6¢

Exercicio 20.4.2

T
Max/ In (q) e %dt
0

sujeito a

Montaremos o Hamiltoniano:

H(q,s,\) =1In(q) e % — )\ (q)

H 1
o =" -A=0
9 ¢
,_OH _
Ton 1
. OH
ds
Pela equacao de A:
d\
— =0
dt

/d)\:O/dt
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A= C1
aplicando o In na equacao de ¢:
e = cig
1
g= —e
1
Inserindo na equagao de $ :
. o0t
§=——
&1
—5t
e
ds = ———dt
C1
—5t
s=——++c¢
C](S 2

Pelas condigoes do problema:

1
S — — =¢
0 o0 2
e—éT N
Sp = c
T o 2
e T N 1
ST = Sg— —
T 1(5 0 01(5
e—oT 1
ST — Sg = - —
T 0 015 61(5
c10 (sp —s9) =€ T _q
e T — 1
Ccl =
(5 (ST — So)
E entao:
1
Sop— ——= = C2
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Co — S0 — d (s7 — S0)

2 0 5 (e — 1)
(87 — 50)

Cy = So — (T 1)

(676T _ 1)
6—5t N
S = —— Is
01(5 2
I e o (6_5T - 1) — (s — s0)
(ST - Sg) + (6—5T _ 1)
1
q= 76751‘,
C1
—0T
e —1
A=c =
a=73 (57 — 50)
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