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1 Introducao a teoria dos jogos

1.1 O que é um jogo?

Uma situagao de interagao estratégica em que participantes, sejam individuos ou organi-
zagoes, reconhecem a interdependéncia mutua de suas decisdes. Sempre que um conjunto
de individuos, empresas, partidos politicos, etc, estiver envolvido em uma situacao de
interdependéncia reciproca, em que as decisdes tomadas influenciam-se reciprocamente,

pode-se dizer que eles se encontram em um jogo.

Definicao. Modelo
E uma representacdo simplificada de um objeto de estudo, no caso de uma situacio
de interagdo estratégica, em que a situacao é apresentada de forma simplificada, em que

propositadamente alguns elementos sao destacados e outros omitidos.

o A relacdo dos elementos a serem destacados ou omitidos nao é arbitraria. O que é

irrelevante é omitido e o essencial é destacado.

Batalha de Bismarck

Japoneses
Aliados Sul  Norte
Sul 1° dia ‘ 3 dias | 1 dia
Norte 1° dia ‘ 2 dias | 2 dias

Os valores dentro da matriz sdo os dias de bombardeio. O resultado desse jogo seria
Norte e Norte. Isso ocorre porque os aliados “advinharam” a rota dos japoneses apenas

considerando o seguinte

1. Os japoneses agiriam racionalmente;

2. Os dados da situagao (nimero de dias de bombardeio).
Ha diferentes tipos de interacao estratégica:

o Os agentes econémicos estao envolvidos apenas 1 vez;

e Decisao simultanea;

e Repeticao no tempo;

e Ordenamento cronologico das acoes;

o Informacao sobre a decisdo do outro jogador.

Exemplo 2:

Jogo de votagdo da diretoria. Tabela de preferéncia dos diretores:



Diretor 1  Diretor 2 Diretor 3
1 Investir  Aplicar  Ampliar
2 Aplicar Investir  Investir
3  Ampliar Ampliar  Aplicar

Os diretores votam em 2 turmas seguindo a ordem de preferéncia.

T1— investir ou ampliar

T2— Opcao vencedora em T1 e aplicar no sistema financeiro

T1—D1 (investir); D2 (investir) e D3 (ampliar)

T2—D1 (investir); D2 (aplicar) e D3 (investir)

Essas escolhas se dao sem considerar a decisao das demais. Suponha que D2 resolva
considerar a escala de preferéncias dos demais diretores para a escolha do seu voto Se em
T1 D2 votar ampliar, essa seria a opc¢ao vitoriosa. Ja em T2, as opg¢oes seriam amplicar

e aplicar e a opgao aplicar sairia vitoriosa com os votos de D1 e D2.
e Quando estamos jogando?

Situacgdes que envolvam interacoes entre agentes racionais que se comporta estrategica-

mente podem ser analisadas formalmente como um jogo.
e Um jogo é um modelo formal;
o Interacoes;

o Agentes;

Racionalidade;
« Comportamento estratégico.

Definicao. Racionalidade

Um agente racional é aquele que:

1. Aplica a logica a premissas dadas para chegar as suas conclusoes;
2. Considera apenas premissas justificadas a partir de argumentos racionais;

3. Usa evidéncias empiricas com imparcialidade ao julgar afirmagoes sobre fatos con-

cretos.



1.2 Teoria da escolha racional

O pressuposto basico é que os individuos sdo racionais. Expressaremos as preferéncias

por meio de relagoes binarias. Exemplo:

Capitais = {Santiago, Montevidéo, Buenos Aires}

Paises = { Argentina, Chile, Uruguai}

A relacao entre paises e capitais se da da seguinte forma:

R, = {(Buenos Aires,Argenina),(Santiago,Chile),(Montevidéu,Uruguai) }
Se chamarmos o primeiro elemento de z e o segundo de ¥y, o conjunto R; expressa a
relacao “x é a capital de y”.
e Suponha o conjunto S = 2, 3, poderiamos estabelecer a relagao “x > y”
Ry ={(2,2),(3,2),(3,3)}
« xRy define a relac¢ao sobre S (no mesmo conjunto)

Definicao. Relagao de preferéncia

Uma relagao de preferéncia ¢, entao, uma relagao particular representada por 2 (pelo
menos tao bom quanto). Podemos derivar outras duas relagoes de preferéncia a partir de
2, a preferéncia estrita > e a relacdo de indiferenca. Podemos definir a preferéncia estrita

CO1mo:

T>Y < x 2y, masnaoy > x
 Indiferenca:
T~y <= x2yeyx

o Relagoes de preferéncia podem admitir que sejam comparados elementos de dimen-

soes distitintas;
o Afirmar que os jogadores sao racionais em teoria dos jogos significa afirmar que suas
preferéncias sao racionais.
Definigao. Relagdo de preferéncias racionais

1. A relacdo de preferéncia 2 sobre um conjunto de escolhas possiveis A é completa

se: para qualquer z,y € A temos que = 2 y, y 2 x, ou ambos.

2. A relacao de preferéncia = sobre um conjunto de escolhas possiveis A é transitiva

se para quais quer xz,y,z € A temos que se x 2y ey = z entao x 2 2

o Preferéncias completas e transitivas sao chamadas de ordinais.



1.3 O Paradoxo de Condorcet

Esse paradoxo mostra que o fato de as preferéncias dos individuos, quando tomadas
isoladamente, serem transitivas, nao implica que as preferéncisa dos individuos, quando
tomadas em grupo, também sao transitivas. Considere um parlamento imaginario, em
que os deputados se dividiem em 3 partidos, sendo que todos os deputados do mesmo
partido possuem as mesmas preferéncias.

— Partido conservador (C)

— Partido Moderado (M)

— Partido Radical (R)

H4 3 propostas

— Aumentar o nimero de programas sociais (G)

—Reduzir o nimero de programas sociais (D)

—Manter o niimero de programas sociais (N)

Preferéncias

C D>G>M
M M>D>d
R G>M>D

Preferéncia do Parlamento

A votacao sera feita em 3 rodadas. A cada rodada duas propostas sao confrontadas.
a) Gvs N

C escolhe G, M escolhe N, R escolhe G;

b) N vs D

C escolhe D, M escolhe N, R escolhe N;

c)GvsD

C esolhe D, M escolhe D, R escolhe G.

Terfamos o seguitne ordenamento de preferéncias:

G>N>D>G, ou seja, um andamento intransitivo.

2 A estrutura de representacao de jogos

Definicao 1. Jogador: um jogador é qualquer individuo ou organizacao envolvido no

processo de interacao estratégica que tenha autonomia para tomar decisoes.

Assume-se que o objetivo de todo jogador é obter o melhor resultado possivel do

processo de interacao estratégica dadas as suas preferéncias.



Definicao 2. Ac¢ao ou movimento
Uma agdo ou movimento de um jogador é a escolha que ele pode fazer em um dado

momento do jogo.

Cada jogador é representado por um subindice i, onde i = 1,2, 3, ...,n. O conjunto que

lista todas as acoes possiveis daquele jogador pode ser representado do seguinte modo:

Ai = {CLZ}

Com efeito, as possibilidades de interagao estratégica dependem de todas as agoes

relevantes disponiveis para os jogadores.

A, = {renova o espago,nao renova}

Empregando a forma normal (estratégica) para representar um jogo simultaneo.

Representagao do jogo em forma estratégica ou normal

Banco B
Banco Renova Nao Renova
Renova 4.4 1,5
Nao Renova 5,1 3,3

Suponha que uma empresa em dificuldades financeiras tomou 5 milhoes de reais em
empréstimo com cada banco. Contudo, devido a ma gestao, seus ativos valem apenas 6
milhoes de reais. Se os bancos renovarem, a perspectiva é que a empresa funcione por
mais um ano pagando normalmente os juros devidos. Apoés esse periodo, a firma seria
obrigada a decretar faléncia e os bancos dividiriam os ativos de 6 milhdes, mais de um
milhao para cada banco oriundo do recebimento de juros. Se apenas 1 dos bancos decide
nao renovar, ele recebe seus 5 milhdes e acaba adiantando a faléncia da empresa. Se

ambos nao renovam, a empresa decreta faléncia e paga 3 milhoes para cada banco.

Defini¢ao. Recompensa (payoff)
Uma recompensa ¢ aquilo que todo jogador obtém depois de encerrado o jogo de acordo

com suas préprias escolhas e as dos demais jogadores.

Uma “funcao de recompensa” especifica um valor numérico que nos ajuda a perceber

como o jogador avalia determinado resultado o jogo. Por exemplo:

f(x) = f(y) sempre que z >y



Definicao 3. Devemos empregar a func¢do de recompensa apenas para ordenar as preferén-
cias de um mesmo jogador e nunca para ordenar as preferéncias de jogadores diferentes.
Quando empregamos valores monetdrios para expressar as preferéncias, supomos mono-
tonicidade, isto €, mais € sempre menor que menos. Em outras palavras, a moeda é um

bem normal.

Definicao 4. Jogo simultaneo

Sao aqueles em que cada jogador ignora as decisoes dos demais no momento em que
toma a sua propria decisdo, e os jogadores nao se preocupam com as consequéncias futuras
de suas escolhas. Vale uma ressalva: o jogador A ndo sabe exatamente o que B fard, mas

considera os possiveis desdobramentos no tempo de sua tomada de decisdo.

2.1 Forma estendida para representarmos um jogo sequencial

Para verifcarmos possiveis desdobramentos de decisoes tomadas ao longo do tempo, vamos
utilizar a forma estendida. Aqui as decisdes passadas sdo importantes para “prevermos”

o futuro.

o (41)

Mantém
Preco

Lider

Lang¢a Van

Inovadora

Ndo Langa Van
Lider

(1.3)

Na figura anterior, a empresa Inovadora decide antes se vai ou nao introduzir o seu
novo modelo de van. Exemplo: se a empresa inovadora lanca a nova van e a empresa
lider nao reduz o preco, suas vendas caem e reduzem seus lucros para 1 milhao, enquanto
que a inovador ocupa o mercado e possui lucros de 4 milhoes. Para representarmos esse
tipo de situagdo usamos uma arvore de jogos que é composta por ramos e nés. Cada
n6 representa uma etapa do jogo em que um dos jogadores tem que tomar uma decisdao

(defini¢ao de ng).

Definicao 5. Ramo: Um ramo representa uma escolha possivel para o jogador, a partir

do seu no, isto é, um ramo € uma ac¢ao do conjunto de ac¢oes do jogador, em um dado no.
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Ramos podem ser representados com flechas para facilitar o entendimento de como o jogo

se desdobra.

O no inicial de cada jogo nao possui predecessor. Nés terminais ndo possuem suces-
sores. Na figura anterior, a firma inovador faz o primeiro movimento, ou seja, o né inicial
pertence somente a essa empresa. Dois ramos saem dess nd, a decisao de lancar a van
e a decisao de nao langar. Do n6 da empresa lider partem 2 ramos, representando duas

decisoes possiveis: reduzir ou manter o preco

Definicao 6. Jogo sequencial
Um jogo sequencial é aquele em que o0s jogadores realizam seus movimentos em uma

ordem pré-determinada.

2.2 Regras da arvore de jogos
1. Todo n6 deve ser precedido por, no maximo, um outro né apenas;
2. Nenhuma trajetéria pode ligar um no a ele mesmo;
3. Todo noé na arvore de jogos deve ser sucessor de um unico né inicial.

Violando a regra 1

B1
Al
A2
B2
Violando a regra 2
B1
Al

C1
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Violando a regra 3

B1
Al B2
B3
A2
B4

2.3 Estratégias e conjunto de informacao

Definicao 7. Definicao: FEstratégia
Uma estratégia é um plano de acoes que especifica, para um determinado jogador, que

acdo tomar em todos os momentos em que ele terd de decidir o que fazer.

Definicao 8. FEspaco de estratégias
E o conjunto de estratégias que cada jogador dispoe. Genericamente, sj € a j-ésima
estratégia do jogador i, o conjunto de estratégias ou espaco de estratégias do jogador i é

dado por:

St ={s}
A forma de representar uma combinacao de estratégias S qualquer é por meio de um

conjunto ordenado no qual cada elemento ¢ uma estratégia para cada um dos n jogadores,

na forma:

s! ¢ uma estratégia do jogador 1 e assim por diante. Sabemos que uma combinacao
de estratégias produz recompensas para os jogadores. A funcao de recompensa pode ser

formalizada do seguinte modo:

Denotando a recompensa que o jogador i recebe quando o jogador 1 adota s! e assim

por diante.
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Exemplo. Lider e inovadora

Espago de estratégias da Inovadora: {Lanca, Nao Langa};

Lider = {{Mantém se langa, reduz se nao lanca}}, {{reduz se lanc¢a, mantém se nao
langa}}, {{reduz se langa, mantém se nao langa}}, {{reduz se lanca, reduz se nao langa}}

o (41)

Mantém
Preco

Lider

Langa Van

Inovadora
Nao Langa Van
Lider

(1.3)

Definicao 9. Conjunto de informacao

Um conjunto de informagdo é um conjunto constituido pelos nds que um jogador acre-

dita poder ter alcancado e muma dada etapa do jogo, quando é a sua vez de jogar.

Nesse caso o jogador B nao sabe em que n6 de informagao se encontra, isto é, ele nao
conhece a historia do jogo

Definicao 10. Informacao

Um jogo é dito de informagdo perfeita quando todos os jogadores conhecem toda a
historia do jogo antes de fazerem suas escolhas. Se algum jogador, em algum momento
do jogo, tem de fazer suas escolhas sem conhecer exatamente a historia do jogo até ali, o

jogo € dito de informacao imperfeita.
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Num jogo de informacao perfeita, os conjuntos de informagao sao unitarios.

Definicao. Os conjuntos de informacao devem respeitar alguns critérios.

Os conjuntos de informacao nao podem conter nés que pertencam a jogadores diferentes.

Conjuntos de informacao nao podem conter nds em sequéncia.
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Os no6s de um conjunto de informacao nao podem apresentar diferentes conjuntos de

acao.

A depender da posicao de B, By ou B,. Se B possui 4 acoes diferentes, ele consegue

perceber qual foi a escolha de A.

2.4 Forma estratégica vs Forma estendida

Veja o jogo simultaneo de corrida aos bancos na forma estendida. Usaremos aqui a nogao

de conjunto de informagao.

®(4,4)

Renova

Banco A (1,5)

(5,1)
Ndo renova

Nao Renova

(3.3)

Jogo sequencial em forma estratégica. Considere o seguinte jogo sequencial:
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Dominante
(_112)
Desafiante Acomoda (3,7)
N&o Entra
(0,10)
Dominante
Desafiante Luta Acomoda
Entra -1,2 3,7
Nao Entra | 0,10 0,10
Lider
Inovadora Reduz, Reduz Reduz, Mantém Mantém, Reduz Mantém, Mantém
Lanca 2,2 2,2 4.1 4,1
Nao Lanca 1,3 1,4 1,3 1,4

Observe a segunda coluna. Reduz pre¢o, mantém preco deve ser lida do seguinte modo.

Caso a inovadora lance a van, a lider reduz o prego, caso contrario ela mantém.

3 Jogos simultaneos: encontrar as melhores respos-

tas estratégicas

Definicao 11. Conhecimento comum
Uma informagdo do jogo é dita de conhecimento comum quando todos os jogadores
conhecem a informacao, todos os jogadores sabem que todos os jogadores conhecem a

informagdo e assim por diante, até o infinito.

Definicao 12. Informacao completa
Um jogo € dito de informagdo completa quando as recompensas dos jogadores sio de

conhecimento comum.
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Primeira solucao: eliminando estratégias estritamente dominadas. Vejamos o seguinte

exemplo:
Bonito
Limpo Aumentar gastos com publicidade Nao aumentar gastos
Lancar produto biodegradéavel 2,5 7,3
Nao lancar produto 2,4 2,7

Note que é sempre melhor para a empresa Limpo lancar o produto biodegradavel. A
estratégica {Langar} domina a estratégia {Nao Langar}. Podemos dizer que o jogador
Limpo possui a estratégia dominante {Lancar o produto}. A estratégia {Nao Langar} é
dominada por essa. Como as recompensas da estratégia Lancar o produto sao estritamente
maiores do que as recompensas da estratégia Nao Langar, dizemos que {Langar o produto}
¢ estritamente dominante em relagdo a {Nao Lancar}.

Seja m; a funcao de recompensa do jogador 7, que especifica a recompensa desse jogador
de acordo com a estratégia que ele adota e os demais jogadores adotam. Se uma dada
estratégia do jogador 7, denominada s;, é estritamente dominante em relacao a uma outra

estratégia s;*, para esse jogador temos que :

mi(si,s—i) > mi(si, s_;)Vs;

e Vejamos agora um exemplo de uma estratégia fracamente dominante

Bonito
Limpo Aumentar Nao aumentar
Lancar 2,5 7,3
Nao Lancar 2,4 2,7

Se Bonito aumenta seus gastos, Limpo é indiferente. Contudo, se Bonito ndo aumentar
seus gastos, Limpo obterd lucros maiores. Nesse caso, dizemos que {Langar o produto} é
fracamente dominante em relagdo a estratégia nao lancar. Analogamente {Nao Langar}
é fracamente dominada.

Algebricamente:

Se uma estratégia sy é fracamente dominante em relacao a outra estratégia s; para

esse mesmo jogador, temos que:

mi(sy,5-;) > mi(s),s-;)Vs; e

mi(sy,s-;) > mi(s}, s_;)V s; para algum s_;
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3.1 Eliminacgao iterativa de estratégia estritamente dominadas

Imagine o exemplo de competicao no mercado automobilistico:

Carro Novo

Novo auto Langar nova versao Manter Preco Reduzir Preco
Langar Modelo Proéprio 1,4 4,1 1,3
Importar Matriz 2,2 2,1 2,3
Nao competir com carro novo 1,1 0,6 1,0

Podemos notar que a empresa carro novo nao possui estratégia dominante. No caso
da Novo Auto, também nao ha uma estratégia que seja sempre melhor do que todas as
outras, nao importando o que a Carro Novo faca. Observe que a estratégia ndo competir
resulta em algo sempre pior que importar da matriz. Independentemente do que Carro
Novo faga, {Nao competir} é estritamente dominada por {Importar da matriz}.

Assim, podemos eliminar a estratégia {Nao competir}. Ao riscarmos a estratégia,{Nao
Competir}, com a Carro Novo veremos as opgoes dessa tltima empresa. Podemos notar
que a estratégia Manter Preco passou a ser estritamente dominada tanto por Lancar ova

versao, quanto por Reduzir preco. Desse modo ela também pode ser eliminada.

Carro novo

Novo Auto Langar nova versao Reduzir Preco
Lancar modelo 1.4 1,3
Importar 2,2 2,3

Apobs removermos a estratégia manter preco da Carro novo, a estratégia Lancar modelo

proprio tornou-se estritamente dominada por importar da matriz.

Carro novo
Novo Auto Langar nova versao Reduzir Preco
Importar da Matriz ’ 2,2 ‘ 2,3 ‘

Assim, a estratégia {Lancar Nova Versao} é estritamente dominada por {Reduzir
Prego} para Carro novo. O resultado final constitui um equilibrio em estratégias estrita-

mente dominantes (Importar da matriz, Reduzir prego).



18

3.2 Estratégias Racionalizaveis e Melhor Resposta

Quando a eliminacgao iterativa de estratégias estritamente dominadas nos deixa apenas
uma estratégia para cada jogador, dizemos que o jogo é soluciondvel por dominancia. As
estratégias que resultam do processo de eliminacao sao denominadas de racionalizaveis.
Em teoria dos jogos, quando um fato é de conhecimento comum, isso quer dizer que todos
os jogadores conhecem esse fato. Quando a racionalidade dos jogadores é de conhecimento
comum, dizemos que a hipdétese de conhecimento comum da racionalidade esta sendo
adotada.

Formalmente, a melhor resposta do jogador ¢ para uma estratégia s_; é:

mi(ss,s—;) > 7i(s;, s—;) para algum s; e todos # s}

Uma estratégia nunca sera a melhor resposta para um dado jogador qualquer que seja
a estratégia que os outros jogadores decidam jogar. Uma estratégia s;* nunca é a melhor
resposta para qualquer outra estratégia que os demais jogadores decidam jogar se:
*ok

mi(s:*, s—;) < mi(sf, s_;) para algum s} # s;* e todos_;

RS

Podemos concluir que uma estratégia estritamente dominada nunca ¢ a melhor res-
posta do jogador = para alguma estratégia do jogador y. Essas estratégias podem ser ditas
como nao racionalizaveis. As estratégias restantes no processo de eliminacgao itrerativa
de estratégias estritamente dominadas sao chamadas de racionalizaveis. A limitacao do

método de eliminacao iterativa de estratégias estritamente dominadas.

Potencial
Dominante Nao exporta Exporta em peq.escala Exporta em larga
Investe 2,1 1,0 0,-1
Nao investe 1,0 2,1 -1,2

Podemos notar que nao ha uma estratégia estritamente dominante para a entrante

potencial.

3.3 Solucionando um jogo simultaneo: O equilibrio de Nash

Defini¢ao 13. Fquilibrio de Nash (EN)
Uma combinacao de estratégias constitui um equilibrio de Nash quando cada estratégia
¢ a melhor resposta possivel as estratégias dos demais jogadores e isso € verdade para todos

0s jogadores.
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mi(s;,s";) > mi(si, s*;) para todo s;e para todo i

O asterisco indica que a estratégia faz parte de um EN.

Potencial
Dominante Nao exporta Exporta em peq.escala Exporta em larga
Investe (1) 2,1 (c) « 1,0 < (1) 0,-1
Nao investe 11,0 421 — 1-1,2 (c)

O EN é a combinacao de estratégias (Investe, Nao exporta).

No caso acima temos um EN estrito. Uma vez que para a empresa Dominante nao
existe nenhuma estratégia melhor que investir dado que a empresa entrante tenha deci-
dido nao exportar. Em contrapartida, nao ha nenhum resultado melhor para a entrante
potencial que Nao Exportar caso a empresa dominante tenha decidido investir.

«

mi(s;,s";) > mi(s;, s*;) para todo s; e todo i

—1

Um equilibrio em estratégias estritamente dominantes necessariamente ¢ um EN?

Pais B
Pais A Tarifa alta Tarifa baixa
Tarifa Alta 800,800 2300,700
Tarifa Baixa | 700,2300 1700,1700

O EN é (tarifa alta, tarifa alta). Esse EN é estrito. Assim, se um jogo apresenta um
equilibrio em estratégias estritamente dominantes, esse equilibrio é necessariamente um

equilibrio de Nash estrito. Formalmente:

mi(si,s*;) > mi(si, s*;) para todos; e todo i (EN estrito)

3.4 Equilibrio em estratégias dominantes
(8T, s_;) > mi(Si,5_i)Vsi,S_; €l
O equilibrio de Nash é o melhor resultado em termos sociais?

Definicao 14. Melhoria paretiana
Quando a situagao de pelo menos um agente melhora, sem piorar a situacao de nenhum

dos outros agentes, dizemos que houve uma melhoria no sentido de Pareto.
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Definicao 15. Otimo de Pareto
Em uma dada situagdo, nao é mais possivel melhorar a situagdo de um agente sem
piorar a de outro, dizemos que essa situagdo € um d6timo de Pareto, o que significa que

dadas as circunstancias, ganhos de eficiéncia nao sGo mais possivess.

No jogo anterior, um 6timo de pareto seria a combinagao de estratégias (tarifa baixa,
tarifa baixa). Essa distin¢ao mostra que as decisoes individuais nao necessariamente sao
as melhores que quando essas decisoes sao tomadas em conjunto. E possivel termos mais

que apenas um EN. Vejamos o seguinte exemplo:

Antiv
Sysop Atualiza Nao atualizar
Desenvolve 2,1 -1,-2
Nao desenvolve 0,-1 1,2

H& dois equilibrios: EN1 (desenvolver, atualizar) e EN2 (Nao desenvolver, nao atu-
alizar). Note que o resultado do jogo anterior abre espaco para ideia de cooperac¢ao no

sentido que os agentes devem coordenar suas agoes para chegarem num melhor resultado.

Definicao 16. Ponto Focal

Um ponto focal € um elemento que se destaca de um contexto, e que permite aos joga-
dores coordenarem suas decisoes em um dentre varios outros EN possiveis. O conceito de
ponto focal como elemento de coordenagao espontanea dos agentes se restringe essencial-
mente a pequenos grupos, dada a necessidade de familiaridade na interpretacio do meio
em que interagem. No caso do jogo de coordenagdo do padrao termoldgico, um exemplo
possivel de ponto focal seria um colunista especializado em TI que fosse suficientemente

famoso para ser lido pelos profissionais das duas empresas.

3.5 Um caso onde nao ha EN

Nesse jogo, os 2 jogadores exibem, ao mesmo tempo, a moeda que cada um esconde em
sua mao. Se ambas as moedas apresentam a mesma face, o segundo jogador da a sua

moeda para o primeiro.

J2
J1 Cara Coroa
Cara | 1,-1 -1,1
Coroa | -1,-1 | 1,-1

Esse jogo conhecido como estritamente competitivo ou de soma zero. Ha um refina-

mento no conceito de EN que permite encontrarmos uma solugao (estratégias mistas).
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3.6 Alguns jogos importantes

3.6.1 Batalha dos Sexos

J2 (ele)
J1(ela) Futebol Show
Futebol 1,2 -1,-1
Show | -1-1 | 2,1

H& dois EN: (futebol, futebol), (show, show). Mesmo com preferéncias distintas, o

casal prefere ficar junto.

3.6.2 Dilema dos Prisioneiros

Ladrao 2
Ladrao 1 Confessa Nao confessa
Confessa -2,-2 0,-4
Nao confessa -4,0 -1,-1

O EN é (confessa, confessa) visto que os ladroes ndo podem se comunicar.

Definicao 17. Jogos nao cooperativos
Um jogo é dito nao-cooperativo quando os jogadores mao podem estabelecer compro-

missos garantidos.
Definicao 18. Jogos cooperativos

Se os jogadores podem estabelecer compromisso, e esses compromissos possuem ga-

rantias efetivas, diz-se que o jogo é cooperativo.

4 Modelos de Duopdlio

Nao faz sentido pernsarmos apenas em um conjunto de estratégias discretas, como por
exemplo, a opgao de entrar ou nao entrar em um mercado. Suponha que as empresas
estejam decidindo sobre o fato de aumentar ou reduzir o prego. Esse aumento/redugao
se apresenta num intervalo continuo de valores. Usaremos como primeiro modelo o jogo

simultaneo de estratégias continuas.
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4.1 Modelo de Cournot

Esse modelo analisa o comportamento de duas empresas que decidem simultaneamente
que quantidade irao produzir.

4.1.1 Modelo de Cournot com duas empresas

Temos duas empresas que produzem produtos homongéneos, disputando esse mercado.
Cada empresa busca maximizar seus lucros que, nesse jogo, ¢ a recompensa.

4.1.2 Funcgao de receita de cada empresa

Suponha que o preco de mercado seja dado por uma funcao de demanda linear:

p(g) = A—=0Q — p(g) = A—blq1 + ¢2)

sendo

@1 +q=¢q +gj

A receita total em funcao de ¢ ou g5 é dada por:

R(q) = p(Q).q; = Agi — bg? — bgiq;

comi=1,2ei#j.

Suponha que o CMg de cada empresa seja ¢, entao a fungao custo é dada por C; = cg;,
1 = 1,2, ¢ € R, .. Note que as empresas nao precisam ter o mesmo parametro ¢ nem
mesmo os mesmos parametros na fun¢ao de demanda. A func¢ao de lucros de cada empresa

é dada por:

™= Ag — bqiz - bQin — Cg;

com ¢ = 1,2 e 1 # j. Desejamos entao obter a quantidade que maximiza ;:

oni
— =A—-2bg; —bg; —c = 4.1
a4 ¢ —bg; —c=0 (4.1)
onj
aq] J ( )
Usando (1) temos que:
A—bq]'—C_ .

Inserindo (3) em (2):
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. b(A—=bgj— )
A —2bgj — —c=
qJ % 0
, bgj ¢
A_3bgj _c_,
2 2 2
A—c
— 0. 4.4
3b q; ( )

Inserindo (4) em (3):
A—c b (A= ,_)(A—c) <1_1>_<A—c) 2_(A—c)
o 2 s 7 2 3/ "2 /37 U3

Aqui cada empresa toma a sua decisdo sem conhecer a da outra empresa g; = qj se

tratam de valores que correspondem a EN. Podemos apresentar as fungoes de reacao de

cada empresa, de tal modo que:

. A— bqj —C
E)
oridundas das equagoes (1) e (2):
_A—bgy—c
41 = oy
A—bqg —c
Q= —F7—

2b



Figura 1: Funcgoes de Reagao das Empresas 1 e 2

4.2 O modelo de Cournot e a Eficiéncia de Pareto: o Cartel

Definicao 19. Coalizao

=m Fungdode reacdioda Empresa

Equilibrio de Cournot-Nash

_a—bgy—«
2b

4, a—c a—c il

Funcio de reacio da Empresa 2
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Dizemos que empresas formaram uma coalizdo quando elas coordenam sua producdo

0U SEuS Precos.

Definicao 20. Cartel

Um cartel é um grupo de empresas competidoras que fizeram uma coalizdo, de forma

a maximizar seus lucros, comportando-se como se fossem uma empresa monopolista.

Primeiramente devemos conhecer a receita total do cartel:

RTc = RTl + RTQ

Seja p(Q) = A—blq1 + ¢2) = A —bQ

RTy = p(Q).q1 = Aqy — bq} — bq1go

RTy = p(Q).qa = Aga — b5 — bq1qo

Sejam os custos: C7 = cq; e Oy = cqo
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O custo do cartel é :
Ci+Cy = C((h + C]2)

A receita total do cartel é:

RTc = Alqi + @) — baiqs — 2bq1qo

Apenas poderemos igualar as quantidades das empresas porque elas possuem fungoes
de custo idénticas.
Entao C,. = 2¢°c

RT® = A(q1 + q2) — bqfqi — 2bq142
RTC = 2¢°A — 2b¢°" — 2bg”

RTC = 2¢°A — 4bg”

A fungao de lucros dessa empresa é

¢ =RT— ¢ =2¢°(A —2¢°b—c) = 2¢°A — 4bg” — 2q°c

on — 24 — 8b¢° — 2 =0
0q°

A—4bg°—c=0
A—c

4b

Proposicao. Se as empresas possuem os mesmos custos, o lucro do cartel é sempre maior

C

=4q

que o de cournot

Demonstragio. Comegaremos calculando o lucro do cartel:

. . . L (A—c A—c
7r—2q(A—21)q—c)—2( 0 )(A 2b 1 c)

(557 (== 55)

2 (A5 (459 = U2

Posteriormente calcularemos o lucro de Cournot:
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A—c

q1 =

m = Aq — bq; — bqig2 — cqu

m = Aq — b(ﬁ - bfﬁ — Cq1

m = Aq — 2bQ% —

m = (A —c)q — 2bg;

A—c (A—c¢)
o (A —c¢)—2b. e

T =

_(A_C)Q_z N2
=g op (A=

1 (A—¢)?
5 3 ( 9b6> — Lucro de cada firma

Como

2
7TZ'+7T]' = §(A—C)2

A soma dos dois é o lucro total de Cournot:

Wcournot =m _|_ o

cartel qreournot >0
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]

No ponto de vista das empresas o EN no modelo de Cournot é ineficiente no sentido

de Pareto. Por meio de uma coalizao os lucros das empresas podem ser maiores.

4.2.1 Cartel com custos diferenciados

Suponha que a estrutura de custos das empresas é diferente. Ainda seria possivel que as

firmas formem um cartel? Primeiramente, supomos que:

Ci=caq <0y =cq

Como os custos da firma 1 sao estritamente menores do que os da firma 2, ela faria
a seguinte proposta: operaria como monopolista e pagaria a firma 2 o lucro de cournot.
Suponha que tenhamos uma demanda linear e que a empresa 2 agora produz zero unidades.

O lucro da empresa 1 seria:
m = Aq — bQ% —aq

0
ﬂzA—qul—cle
Oq
A—Cl

2b

q1 =

Para acharmos o prego temos que:

p(Q)=A—-blg +q) =A—bg

p(Q)=A—b <A2_bcl>

A
p(Q) = J;Cl

Como a empresa 1 atua como monopolista o prego é estritamente maior que o custo

marginal. Calculando o lucro dessa firma temos que:

™ = (p—Cl)%
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2 20
(452)5
=\ b
oM _ (A_Cl)2
! 4h

Vamos comparar esse resulado com o lucro de cournot da empresa 1:

Cournot __ (A — C)2
! 9b
Suponha que o parametro ¢ do modelo de cournot seja igual a c;.
2 2 2
M _ _Cournot __ (A_Cl) _ (A_Cl) o 5(A_Cl)
T o~ 366 "

Nesse caso se a empresa 1 paga o lucro de cournot para a empresa 2 (examente igual

glournot ) ela ainda obtém um lucro estritamente positivo. Em resumo, num modelo de
Cournot em que as empresas possuem um custo marginal diferente o cartel ainda geraria

resultados estritamente superiores para ambas.

4.2.2 Modelo de Cournot com mais de duas empresas

A funcao de demanda para n empresas:

pl@)=A-b) q

A receita total de uma empresa ¢ qualquer é o produto do preco de mercado pela

quantidade produzida e vendida pela empresa.

RTi = p(q)qi = Agi —bg} — q;b > _ qj
i

As funcgoes de custo sdo dadas por Ci = cq; sendo ¢ € R, .. A funcao de recompensa

da empresa ¢ é dada por:

i = Aqi — bqi® — ¢;b Z q; — Cg;
J#i
omi

= A2 —bY g —c=0

J#i
Como todas as empresas possuem os mesmos custos marginais e produzem bens ho-

mogéneos é razoavel supormos que elas irdo dividir o mercado igualmente. Isso significa
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dizermos que no 6timo ¢ = q; ou simplesmente que:

>4 = -1

J#i

oni
I A= g —b(n—1)g" — =

A—=bg;(24+n—1)—c=0

A—c=0bg(n+1)

A—c |
b(n+1) — %

A quantidade ofertada pelo mercado sera

Q = ng;

O que aconteceria com o mercado se n fosse muito grande?

@=nq = [Ab_c} {nil]

limQ:A_c

n—oo b
Para um n muito grande, o resultado do modelo de Cournot se assemelha a de um
mercado perfeitamente competitivo. Como p(q) = ¢ o prego serd igual ao custo marginal,

entao teriamos que:

A—-c
b

Um modelo de Cournot com n — oo converge para um modelo de concorréncia per-

plg)=A—-bg=c—q=

feita. Se n=1 teriamos o caso de monopdlio.

4.3 Modelo de Bertrand - Determinacao simultanea de precgos
4.3.1 Sem restricao de capacidade

Suponha que a demanda do mercado seja dada por

q(p) =100 —p

q(p) = A—bp
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Suponha um mercado com duas empresas produzindo bens homonégenos. Além disso,
as companhias possuem custos marginais idénticos sendo que suas fungoes de custo podem

ser expressas por

C(qi) = cg; com ¢ >0

As fungoes de recompensa dessa empresa i é dada por:

(pi — ¢)(100 — pi) sepi < pj
(pi — ¢)(100 — pi) sepi = pi
0 sepi > pj

Se a empresa 7 estabelece p; > ¢ entao a melhor resposta de p; ¢ estabelecer um
preco ¢ < p; < p;, pj = pt — €, isto é, p; ¢ ligeiramente menor que p;. Adotando essa
estratégia a empresa j capturaria todo o mercado. Contudo, a melhor resposta a p; seria
um p; ligeiramente menor que p; e assim por diante. Assim, existe um tdnico par de
precos (pi*,pj*) tal que pi* = pj* = c. Esse resultado é conhecido como Paradoxo
de Bertrand, pois temos um duopdlio produzindo o mesmo resultado de um mercado
competitivo.

Suponho que as empresas ecolham p; = p;, entao:

pL=pj=c

4.3.2 O modelo de Bertrand com restricao de capacidade

Seja, mais uma vez, uma funcao de demanda total dada por:

q(p) = A—bp

Suponha que cada empresa enfrenta uma limitacao de capacidade. considere que cada
nao pode produzir mais do que Z unidades. Caso a empresa adote um preco muito baixo,
ela podera atrair um ntimero de consumidores maior do que pode atender.

Os consumidores que sao atendidos pela firma que cobra mais barato sdo aqueles que
mais valorizam o produto em questao. Esse pode ser o caso se os consumidores que mais
valorizam o produto sdo aqueles que mais se esforcam para obter um menor prego. Nesse
caso, diz-se que estd sendo adotada a chamada regra de racionamento eficiente como
critério de racionamento do produto entre os consumidores.

Suponha que a empresa 7 estabeleca um preco inferior ao da empresa j. Se a quantidade

demandada ¢(p) > & a empresa que estiver com o prego mais baixo produzird apenas 7.

min {A — bp, &}
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Os custos tem as seguintes propriedades:

c(q;) = cqg; comc>0seq <&

c(q;) = ocose ¢; > &

A funcgao de recompensa da empresa sera:

(pi —c)min{A —bp, &} sepi < pj

(pi—c)(2A—bpi) se pl _ pl

0 sepi >4

(pi —c)(A—bpi — x) sepi > pj, pj < g

* j vende # mas nao atende a todo o mercado por causa da restricao de capacidade
restritiva

Nao ha equilibrio de Nash em estratégias puras no modelo de Bertrand com restrigao
de capacidade. Esse resultado é conhecido como o Paradoxo de Edgeworth.

4.3.3 Modelo de Bertrand com diferenciacao de produtos

Os produtos fabricados nao sao mais homogéneos. A demanda de cada empresa é uma

funcao inversa do seu preco e uma funcao direta dos precos das demais empresas.

G =A—pi+p2

@=A—p+pm

Embora alguma das empresas perca alguns consumidores ao aumentar o preco, ela
nao perde todos eles. Supomos que as empresas possuem as mesmas fungoes de custo:

c; = cq;, ¢ > 0. As funcgoes de receita sdo dadas por:

RTi = p;q; = pi(A —pi + pj)

As funcgoes de custo devem ser expressas em termos de prego:

co=q=A—p+p

As funcgoes de recompensa sao:
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m =Rl — =p1(A—p1 +p2)_C<A_p1 +p2)

Ty = Ry — ¢y sz(A—p2 +p1) _C(A_p2 —i—p1)

0
ﬂZA—2p1+p2+CZO
Op1

0
2214—21324-2914—6:0
Op2

As fungoes de reagao das empresas sdo:

. A+py+c
P = 5
A+ pitec
P2 = a5
Solucionando o sistema de equagoes
., A4+c 1 (A+4c+p
P = + *~( 2
2 2 2
.34+ P
D = A + 4

Da mesma maneira

py=A+c

As fungoes de reagao no modelo de Bertrand com produtos diferenciados sao comple-

mentares estratégicas.
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Figura 2: Funcoes de Reagao das Empresas 1 e 2

P2 A a+bp,+¢
= + Fungio de Reagioda Firmal
Equilibrie de Berrand
P, a+bp,+c

- RO s s py=———-— Funcd o de Reacdo daFirma 2

4.4 O jogo da localizacao

Apresentaremos a versao sem custos de transporte. Imagine duas barracas de sorvete A

e B, ambas devem escolher sua localizagdo em uma praia de 1 quilometro de extensao.

Figura 3: Localizacao das Empresas

|
[
Emidubom, s Km03 Km (.75 Rl

Suponha que A e B vendam exatamente o mesmo tipo de sorvete e cobram o mesmo
preco. O que define a escolha por A ou B é somente a distancia. Suponha que as barracas
possuem os mesmos custos e que esses custos nao sao afetados pela locallizacdo que elas
decidem ocupar na praia. Os custos unitarios de venda sdo constantes. Ainda considere
que os banhistas se distribuem uniformemente na praia. Também consideramos que cada
banhista compra apenas um sorvete. Dadas essas premissas observando a figura anterior
a disposicao das barracas é um EN? Nao, suponha que A esteja fixo em 0.25 e B se

aproxime o maximo de A, como segue.
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Figura 4: Localizacao das Empresas

M

® i i
Em 0 da Praia Km 0,25 K 0.5 Em(0.75
A B

Nessa nova distribuicao, B atende a um nimero muito maior de banhistas que A. Se N
¢ o numero de banhistas a demanda de sorvetes da barraca B = N(1 —0.25) = N x 0.75.
Como ambos os proprietarios sao racionais e antecipam as estratégias do seu rival a melhor

resposta a localizagao da outra barraca é:

Figura 5: Localizagdo das Empresas
| | |

: : e
Km 0 da Praia Km 0,25 Km 0.5 Km 0.75 Km 1
B A

Nesse caso o mercado é dividido igualmente. Podemos perceber que a estratégia 0.5km,
0.5km é um EN.

4.4.1 Jogo da localizacdo com custos de transporte

H& agora um custo de deslocamento para cada banhista adquirir o sorvete. Entao o preco

do banhista é:

p=p+td

Sendo p o prego pago pelo sorvete, t o tempo de deslocamento e d a distancia. Pode
também haver a um valor maximo que os banhistas estejam dispostos a pagar pelo sorvete,
incluindo o custo de caminhar até a barraca. Assim, o valor maximo V é também chamado

de preco de reserva. Um banhista comprard o seu sorvete se:
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Mantemos a suposicao que cada banhista compra apenas 1 sorvete e que o prego de
reserva V é o mesmo para todos os banhistas. O preco maximo a ser cobrado devera ser

tal que o banhista mais distante ainda considere adquirir o seu sorvete.

p=V —td,

Dm ¢ a distancia da barraca que se encontra que se encontra o banhista mais distante.
Se considerarmos que A e B estejam posicionadas a 250m de cada extremo o banhista

mais distante de cada barraca estd a 250 metros de cada uma delas

p=V —0,25¢

Se cada barraca possuir um custo unitario ¢ e que cada empresa atenda metade da

praia com N banhistas distribuidos uniformemente, o lucro de cada barraca sera dado por

7Ti:§(p—c):(V—O,25t—c)g

Suponha que as empresas pensem em mudar de posi¢do. Para o banhista qualquer
movimento de uma das barracas para os extremos da praia aumenta o seu prego (custo).
Entao a empresa deve reduzir o seu preco para compensar um eventual custo de desloca-

mento. Vamos chamar esse prego ajustado para a maior distancia (x).

plz) =V —0,25t —tx =V — (0,25 + x)
O lucro da barraca para qualquer 0 < z < 25 é dado por:

1 1
T = 5”(13@) —c) = 5N [V —1(0,25+z) — (]
O lucro da barraca é maximo para z=0. O equilibrio de Nash se da em que cada

empresa se situa a 250m de distancia do centro.

4.5 Representando a escolha por diferenciar produtos

Definicao 21. Diferenciacao de produtos
Diz-se que hd diferenciagdo de produtos quando os consumidores percebem produtos
de diferentes marcas, ainda que satisfacam das mesmas finalidades, como distintos. Fsses

produtos podem ser ditos como substitutos imperfeitos.

Definicao 22. Diferenciacio horizontal
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A wvariagdo dos produtos é uma resposta as diferentes preferéncias dos consumidores.

Ou a diferenca nas preferéncias

Definicao 23. Diferenciacao vertical Quando a variagdo nos produtos corresponde a uma
variacdo no poder aquisitivo dos consumidores.

Para alguns consumidores, o custo de se deslocar até o outro produto, dadas as suas
preferéncias, € tao elevado que justifica pagar um pouco mais pelo produto mais adequado

as suas necessidades.

5 Jogos de soma zero e estratégias mistas

5.1 Jogos de soma zero (estritamente competitivos)

Aqui, se um jogador ganha, o outro necessariamente perde. Suponha que “a” ganhe 1
unidade de recompensa, por consequéncia “b” perdera uma unidade.

Seja U, a funcao que para cada combinacdao de estratégias de a e b determina a
recompensa do jogador a, e U, a mesma fungao para o jogador b. Seja (s¢,s?) um par de

PRy
estratégias para o jogador a e (s, s?) um par de estratégias do jogador b.

Ua(s,8%) > Ua(s?, s7) se, e somente se, Uy(s?,s7)> Uy(s¢,s")

Uma combinagao de estratégias fornece uma recompensa maior ou igual a outra com-
binagao de estratégias para um dos jogadores, se o inverso acontecer com o outro jogador.

Se vale que:
Us(s5, %) = Uy(s?, 3;’)

Temos que ter simultaneamente

Ua(s?, s?) > Ua(s?, sf)

Us(s5,57) = Us(s?, 57)

Para o jogador a:

Ua(s§, 57) > Ua(sf, 55)

Ua (s, 3?) > Ua(5§, Sf)
Assim:

Uy(s%,5%) = Uy(s2, s7)

P75 irSi
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Em um jogo estritamente competitivo, tem-se que: U,(s?, sg’) = Ua(s5, s?) se, e somente

se, Uy(sy, %) = Up(s%,s?). Um dos jogadores somente ¢é indiferente entre os resultados
de duas combinagoes de estratégias se o outro jogador também o for: Se U,(s?, s?) >
Ua(s?,s?) se, e somente se, Uy(s?,s?) > Uy(s?, s5)
Isso porque, se é verdade que para o jogador b:
Ub(s‘},s?) > Uy(s?, 3;’)
Entao temos de, para um jogador:
Up(s2, 82) > Uy(s?, s%)

i S i5)

Mas nao:

Uy(s9,s7) < Uy(s?, %)

Pela prépria definicao de jogos estritamente competitivos, para o jogador a:

Ua(s5, si’) < U,(s?, 3?)

Entao:

Ua(S?, S?’) < Ua(S?a 3?)

Os jogadores preferem estritamente uma combinacao de resultados a outra, o outro
jogador prefere esta segunda combinacao de estratégias a primeira. Em termos algébricos,

podemos fazer:

Ua(sf, s7) = —Us(sf, s7)

Algebricamente, se somarmos as recompensas:

Ua(s{, s%) + Up(sf, s5) = 0

Por esse motivo, os jogos estritamente competitivos sdo chamados de jogos de soma
Zero.

A caracteristica de jogos estritamente competitivos é que U,(s{, s5) > Uq(s9, s7) se, e

Jr i

somente se, Uy(s9,s7) > Uy(s}, s5). Em outras palavras, ndo haja combinacdo de estraté-

gias preferivel a qualquer outra para os dois jogadores simultaneamente.
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5.2 Equilibrio em jogos estritamente competitivos: minimax e

maxmin

Nesse tipo de situagao, cada jogadar estd tomando suas decisoes procurando causar o
maior dano possivel ao outro jogador. Uma estratégia prudente parece ser a de cada
jogador tentar minimizar o dano que o outro jogador pode lhe causar.

Consideramos que os dois jogadores estao adotando essa abordagem estratégia mais
prudente no momento de escolher suas estratégias. Representamos o que pior pode acon-

tecer para o jogador que esta nas colunas como a maior recompensa em cada linha

mazxU (s, t')

Ao calcularmos maxU (s, t') estamos calculando o que de pior pode acontecer para o

S
jogador que se encontra nas colunas, caso ele escolha jogar a estratégia representada na
coluna t’. Vamos apresentar a menor recompensa na linha s’, apds considerarmos todas

as colunas da matriz de recompensa, como sendo:

mth(s’, t)

Ao calcularmos mtz'nU (s',t) estamos computando para o jogador linha o que pior pode

acontecer, caso ele escolha jogar a estratégia representada na linha s’

Comboio Japonés
Forcas Aliadas Rota Sul (1) Rota Norte (t3)
Rota Sul D;(S}) 3 1
Rota Norte D;(S2) 2 2

*Recompensas do jogador linha

Vejamos as maiores recompensas em cada coluna

mgflfU(S,tl) = (s1,t1) =3

mazU (s, t2) = (s2,t2) = 2

Deixando “fixo” a linha o préximo passo é encontrarmos o menor valor entre as re-

compensas maximas de cada coluna.

min {msaa:U(s, t)}

E facil concluir que:
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min {msaxU(s,t)} = (S9,t3) =2

Essa combinagao de estratégias é o valor minimax do jogo da batalha de Bismarck.
E o valor que representa o menor dano que o comboio japonés pode garantir dadas suas
opcoes e as dos aliados.

Vamos analisar as menores recompensas em cada linha, considerando todas as colunas.

th'TlU(Sl,t) = (Sl,tg) =1

mtz'nU(sg,t) = (S9,t1) =2

Entre essas duas recompensas, devemos encontrar a maior delas

mazx {mtz'nU(s,t)} = (89,t2) = (89,t1) =2

A recompensa 2 [e o valor maxmin da batalha do mar de Bismarck. E o valor que
representa o maior dano que os aliados podem garantir dadas as suas opgoes e as opgoes

da marinha japonesa. temos que:

minimax(nas colunas) = maxmin (nas linhas)

Sempre que isso ocorre, teremos encontrado um equilibrio em um jogo estritamente
competitivo. Em resumo, ha uma combinagdao de estratégias que, ao mesmo tempo,
garante qao comboio japonés o minimo de dias de bombardeiro entre os piores resultados
que pode sofrer, e garante as forcas aliadas o maximo possivel entre o minimo de dias de

bombardeiro que seus avidoes pode obter.

5.2.1 Estratégias Mistas

A interpretacao mais usual para estratégias mistas é que elas sdo uma opcao estratégica

que visa neutralizar os efeitos da estratégia escolhida pelo outro jogador.

Definicao 24. FEstratégias Mistas

Quando, em vez de escolher entre suas estratégias uma dada estratégia para jogd-la
com certeza, um jogador decide alternd-las aleatoriamente, atribuindo uma probabilidade a
cada estratégia escolhida, dizemos que o jogador utiliza estratégias mistas. Caso contrdrio,

dizemos que o jogador emprega estratégias puras.

Exemplo de estratégias mistas: Jogo de prevengao de ataque
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Vermelho
Azul Sul (q) Norte (1-q)
Sul (p) 1,-1 -1,1
Norte (1-p) -1,1 1,-1
Recompensa de Vermelho | —p+(1—p)=1-2p | p—(1—p)=2p—1

0.8
0.6
0.4

0.2

Melhores respostas de vermelho as estratégias mistas de azul

Recompensa azul R. Azul

1f... 1

Considere a expressao abaixo como a recompensa esperada de vermelho para qualquer

estratégia mista que vermelho e azul adotem:

REV =p.q(=1)+p(1 —¢)(1) + (1 = p)(¢)(1) + (1 —=p)(1 — ¢)(—=1)

=-—pg+p+ap+q—pg—(1—q—p+pq)

=2p+2q —4pqg — 1

=q(2—4p)—1+2p
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Vermelho
Azul Sul (q) Norte (1-q) Recompensa Azul
Sul (p) 1,-1 -1,1 q+(-1)(1-q)=2¢-1
Norte (1-p) -1,1 1,-1 q+(1)(1-q)=1-2q
Recompensa de Vermelho | —1(p) +(1—p)=1—-2p | p—(1—p)=2p—1

1

Se q > 3

porto sul, porto norte caso contrario. Melhores respostas de azul dada a

estratégia escolhida por vermelho. Para ¢ < % Azul deve fazer p=0, se q > % azul deve

fazer p=1. Para o valor ¢ = % azul é indiferente para qualquer p € [0, 1].

1.2

0.8
0.6
0.4

0.2

A recompensa esperada de azul:

REA =pq(1) +p(1 —q)(=1) + (1 = p)(¢)(=1) + (1 = p)(1 — ¢)(1)

=pq—p+pe—q+pg+(1—q—p+pq)

=4dpg —2p —2q + 1

=p(dg—2)—2¢+1

ORFEA 1

= 4 — 2 =g = =

dp ¢ =3
OREA 1

dq

e i )
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Adotar uma estratégia mista indica que nao ha nada que azul possa fazer para sur-
preender vermelho.

Temos um equilibrio em estratégias mistas quando p = ¢ = % no sentido que nenhum
jogador consegue melhorar suas recompensas esperadas alterando a probabilidade de es-
colha de uma das duas estratégias ou mesmo adotando uma estratégia pura qualquer.

Nenhum deles consegue surpreender o outro, o que quer que faca.

.-t —a) = ((52).(3:2))

q
1.2
1T 1 ]
1 I
1 I
1 i
1 i
0.8 1 1
1 i
1 I
1 I
1 I
0.6 i |
1 i
L e e el B ettt el
i 1
04 | 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0.2 | i
i 1
i 1
i 1
1 1
1 T T
0 0.5 p 1

Uma aplicacdo de estratégias mistas a jogos nao estritamente competitivos

Uniao Soviética
Estados Unidos  Ameaga(q) Nao ameaga (1-q)
Ameaga (p) -100,-100 10,-10
Nao ameaga (1-p) -10,10 0,0

Esse jogo possui 2 EN, em estratégias puras, (Nao ameaca, Ameaca) e (Ameaca, Nao
ameaga).

O problema é que hé risco de, na falta de um mecanismo de coordenagdao, ambos
esscolham ameacar. Nesse caso, as estratégias mistas podem ajudar a minimizar as perdas

esperadas.

REEU = pq(—100) + p(1 — ¢)(10) + (1 — p)g(—10) + (1 — p)(1 — ¢)(0)

REUS = qp(—100) + (1 — p)(10) + (1 — ¢)(p)(—10) + (1 — ¢)(1 — p)(0)
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Se conseguirmos encontrar as probabilidades de uma estratégia mista para cada jo-
gador, que o menos fagam com que seja indiferente para os jogadores essas estratégias

mistas ou quaisquer outras, teremos encontrado o EN em estratégias mistas, num jogo

nao estritamente competitivo.

REFEU = —100pq 4+ 10p — 10pg — 10q + 10pq

= —100pq + 10p — 10q

Considere que EU escolhe p. Coloque p em evidéncia:

10p(1 — 10g) — 10g = p(10 — 100q)
1 <
Sel—10q>0%q<ﬁentaop:1
1 -
Se1—10q20—>q:1—oentaop€ [0,1]

1
Sel—10q<0—>q>ﬁentéop20

OREREU 1
—— =10—-100g =0 = —
ap 1=Y74= 9
1 1
para US g = (E’ TO)
OREUS 1
IOEY2 _100+10=0 5 p= —
g + LTI
p l-p
Para BU = | —. = | (¢.1-q)
ara - 107 10 9 qv q

1 1
EN = (0.9) = (5515
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09 |—
Melhor resposta US
038
07

0.6

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
05 1
1
1
04 1
1

1
03 1
1

1
0.2 1
1

1

01 ¢ .

1
Se1—10p>0—>p<1—0entéoq:1
.
Sel—lOsz—)p:Eentaoqé[0,1]

1
Sel—10p<0—>p>ﬁentéoq:0
Dada a adog¢ao de estratégias mistas, cada jogador espera uma recompensa média de
-1

REEU = 10p(1 — 10q) — 10q

1 1 1 1 1
REEU(—,—)=10.—(1-10.—) —10.— = -1
(10’ 10) 10( 10) 10

REUS = ¢(10 — 100p) — 10p
i 1

10° 10

Pode nao parecer bom, mas é o melhor que os jogadores podem obter dada a impos-

REEUS( )=—1

sibilidade de coordenarem as suas decisoes.

Teorema. Em todo jogo em que hd um nimero finito de jogadores, com wm numero finito

de estratégias, sempre hd um equilibrio de Nash provavelmente em estratégias mistas.

6 Jogos Sequenciais

Analisaremos novamente o jogo da entrada:
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Dominante

(_11 2)
Luta

Desafiante (3,7)
N&o Entra

(0, 10)

Vejamos esse mesmo jogo na forma estratégica

Dominante
Desafiante Luta Acomoda
Entra -1,2 3,7
Nao Entra | 0,10 0,10

H& dois EN: (N&ao entra, luta), (Entra, acomoda). Parece que a estratégia luta nao
faz muito sentido para a empresa dominante. O conceito de EN visto até aqui nao esta
considerando a ordem em que os jogadores estdao tomando as decisdes. Precisaremos de
um refinamento do EN que considere a ordem em que os jogadores tomam suas decisoes.
A esse refinamento daremos o nome de: EN perfeito em subjogos (ENPS). Primeiramente,

definiremos o que é um subjogo:

Definicao 25. Subjogo. Um subjogo é qualquer parte de um jogo na forma extensiva que
obedece as sequintes condigoes:

Sempre inicia em um unico né de decisdo;

Sempre contém todos os nos que se sequem ao no no qual ele se iniciou,

Se contiver qualquer né de um conjunto de informacao, ele conterda todos os nds do

conjunto de informacao
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Temos 4 subjogos: A, B, C e D. H4 um conjunto de informagao em E e F, por isso

esses nos nao constituem 2 subjogos.

Definicao 26. Equilibrio de Nash Perfeito em Subjogos
Uma combinagdao de estratégias ¢ um ENPS se ela preenche simultaneamente as duas
condigoes sequintes: (a) E um EN para o jogo em sua totalidade; e (b)E wm EN para cada

subjogo

Teorema 1. Todo ENPS é um EN, mas nem todo EN em um jogo sequencial é necessa-
riamente um ENPS.

Dominante Luta

Desafiante Acomoda

Para “selecionar” os varios possiveis EN de um jogo sequencial, devemos usar o método
da inducgao reversa ou retroativa. Esse método consiste em analisar o jogo de tras para
frente, indo das recompensas dos jogadores até o primeiro né de decisdo que aparece
isoladamente, e procurando identificar as melhores opgoes para cada jogador. No SJ2 a
estratégia que da o maior ganho para a dominante é Acomoda, consideremos ela como
a melhor opc¢do. Analisando o SJ1 e sabendo que se a desafiante entrar, a dominante

acomodara, o ENPS sera o conjunto de estratégia (Entra, Acomoda)

Definicao 27. Em um jogo sequencial de informacao perfeita, uma combinagdo de es-
tratégias é um ENPS se, e somente se, essa combinagdo é selecionada como um EN por

intermédio de inducao retroativa.

6.1 Tornando ameacas e promessas criveis: movimentos estra-
tégicos
Definicao 28. Movimentos Estratégicos

Sao acoes adotadas pelos jogadores que visam alterar alguma caracteristica do jogo,

em geral a ordem em que os jogadores jogam ou as recompensas dos jogadores.
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) Acomoda
Desafiante
Cap. Flexivel

Dominante

Cap. inflexivel

Desafiante

Flexivel

Dominante

Inflexivel

ENPS: (Inflexivel, ndo entra)

6.2 Jogos sequenciais de estratégias continuas
6.2.1 Modelo de Stackelberg (lideranga de quantidades)

H& 2 empresas, a empresa lider (empresa 1) decide antes da outra o quanto ird produzir

p(g) = A—-bQ

Q é a demanda do mercado:
Q=q+¢

RTy = plq)q1 = Aq1 — bg? — bq1gq

RTy = p(q)g2 = Aga — b5 — b1

As funcgoes de custo: C7 = cq; e Cy = cqo. A empresa 2 decide depois da empresa 1 e

portanto toma ¢; como dado. A funcao de reacdo da empresa 2 é:
Ty = Aga — bq1q2 — bq% — €42

%:A—bql—%qQ—c:O
9q2
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. A-bp—c
QQ_ 2b

A empresa lider considera ¢; ao decidir o quanto irda produzir

m = Aq — bqiga — bQ% — 1

A—bg, —c
m = Aqy — bg® — bay (‘“) —cq

2b
om b22¢, bA b
— =A—-2q¢b— —c————=0
B T TY)
om c
By q1b B by 5 &
A—c
9 —bql—O
A—c
2% =q
*_A—c_l*
QQ 26 2q1
A—c 1 A-c

6.2.2 Conluio tacito

Suponha que a empresa dominante conhece os custos das empresas menores de tal forma

que consiga estimar sua curva de oferta S :
Sy =4p
A empresa dominante conhece a demanda de mercado:
D =100 —-p

A empresa dominante obtém a sua demanda como um residuo entre a demanda de

mercado e a Sy :
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Si+Sy=D—D-—-5=35

S; =100 — 5p

Supomos que o custo total da empresa dominante seja ¢; = 25,

Os lucros sao:

100 — S
T=pS —c= (Tl).Sl — 25

1
T =205, — 533 — 25

on 2 2
L —20-28,-2=0—>18=25
05, 571 571
Entdo: 100 — 45
- =11
P 5
S =dp=44

7 Jogos Repetidos

A interagdo estratégica entre duas empresas, relacao consimudor-fornecedor, nos da uma
ideia da historia de comercializagdo entre essas duas empresas. Pode acontecer que embora
os jogadores conhecam as decisoes que foram tomadas em etapas anteriores a cada nova
etapa em que sdao chamados a decidir, eles o facam sems aber o que os demais jogadores
estao decidindo naquela etapa. Aplicaremos o conceito de jogos repetidos para cartéis,

para isso usaremos o modelo de Cournot.

7.1 Modelo de Cournot

Faremos uma breve apresentagao do modelo expressando a fun¢ao de demanda e as fungoes

de custo das duas empresas:

P=100-Q;Q=q + ¢

C1 =4q e Cy = 4qy

Aqui temos as func¢oes de recompensas:



50

m = (100 — g1 — ¢2).q1 — 4@

Ty = (100 — ¢4 — ¢2).q2 — 4¢o

— =100—2g; —go —4 =0 7.1

By q1 — 42 ( )

671'2

— =100—2gs —q; —4=0 7.2

9 q2 — q1 ( )
q1 =100 —2¢, — 4 (7.3)

100 —2.(100 = 2g2 —4) — g2 —4 =10

100 — 200+ 4gs + 8 —ga —4 =0

—1004 3¢, +4 =0

.96 :
G=75 =32=q

T = 1024 = 9

Equilibrio de Nash do Modelo de Cournot: Nao coopera, Nao coopera

7.1.1 Situacao em que as duas cooperam

C

qg =q1 = (q2

m = 100 — 2¢1)¢1 — 4

—— = 100¢q; — 2(]% —4q
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m = 1152

Esse é o equilibrio (Coopera, Coopera) em que as duas empresas cooperam.

7.1.2 Monopdlio

7.1.3 Traicao

Suponha que a empresa 2 mantém ¢°“** e a empresa 1 acredita que nao ha honra entre

ladroes e mantém a quantidade de cournot. O prego de mercado serd p = 100 — g§ormeut —

g5ertel = 100 — 32 — 24 = 44

To = pga — cqa = (44.24) — 4.24 = 960

™ = pq1 — cqp = (44.32) — 4.32 = 1290

Esse equilibrio é o Nao coopera, Coopera

Empresa 2
Empresa 1 Coopera  Nao Coopera
Coopera 1152,1152 960,1280
Nao Coopera | 1280,960 1024,1024

O EN é Nao coopera, Nao coopera e esse tipo de jogo nada mais é do que uma versao
do dilema dos prisioneiros. Os jogadores se veem presos a um equilibrio sub6timo, uma
vez que os ganhos resultantes de desrespeitar o acordo sao suficientemente tentadores
para impedir que os agentes cooperem entre si e atinjam uma posicao que represente uma
melhoria no sentido de pareto. Finalmente, temos um resultado interessante em um jogo
finito do tipo dilema dos prisioneiros, nao temos razao para acreditar que os jogadores

adotarao estratégias cooperativas.
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Vejamos o paradoxo da cadeia de lojas:

Cadeia de lojas

(50,0)
Luta

Desafiante N3o luta

(30,10)

N&o entra

(0, 100)

Uma loja de departamentos deve impedir a entrada de uma empresa desafiante em
15 cidades. Veja que na 15* cidade nao seria racional para a cadeia de lojas lutar contra
a desafiante. Essa informacado é de conhecimento comum entre os jogadores, e nao hé
nenhum ganho de reputacao em impedir a entrada na 14 cidade e assim por diante. As
estratégias dos jogadores, em jogos repetidos (sejam finitos ou infinitos) especificam, dada

a historia do jogo até ali, que agdo tomar em cada etapa do jogo.

Definigao 29. Subjogo em jogos finitos Em um jogo repetido n vezes, um subjogo come-
cando em uma dada etapa do jogo t € o jogo repetido que € jogado de t até a n-ésima (e

ultima) etapa.

Exemplo. Jogo do dilema dos prisioneiros - Primeira Rodada - T1

J2
J1 Coopera  Nao Coopera
Coopera 1,1 -1,2
Nao Coopera 2,-1 0,0

Suponha que os jogadores decidam cooperar na primeira rodada.
Isso significa que podemos somar (1,1) as recompensas representadas no jogo base que
os jogadores obtiveram na primeira etapa. Devemos somar a cada etapa a recompensas

da primeira etapa, por exemplo, se 0 jogo comecga por Nao Coopera, Coopera devemos

somar (2,1).
J2
J1 Coopera Nao Coopera
Coopera 2,2 0,3

Nao Coopera 3,0 1,1
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Se o jogo fosse repetido 3x:

J2
J1 Coopera Nao Coopera
Subjogo comecando de CO,CO Coopera 2,2 0,3
Nao Coopera 3,0 1,1
J2
J1 Coopera Nao Coopera
Subjogo comecando de NO,CO Coopera 3,0 1,1
Nao Coopera 4,-2 2,-1
J2
J1 Coopera Nao Coopera
Subjogo comecando de CO,NC Coopera 0,3 -2,4
Nao Coopera 1,1 -1,2
J2
J1 Coopera Nao Coopera
Subjogo comecando de NC,NC Coopera 1,1 -1,2
Nao Coopera 2,-1 0,0

Na medida que somamos um mesmo valor a todas as recompensas do jogo base, a
estrutura do jogo nao se modifica e, desse modo, o que era o tnico EN no jogo base

continua EN na n-ésima etapa do jogo repetido.

Definicao 30. Qualquer jogo repetido n vezes, em que o jogo base apresente um EN,

possui um unico ENPS que consiste jogar EN do jogo base em todas as n etapas.

Definicao 31. Em um jogo repetido finito, em que o jogo base apresenta mais de um EN,
qualquer sequéncia de combinagoes estratégias que sejam EN no jogo base pode constituir
um ENPS.

Antivirus
Sysop Atualizar Nao Atualizar
Desenvolver 2,1 -1,-2
Nao Desenvolver 0,-1 1,2

Definicao 32. Escolha desenvolver no 1° periodo e entdo, nao desenvolva uma nova
ferramenta no sequndo, e escolha atualizar no primeiro e entao ndo atualizar no sequndo
para antivirus é um ENPS. Como temos 2 EN no jogo base, qualquer combinacio desses

equilibrios em cada etapa pode constituir um ENPS.
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H& também combinacoes de estratégia que nao envolvam um EN no subjogo, podem,

ainda assim, constituir um ENPS.

Fornecedor
Empresa Automobilistica Urgente Normal Rapida
Peca Liga Especial 4.3 0,0 2,5
Peca Aco Comum 0,1 2,2 0,1

H&4 2 EN: (Ago comum, normal), (liga especial, rapida).

Exemplo. Imagine que o jogo seja repetido (2x) ha algum ENPS no qual seja possivel

jogar (liga especial, urgente).

Imagine um contrato por 2 anos em que no primeiro ano a empresa automobilistica
vai solicitar a peca com liga especial a ser entregue com urgéncia e no segundo ano pedira
a mesma peca com entrega rapida. Contudo, se a peca solicitada no 1° ano nao for
entregue com urgéncia, no segundo ela pedird a peca em a¢o comum com entrega normal.
O fornecedor nao possui incentivos a desviar: 1° ganha 3, 22 ganha 5= 3+5=8. Se desviar,
os ganhos sao 5 e 2 = 7. Assim, jogos repetidos n vezes que possuam mais de um EN
no jogo base podem ter ENPS que envolvam resultados, em alguma das n repetigoes, do

jogo base, que nao sejam EN desse jogo.

7.1.4 Jogos infinitamente repetidos: Tentando promover a cooperacgao

Suponha que uma autoridade publica deseja impor uma penalizagao em um jogo de dilema

dos prisioneiros, de tal que forma que os individuos cooperem

J2
J1 Coopera Nao Coopera
Coopera 1,1 -1,(2—2)

Nao Coopera | (2 —x),—1 | (0—z),(0 —x)

O valor de x deve ser tal que a estratégia cooperativa se torne estritamente dominante
em relacao a estratégia nao cooperativa
1>2—-rx—=-1>—-ax—2>1

O problema aqui é que nem sempre a autoridade externa possui informagoes suficientes

para identificar o valor correto da punigao a ser aplicada. Os jogadores podem achar que
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ainda vale a pena sofrer a punicao frente aos ganhos liquidos que podem obter. O niimero
de jogadores também pode auemntar excessivamente o custo de coagao por parte de uma
agéncia reguladora.

Contudo, a cooperagao pode ocorrer se os jogadores nao sabem quando o jogo termina.
O processo de iteragao estratégica é dito infinito nesse caso.

Quando abordamos o tema de recompensas futuras, em jogos repetidos infinitamente,
devemos descontar o recebimento de valores futuros. Por exemplo, 1 real hoje vale cer-
tamente mais do que 1 real daqui a 2 anos. Vocé pode simplesmente pensar no custo de
oportunidade de ter esse valor monetario e das oportunidades de investimento.

O fator de desconto incorpora a incerteza dos jogadores quanto ao término do processo
de interacao estratégica.

Seja § € ]0,1] o fator de desconto associado a uma taxa de juros r>0.

B 1
14

Se os jogadores possuem preferéncias intertemporais e haja ao mesmo tempo uma

probabilidade de o jogo terminar a cada repeticao, o fator de desconto teria de considerar

essas duas dimensoes.

I—p
5 =
147

Sendo p a probabilidade do jogo terminar a cada repeticdo. Suponha que o jogador

receba a recompensa de 1 real a cada periodo. O valor presente pode ser obtido da seguinte

forma:

1416+ 16% + 18° + ...
Sabendo que <1, temos a soma dos termos de uma progressao geométrica

1
S=1-35

ou o valor presente descontado.Vamos analisar o dilema dos prisioneiros sob uma estratégia

chamada gatilho (trigger).

Definicao 33. FEstratégia trigger
E uma estratégia que determina, para o jogador que a adota, sequir um curso de a¢do
contando que uma determinada condig¢do é satisfeita, e caso essa condicao deixe de ser

atendida, o jogador deve sequir outro curso de a¢ao.

Definicao 34. Estratégia Grim (severa)
O jogador adotard a estratégia coopera, desde que o outro jogador assim o faca. Se

o outro jogador deirar de cooperar, o primeiro nao cooperard mais durante o restante do

jogo.
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Definicao 35. Estatégia Tit-for-Tat

O jogador cooperard na primeira rodada e observard o comportamento do outro joga-
dor. Na segunda rodada, ele fard o que o segundo tiver feito na rodada anterior e assim

por diante.

Se a estratégia severa fosse aplicada ao dilema dos prisioneiros:

Suponha que J2 decida ndo cooperar na 1? rodada e J1 esta adotando a estratégia grim,
ou seja, cooperard na primeira rodada e punird o J2 se ele ndo cooperar. A recompensa
J2 é:

24+00+06%+..=2

Se J2 também adota a estratégia severa, entao ambos cooperam, e os ganhos sao :1%5.

Qual seria o melhor para J27

1 1
2 _
1—6> 0uS>2

Se d > %, ¢ melhor para J2 sempre cooperar. Em geral é mais vantajoso cooperar para
os jogadores a nao ser que 6 — 0. Se J2 decide cooperar até a etapa t e depois trai, a

regra ¢ a seguinte

st
1—90

Essa andlise nos leva a seguinte definicao:

> 2.68' ou seja > 2

1
1—90

Definicao 36. Subjogos em jogos infinitamente repetidos

Definigcao. Em jogos infinitamente repetidos, um subjogo comegando em uma dada etapa
do jogo t é o jogo repetido, o qual é jogado da etapa t em diante. Desse modo, jogos
infinitamente repetidos, cada jogo que se inicia em uma determinada etapa ¢ idéntico ao

jogo original.

Teorema 2. Em dilemas dos prisioneiros infinitamente repetidos, dadas as recompensas
dos jgoadores, se o fator de desconto for suficientemente elevado, isto €, se os jogadores
forem suficientemente pacientes, a cooperacao pode ser sustentada por meio da adogdo de

uma estratégia severa.

Definicao 37. ENPS em jogos infintamente repetidos. Dizemos que um conjunto de
estratégias constitui um ENPS em jogos infinitamente repetidos quando, para qualquer
que seja a historia do jogo até uma dada etapa, essas estratégias maximizam o valor

presente das recompensas para os jogadores, daquela etapa em diante

Nesse exemplo que apresentamos, ha 2 ENPS: cooperar adotando a estratégia severa

€ nao cooperar.



57

7.1.5 Muitas possibilidades de cooperacgao

Suponha que ¢ é uma série de recompensas em que cada v; é diferente um do outro. Cabe
destacar que os Vis podem ser iguais entre si, mas deve haver pelo menos um v; que seja
diferente. Seja V a soma descontada da série de recompensas. Para que o jogador seja
indiferente entre v; + v9 +v3 + ... e a + a + a + ... o valor presente das se ‘ries deve ser

igual

. a
1=

a ou v(1 — 9) sdo definidos como a recompensa média desocntada da série de recom-

Vv

—-Vl-=6§)=a

pensas vy + vg + v3 + .... Se multiplicarmos a ou V(1 — §) por (1 — ) obteremos o valor

médio dessas reocompensas por periodo.

(-1,2) -~ 2 Recompensa J2

TIE—

1 """‘-.(‘1'1)
05 -

g . RecompensaJl

O““"'--—-,_,_V “\.“\
-1 -05 %(0,0) TT—es 1 15 2
05 -

4 e (21)

Os pontos indicam as recompensas dos jogadores no dilema dos prisioneiros. Vetores
obtidos como médias ponderadas das recompensas (em que a soma dos pesos é igual
a 1) sao chamadas de vetores factiveis do jogo base. O ponto chave desses vetores é
que se o fator de desconto for muito préoximo de 1, o conjunto das recompensas médias
descontadas geradas por um jogo infinitamente repetido é aproximadamente igual ao
conjunto de vetores factiveis do seu respectivo jogo base.

Sejaa=0b=0,5entdao a+b=1. O vetor (%, %) pode ser obtido pela média ponderada
dos vetores (0,0) e (1,1). a(0,0)+b(1,1)=(3, )

Suponha que os jogadores cooperem na primeira rodada e a partir dai alternem entre
a estratégia nao coopera e coopera. ESsa combinagao de estratégias produz uma série de

recompensas para cada jogador:

1+ (0.6) + (1.6%) + (0.6°) + ...

1—62
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Para chegar a recompensa média bastar multiplicarmos por (1 — )

1 1 1
179 = (1+5)(1—5)'<1_5)_ 146
5 1 1
Se5—>16nta01+6—>§

Undefined Theorem Name. Teorema Popular (Folk Theorem)

1. Para qualquer fator de desconto ¢ € ]0,1], a recompensa média descontada de cada
jogador em qualquer EN de um jogo infinitamente repetido cujo jogo base é um

dilema dos prisioneiros é, ao menos, a recompensa de ambos nao cooperarem.

2. Se (z,y) é um vetor factivel de recompensas de um dilema dos prisioneiros, e as
recompensas determinadas por (x,y) para os dois jogadores sao estritamente maiores
do que as recompensas determinadas pelo EN do dilema dos prisioneiros, entao existe
um § < 1 para o qual (x,y) representa médias descontadas dos dois jogadores em

um EN perfeito no jogo infinitamente repetido.

3. Para qualquer § € ]0,1] o jogo infinitamente repetido do dilema dos prisioneiros
possui um EN perfeito emm que a recompensa média descontada dos jogadores é

dada pela repeticao da estratégia (Nao coopera, Nao coopera).

Se o fator de desconto fosse préoximo de 1, os equilibrios estariam na area hachurada

(L2)o > RecompensaJ2
T
1,1
) (1,1)
s
N Recompensa J1
B ———
1 -0.5 00,00 % 1 15 2
05
1 N (2,-1)

Caso os jogadores sejam suficientemente pacientes ha um ntimero infinito de estratégias

que combinam cooperac¢do em maior ou menor grau e podem compor ENPS
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7.2 Estabilidade em cartéis

Suponos que as 2 empressas produzam a metade da quantidade de monopédlio no 1°
periodo e a partir dai continuam repetindo esse procedimento se a outra firma o fizer,
caso contrario produzir dai por diante a quantidade do equilibrio de Cournot.

Sabemos que :

T monopolic = Teartel
2

Se a empresa (uma delas) ndo coopera:

Tne = Teartel = Teournot

Se as duas obedecem ao cartel:
Tleartel + 57Tcartel + ...
Teartel

I

Suponha que uma das empresas nao obedece a quantidade de cartel na 1* rodada:

2
Tne + 57rcournot + 5 T cournot + ...

om t
7Tnc + 1CO_’U,T’;LO
O cartel se sustenta se:
Teartel T+ 67Tcou7‘not
1—-6 e 1—-6

7T-C(”'tel_7Tcou7"not

1—-9

> e

T cartel —Tecournot >1— (5
Tne

Teartel = (1 - 6)7Tnc + (57rcournot

Teartel — Tne > 5(7rcournot - 7Tnc)

Tine — Teartel
— <9

Tne — Teournot
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8 Jogos Simultaneos de informacao incompleta

Imagine o problema de uma multinacional que contrata fornecedores, sendo que esses po-
dem agir irresponsavelmente desrespeitando regras trabalhistas ou ambientais. Digamos
que o custo de contratar mao de obra terceirizada de um pais emergente é mais barato

para a grande companhia. Representaremos o jogo sendo o fornecedor responsavel.

Multinacional
Fornecedor Responsavel Contrata Nao Contrata
Age Resposavelmente 2,2 0,-1
Age Irresponsavelmente -1,-2 -1,0

O problema, contudo, é que quando o preco oferecido pelo fornecedor em uma nego-
ciacao € baixo, e a empresa multinacional nao sabe se esse preco baixo é resultante de
economias de escala e de escopo ou apenas de um comportamento socialmente irrespon-

savel pode ser oriundo de uma legislagao fragil ou de problemas de regulacao.

Multinacional
Fornecedor irresponsavel Contrata Nao Contrata
Age Resposavelmente -1,2 0,-1
Age Irresponsavelmente 2,-2 1,0

O problema da empresa multinacional é identificar em qual dos jogos ela se encontra.

Definicao 38. Informacao completa. Um jogo € dito de informacao completa quando as
caracteristicas dos jogadores nao sao de conhecimento comum, o que tem consequéncias
sobre as recompensas dos jogadores, uma vez que € por meio dessas recompensas que

expressamos, em jogos, a natureza dos jogadores.

Em jogos de informacao incompleta, temos um pseudo jogador chamado Natureza,
que escolhe ou atribui a probabilidade p € [0,1] ao tipo do evento. Em nosso exemplo
anterior, ao jogador (fornecedor) ser responsavel ou irresponséavel.

Nesse tipo de jogo é possivel que um jogador possa inferir a probabilidade dos demais
jogadores serem de determinado tipo a partir dos eu préprio tipo. Por simplicidade,
supomos que os jogadores possuem tipos independentes e comaprtilham de uma crenca
prévia comum em relacao a escolha da natureza. Transformaremos o jogo de informacao

incompleta em um jogo de informacao imperfeita.
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Age responsavelmente

Fornecedor

Responsavel (p)

Age irresponsavelmente

Natureza

Age responsavelmente
Irresponsdvel (1-p)

Fornecedor

Age irresponsavelmente

NC

A empresa multinacional ndao sabe a verdadeira caracteristica do fornecedor e se vé

obrigada a formar uma crenca em relacao ao tipo que ele pode ser.

Vamos calcular as recompensas do fornecedor:

Multinacional
Acao Contrata Nao Contrata
ARAR | 2p+ (—1)(1 —p)=3p—1 Op+0(l—p)=0
AR,AI 2p+2(1 —p) =2 Op+(l—p)=1-—p
ALAR | —p+ (=11 —-p)=-1 —p+01—p)=—p
ATLAT | —p+2(1—p)=-3p+2 | —lp+(1—p)=—-2p+1

Analogamente, podemos calcular a recompensa da multinacional. Expressaremos to-

das as informacaoes reunidas em uma tnica tabela

Multinacional
Acdo  Contrata Nao Contrata
ARAR | 9p-1,2 0,1
AR,AI 2,4p-2 1-p,-p
ALAR | -1, 4p+2 -p,p-1
ALAT | -3p+2,-2 1-p,0

A forma estratégica do jogo da subcontratacao é um exemplo da forma estratégica

bayesiana e o jogo é um jogo bayesiano simultaneo.

Definicao. Equilibrio de Nash Bayesiano
Um equilibrio de Nash Bayesiano é aquele em que a combinacao de estratégias adotadas

pelos jogadores maximiza as recompensas de cada jogador, dadas as estratégias dos demais
jogadores, seus tipos e as probabilidades atribuidas aos tipos dos demais jogadores.

Por simplicidade, assumiremos o valor de p=0,5 para solucionarmos o jogo:
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Multinacional
Acao  Contrata Nao Contrata
AR AR | 0.5,2(c) 0,1
AR,AT | (1)2,0(c) (1)0.5,-0.5
ATLAR | -2, 0(c) -0.5,-0.5
ALAI 0.5,-2 0,0(c)

Para um p=0.5 o ENB ¢é {(AR, AI),C}.

8.1 Modelo de Cournot com informacgao incompleta
8.1.1 Apenas uma empresa possui custos desconhecidos

Suponha que a empresa 1 pertenca a um grupo homogéneo de empresas e que todas
possuem a mesma tecnologia e os mesmos custos, sendo esses tltimos de conhecimento
comum. Contudo a empresa 2 pertence a uma populacao que se divide em dois grupos:
um de custos elevados e outro de custos baixos. Suponha que ha p chances da empresa
ser de baixo custo e (1 — p) se der de alto.

Seja um mercado compartilhado por essas duas companhias:

p(Q)=A—(q1+q)

Se a empresa 2 for de baixo custo:

g =Cqf

Se for de alto ¢ = Cq4' com ¢, > ¢

A funcao de recompensa da empresa 2 é:
Ty =(A-a - &)a —Cpaty
5 =(A—q—@).q — Cags
Em relacdo a empresa 1, seus custos podem ser representados por:

Ci =cqu

A funcgado de recompensa da empresa 1 é:

m=01-p)(A—q—¢)a+pA—a—a)a —cq



63

or
67;=p~(A—2Q1—qé4)+(1—p)(A—2q1—QQB)—CZO
A=2q —pg; —(1—p)gy —C =
. A-pg —(1-pg’-C
q, =
2
o N A-Cp—q 4
WEA:A_CH—QQQ —CAZOAf:%
orB A-Cg—aq1
ﬁzfl—m—quB—CB:O%f:(bB

. A-C pA-Cs—q) —-(1-p)(A-Cp—gqi)
2’ 2 2

q = 9

L _2A-pA—(1-pA 20+pCs+(1-p)Cs  par , (1-plas

gl 1 4 T T
., A=20+pCs4+(1—-p)Cs ¢
h= 1 T

3 A—20+pCA+(1—p)CB

4 4
., A—=2C+pCy+(1-p)Chg
q, =
3
% A—20+p(C’A—CB)+CB
q, =
3
A_A_CA 0
=" "9
1 A+2C —p(Cy —Cg)—-C
- L[4m0y ARG -]
3
A_l 3A—3CA—A+20—])(CA—CB)—CB
q2_§' 3

A 1 |:2A+20—3CA—}?OA+])CB—OB:|
) 3

|:2A+20—30A —pCy+pCp — OB:|
’ 3
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4 2(A+C—=Ch)+p(Cp—Cy)—Cp—Cy

4> = 6
4 2A4+C—Ca)+p(Cp—Cs)—Cp—Cy
4z = 6
A-C 1
QZB: 9 B—§Q1

B_l 3A—3CB—A+20—]?(CA—CB)—CB
CI2—§ 3

B _ 1 2A+20—303—p(CA—C'B)—C'B
D) — 9 3

B _ 1 2A+20—403—p(CA—CB)
qz ~ 9 3

B:A+C—QCB p(CA—CB)

qs 3 6

B 2(14—}-0—203)-]9(0,4-03)
4y = 6

8.1.2 As duas firmas possuem custos desconhecidos

Suponha que ha uma probabilidade # da empresa 1 possuir um custo do tipo Cg e 1 — 0
dos custos serem C'y. Considere que C'y > Cp e que 6 € (0,1). As mesmas condigdes sao

validas para a empresa 2. Considere uma demanda linear:

p(Q) = A—b(q1 + )

E que CF = ckgl para k € {B, A}. A funcio de lucros da empresa 1 é dada por:

m = 0[(A—bgf —bgd) — | gf + (1 - 0) [(A— bt — bgg) — cf| o
A escolha de ¢; é dada pela seguinte condicao:

on
gk =A== [oval + @)+ 001 = )01 + )] = 0
1
Sabemos que em um ENB as firmas irdao escolher a mesma quantidade no 6timo, entao

teremos que:
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e ainda que os custos serao:

Podemos derivar duas condigoes, da condi¢ao de primeira ordem da empresa 1:

A—c? — [3¢"0b+b(1 - 0)(2¢" + ¢*)] =0

A= = [0b20" + ¢”) + 3bg* (1 - 0)] = 0

Subtraindo a primeira equagao da segunda teremos que:

q +

Rearranjando a primeira equacao:

A—cP —bg? (0+2)—b(1—-0)¢* =0

Inserindo ¢” na equacdo simplificada:

qA:SlblA—cA—l—g(cB—cA)]

Inserindo ¢# em:

Teremos que ¢7:
1 (1—6)
B_ 11,4 B, U004 B
q = o [A c” + (c c )]

8.2 Desenho de mecanismo

Definigao. Informacao Privada
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Uma informagao relevante para o jogo é privada quando ela nao é do conhecimento de

todos os jogadores.

Um exemplo simples de desenho de mecanismo é a privatizacdo de uma empresa pt-
blica. Um mecanismo formulado corretamente pode produzir um resultado mais interes-
sante para quem desenha (formula) as regras do jogo. Nesse caso, o governo nao conhece
o tipo do comprador. Supomos que héa dois tipos possiveis: aquele que valoriza muito o
aquele que valoriza pouco a empresa publica.

De acordo com seu tipo, o comprador pode estar disposto a pagar um valor “a” de
alta avaliacdo ou o valor “b” de baixa avaliacdo. a>b>0. Uma hipdtese basica do jogo é
que o comprador buscard maximizar o excedente extraido na compra da empresa.

Dado o valor v pago pela empresa, se o comrpador valoriza muito a empresa ele extraira
um excedente (a-v). Caso ele valorize pouco (b-v).

O governo atribui uma probabilidade p do comprador ser do tipo “alta avaliacao” e
(1-p) caso ele seja de baixa avaliacao.

Por simplicidade, vamos atribuir valores a esses parametros, a=30, b=10 e p=0,5.
H& duas possibilidades que produzem o mesmo resultado do ponto de vista pratico. A
primeira é perguntar o quanto o comprador esté disposto a pagar e a segunda ¢é estabelecer
um preco que o comprador independentemente de qual for o seu tipo podera pagar.

No primeiro caso, como a>b, o comprador que mais valoriza a empresa declarara que
é do tipo que valoriza menos. A consequéncia que o valor de venda da empresa serd
v=Db. Nao ha como o comprador conseguir um valor inferior a b , visto que o tipo dos
compradores sao de conhecimento comum.

a-v=a-b=30-10=20 milhoes

Suponha que o governo estabeleca um mecanismo em que a venda estaria assegurada
para um v>b. Suponha que v=17. Se v<b ha p=50% da vende ser concretizada. Com
v=17, o comprador de baixa avaliacao preferird nao correr o risco de nao efetuar a compra
fazendo a oferta mais baixa. Mas valerd a pena para o comprador de alta avaliacao? O
excedente desse comprador seria de 13 (30-17). Por outro lado, se o comprador de alta
avaliaao oferece o preco mais baixo, seu excedente esperado ¢ de: (a —b) 4+ £(0) =
1(30 —10) =10

Claramente para o consumidor de alta avaliacao vale a pena pagar o preco mais alto.

E para o governo? Para um comprador de alta avaliacdo ha 50% da venda ser concre-
tizada, ja para um de baixa ha 50% de vender e 50% de nao realizar a venda. Devemos

multiplicar (1-p) por % . Como p = % a receita esperada do governo sera:

17(0,5) + 10(0, 25) + 0(0, 25) = 11

Como 11>10, esse mecanismo ¢ melhor para o governo.

Vamos considerar outro mecanismo para a venda. Suponha que a um valor « sufici-
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entemente alto, o governo vende a empresa. Ji a um 5 < o hd uma probabilidade (1 —0)

de que o governo cancele a privatizacao.

a—a>0(a—p)

O comprador de alta avaliacao prefere comprar a empresa pagando um valor a mais
elevado, desde que o excedente obtido ao comprar certamente seja no limite igual ao

excedente esperrado de pagar um [ mais baixo

>a—9
=179

Um comprador de baixa avaliacao preferira ofertar o valor baixo [ se:

6(b—8)=b—a

Ele preferira correr o risco de nao comprar, oferecendo o valor baixo, desde que o
excedente que ele espera obter, pela diferenga entre sua avaliagcao e o valor baixo, dada
a chance de a privatizacao ocorrer, seja pelo menos igual ao excedente que ele obtém com

certeza, pagando o valor mais elevado.

b<a_06
- 1-0

Combinando esses dois resultados temos que

a—95>
Z7_9 =

Essa é a restricao de compatibilidade de incentivos. Gragas a ela cada comprador tem

b

a

a intencao de selecionar o valor pago mais adequado ao seu tipo

a>aeb>p

Essa restri¢ao indica que nao haverd coeragdo (ninguém pagard um prego superior a
sua avaliagdo. Essa restricao se chama de restricao de racionalidade individual. A funcao

de receita esperada do governo é:

pa+(1—p)os

Devemos encontrar «, 3,0 que maximizam a receita esperada do governo.
Maximizar pa + (1 — p)@ sujeita a

a—@@zbouaza—Qﬂ

>
=19 1-6
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a—00
1—46

Note que as fungoes sao lineares, mas o conjunto restrigao é convexo e fechado. Usando

a>ab>poub<

as solugoes de canto a = a e b = 5 dizemos que o fornecedor que valoriza a compra pagara
o valor mais alto e o que menos valoriza escolherda um b = [ ou seja, ainda ha uma chance

(1 — 0) do cancelamento da venda. Organizando a receita do governo

pa + 0(b — pa)

Ha& dois casos possiveis:
b < pa — nesse caso, 0 governo nao privatiza e faz § = 0

b > pa — mnesse caso, o governo deve fazer # = 1 e vender com certeza.

8.2.1 Principio da revelagao

Suponha que tenhamos dois tipos de jogadores r(s,y, A) ou r(s,y, B) sendo essas suas
fungoes de recompensas. Temos que A e B sao os tipos dos jogadores, s é a estratégia e y
é o resultado, ou ganho. Suponha também que a atribuicdo determinada pelo mecanismo

é incentivo compativel, o que significa que nenhum outro jogador prefere outra estratégia.

r(s®y*, A) > r(s,y, A)

(s’ 4, B) > r(s,y, B)

O problema do jogador desenhista que elabora o mecanismo é encontrar uma alocacao
compativel em incentivos que, uma vez adotada pelos jogadores voluntariamente, produza

a melhor recompensa possivel para o jogaodr que desenhou o mecanismo.

Definicao. Mecanismo direto
Um mecanismo de revelagao direta (direto) é um jogo bayesiano simultaneo, no qual os
jogadores informam seu tipo a um arbitro, o qual utiliza essas informagoes para determinar

a recompensa dos jogadores.

Definicao. Principio da revelacao
Um mecanismo direto ¢ dito incentivo compativel se para os jogadores informar o seu
verdadeiro tipo é um equilibrio de Nash bayesiano. Qualquer ENB pode ser representado

por um mecanismo direto compativel em incentivar.

8.3 Aplicagcao de jogos de informacao incompleta: Leiloes

O problema ao se desenhar um leildo ¢ garantir que a utilidade do leiloeiro seja maximi-

zada.
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Elementos bésicos

Definicao. Regras do leilao
Chamam-se regras do leilao o conjunto de normas que definem quem pode realizar
lances, como esses lances podem ser efetuados, que tipo de lance pode ser aceito, como o

leilao se desenvolve, como o vencedor ¢ determinado, etc.

Definicao. Ambiente do leilao

E formado por um conjunto de arrematadores do leilao, o valor que esses arrematadores
atribuem a esse objeto.

Os leiloes podem adain ser abertos, se qualquer um pode realizar lances, ou fechados,
se ha alguma determinagao prévia dos arrematadores. E muito comum que seja atribuido
um lance minimo.

Citamos alguns tipos de leiloes:

« envelope lacrado (selado);
e oral;

e lances ascendentes;

e lances descendentes; e

o simultaneos

e O leilao de 1° preco, o arrematador faz o maior lance. No leilao de 2° prego (Vie-
kerey) o vencedor paga o segundo maior lance. Um leildo inglés é um leildo oral
de lances ascendentes (1° prego). Um leilao holandés é um leilao oral de pregos

descendentes.

8.3.1 Leilao simultaneo de envolopes lacrados

Definicao. Dizemos que um ambiente de leilao é caracterizado por valores independentes
privados quando o ntimero de arrematadores é fixo e cada arrematador conhece apenas a
sua avaliagao do objeto do leilao, ignorando a avaliacao dos demais.

Esse ambiente do leilao na perspectiva de teoria dos jogos trata-se de um jogo de
informacao incompleta. Cada jogador possui uma crneca v; sobre os valores dos demais

arrematadores V; € [Viuin, Vinaz|. A funcao de oferta dos arrematadores é dada por:

S; = Si(”i)

A funcado de recompensa de um jogador m;(s;) de um leilao de 1° prego sera de:
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v; — si(v;) ses; > sVi#£ g
mi(si) = o

0 ses; < s;para algum i # j
Supomos que ha apenas dois arremateadores em um leilao: o jogador i e o jogador j.
Vamos considerar que esses jogadores acreditem que suas avaliacoes do leilao se distribuem

uniformemente no intervalo [0,1].

Definicao. Recompensas condicionais

As recompensas condicionais de um jogador sao suas recompenssas ponderadas pela
probabilidade de que uma determinada combinacao de estratégias se verifique.

Suponha que j faca um lance exatamente igual a metade do que ele acredita que o

objeto leolado valha.

Sj:

2

A recompensa esperada do jogador i sera:

mi(s) =0 x P{s; < %ﬂ} + (83 — v;) P{v; > %J} +0,5z(s; — v;) X P{s; = %J}

a probabilidade de que o jogador i faga a mesma oferta do jogador j tem de ser
ponderada pela probabilidade de que ele ganhe o sorteio.

Se a avaliagao é uniformemente distribuida a P{s; < 2} — 0

mi(si) = (v; — ) P{s; > %}

Como a distribuic¢ao é uniforme, a probabildade de ae0, 1] é exatamente “a”. Vejamos
quais valores P{s; > %} pode assumir. Inicialmente, 2s; , se 2s; > 1. Entao P{2s; >
2} = minf{2s;,1}. s > 4
funcao de recompensa de i de tal modo que:

reduz a recompensa esperada de 7. Podemos reescrever a

7Ti(£i> = (Ui — Si) X 28i

8,- Q
aZZZQUZ—4Sz:0—>SZ:1;

A melhor resposta de i é a estratégia do jogador j de oferecer metade do valor que

o objeto do leilao vale é justamente fazer o mesmo. Esse resultado é sempre valido se
os jogadores forem indiferentes entre receber um valor com certeza ou receber o valor

esperado.
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8.3.2 Leilao de Vickrey

Nesse caso, temos 3 possibilidades:

1. v; > v; — o jogador i corre o risco de perder se ofertar s; < v;. Se 5; < v; < v; i
pode oferecer menos do que o objeto vale para ele e menos do que vale para j, sendo

esse ultimo o vencedor.
2. v; = v; — Nesseo caso a recompensa ex-post é sempre nula.

3. v; < v; — Aqui o risco é o de ganhar o objeto do leildo pagando mais do que ele
vale. A forma de i evitar isso é ofereecer o que realmente ele acha que vale. Temos
um EN em que os dois jogadores oferecer pelo objeto do leilao a sua verdadeira

avaliacao.

8.3.3 Leilao Holandés, Leilao Inglés e Equivaléncia Estratégica entre Leiloes

No leilao holandés, o leiloeiro reduz o preco até que um dos jogadores indique que deseja

comprar o objeto do leilao ao preco corrente

S; = 81'('1]1')

A recompensa ex-post de um jogador m; no caso de um leilao holandés sera:

v — si(v;) ses; > sViF# g
71—2'(32') =
0 se s; < s;para algum @ # j

No leilao holandés e no de primeiro preco com envelope lacrado, os jogadores irao se
comportar do mesmo modo.

Vamos imaginar um leildo inglés em que o preco é aumentado progressivamente a partir
de um minimo e aparece em um leilao na frente de todos os jogadores. Cada jogador se
inscreve no leilao e anuncia sua saida quando o preco ultrapassa um valor que considere
aceitavel. Ao fazer isso, ele nao pode retornar ao saldo.

O vencedor é aquele que paga o prego diante da desisténcia do penultimo jogador.

v; — s, ses; > s onde s’ é o segundo maior prego
mi(8i) = . .
0 ses; < sj para algum ¢ # j
Essa é a mesma func¢ao ex-post do leilao de Vickrey Suponha que um recurso possua o
mesmo valor para todos os jogadores. Esse leilao é chamado de valor comum. O problema
é que as crengas e informagcoes sdo diferentes entre os jogadores. Em outras palavras, o
vencedor serd aquele que superestimar o valor do objeto leiloado. Essa é a chamada

maldicdo do vencedor.
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9 Equilibrio Perfeito Bayesiano e Sinalizacao

Teorema. Teorema de Bayes: Seja um conjunto de eventos mutuamente excludentes
Ay, Ag, .. A, do espaco amostral S, sendo que a probabilidade de qualquer um desses even-
tos € diferente de zero e o conjunto desses eventos esgota todas as possibildiades do espago
amostral S.

Para qualquer evento B C S com probabilidade diferente de zero, temos:

A, prob(Aprob(£)
Pmb<§> Y prob(A i).prob(%)

2

comi=1,...,n

Suponha que uma empresa de jogos eletronicos estd decidindo se faz ou ndo uma
proposta de aquisicado de uma concorrente. Contudo, a empresa compradora nao possui
informacgao segura sobre as perspectivas de um novo jogo recém lancado pela concorrente.

Apds uma pesquisa cuidadosa, a empresa compradora avalia que ha uma chance de
50% de o jogo ser bem sucedido. Além disso, a empresa comrpadora usou como base uma
pesquisa sobre a empresa langadora do software.

A projegao consiste que fracassos de programas se mostram bem sucedidos em 10%

das vezes e também sucessos acabam por fracassar em 30%.

Projecao
EstadoQ)  Xi(sucesso) Xs(fracasso)
Qy (sucesso) 0,9 0,1
Qy(fracasso) 0,3 0,7

Entao as probabilidades condicionais de sucesso e fracasso podem ser expressas por:

Q0 prob(Qz)prob(&)
prob(=) = e
Xoo prob(Q)prob(g2) + prob(Sh)prob(gh)
Q9 0,5x0,7 0,7
pily 0 X, ==L 0,875
o) = 05 x0,740.5% 0.1 0.8
N prob(Ql)prob(&)
prob(=—) = - -
Xo™ prob(Qs)prob(&) + prob($h )prob(Q—)

0,5x0,1 1
0,5x0,7+0,5%x0,1 8

=0,125

A probabilidade de 87,5% de chances do jogo ser um fracasso da uma boa margem

para os executivos desistirem da compra.
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9.1 Equilibrio Perfeito Bayesiano em Jogos Sequenciais de In-

formacao Incompleta

Vamos pensar num jogo de contratacdo. A empresa prestadora pode ser confiavel ou nao

confiavel que pratica o Hold-up.

Definicao. Hold-up

Uma vez que o contrato esteja assinado a empresa que prestard o servico barganha
por melhores condi¢des no contrato.

A empresa contratante sabe apenas qual é a probabilidade da empresa prestadora ser

confidvel ou nao confidvel.

N&o Oferece ~
Prestadora ;0 € 2
(0,0) @ A X
Confiavel (p) Oferece g Lo
: ]
]
Natureza 1 1
* L
1 1
1 I
Confiavel (1-p) Oferece 1-q% | C_~(1,-2)
(0,0) ® [
~ i !
Nao Oferece Ay NC (-1,0)

Definicao. Um contratante ndo consegue observar o tipo da prestadora, contudo pode
observar se a prestadora oferece ou nao um contrato. Em funcao disso a contratante

possuira uma crenca atualizada.

EC
q = prob(=5-)
EC =empresa confiavel
ENC = empresa nao confiavel
O = oferece
NO = nao oferece
prob(EC’)prob(E%j)

<= prob(EC)prob(Egc) + prob(EC)prob(%)

Definicao. Equilibrio Perfeito Bayesiano
Uma combinacao de estratégias dos jogadores, assim como as crengas em relagdo aos
nés em todos os conjuntos de informacao, é chamada um equilibrio perfeito bayesiano se:
(a) as estratégias de cada jogador resultam em agoes Otimas;
(b) as crengas dos jogadores sdo consistentes com o teorema de Bayes sempre que

possivel.
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Definicao. Equilibrio Separador

Quando os jogadores se comportam de maneira diferente no equilibrio, de acordo com
seu tipo.

Se os jogadores se comportam da mesma maneira independentemente do seu tipo
dizemos que o equilibrio é agregador.

H&4 um algoritmo para a determinagao do Equilibrio Bayesiano

1. Inicie com uma estratégia da prestadora, seja ela separadora ou agregadora.

2. Se possivel, calcule q empregando o teorema de Bayes. Se nao for possivel, sera

necessario testar valores para q com os passos a seguir.
3. Dado q, calcule a agao 6tima da contratante.

4. Confira se a estratégia da prestadora é a melhor resposta possivel a acao da contra-

tante.

Ha 4 componentes potenciais de equilibrios:

Equilibrio Separador I: (NO,O)

Equilibrio Separador II: (O,NO)

Equilibrio Agregador I: (O,0)

Equilibrio Agregador II: (NO,NO)

A 12 estratégia é da prestadora confidvel:

Vamos aplicar o roteiro anterior para avaliar cada um desses equilibrios:

Equilibrio separador I: Se a empresa confiavel nao oferece entao q=0. A ac¢ao étima
da prestadora é NC. Entao a prestadora preferira nao oferecer para nao incorrer no custo
de enviar o contrato. Assim nao hd um ENB que a prestadora jogue (NO,O).

Equilibrio separador II: Temos que q=1 e a contratante ira contratar. Sabendo disso
a empresa nao confiavel preferiria oferecer o contrato. Assim nao ha um ENB em que a
prestadora jogue (O,NO).

Equilibrio agregador I (O,0): Aqui a regra de Bayes determina que q=p. A contratante
escolherd como estratégia Gtima contratar se 2p+ (—2)(1—p) > 0 — p > 3. Se isso ocorre
h& um ENB representado por ((O,0),C).

Equilibrio agregador IT (NO,NO): O Teorema de Bayes se justifica se a contratante
escolher nao contratar. A contratante espere por um resultado ruim sempre. Isso ocorre
sempre que q < % Assim hd um ENB [(NO,NO),NC].
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9.2 Jogos de sinalizacao

Um sinal pode fazer toda a diferenca em relacao a sua produtividade. Por exemplo, o

diploma de uma boa instituicao pode abrir portas no mercado de trabalho.

E

(3,9) . E .
Chef] £, Chefia
;Ja“ NPG PG A (5,9)
1 T 1
I 1 q I 1
{314) Subalt (p) 1 \
’ a:r' emq] AP 1/4 :rSuba?terno (-1,4)
1
I 1 I I
: : Natureza * :, !
1 1 1
(9,0)~_ chefia | 3/4 N
v (1-p) BP 1-q Iln Chefia—(2, 0)
) 1
\ ] 1
3,4 \ v
{ S)ubaltern.:}..'J NPG PG Sub“arftern (4,4)
E E ’

Analisaremos o equilibrio (PG,PG) sendo que a 1° agao é do candidato AP. Se ¢ =
1 entdo a recompensa esperada do empregtador serd: 9(%) + 0(2) — se contratar um
candidato para chefia.

4(3) +4(2) = 4 — se contratar o candidato como subalterno, ndo ha um equilfbrio
agregador em que o candidato BP escolha PG.

Se ambos escolhessem (NPG,NPG) e p = i o empregador nao consegue dicernir entre
um candidato AP e de BP. Nesse caso, o né superior direito nunca sera atingido, bastando

que q seja compativel a:

9¢ +0(1 —¢q) < 4(q) +4(1 —q)
1<

Entao ((NPG,NPG), (subalterno, subalterno)). Vejamos (NPG, PG) terfamos p=1 e
q=0 com isso o empregador adotaria (chefia, subalterno). Nesse caso PG nao seria étimo
para BP. Essa estratégia nao faz parte de um equilibrio. Por fim, (PG,NPG), terfamos
p=0 e q=1 e assim o equilibrio separador sera: ((PG,NPG),(chefia,subalterno)) com p=0
e g=1.
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