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1. Introducao:

1.1 Numeros Reais R
Conjuntos numeéricos:

- Nomeros Naturais: N = {1,2,3,...}

- Ndmeros Inteiros: Z = {...,-2,-1,0,1,2,... }

- Nimeros Racionais: Q = {x\x =L comm,n € Z*}

- Numeros Irracionais: Q' . Ndo podem ser escritos em termos de uma fragao.
Ex.:me J2,...

Observacao: Assista a videoaula do projeto GAMA para saber mais sobre conjuntos numéricos
https://www.youtube.com/watch?v=03wxeOoQSUY

Desigualdades

i)a < b < b—a é positivo
ii)a>b < a—b é positivo
ia<bea<boua=hb
V)a>b e a>boua=>b

1.2 Intervalos:

- Intervalo aberto limitado: (a,b) = {x\a < x < b}. Representagao grafica:
- Intervalo fechado limitado: [a,b] = {x\a < x < b}.Representacao grafica:
- Intervalo semi-aberto ou semi-fechado limitado: (a,b] = {x\a < x < b}
[a,b) = {x\a < x < b}

- Intervalo aberto ilimitado: (a,©) = {x\x > a}

(—o0,b) = {x\x < b}
- Intervalo fechado ilimitado: [a, ) = {x\x > a}

(—o0,b] = {x\x < b}

Observacao: Assista a videoaula do projeto GAMA para saber mais sobre intervalos reais



https://www.youtube.com/watch?v=gmUQ09MohY5A

1.3 Valor Absoluto:

SejaaeR:

a ,s¢e a>0
lal =

—a ,s¢ a<0

lal = d(a,0) = distancia do ponto a até a origem.
la — bl = d(a,b) = distancia entre a e b.

a-b ,se a>b
la — bl =

b—a ,se b>a
Propriedades:

Nhkl<a<= -a<x<a
2)lxl >a < —-a>x0Uux>a

Exemplo 1: x| < 2, ou seja, d(x,0) < 2.
d(1,0) = 1, mas d(-1,0) = 1 também! Logo, -2 < x < 2.

Observacao:

Assista a videoaula do projeto GAMA para saber mais sobre operagbes com intervalos em
https://www.youtube.com/watch?v=4JW AANSsiycO

Exemplo 2: A intersecao entre [2,5] e [-1,3[ € o intervalo:

Exemplo 3: Segundo pesquisas realizadas em um laboratério, cientistas descobriram que bactérias do tipo
A resistiram a temperaturas compreendidas entre os valores reais de 10°C e 45°C, incluindo neste intervalo
os seus limites. Por sua vez, bactérias do tipo B resistiram a temperaturas entre os valores reais de 5°C e
35°C, excluindo deste intervalo os seus extremos. Esses pesquisadores, desejando estudar relagdes entre
essas bactérias, necessitam coloca-las juntas num mesmo ambiente. Qual intervalo, relativo a temperatura
ambiente, permite que esse estudo seja feito para que tais bactérias permanecam vivas?

1.4 Desigualdades do 1- Grau:

Exemplo 4: Determine todos os intervalos que satisfacam as desigualdades abaixo. Faga a representacao
gréfica:

)7 <5x+3<9 Resp.: (4/5,6/5]
i) [7x -2l < 4 Resp.: (-2/7,6/7)



i) 2 > =3 — 3x > -7 Resp.: (-5/3,4/3]
iv) e+ 121 > 7 Resp.: (—o0,-19) U (-5,0)

1.5 Desigualdades do 2- Grau:

Exemplo 5: Determine todos os intervalos que satisfacam as desigualdades abaixo. Faga a representacao
gréfica:

1)x2-x-2>0 Resp.: (—0,-1) U (2,%)

2) x> —4x+3 <0 Resp.:[1,3]

3)x>+2x>0 Resp.: (—o0,-2) U [0,0)

4) x> +6x+5 <0 Resp.: (-5,-1)

Lista de Exercicios 1:

Resolva as desigualdades e exprima a solugdo em termos de intervalos:

L2x4+5 < 3x=7

35%@

xrP—x-6<0

X2 =2x-5>3
x(2x+3)>5
x+31<0.01
2x+51<4
d6—5x1<3
9.3x-71=5

10. 11 -7xl > 6
11.-5<3x+4 <7

12. 16x—71 > 10
13.0<3x+1<4x-6
14,15 -2xl > 7

15. -6 <3x+3<3

16. x—41 < 16
17.1<x-2<6-x
18.x—-7>-50ux-7<-6
19.x <6x—100Ux>2x+5
20.2x—1>1loux+3 <4
21.1 <-2x+1<3
22.x+3 < 6x+10
23.2x-31 >4

24.2 < 5x+3<8x—-12
25.2x-31<5

©NOUTAW N =

RESPOSTAS:



1. (12,0) 2.19,19) 3. (-2,3)

4. (~00,-2) U (4,0) 5. (-00,-5/2]U[l,0) 6. (-3.01,-2.99)

7. (-9/2,-1/2) 8. [3/5,9/5] 9. (-0,2/3] U [4,0)

10. (-00,—17/7) U (=5/7,00) 11.[-3,1) 12. (~o0,—1/2) U (17/6, )
13. [7,0) 14. (~00,—1) U [6,0) 15. (-3,0]

16. [-12,20] 17. (3,4) 18.(~o0, 1] U [2,0)
19.(~00,-5] U (2, ) 20.(~o0,1) U (1,0) 21.(-1,0]

22.(~7/5,) 23.(~o0,~1/2) U (7/2,0) 24.[5,)

25.[-1,4]

Antes de prosseguirl Assista as videoaulas de matematica béasica do projeto GAMA em
https://wp.ufpel.edu.br/projetogama/videoaulas/

2. Funcoes:

1. O que é uma funcao ?
Podemos definir fungcao da seguinte maneira:

Uma grandeza y € uma fungao de outra grandeza x, se a cada valor de x estiver associado um Unico
valor de y. Dizemos que y é a variavel dependente e x é a variavel independente.

Escrevemos y = f(x), onde fé o nome da fungao.

O dominio da funcdo é o conjunto dos possiveis valores da variavel independente e a imagem ¢é o
conjunto correspondente de valores da variavel dependente.

Uma fungao pode ser representada por tabelas, graficos e formulas.

Exemplo 1: No verdo de 1990, a temperatura, no estado do Arizona, ficou alta durante todo o tempo (tao
alta, de fato, que algumas empresas aéreas decidiram que talvez ndo fosse seguro aterrissar seus avides
la). As altas diarias de temperatura na cidade de Phoenix, de 19 a 29 de junho sdo dadas na tabela abaixo:

Data 191202112223 24 25|26 |27 28|29
Temperatura (°C) | 43 | 45|46 | 45|45 45|49 |50 | 48|48 42

Tabela 1. Temperatura em Phoenix, Arizona, junho de 1990
Trata-se de uma fungéo: cada data tem uma unica temperatura mais alta, associada a ela.

2.1 Grafico de uma funcao:

O gréfico da funcao f em um plano xy é o conjunto de pontos (x,y), onde x pertence ao dominio de fey é o
valor correspondente f(x) de f.



2.2 Tipos de Funcoes:
a) Funcoes polinomiais:

1) Funcao Linear:

fx) =mx+b

onde x é a variavel independente e m e b sao constantes (nUmeros reais).

- A constante m € a inclinagao da reta determinada por y = f(x).

- b é a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo vertical.

- zero ou raiz da fungéo é a abscissa do ponto em que a reta corta o eixo horizontal.

Observe que:
-Se m = 0, a fungao linear f{x) = b € uma funcao constante. Desenhe seu grafico!

- Se b = 0, entdo temos f(x) = mx. Trata-se de um conjunto de retas com inclinagdo m, todas passando na
origem (0,0).

—

Porexemplo:y = 2x, y=—x, y=—=x, y =

2 X, y=x,y=2x,y=-2xy=-xy=-xX2,y=x2,y=x,y=2x

1
2
Coeficiente Angular de uma reta:

O coeficiente angular ou inclinagcdo de uma reta nao vertical pode ser determinado, se conhecermos dois de
seus pontos, a partir da expressao:

_Y2—)i
m=5—=x

Equacao de uma reta de coeficiente angular conhecido:

y—y1 =m(x—xp)

Exemplo 1: A equacéo da reta que passa pelo ponto (3,-2) e tem coeficiente angular %+ é? Resposta:
2
y=35x—4

Exemplo 2: Determine a equagéo da reta que passa pelos pontos (-3,-5) e (2,-2). Resposta: y = +x - -1&.

Exemplo 3: Dada a fungao f{x) = 2x+4, esboce o grafico da fungédo, mostrando os interceptos vertical e
5



horizontal. Resposta:
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Exemplo 4: A média de pontos obtidos num teste psicotécnico aplicado em determinada empresa vem
decrescendo constantemente nos ultimos anos. Em 2000, a média foi de 582 pontos, enquanto que em
2005, a média foi de 552 pontos.

a) Defina a fungao do valor da média em relagao ao tempo. Resposta: y = —6x + 582
b) Se a tendéncia atual se mantiver, qual foi a média de pontos obtida em 20107 Resposta: 522 pontos
¢) Em que ano, a média é de 534 pontos, nestas condi¢cdes? Resposta: Em 2008.

2) Funcao Quadratica:

Uma fungao quadratica é da forma
flx) = ax> +bx+c

Exemplo 1: Esboce o gréfico de f(x) = x*> — 1. Resposta:

5
y 4_:_
3'_'
2'_'
1'_'

Observacao: Esta curva é chamada parabola. Uma parabola pode ter a concavidade voltada para cima
(a > 0) ou concavidade voltada para baixo (a < 0).

Elementos da Parabola:

Raizes: Calcula-se por Baskhara (sao os valores onde a parabola intercepta o €ixo x).

—b + Jb? —dac

2a

Vértice: € onde se encontra o valor maximo (se a < 0) ou o valor minimo (se a > 0) da funcao.



e
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Exemplo 2: Esboce o grafico de f(x) = x*> + 2x — 3, mostrando os elementos da pardbola, o dominio e a
imagem. Resposta:

12
Yo
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Exemplo 3: Esboce o gréafico de f(x) = —x* + 5x — 6, mostrando os elementos da pardbola, o dominio e a
imagem. Resposta:

Exemplo 4: A temperatura de uma certa regido em funcdo do tempo x € C(x) = -0, 15x% + 3,8x + 12 graus
centigrados.

a) Qual era a temperatura as 14 horas? Resposta: 35,8 oC.

b) De quanto a temperatura aumentou ou diminuiu entre 19 e 22 horas? Resposta: Diminuiu 7,05-C.

3) Funcao Cubica:
fx) = ax® +bx> +cx+d

Exemplo 1: Esboce o gréfico de f(x) = x*. Resposta:

L

Exemplo 2: Suponha que o custo total, em reais, para fabricar ¢ unidades de um certo produto seja dado
pela fungdo: C(q) = 5-¢° + 5¢* + 125q + 250.
a) Calcule o custo de fabricacao de 20 unidades. Resposta: R$ 5.046,30.



b) Calcule o custo de fabricacao da 20¢. unidade. Resposta: R$ 362,26.

Lista de Exercicios 2:

1) Um tomate é jogado verticalmente para o alto, no instante ¢+ = 0, com velocidade de 15 metros por
segundo. Sua altura y, acima do solo, no instante ¢ (em segundos), € dada pela equagao

y = =52 + 15t

Faca uma andlise da fungao quadratica definida por esta equacao, isto é:

 esboce um grafico da posigcao versus tempo;

« determine os zeros desta funcao e interprete o que representam;

« determine as coordenadas do ponto mais alto da curva e interprete o que este ponto representa;
« responda: durante quanto tempo ocorreu 0 movimento do tomate ?

2) Esboce os graficos das funcdes e determine seus zeros:
(a) fix) = %x -5 (b) g(x) =2—-5x (c) h(x) = 10 — x? (d) I(x) = x> —2x+ 4

3) Uma caixa retangular de base quadrada, tem volume 125. Expresse a area A, de sua superficie total,
como funcéo da aresta x , de sua base.
Lembre: ¢ 0 volume de uma caixa retangular pode ser obtido pelo produto da area de sua base pela altura

« a area da superficie total de uma caixa retangular é obtida pela soma das areas de todas as suas faces.

4) Expresse a area de um quadrado como funcao de seu perimetro.
5) Considere o grafico abaixo para responder as perguntas a seguir.

10

10 0 v 10
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(a) Quantos zeros tem a fungao?

(b) Dé valores aproximados para f(2) e f(4).

(c) A funcao é crescente ou decrescente na vizinhanca de x = -1 ? E na vizinhanga de x = 3 ?

(d) O gréfico é céncavo para cima ou para baixo na vizinhanga de x = 5 ? E na vizinhanga de x = -5 ?
(e) Dé os intervalos (aproximados) onde a fungao é crescente.

6) Se f(x) = x> + 1, encontre:



(@) ft+1) (o) Az + 1) () f2) (d) 2f() (e) [n]* +1
7) Esboce o gréafico de uma fungao definida para x > 0 com as seguintes propriedades. (Existem varias
respostas possiveis.)

a) f(0) = 2.

(
(b)

(c) fix) é decrescente para 1 < x < 3.
(d) flx) é crescente para x > 3.

(e)

8) Relacione as seguintes férmulas com os gréficos apresentados a seguir:

() y=—x () y=x-4x-2 () y=-28+34x-9x?
() y==x>+x-2 () y=x*+2 () y=2x-6
y 2'-' y 4_-_
/SR B /
X Il Il Il Il 4
4 2] 2/ 4
2+ X
4T
(1) (@) (3)
Y oat y 4t
2_- 2__ A
P e 0 T
4 2 2 4 i 2 \3 4
24 X ot X 1T
PR

(4) () (6)

9) Uma empresa de aluguel de automdveis oferece carros a R$ 40,00 por dia e R$1,50 o quildbmetro rodado.
Os carros do seu concorrente estdo a R$ 50,00 por dia e R$1,00 o quilémetro rodado.

(a) Para cada empresa, obtenha uma férmula que dé o custo de alugar o carro por um dia em fungédo da
distancia percorrida.

(b) No mesmo sistema de eixos, esboce os graficos de ambas as fungoes.
(c) Como vocé deve decidir que empresa esta com o aluguel mais barato ?

b) Funcao Médulo:
f(x) = lax + bl

Exemplo 1: Esboce o gréafico de f(x) = Ixl. Resposta:



4 2 0 2 4
X
Exemplo 2: Esboce o gréfico de f(x) = Ix — 1I. Resposta:
4
y
3
2
1
2 > 4
X
Exemplo 3: Esboce o gréfico de f(x) = 2x + 1I. Resposta:
Yo
4
2
4 9 2
X
c) Funcao Racional:
_ pk)
ey
Exemplo 1: Esboce o gréfico de f(x) = % Resposta:
Y st
o4
> 4
X

Exemplo 2: Esboce o gréfico de flx) = T Resposta:

10
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Exemplo 3: Esboce o grafico de flx) = xﬁ Resposta:

> A

-10—

5
x+2

Exemplo 4: Supde-se que a populacdo de uma certa comunidade, daqui a x anos, sera de P(x) = 30 —
milhares.

a) Daqui a 10 anos, qual sera a populagao da comunidade? Resposta: 29,58 mil habitantes.

b) De quanto a populacao crescera durante o 10° ano? Resposta: 30 habitantes.

¢) Ao longo desse tempo, 0 que acontecerd ao tamanho da populagdo? Resposta: Crescera até 30 mil
habitantes.

d) Funcao Raiz Quadrada:

fix) = Jax+b

Exemplo 1: Esboce o gréfico da funcao f{x) = ,/x. Resposta:

2

o L

Exemplo 2: Esboce o gréfico da fungdo f(x) = Jx — 3. Resposta:

11



e) Funcoes Trigonométricas:

Os primeiros estudos sobre Trigonometria tiveram origem nas relagdes entre lados e angulos num
triangulo e datam de muito tempo.(Trigonon : triangulo e metria : medigao). Nosso objetivo principal, agora, é
o estudo de fun¢oes trigonométricas. Podemos defini-las usando o circulo unitario, que é a definicdo que

as torna periédicas ou com repeticoes. Essas fungdes sao muito importantes, pois inimeros fenbmenos que
ocorrem em nossa volta sdo periddicos: o nivel da agua em uma maré, a pressao sangiinea em um
coracao, uma corrente alternada, a posicdo das moléculas de ar transmitindo uma nota musical, todos
flutuam com regularidade e podem ser representados por fungdes trigonométricas.

Medida de arcos de circunferéncia

Usamos, basicamente, duas unidades de medidas para arcos de circunferéncia:
« Grau

Um grau corresponde a 3—é0 da circunferéncia onde esta o arco a ser medido.

« Radiano

Um radiano corresponde & medida do arco de comprimento igual ao raio da circunferéncia onde esta o arco
a ser medido.

E importante lembrar que o arco de uma volta mede 360° ou 27 rad ( =~ 3,14).

Responda: Quantos graus correspondem, aproximadamente, a um arco de lrad ?

Definicdo 1: Considere um angulo 7, medido em radianos, num circulo de equagédo x* +y? = 1. Seu lado

terminal intercepta o circulo num ponto P(x,y). O seno de ¢ é definido como sendo a ordenada do ponto P e
0 cosseno de ¢ é definido como sendo a abscissa do ponto P. Isto é:

sent =Yy e cost = Xx.

Sobre o circulo, de raio 1, marque um ponto P e identifique o seno e o cosseno do angulo que ele
representa, em cada um dos seguintes casos:

a) P € 1° quadrante b) P € 2° quadrante c¢) P € 3° quadrante d) P € 4° quadrante

Observe que a medida que o ponto P movimenta-se sobre o circulo, os valores de sent e cost oscilam entre
-lel.

12



Como consequéncia imediata da definicdo, temos que;

sen’t + cos?t = 1.

Veja, no mesmo sistema de eixos cartesianos, os graficos das fungdes f e g , definidas, respectivamente,
por f(t) = sent e g(t) = cost. ldentifique cada uma delas.

A amplitude de uma oscilagao é a metade da distancia entre os valores maximo
e minimo.

O periodo de uma oscilagdo é o tempo necessario para que a oscilagao complete
um ciclo.

A amplitude de cost e sent é 1 e 0 periodo € 2x.

Definicao: Consideremos um nuamero qualquer 7, com cost = 0. A funcao tangente é definida por

sint

tant = .
cost

» Observe o gréfico da fungao f, definida por f(¢r) = tant

Lista de Exercicios 3

1) Relacione cada gréafico com a fung¢ao que ele representa:

13



(1) fx)y=1+senx (2) gk) =senx—2 (3) h(x) = sen(2x)
(4) I(x) =2senx (5) m(x) =5sen2x (6) n(x) = —5sen<%>

« Qual a amplitude e o periodo de cada uma das fungdes ?

2) ldem para:
(1) F(&) =cosx+2 (2) G(x)=1-cosx (3) H() = cos(%)
(4) L) =<5+ (5) M(x) =4cos2x (6) N(x)=4cos(%x>
y4
y 11[ . 2
Oi:wlé: TR § 10 12
-1 X 2 X X
4

14
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3) Qual a diferenga entre senx?, sen’x e sen(senx) ? Apresente exemplos, justificando.

4) Localize, no circulo trigonométrico, o angulo de % e determine o seno , 0 co-seno e a tangente do
mesmo.

5) Complete, determinando uma férmula para descrever oscilagées do tipo:

fx) = g(x) =
f) Funcao exponencial

Definicao: é uma funcao real, com base « positiva e diferente de 1, definida por

fx) = a*

Exemplo 1: Esboce o gréfico de f(x) = 2*. Resposta:
y 30 1
20 T

10 7

Exemplo 2: Esboce o grafico de f(x) = (%)x. Resposta:

15



Exemplo 3: A fungé@o exponencial natural f(x) = e* € um caso particular da fungdo exponencial de base a
qualquer. Veja esta funcao na calculadora cientifica. Calcule alguns valores de x, inclusive x = 1. Esboce o
grafico. Resposta:

Exemplo 4: Um determinado veiculo automotivo tem seu valor depreciado de tal forma que apds r anos de
utilizacéo porde ser descrito pela fungdo V() = 15.000e~%% + 600.

a) Qual era o prego do veiculo novo? Resposta: 15.600

b) Quanto o veiculo valera apés 10 anos? Resposta: 7.339,93

Exemplo 5: Se o custo anual y de manutencao de um computador esta relacionado com o seu uso mensal
médio x (em centenas de horas) pela equagéo y = 35000 — 25000¢ %%, qual é o custo anual de manutencao,
em reais para o uso mensal médio de 200 horas? Resposta: R$ 10.980,26

g) Funcao Logaritmica:
Definicao: A fungéo logaritmica de base a, positiva e diferente de 1, € uma fungéo real, definida por
flx) = log x

Exemplo 1: Esboce o gréafico da fungdo flx) = log,x. Resposta:

2T

Mo L
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Exemplo 2: Esboce o gréafico da fungéo f(x) = log | x. Resposta:
3

._
w =4
A~

Exemplo 3: A funcao logaritmica natural f{x) = Inx € um caso particular da funcao logaritmica de base a
qualquer, porque Inx = log,x. Veja esta fungéo na calculadora cientifica. Calcule alguns valores de x,
inclusive x = 1. Esboce o grafico. Resposta:

y 2
1
0 f —— f !
1 2 4 6 8 10
X
2
3
-4
Propriedades:
1) In(A.B) = InA +InB
2) In(4) = InA —InB
3) InA” = rInA
. _logh _ Ing
4) Mudanca de base: log b = loga ~ Inb

Exemplo 4: Uma méaquina tem depreciacdo exponencial dada pela formula V = Vye®. Sabendo que, em
1995, seu valor era de R$ 14.500,00 e em 2004 era de R$ 9.800, calcule seu valor em 1997. Resposta: R$
13.291,00

h) Funcao par:
J=x) = fx)

Exemplos:

1) Funcao modulo: f{x) = Il

2) Fungao quadratica: f(x) = x2

17



X
i) Funcéao impar:
f(=x) = —f(x)
Exemplos:
1) Fungéo identidade: f(x) = x
Y at
i
P
21 X
i

2) Funcao cubica: fix) = x*

j) Funcéo periddica:

fx) =fx+T) = fix+2T) =...
Exemplo: As fungdes trigonométricas: funcao seno e fungao cosseno.
k) Funcao definida por partes

Ha fung¢des que sao definidas por mais de uma expressao, como no exemplo a seguir:

2x+3 se x<0
fx) = x? se 0<x<?2

1 se x=>2

18



« Construa o gréfico da funcdo dada.O que observa?

x se x>0
x| =
—x se x<0

€ uma funcao definida por duas sentencgas.

Exemplo: a fung&o valor absoluto

I) Funcao Composta:

Dadas duas fungbes fe g, a funcdo composta de fe g ,denotada por fo g € definida por

(fo8)x) = flgx))

Exemplo 1: Dadas as fungbes f(x) = J/x e g(x) =x—1, encontre a composicdo de fungdes (fo g)(x).

Resposta: (fo g)(x) = fix—1) = Jx—1

Exemplo 2: A analise das condigbes da agua de uma pequena praia indica que o nivel médio diario de
substancias poluentes presentes no local serd de Q(p) = ,0,6p + 18,4 unidades de volume, quando a

populacéo for p milhares de habitantes. Estima-se que, daqui a ¢ anos, a populagédo seja de p(f) = 6 +0, 1¢>
mil habitantes.

a) Expresse o nivel de substancias poluentes em fungéo do tempo. Resposta: Q(r) = /22 + 0,067

b) Qual sera o nivel de substancias poluentes daqui a 2 anos? Resposta: 4,72 unidades de volume

c) Em quanto tempo, aproximadamente, o numero de substancias poluentes serd de 5 unidades de
volume? Resposta: 7 anos.

m) Funcao Inversa:

Exemplo 1: Encontre a fungéo inversa de f(x) = 2x.

Solucdo: escrevendo y =2x, entdo reslvemos a equagado para x, 2x=y = x=y/2. Finalmente,
trocamos x por y temos: y = x/2.

Observe que o grafico da fungéo inversa € obtido refletindo-se o grafico de f(x) em torno dareta y = x.
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Exemplo 2: As fungdes exponencial y = e* e logaritmica y = Inx s&o inversas.

!
X

o

Exemplo 3: Encontre a fungéo inversa de f(x) = x> + 2.

Solugdo: Escrevendo y=x+2, entdo resolvemos a equagdo para x, x*=y-2 = x=jy-2.
Finalmente, trocamos x por y, obtemos y = Jx-2.

Lista de Exercicios 4:

1) Construa o grafico das funcoes:

a) flx) =572
y
3+
54
T
X
Resposta:
b)f(x) = 2x+1
y 6

m__
!
o+
\ !
ENIENS)
—————
—
o 4
> L

Resposta:

C)f(x) =5-3x
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Resposta:

d)f(x) = x> +8x-7

Resposta:

e)fix) =2"+1

X
Resposta:
Hf(x) = In(x+ 1)
Yot
N R
X
2+
4+

Resposta:

2) Um ciclista, com velocidade constante, percorre uma trajetéria retilinea conforme o gréfico:

Em quanto tempo percorrera 15 Km? Resposta: 6 min.
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3) Escreva a fungao do 2° grau representada pelo gréfico:

'=\=:==:=
I~—" g

é
X
Resposta:f(x) = x> —4x+3

4) O custo para a producao de x unidades de certo produto é dado por C = x> — 40x + 1600. Calcule o valor
do custo minimo. Resposta: C = 1200.

5) Determine o dominio, a imagem, o grafico e o periodo das fungdes:

a)y = 2sinx Resp.:D = R,Im = [-2,2], periodo= 2r.
b)y = 2 + sinx Resp.:D = R,Im = [1,3],periodo=2x.
C)y = sin(3x) Resp.:D = R,Im = [-1,1],periodo=27/3.
d)y = cos(2x) Resp.:D = R,Im = [-1,1],periodo=r.
e)y = cos(x+n/2) Resp.:D = R,Im = [-1,1],periodo=2x.
fly = 1+2cos(x+ ) Resp.:D = R,Im = [-1,3], periodo=2r.
- . , . 0 se x<0 -
6) A fungéo degrau de Heaviside, H, € definida por H(x) = { U se 250 Construa seu grafico.

7) Para afinar um piano, um musico usa um diapasdo que emite a nota LA (440 Hz). O movimento
oscilatério de uma das exiremidades do diapasdo pode ser descrita de forma aproximada por
x() = 0,015sin(88077),onde x & dado em milimetros e r em segundos. Determine o dominio, a imagem, o
periodo e a amplitude dessa fungao.

8) O algoritmo denominado Quicksort é capas de ordenar uma lista de n elementos usando, em média,
M = nlog,n operagdes. Supondo que a velocidade de processamento v de um computador seja de 1 000
000 de operagdes por segundo, quanto tempo ira demorar para ordenar uma lista com n = 5000000 de
elementos

9) O volume de madeira V (em milhares de metros cubicos por hectare) produzido por uma floresta com ¢
anos é dado por

V = 470e~"
a) Encontre o volume por hectare em 20 e 50 anos. Resp.: 42,63 e 179,95 milhares de metros cubicos por
hectare, respectivamente.
b) Encontre o volume limite de madeira por hectare quando ¢ tende a infinito. Resp.: 470 milhares de metros
cubicos por hectare.
c) Aproximadamente quando o volume de madeira serd de 63,6 milhares de metros cubicos por hectare?
Resp.: 24 anos.
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10) A densidade demografica a x quildmetros do centro de certa cidade é de D(x) = 12¢7%%* milhares de
pessoas por km?.

a) Qual sera a densidade da populagao no centro da cidade? Resp.:12 mil.
b) Qual a densidade da populagao a 10 km do centro da cidade? Resp.: 5,96 mil.

11) Um estudo das condigbes ambientais de certa cidade indica que a taxa de poluicdo do ar sera
c(p) = 0,4p + 1 partes por milhdo, quando a populacado for p milhares de habitantes. Imagina-se que a
populacéo, daqui a t anos, seja dada pela funcdo p(r) = 8 + 0,2¢> milhares.

a) determinar a fungéo da poluicdo do ar em fungéo do tempo.

b) calcule a taxa de polui¢cdo do ar daqui a 3 anos. Resp.: 4,92 partes por milhao/ano

€) quando a taxa de poluigao do ar alcangara 6,2 partes por milhdo? Resp.: 5 anos

12) Encontre uma férmula para a fungao inversa.
a) flx) = V10— 3x, b) flx) = e*, ¢)f(x) = In(x+3), d)y = 2x2 +2.
Respostas: @) f!(x) = —2x2+ L. b) f1(x) = ylnx ¢ f'(x) =e* -3, d) f1x) =[5

Limites:

O conceito de limite é o alicerce sobre o qual todos os outros conceitos do calculo estdo baseados. Usamos
a palavra limite no nosso cotidiano para indicar, genericamente, um ponto que pode ser eventualmente
atingido mas que jamais pode ser ultrapassado.

Exemplos:

a) Injetando ininterruptamente ar em um baldo de borracha, havera um momento em que ele estoura. Isso
porque existe um Limite de elasticidade da borracha.

b) Um engenheiro ao construir um elevador estabelece o Limite de carga que este suporta.

c) No lancamento de um foguete, os cientistas devem estabelecer um Limite minimo de combustivel
necessario para que a aeronave entre em orbita.

E importante ter em mente que o limite pode ser um ponto que nunca é atingido mas do qual pode-se
aproximar tanto quanto desejar. Iniciaremos por estuda-los de uma forma intuitiva.

Limites descrevem o que acontece com uma fungao f(x) a medida que sua variavel x se aproxima de
um numero particular a. Para ilustrar este conceito, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1: Suponha que vocé quer saber o que acontece com a fungao

flo) = X522

a medida que x se aproxima de 1. Embora f(x) nao esteja definida em x = 1, vocé pode obter uma boa idéia
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da situagao avaliando f{x) em valores de x cada vez mais préximos de 1, tanto a esquerda quanto a direita.
Isto pode ser feito através de uma tabela de valores.

X f)
0.9 |29
0.99 |2.99
0.999 | 2.999
0.9999 | 2.9999

donde podemos concluir que, para valores préximos de 1, a sua esquerda, f(x) se aproxima do numero 3 e
escrevemos:

lirlr; fx) =3,

lendo: “o limite de f(x) quando x tende a 1 pela esquerda é 3".
De forma andloga, investigamos o limite a direita. Vejamos:

X f)
1.1 |31
1.01 | 3.01
1.001 | 3.001
1.0001 | 3.0001

donde podemos concluir que, para valores préximos de 1, a sua direita, f(x) se aproxima também do
ndamero 3 e escrevemos:

lirlq fx) =3,

lendo: “o limite de f(x) quando x tende a 1 pela direita é 3".

Concluimos que:
lirrllf(x) =3

e

Graficamente, temos:

2 . : . X
No caso da fungédo f(x) = x;_—xl_z a qual concluimos que lim f(x) = 3 tabelando valores a esquerda e a

x—-1
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direita de 1, este também pode ser determinado de forma algébrica, ou seja,

lim f(x) = 1imxzx+_—xl—2= 1im%= lim (x+2)=1+2=3

x—-1 x—1 x—1 x—-1
Propriedades:

1) O limite é Unico.

2) Se limf(x) = L e limg(x) = M existem e ¢ € um nimero real qualquer, entao:
a) imlf(x) £ g()] = lim/(x) + limg(x) = LM

b) limc.f(x) = climf(x) = cL

¢) lim/W)g(x) = lim/(x) limg(x) = LM

9 i S0 Wy

wag(r)  limgk) M’

paraM = 0

e) im(f()" = [lmf()]" = L"

f) limc = ¢

X—=a

LIMITES LATERAIS:

- Limite pela direita:

Notacao:

Jim f(x)
- Limite pela esquerda:
Notacao:

lim f(x)

X—=>a—

Teorema 1: Se os limites a direita e a esquerda sao diferentes limflx) = A e limf(x) = B, entdo o limite
limf(x) ndo existe.

2
Notamos que no exemplo 1 obtivemos para a fungdo f(x) = x;_—xl_z

lim f{x) = 3 =lim f(x) e por este motivo afirmamos que lim f{x) = 3. Nem sempre isso ocorre. Vejamos um
x—17" x—1t x—-1

segundo exemplo.

,0s limites laterais iguais, isto &,
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x+1 se x<3

Exemplo 2: Dada a fungéo f(x) = { , Cujo gréfico esta representado a seguir.

6 se x=>3

8__

y °T

6__

4__

2'/
.I.I.I/ PR (SR RS N
T T T T T T
6 4 2 4 6

2+ X

4+

Temos:
lim f(x) =4 e lim f{lx) =6 logo, conclui-se que 7 lim f(x), pois os limites laterais sdo distintos.

x-3" x-3* x-3

Exemplo 3 : Dada a funcao f(x) = % vamos verificar o comportamento da fungdo quando tomamos valores

proximos de x = 0. Embora f{x) nao esteja definida em x = 0, pode-se obter uma idéia da situagao
avaliando f{x) em valores de x cada vez mais préximos de 0, tanto a esquerda quanto a direita, como foi
feito no exemplo 1, através de uma tabela,

X f)
-0.1 -10
-0.01 | -100
-0.001 | —1000
~0.0001 | —10000
~0.00001 | 100000

donde podemos concluir que, para valores préximos de 0, a sua esquerda, f(x) decresce indefinidamente

(sem limitacao) e escrevemos:

lim f(x) = —0 ,

De forma andloga, investigamos o limite a direita.
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X Jx)

0.1 10
0.01 100
0.001 1000

0.0001 | 10000
0.00001 | 100000

donde podemos concluir que, para valores préximos de 0, a sua direita, f{x) cresce indefinidamente (sem
limitagdo) e escrevemos:

lir(g flx) = 4o

Concluimos entdo que 7 lim f(x) ,usando o argumento de que os limites laterais sao distintos.

x-0

O grafico da fungao f(x) = % esta abaixo representado

OBS.1: Devemos enfatizar que os simbolos +w0 e —o, como usados aqui, descrevem uma maneira
particular na qual o limite ndo existe; eles nao séo limites numéricos e, conseqlientemente, ndo podem ser
manipulados usando regras de algebra. Por exemplo, ndo é correto escrever (+o ) — (+o0 ) = 0.

OBS.2: Se limf(x) , onde a n&@o € ponto critico (%, por exemplo) ou ponto de descontinuidade, entao o limite
existe e é fla). Caso contrario, devemos calcular os limites laterais.

Exemplo 4: Determine, se existir, o limite de: lim —

1 x—1
L x2—9
Exemplo 5: Calcule lim :
2 x+2
. . -1,sex=0
Exemplo 6: Calcule limf(x) onde f(x) =
x>0 x,sex+0

Teorema 2: (Limite no infinito) Se n € N, entao lim x%, =0
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Teorema 3: (Limite Infinito) Se n < N, entéo lim L ~ w0 e lim L { oo, Senepar
x-0+

x-0- X" — o, se n é impar

1 1 1

OBS. 3: Se n é par, lim — = lim —, entdo lim —- existe.
-0+ X x-0- X -0 X
Se n é impar, lim Ln # lim Ln entéo limin nao existe.
-0+ X x-0- X -0 X

Exemplo 7: Calcule limy(x), onde y(x) = L
X X

Expressoes Indeterminadas:

0

Y
0

0 3

00_00’00’000’ 1®

Exemplo 8: Calcule lin?%. Resposta: 2
x> b

Exemplo 9: Calcule lim 2-Jx+6

lim ——>—. Resposta: -1

3
Exemplo 10: Calcule }CirgM. Resposta: o

~% 3x2 4 2x — 1

Lista de Exercicios 5:

1) Explique com suas palavras o significado da equacao

lim f(x) =5

x—+2

é possivel diante da equacgao anterior que f(2) = 3? Explique.

2) Para a funcao cujo grafico é dado, determine o valor solicitado se existir. Se nao existir, explique por qué.
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(a) lim f(x) (b) lim f(x)
(€) lim fx) (d) lim f(x)
(e) f(3)

3) Para a fungao cujo grafico € dado, determine o valor solicitado se existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@ lim f(x) (b lim f(x) () lim f(x)
(d) lim f(x) (e) f(5)

TF
1 B
| |
N /|
M"'\-\.
3T
1] 2 4 X

4) Para a fungao cujo grafico é dado, determine o valor solicitado se existir. Se ndo existir, explique por qué.

(a) lim glr) (b) lim g(1) (c) lim g(t)
(d) lim g(1) (e) lim g(z) () lim (1)
(2) g(2) (h) lim ()
¥i
— 4 Vi
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5) Dado que

lim f(x) = -3 lim g{x) =0 lim h(x) = 8

x—a A—=a A—a

Encontre se existir, o limite. Se ndo existir, explique por qué.

6) Calcule os limites:

. 2x—5 .
1) lim P Resp.: 2
L 2x3—3x+5 :

. x2_9 :
3) 1551 T3 Resp.: 6

X - :
4) 1‘151 P Resp.: 1/2
) lip 5 Rese: 4
6) lim <=2 Resp.: 6

9 fx -3

Xt +x—=2 .
7) 1‘151 P Resp.: 3

7) Calcule os limites:

1 x—35
Dlim[-~5—=]
Lo 2 =5
2im 213 +6]
: / 8r+1
3)1r1£r11 r+3
x2—1
)1‘151[ 1 ]
A2
x—>0
x|
6)lim %
x3 —X
7)lim ]
-1
)}}1{,}[ =) ]

() lim [£(x) + h(x)] (b) lim [f(x)]°
(c) lim ¢/A(x) (d) lim ﬁ
. filx) . glx)
© lim 3 T
fl) . 2f(x)
(@) lm- W5 - e
2t+3
12)11%[2% 51-3

13)1 S5x3 —x2+x-1
)X‘l’r‘n[x Yt -x+1 ]

14)lim[5]. 1

1-J1+
15)lim[— ¥
y=0 Ty
. 4= (t+2)?
16)lim[ —————
G)tgg[9—(t+3)2]

. orx2+3x+2
17)}1}3[ x+1 ]
[(3x+1)

3x

hm[ 3] hm[x 3]

]

18)lin L
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h)? — x?

2x (x+
)}gg[x _1] 20)lim( A ]
10)lim[x2 — 10x + 1] 21 )hm[%]
X—00 X—00 x
x> =3x+2 x| bl .. Ixl
)l 20 2) 22l i i

Respostas do exercicio 7)

1)1 9)0 17)1

2)—5> 10)+0 18)-2

3)2 11)-2 19)+

4)2 12)+ 20) 2x

S)ﬁ 13)0 21)-1

6)7 14)+00,—00, 3 22)+00,+00, +00
7)-1 15)——

8)2 16)%

Continuidade:

Um grupo importante de fungdes de uma variavel real é o das fungées continuas, isto é, funcdes que
tém limite, em cada ponto de seu dominio, igual ao valor da fungdo no ponto. O gréafico uma fungao continua
nao tem quebras, saltos ou furos, ou seja, pode ser tracado sem levantar a ponta do lapis do papel.

Definicao: Dizemos que uma fungéo f € continua no ponto a, se as seguintes condigées forem satisfeitas:
i) f € definida no ponto a
ii) lim f{x) existe

i) lim () = f(a)

Se f nao satisfizer alguma destas condigbes, dizemos que a fungao f é descontinua em a ou que ftem
uma descontinuidade no ponto a.

Dizemos que uma fungéo f é continua em um intervalo, se f for continua em todos os pontos desse
intervalo.

Exemplo 1: Faca o grafico e determine, se existirem, os valores de x, nos quais a fungao é descontinua:
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3—-x ,se x<1 -2'-1'0'1'2
a)fix) =< 4 ,se x=1

x>+1 ,se x>1

10T
y
5’__
: : \/\
x*-1 ,se x<1 4 2 2 <
b) flx) =
4-x e x>1
3
y2
AN
4 2 %ﬁ > .
-1 X
3x—-1 ,s¢ x<1 Le)
c) flx) =

3—-x ,se x>1

3—-x%2 ,se x<1
d) g(x) = 1 ,se x=1

x+1 ,se x>1

Teorema: Todos os polindmios sao continuos para todo valor de x. Uma fungao racional é continua em
qualquer ponto onde ela é definida, isto €, em todos os pontos, exceto naqueles para 0s quais um ou mais
de seus denominadores se anulam.

Exemplo 2:
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N
=
=
N
I
—
o
[%)
o
=
IN
S
o
(=)
o 4

Y ]
50 T
M= S
-50 T X
-100 "
flx) =x>+3x—1 é fungao continua para todo x.
Lista de Exercicios 6:

explique por qué.

f(x)

1) Dados os graficos de f(x) e g(x) abaixo, estabele¢ca os nimeros nos quais as fungdes sao descontinuas e

¥4

-4 -2 0 2 1'., A : E
I|
|
|
g(x)
¥ |,
[ o
|
-__ﬂ““‘w III II". \
: + : L \ >
—4 —2 Li/ 4 & g ¥
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2 ,5€6 x=3

_1:
4)f(x){x+3 ,5€ x =3

o L

5)f(x){XZ4 56 x <3

2x—1 ,se x>3

xX+6 56 x <4
B)f(x) = J16-x* se -4<x<4
6—x ,5e x >4
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4 2 2 4
X
2x_ 1 ,Se x ?‘: 2 _5 .
Nfx) =
,5€ x =2
2__
y 1
1
s 2 > 4
=t X
x| 1
— se x=+0 2+
8)f(x) = X
1 5 x=0
4
y 3
2
1
0 i i . : :
k-3l ,s€ x+3 ooty
9)fx) = ’

2 ,5€ x=3

Tracado de Graficos de Funcoes Racionais:

Roteiro:

10 Passo: Se a fungao racional é dada como uma soma de quociente de polindmios, reunimos os termos
num Unico quociente de polindbmios, tomando o minimo multiplo comum.

20 Passo: Determinar limf(x) e lim f(x). Se esses limites s&o um nimero finito L, entdo y=L é uma assintota
horizontal.

Assintota Horizontal:

A linha reta horizontal y = b é chamada de assintota horizontal do grafico de uma fungao f se pelo menos
uma das seguintes condicdes for valida:

lim fix) = bou lim flx) = b
3o Passo: Determinar os valores de x para os quais 0 numerador da fungao é zero. Sdo os pontos onde o
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grafico intercepta o eixo dos x.

40 Passo: Determinar os valores de x para os quais o denominador da funcao € zero, que € onde a funcao
tende a «© ou —, determinando uma assintota vertical.

50 Passo: Os valores de x encontrados no 3o e 40 passos sao 0s pontos onde a fungdo pode mudar de sinal.
Esses pontos determinam os intervalos. Determinamos, entdo, se a fungédo é positiva ou negativa em cada
um desses intervalos, calculando seu valor num ponto de cada intervalo.

Assintota Vertical:

A linha reta vertical x = a é chamada de assintota vertical do grafico da funcéo f se pelo menos uma das
seguintes condicdes for valida:

i) lim flx) = +o0

ii) lim f(x) = +o0
iii) lim f(x) = —o0
iv) lim f(x) = —o©

X—=>a—

Exemplo 1: Ache as assintotas horizontais e verticais do grafico da funcao f e trace este grafico:

o 4
A~

i

Continuidade de funcoes racionais:

et
2
22 -1

0) flx) = 2x% —3x

Exemplo 2: Determine se f(x) = XL é continua em x = —1:

+1
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,sex+0
é continuaemx=0:

=
— Sl

Exemplo 3: Verifique se f(x) =
,sex =0

1
—

é continua?

Exemplo 4: Em qual dos seguintes intervalos f(x) =

a)[2, o) b) (-0, +o0) c) (2, ) a1, 2]

1
: o X=X
denominador. Esboce o gréfico e justifique sua resposta.

R.:
g :- \\
) + ] + |2 F
.2-.- X

4+
-6 -.:{_\
-8 -

Lista de Exercicios 7:

Exemplo 5: A fungéo g(x) = € continua para todo x, exceto para x =0 e x = 1, que é onde zera 0

Faca o grafico e determine, se existirem, os valores de x nos quais a fungao f(x) € descontinua:
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DAx) = 1 ,se x=-1

Hx) = x+3
0

,5€ x = -5

,5€ x =-5
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X _
5y =< x+2 T 7
l,x=-2
B)yx) =< x*-17 "
0,x = =1
3x
,X + 12
6)y(n) =< -4
—1,x =12

-20 -

oo
n ]
—
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N~ N

S
[\S}
=
#
-
(O8]
G
PO

7y =< 9-x*
2,x =13
y .l
W
1
5 4 3 2 N 2 3 43
X
2
8 — X
)Y = =
s o4 3
9 =
)y = —5—
Derivadas:

Derivada de fem x, é o coeficiente angular da reta tangente.
Notacao: f'(x¢).

Para calcular o coeficiente angular da reta tangente a f em x,, tomamos a reta secante passando por
P(x0,f(x0)) € um segundo ponto Q(x,f(x)) qualquer.
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x x
0 / ]

Aproximando x de x, , a reta secante se aproxima da reta tangente.

Temos o coeficiente angular da reta secante:

A _ (&) —flxo)
Ax

=% para x # x

Entao, ao x » x¢, teremos o coeficiente angular da reta tangente:

f(X()) = lim f(x) —f(X())

X — X0
desde que o limite exista e seja finito. Caso contrario, dizemos que f ndo tem derivada em x.

Exemplo 1:

a) Calcule a derivada da fungao f{x) = 2x+lemx =2 :
b) Calcule a derivada da fungédo fix) = x>emx=1:Eemx=2"?

Notacao de Leibniz:

(o) = A0

Mudanca de variavel: x — xo = Ax — x = Ax + xo.

Assim,

J) —flxo) _ flAx + xo) — flxo)
Ax

X — X0

E,a0x - x9, Ax > 0 :
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) _ g 1) 0

X—X( X — X0

df(xo) _ f(Ax+x0) — flxo)
dx

Ax—>0

Exemplo 2: Usando a férmula de Leibniz, calcule a derivada da fungéo f(x) = 3x> + 12 ,em x = 2.
Resp.:f(2) = 12.

Observacao: Funcdes derivaveis sdo continuas, mas nem toda fung¢ao continua é derivavel.
Exemplo 3: Usando a primeira férmula estudada, calcule a derivada da fungéo abaixo emx = 2 :

f(x):{7—x,sex>2

3x—-1,sex<2

Exemplo 4: Idem para fix) = klemx =0 :

Exemplo 5: Idem parafix) = yx emx =0 :

A Derivada Como Uma Funcao:

daf
dx ’

df(X)

Se considerarmos a derivada de fem x e fizermos x variar, obtemos a fungao derivada , onde €o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico de fno ponto (x,f(x)).

) _ gy S8 00

lim , obtida substituindo x, por x.

Exemplo 6: Calcule a derivada de f(x) = % parax + 0 :

Exemplo 7: Calcule a derivada de fx) = 3x2 -4 :

* Regras de Derivacao:

- Derivada de x":
Definicao: Para qualquer constante racional n, a derivada da fungéao x"

dx" — nxn—l

dx
Exemplo 1: Calcule -£x?. Resposta: 2x

- Derivadas de Combinacoes Lineares de Funcoées:

Sejam A e B constantes:
d —ad d
C[Af) + Bg)] = ALf) + B-4-g(x)
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2
Exemplo 2: Calcule a derivada de %(@c 3 —4x7? + 5x). Para que valores de x existe a derivada?

- Regra do produto:

Se as fungdes f e g tém derivadas em x, entdo seu produto também tem derivada e vale:
%[f(X)-g(X)] f(X)—g(X) + g(X) i)

1
Exemplo 3: %[(f +3x—1)(@dx 2 —6)]

- Regra do quociente:

Se as fungdes f e g tém derivadas em x e se g(x) ndo é zero, entdo o quociente f(( )) também tem uma

derivada em x e vale:

df(x dg(x
PO T
dx *g(x) [g(x)]2
2
Exemplo 4: Calcule a derivada de -4 d ﬁ] :
- Derivada de Funcoes Especiais:
%senx = COSX %senhx = coshx
L cosx = —senx % coshx = senhx
<L tanx = sec’x L tanhx = sech’x
L cotx = —csc’x L cscx = —cscxcotx
%e" =e* %lnx = %
_ e —e _ e +e™
senhx = > coshx = 5

Lista de Exercicios 8:
1) Usando a definicao de derivada (férmula de Leibniz), calcule as seguintes funcoes:

a)fix) = 2x* +x,emx =3 Resp.:f(3) = 13

b)g(x) = xi2 ,emx =35 Resp.: g'(5) = _4_19

C)h(x) = Jx+5,emx =4 Resp.:h'(4) = %
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d)fx) = —% Resp.:f(x) = —%

e)f(x) = 5x-3 Resp.:f(x) =5
f)g(x) = x2 Resp.: g'(x) = 2x

2) Calcule a derivada, usando a regra adequada:

2.1) y(x) = 5x° — 6x + Tx Resp.:y'(x) = 15x> — 12x +7
2.2) y(x) = x7 +3x> - 15 Resp.: y'(x) = 7x° + 6x
2.3) y(x) = %—x%+3—3 Resp.: y'(x) =—XL2+;L3_X9;4
1
2.4) y(x) = Jx +2 Resp.:y'(x) = %x_2
2 1 12
2.5)y(x) =x3 -3x3 Resp.: y'(x) = %x 3 —x3
2
2.6) y(x) = 2% — 3x Resp.:y'(x) = %x 3 -3
2
2.7) y(x) = A=% Resp.: v/ (x) = —— 4% __
) () 1 +x? esp-ry (%) (1+x2)2
28)y(x)=x2+—x+1 Resp.:y'(x) = X+ 203 +3x2 +2x+ 1
' 1-x3 " (1 — x>’
e o AT
2.9) y(x) = = Resp.:y'(x) = Y= Y=
0T P T By

1 1 1
2.10) y(x) = (%x3—x2)(x2 +2x) Resp.y'(x) = (%x3—x2)(%x 2 +2)+ (22— 2x0)(x 2 +2x)

Velocidade Média:

Definicao: Se um objeto esta a s = f(r) quildmetros no instante ¢ horas, entdo sua velocidade média durante
o intervalo de tempo entre os instantes ¢y e ¢ (¢y # ¢) é:

velocidade média— distdncia percorrida
tempo gasto

J(0) — o)

t—1ty

Vm =

Unidade: quildmetros/hora.

Exemplo 1: Uma motocicleta estd a 16 * de um posto de gasolina. Qual é a velocidade média da
motocicleta durante o intervalo de tempo % <r<17?

Velocidade Instantanea:

Definimos a velocidade de um objeto em ¢, como o limite quando ¢ tende a 7, , que é a derivada da fungao
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de deslocamento f(r) em ¢,.
Exemplo 2: Calcular a velocidade da motocicleta do exemplo anteriorem ¢ =1 :

Observacao 1: Se a fungédo deslocamento é crescente, a velocidade é positiva e se o deslocamento for
decrescente, a velocidade é negativa.

Exemplo 3: Seja s = 45— 5¢> . Calcule s'(2) e 5'(-2) :

Observacao 2: A velocidade é a taxa de variagdo do deslocamento e a taxa de variagcao da velocidade é a
aceleragéo.

Exemplo 4: Uma frente fria aproxima-se de uma regiao. A temperatura é T graus t horas apds a meia-noite e
T=0,1(400-40t+12) ,0 <t < 12.

a) Ache a taxa de variacado média de T em relagdo a t entre 5h e 6h: R.: T=-2,9 graus/h

b) Ache a taxa de variacao de T em relagao a t as 5h: R.: -3 graus/h.

Exemplo 5: Uma bola é atirada verticalmente para cima a partir do chao, com velocidade inicial de 64 m/s.
Se o sentido positivo da distancia do ponto de partida é para cima, a equagdao do movimento é
s = —161 + 64t com ¢t em segundos e s em metros.

a) Ache a velocidade instantanea da bola ao fim de 1s. R.: 32 m/s

b) Ache a aceleracio instantanea da bola ao final de 1s. R.: -32 m/s?

¢) Quantos segundos a bola leva para atingir o seu ponto mais alto? R.:2 s

d) Qual a altura maxima atingida pela bola? R.: 64 m

e) Decorridos quantos segundos a bola atinge o solo? R.: 4 s

f) Ache a velocidade instantanea da bola quando ela chega ao chao. R.: -64 m/s.

Lista de Exercicios 9:

1) Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, onde s cm € a distancia orientada da particula a
partir do ponto O em t segundos. Ache a velocidade instantédnea v(r) cm/s em t segundos e entdo ache v(z;)
para o valor de ¢, dado:

a)s=32+1;t; =3 Resp.: 61;18
- 1., _1 N B
b) s = 10 =5 Resp.: 27 1

c)s=2-1>+5;t; =-1 Resp.: 61> 218

2 . 8 .1
d)s—4+t,t1 0 Resp..(4+t)2,2

2) Um objeto cai do repouso de acordo com a equacgdo s = —16¢2, onde s cm é a distancia do objeto ao
ponto de partida em t segundos e o sentido positivo € para cima. Se uma pedra cai de um edificio com 256
cm de altura, ache

a) a velocidade instantanea da pedra 1s. depois de iniciada a queda; Resp.: -32 cm/s

45



b) a velocidade instantanea da pedra 2s. depois da queda; Resp.: —64 cm/s
) quanto tempo leva para a pedra atingir o solo? Resp.: 4s
d) a velocidade instantanea da pedra quando ela atinge o solo. Resp.: —128 cm/s.

3) Uma bola de bilhar é atingida e movimenta-se em linha reta. Se s cm for a distancia da bola de sua
posicéo inicial apds t segundos, entdo s = 10072 + 100t. Com qual velocidade a bola atingira a tabela da
posicao inicial que esta a 39 cm? Resp.: 160 cm/s.

4) Se uma bola for impulsionada de tal forma que ela adquira uma velocidade inicial de 24 cm/s ao descer
um certo plano inclinado, entdo s = 24t + 10¢2, onde o sentido positivo é o de descida do plano inclinado.

a) Qual serd a velocidade instantédnea da bola em ¢, s.? Resp.: 24 + 20¢,.
b) Quanto tempo levara para que a velocidade aumente para 48 cm/s? Resp.: 1,2 s.

- Regra da Cadeia (para funcées compostas):

Sejam g e u fungdes de uma variavel real x. A derivada da composta g(u(x)) é dada por:
Lo = “Low. Luw)

Exemplo 1: Calcule a derivada de y(x) = Vx> +4

Exemplo 2: Calcule a derivada de y(x) = x>(x? +2x)'°

9
Exemplo 3: Calcule a derivada de y(x) = ( 231 5 )
X

Exercicios: Calcule a derivada de:

1) y = cos’x R.:y' = —2cosxsenx

2) y = sen’(4x) R.:y' = 12sen?(4x) cos(4x)

3)y =e* R..y' = 2e*

4) y = In(2x?) R:y =2

5 y=e*3x*+1)> R.:y =-3eBx2+1)> + 18xe*(Bx? + 1)

- Derivada Segunda ou de Ordem 2:

A derivada segunda de uma funcao f(x) é a derivada de sua derivada (primeira) f (x).
Notacao:

o dx) g (dfi)
f10) = =55 _E< dx )

Exemplo 1: Calcule a derivada segunda de f(x) = x> — 2x.

- Derivadas de ordem superior:
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Seja fuma funcao derivavel: f é a derivada primeira de f
f' é a derivada segunda de f
f" é a derivada terceira de f
™ é a derivada enésima de f.

Exemplo 2: Ache todas as derivadas da funcdo f(x) = x* +x* — x> + 7.
Exemplo 3: Calcule j—z(Zsenx +3cosx—x3) :

X
- Aceleracao instantanea:

E a taxa de variacdo instantanea da velocidade. Se v (velocidade) é dada em cm/s, a (aceleragdo) sera
dada em cm/s?.

2
:ﬁ ea:ﬂ Oud:ds

A dr ra

1 2

Exemplo 4: Se s = %—Z,h—l,v:—%z—(t—l)_? ea= % %(r—l) 3

- Derivacao implicita:

Funcéo explicita: y = 3x2 + 5x + 1
Funcéo implicita: y2 + 2xy +3x—1 =0

Exemplo 1: Dada a fungéo x¢ — 2x = 3y® +y°> —y2 | calcule y' usando derivagdo implicita:
Para derivarmos 0 segundo membro, usamos a regra da cadeia!

6x —2
18y + 5y* — 2y

Resp.: dx =

. - dy Ty? — 12x3y?
Exemplo 2: Calcule a derivada da equacédo 3x*y? — 7xy® = 4 — 8y. Resp.: —= =
Y quag Y o Y P 6xty — 21xy? + 8

3 _
Exemplo 3: Dada (x +y)? — (x—y)? = x* +)*, ache 2. Resp.: 2 — £ =
dx dx x—y3

B dy ysinx — cosy

Exemplo 4: Dada xcosy + ycosx = 1, ache i . Resp.: dx = Cosx —Xsiny

Lista de Exercicios 10:

1) Calcule a derivada segunda das seguintes fungdes:
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1.1) y(x) = x° Resp.: y"(x) = 30x*

1.2) y(x) = 2 Resp.: y"(x) = %

1.3) y(x) = x* = 3x3 +2x+ 1 Resp.:y"(x) = 12x*> — 18x
1.4) y(x) = exp(—x) Resp.: y"(x) = exp(—x)
1.5) y(x) = (1 —x)* Resp.: y"(x) = 6(1 —x)

2) Ache /) (x) se fix) = —£7. Resp.: f(x) = Y fgl)s

3) Ache f®(x) se f(x) = cos(2x) — sin(2x). Resp.: ¥ (x) = —32(sin(2x) + cos(2x))

d’y 1
4) Dada x* + y? = 1, mostre que i
y
dy 4
5) Dada x? + 25y = 100, mostre que —= = — )
) ey W 7 = 25y
6) Dada x3 3.1 dzy _
) Dada x° +y° = ,mostrequew = —==.
y

7) Uma particula esta se movendo ao longo de uma reta horizontal, de acordo com a equacao dada. Ache a
velocidade e a aceleragdo em fungéo do tempo t.

a)s=%t3—2t2+6t—2 Resp.:v=%—4t+6;a=t—4
bys— 125 2 Resp..v = —— 2000 _ 5u. ., _ 64000 g5
)= Tors32 5 PV = "ot + 32)2 7 6t +32)3
1 3
C)s =9 +2J2t+1 Resp.:v =18t+2Q2t+1) 2;a=18-2Qr+1) 2
4 3 1 ) 1l 1 1 1 1 3
= — 2 2 B = = 2 2 = = 2 —_ = 2
d)s o! + 2t Resp.:v Ft2 +1 2ia=3t >t
dy e
8) Ache 2 Por derivacao implicita:
dy
2 2 _ L2 X
1) x*+y* =16 R.: I 3 2
dy 8y —3x
3 3 _ [RRCAR A S
2) x° +y° = 8xy R.: &~ 37 8x
1,1 _ LAy )
3)x+y—1 R..dx—x2
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dy 5

4),/x+ [y =4 R.:E:——x
dy _ x(1-y?)
2,2 _ 42 2 . —
5)x*y* =x"+y R.: i

Taxas Relacionadas:

Sao problemas envolvendo taxas de variagao de variaveis que estao relacionadas.

Exemplo 1: Uma escada com 25 u.c. (unidades de comprimento) esta apoiada numa parede vertical. Se o
pé da escada for puxado horizontalmente, afastando-se da parede a 3 u.c. por segundo, qual a velocidade
com que a escada esta deslizando, quando seu pé esta a 15 u.c. da parede? Resp.:-9/4 u.c./s.

Exemplo 2: Um tanque tem a forma de um cone invertido com 16 m. de altura e uma base com 4 m. de raio.
A éagua flui no tanque a uma taxa de 2 m*/min. Com que veIomdade 0 nlvel da agua estara se elevando

quando sua profundidade for de 5 m.?( Volume do cone = ”g 2h )- Resp.: m/mm

Exemplo 3: Dois carros estdo se encaminhando em dire¢gdo a um cruzamento, um seguindo a direcéo leste
a 90 km/h e o outro seguindo a dire¢cao sul a 60 km/h. Qual a taxa segundo a qual eles se aproximam um do
outro no instante em que o primeiro carro esta a 0,2 km do cruzamento e o segundo a 0,15 km? Resp.: -108
km/h.

Exemplo 4: Dada xcosy = 5 , onde x e y sdo fungdes de uma terceira variavel t. Se dx _ 4 ache ay

dt ’ dr
quando y = Z. Resp.: - 2‘/_

Lista de Exercicios 11:

A) Nos exercicios de 1 a 4, x e y sdo funcdes de t:

_ge D _ dx -
1)Se2x+3y=8¢e 0 = 2, ache dt.Resp.. 3

2)Sexy=20e fl— = 10, ache quando x =2. Resp.: -

. 9 200 5 Adx _ _ dy 27r 37r _ﬁ
3) Se sin“x + cos?y = 1€ 1, ache — i em (=+,=%). Resp.: >

4)Se Jx+ fy=5e % = 3, ache % quando x = 1. Resp.:—%
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B) Uma pipa estd voando a uma altura de 40m. Uma crianga estd empinando-a de tal forma que ela se
mova horizontalmente, a uma velocidade de 3 m/s. Se a linha estiver esticada com que velocidade a linha
estara sendo dada, quando o comprimento da linha desenrolada for de 50m? Resp.: 2m/s.

C) Uma bola de neve esta se formando de tal modo que seu volume cresca a uma taxa de 8cm?/min. Ache a
taxa segundo a qual o raio estd crescendo quando a bola de neve tiver 4 cm de didmetro. (Lembre que

3 .
volume da esfera é= 4%). Resp.: ﬁcm/mm.

D) Uma certa quantidade de areia é despejada a uma taxa de 10m?*/min, formando um monte cénico. Se a
altura do monte for sempre o dobro do raio da base, com que taxa a altura estara crescendo quando o

2
monte tiver 8m de altura? (Lembre que volume do cone= anh)_ Resp.: %m/min.

E) Suponha que um tumor no corpo de uma pessoa tenha a forma esférica. Se, quando o raio do tumor for
0,5 cm, o raio estiver crescendo a uma taxa de 0,001 cm por dia, qual sera a taxa de aumento do volume do
tumor naquele instante? Resp.: 0,001 zcm?/dia.

F) Para o tumor do exercicio E), qual sera a taxa de crescimento da sua area quando seu raio for 0,5 cm?
(Lembre que A = 4rr?). Resp.: 0,004xcm?/dia.

G) Um tanque com a forma de um cone invertido estd sendo esvaziado a uma taxa de 6m*/min. A altura do
cone é de 24 m e o raio da base é de 12 m. Ache a velocidade com que o nivel de 4gua esta abaixando,

quando a agua tiver uma profundidade de 10m. Resp.: %m/min.

H) Uma bicicleta esta 6,4 km a leste de um cruzamento, movimentando-se em dire¢cdo ao cruzamento a taxa
de 14,4 km/h. No mesmo instante, uma segunda bicicleta esta a 4,8 km ao sul do cruzamento e se afasta do
cruzamento a taxa de 16 km/h. A distancia entre as bicicletas estara crescendo ou descrescendo, neste
instante? A que taxa?

Resp.: Decrescendo a 1,92 km/h.

) Um petroleiro avariado tem um vazamento de 6leo cubrindo uma &rea circular A de raio r. Se a area
cresce a taxa de 10000 m?/h,qual a taxa que o raio estara se expandindo quando o raio for igual a 2 km? E
qguando o raio atingir o valor de 4 km? Resp.: 0,8 m/h e 0,4 m/h

J) Um tanque de agua tem a forma de um cone circular reto, com vértice apontando para baixo. O topo tem
3 metros de raio e o tanque tem 12 metros de altura. O tanque esta sendo cheio com agua a uma taxa de
0,189 m3/min, quando ha 2,4 m de altura de dgua no tanque. A que taxa estard aumentando esta altura,
neste momento?

21

Resp.: mm/min.
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K) Ao ser aquecida uma chapa circular de metal, seu didmetro varia a razdo de 0,01 cm/min. Determine a
taxa a qual a area de uma das faces varia quando o didmetro estd em 30 cm. Resp.: 0,157 cm?/min.

L) A area de um circulo esta descrescendo a taxa de 5 m?/s, quando seu raio € igual a 3 m. A que taxa esta

decrescendo o raio, neste instante? Resp.: Decresce a Em/s.

M) Em determinado instante, o raio da base de um cone circular reto € 10 cm e esta crescendo a taxa de
12,5 cm/s, enquanto que a altura do cone é de 7,5 cm e esté decrescendo a taxa de 15 cm/s. O volume do
cone esta crescendo ou decrescendo, neste momento? A que taxa? Resp.: Crescendo a uma taxa de 1257«
cm?3/min.

Aplicacoes da derivada:

Teste da derivada primeira:

Se a derivada f'(x) exite e é positiva para todo x em um intervalo aberto, entdo a fungéo é crescente neste
intervalo. Se f'(x) é negativa no intervalo aberto, entdo a funcdo é decrescente.

Exemplo 1: Dada a fungéo f(x) = x2, cujo gréafico é abaixo representado,

o L

Sua derivada é f'(x) = 2x.
Observe que f'(x) é positiva para x > 0 e f'(x) é negativa para x < 0.

Maximos e minimos (Extremos das funcoes):

Uma funcgao f tem um maximo relativo (ou local) em x¢, se flx) < f(xo) para todo x em um intervalo aberto
contendo xy. A fungdo tem um minimo relativo (ou local) em xy, se flx) > f{xo) para todo x em um intervalo
aberto contendo xy.

Pontos Criticos:
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O ponto x, € um ponto critico de uma fungao f, se f é definida em um intervalo aberto contendo x, e f(xo) é
Zero ou nao existe.

Exemplo 2: Ache os pontos criticos da fungao:
flx) = 4x> = 3x+2

Resp.: 3/8
Exemplo 3: f{x) = 2x+5

Resp.: nenhum

Exemplo 4: s(¢) = 21> + 1> =20t + 4

oL

Resp.: -2, 5/3
Exemplo 5: F(w) = w* — 32w

52



oL

Resp.: 2

Aplicacoes da derivada - Tracado de graficos:

Teste da derivada segunda:

Concavidade: Se a derivada segunda f'(x) é positiva num intervalo aberto, entdo o grafico de f tem a
concavidade voltada para cima neste intervalo. Se f'(x) é negativa no intervalo, o grafico de f tem a

concavidade voltada para baixo.

Ponto de Inflexao:

Um ponto (x¢,f(x0)) do gréafico de f é um ponto de inflexdo, se f'(xo) = 0 ou o grafico tem uma reta tangente

vertical em x = xy.

Exemplo 6: Trace o grafico da fungao f(x) =

10T

y

+x* —2x*. Mostre os pontos criticos e os extremos da fungao:

Resp.:

oL

Exemplo 7: Trace o gréfico da fungdo f(x) = x* — 3x> + 4.
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Resp: 10T

Lista de Exercicios 12:

Encontre os pontos criticos e de inflexao. Esboce o grafico:
1) flx) = x* +7x> - 5x

2) fx) =2x3 = 2x* — 16x + 1

& T
'
(3]
—_

3) flix) = x* +4x3 —2x% — 12x
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/.-2x

10+

071
20T

4) flx) = x> - 12x

201
-40 ~

5) fix) = x* —8x2 +1

_ 2.3 _ 1.5
=34 X

6) y(x)
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7) y(x) = %x3 —-X

oL

8) y(x) = zx* -2x* -4

oL

9) y(x) = +x7 —2x* +3x

Mo L

Maximos e Minimos absolutos (Globais):
Roteiro para encontrar 0 maximo e o minimo de uma fung¢ao continua f em um intervalo fechado [a,b] :

]
2
3
4

Encontre os pontos criticos de f.

Calcule f em cada ponto critico em (a,b)

Calcule f nos extremos do intervalo [a,b]

O menor desses valores € 0 minimo e 0 maior € o maximo.

~_— — ~— ~—
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Exemplo 1: Encontre o maximo e o minimo de f(x) = 3x* —4x* em [-1,2].
Exemplo 2: Calcule os extremos das fungdes:

a) flx) =23 -x) em[-1,2] R.:Min.: (2,2) Max.: (-1,8)
b) f(x) = ZXT” em[0,5]  R.:Min.: (0,5/3) Max.: (5,5)
¢) fx) = —x2 +3xem [0,3] R.:Min.: (0,0) e (3,0) Max.: (3/2,9/4)

Lista de Exercicios 13:

1) Calcule os extremos das fungoes:
a) fix) = x> =3x*> em [-1,3] R.:Min.: (-1,4) e (2,-4) Max.: (0,0) e (3,0)
b) f(s) = s—;Z em [0, 1] R.: Min.: (1,-1) Max.: (0,-1/2)

2) Explique porque a fungéo f(x) = LZ tem um méaximo em [1,2] mas nao em (0,2].
X

3) Explique porque a fungéo f(x) = x%—;l tem um minimo em [0,2] mas ndao em [-2,0].

4) A poténcia P de uma bateria de automével é dada por P = VI - I’r, para uma voltagem V, corrente | e

resisténcia interna r da bateria. Que corrente corresponde & poténcia maxima? Resp.: I = -~

2r

5) A tosse faz com que a traquéia se contraia, afetando assim a velocidade com que o ar passa por ela.
Suponha que a velocidade do ar ao tossir seja descrita pela formula v = k(R — r)r*; onde k é uma constante,
R € o raio normal da traquéia e r € o raio da mesma durante a tosse. Que raio produz a maior velocidade?

Resp.:r = 2TR

6) A concentracdo C de uma certa substancia quimica no fluxo sanglineo em t horas apés ser injetado no

musculo é dada por C = 273+’ 3 Em que instante a concentragao serd maxima? Resp.: ~ 2,38 horas.

7) Apds a administragdo de uma substancia quimica, sua concentracao no fluxo sangiineo do paciente
durante um intervalo de duas horas é da forma C = 0,29483¢ + 0,04253¢> — 0,00035¢3 , onde C é medido em
miligramas e t € o tempo em minutos. Encontre os intervalos abertos em que C cresce ou decresce. Resp.:
Crescente quando 0 < 7 < 84,3388 minutos. Decrescente quando 84,3388 < ¢ < 120 minutos.
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