Calculo da solucao exterior de Schwarzschild
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Calculamos as geodésicas para a solugao exterior de Schwarzschild an-
teriormente, obtendo as equagoes das drbitas elipticas para o movimento
planetario, e a deflexao dos raios de luz préximos de uma massa puntiforme.
Também calculamos as componentes do tensor de Riemann. Partimos da

métrica exterior, cuja dedugao estd em Weinberg [1], por exemplo.

Vamos obter agora a solugao exterior de Schwarzschild, isto €, a expressao
da métrica no exterior de uma distribuicao esférica de massa uniforme e
estatica. Vamos calcular também o tensor de Riemann-Christoffel, o tensor

de Ricci, e a curvatura escalar no exterior da distribuicao de massa.

Partimos da métrica na forma padrao [1],

ds* = B(r)cdt* — A(r)dr? — r*(d6* + sen?0dy?)

ou,
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Os simbolos de Christoffel de segunda espécie para a métrica acima sao

[1] (problema 1),
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As componentes do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel, definido
por [2],
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sao (problema 2),
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O tensor de Riemann covariante é,
Ropvw = Gro R, - (7)

Obtemos (problema 3),
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Com o tensor de Riemann covariante podemos calcular o escalar de Kretschmann,

K = R)\/UJI{R)\NVH ) (9)
obtendo (problema 4),
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O tensor de Ricci é dado por,

R, =RY,,. (11)
Obtemos (problema 5),
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Com o tensor de Ricci calculamos a curvatura escalar,
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R=R"R,,, (13)

obtendo (problema 6),
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No nosso caso obtemos R =0

O subespago t = constante é chamado espac¢o de Flamm. Temos nele uma
métrica puramente espacial, dada por,

ds® = A(r)dr* + r*(d6* + sen *0dp?) . (15)

Multiplicamos por -1 para obtermos uma métrica positivo definida, como é
usual em geometria espacial, sem envolver a coordenada temporal. Calcu-
lando a curvatura espacial correspondente obtemos (problema 7),

AGM
Bp- -
R = 2,3 (16)
Vamos aplicar agora as equagoes de campo de Einstein a métrica geral
estatica isotropica. Usamos a forma padrao discutida antes, eq.(1). As

equacoes de campo para o espaco vazio sao, incluindo a constante cosmologica,

R;w = _Aguv' (17)

As componentes nao nulas do tensor de Ricci estdo em (12). Vemos que é
suficiente considerarmos as equagoes para Ry, R,. e Rg. Também podemos
ver que,

R, Ry 1 (A DB
A+§__H<Z+§)’ (18)
portanto,
B’ A
- = _ 19
RS (19)
ou,
A(r)B(r) = constante . (20)

Temos também as condicoes de contorno para A e B que, em r — 00, 0
tensor da métrica deve se aproximar do tensor em coordenadas esféricas, isto
é,



lim A(r) = lim B(r) =1. (21)

Portanto,

A(r) = . (22)

Usando (24) e (13) em (22), temos,

1 1 BR,
Ry=—--B"B—--B'B=AB=-"2%
2 r 2r

B" B _ A _ Ry Ry

R”:ﬁ—'—TB B~ B2 2B’
Ryo = —1+rB'+B= —ATQ, (23)

logo é suficiente considerarmos a equacao para Ry,

~1+rB'+B+Ar*=0. (24)

A solucao da equacao acima é,

B co Ar?
B(r)y=1+ " 5 (25)

Podemos verificar que R dada por (14) se anula com os resultados acima.
Para obtermos o valor da constante de integracao, lembramos que para
distancias grandes de uma massa central M (considerando A = 0), a compo-
nente gy = —B deve se aproximar de —1 — 2¢/c?, em que ¢ = —GM/r é o
potencial Newtoniano (cap. 3). Temos entao ¢y = —2GM/c?, e a solugao é,
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A métrica fica entao na forma, considerando A = 0,

2GM

rc2

-1
dr? = [1 — } Adt? — [1 — 2GM} dr® — r?df? — r’sen?0dy® . (27)

rc?

Essa solucao foi encontrada por K. Schwarzschild em 1916.



Problemas

1. Obtenha os simbolos de Christoffel de segunda espécie, eq.(4).

2. Obtenha as componentes do tensor de Riemann-Christoffel, eq.(6).
3. Obtenha as componentes do tensor de Riemann covariante, eq.(?7).
Temos, usando (6),
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4. Obtenha o escalar de Kretschmann, eq.(10).

5. Obtenha as componentes do tensor de Ricci, eq.(12).

6. Obtenha a curvatura escalar, eq.(14).

7. Obtenha a expressao (16) para a curvatura da parte espacial da métrica
padrao.

8. Para a solugado de Schwarzschild, eq.(27), obtenha as componentes do
tensor de Riemann e o escalar de Kretschmann.

9. Para a solugdo de Schwarzschild, eq.(27), verifique que o tensor de
Ricci e a curvatura escalar se anulam.
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