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Calculamos as geodésicas para a solução exterior de Schwarzschild an-
teriormente, obtendo as equações das órbitas eĺıpticas para o movimento
planetário, e a deflexão dos raios de luz próximos de uma massa puntiforme.
Também calculamos as componentes do tensor de Riemann. Partimos da
métrica exterior, cuja dedução está em Weinberg [1], por exemplo.

Vamos obter agora a solução exterior de Schwarzschild, isto é, a expressão
da métrica no exterior de uma distribuição esférica de massa uniforme e
estática. Vamos calcular também o tensor de Riemann-Christoffel, o tensor
de Ricci, e a curvatura escalar no exterior da distribuição de massa.

Partimos da métrica na forma padrão [1],

ds2 = B(r)c2dt2 − A(r)dr2 − r2(dθ2 + sen 2θdϕ2) , (1)

ou,

gµν =









−B(r)
A(r)

r2

r2sen 2θ









. (2)

Assim,

gtt = −B(r) , grr = A(r) , gθθ = r2 , gϕϕ = r2sen 2θ ,

gtt = −

1

B(r)
, grr =

1

A(r)
, gθθ =

1

r2
, gϕϕ =

1

r2sen 2θ
. (3)

Os śımbolos de Christoffel de segunda espécie para a métrica acima são
[1] (problema 1),

Γt
tt =

B′

2A
, Γr

rr =
A′

2A
, Γr

θθ = −

r

A
, Γr

ϕϕ = −

rsen 2θ

A
,

Γt
tr =

B′

2B
, Γθ

θr = Γϕ
ϕr =

1

r
,

Γϕ
ϕθ = cot θ , Γθ

ϕϕ = −sen θ cos θ . (4)
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As componentes do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel, definido
por [2],

Rλ
µνκ ≡

∂Γλ
µν

∂xκ
−

∂Γλ
µκ

∂xν
+ Γη

µνΓ
λ
κη − Γη

µκΓ
λ
νη , (5)

são (problema 2),

Rr
trt = −

(

B′

2A

)

′

−

B′

2A

A′

2A
+

B′

2B

B′

2A
,

Rθ
tθt = Rϕ

tϕt = −

B′

2rA
,

Rt
rtr =

(

B′

2B

)

′

+

(

B′

2B

)2

−

A′

2A

B′

2B
,

Rθ
rθr = Rϕ

rϕr = −

A′

2rA
,

Rt
θtθ =

rB′

2AB
,

Rr
θrθ = −

rA′

2A2
,

Rϕ
θϕθ =

1

A
− 1 ,

Rt
ϕtϕ =

B′

2AB
r sen 2θ ,

Rr
ϕrϕ = −

A′

2A2
r sen 2θ ,

Rθ
ϕθϕ = sen 2θ

(

1

A
− 1

)

. (6)

O tensor de Riemann covariante é,

Rσµνκ = gλσR
λ
µνκ . (7)

Obtemos (problema 3),
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Rrtrt = −A

(

B′

2A

)

′

−

A′B′

4A
+

B′2

4B
,

Rθtθt = −

rB′

2A
,

Rϕtϕt = −rsen 2θ
B′

2A
,

Rθrθr = −

rA′

2A
,

Rϕrϕr = −rsen 2θ
A′

2A
,

Rϕθϕθ = r2sen 2θ

(

1

A
− 1

)

. (8)

Com o tensor de Riemann covariante podemos calcular o escalar de Kretschmann,

K ≡ RλµνκR
λµνκ , (9)

obtendo (problema 4),

K =
2

A2B2

[

−B

(

B′

2B

)

′

−

B′2

4B
+

A′B′

4A

]2

+
B′2

r2A2B2
+

A′2

r2A4
+

2

r4

(

1

A
− 1

)2

. (10)

O tensor de Ricci é dado por,

Rµν = Rλ
µλν . (11)

Obtemos (problema 5),

Rtt = −

B′′

2A
+

B′

4A

(

A′

A
+

B′

B

)

−

B′

rA
,

Rrr =
B′′

2B
−

B′

4B

(

A′

A
+

B′

B

)

−

A′

rA
,

Rθθ = −1 +
r

2A

(

−

A′

A
+

B′

B

)

+
1

A
,

Rϕϕ = sen 2θRθθ . (12)

Com o tensor de Ricci calculamos a curvatura escalar,
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R ≡ RµνRµν , (13)

obtendo (problema 6),

R =
B′′

AB
−

B′

2AB

(

A′

A
+

B′

B

)

+
2

rA

(

−

A′

A
+

B′

B

)

−

2

r2
+

2

r2A
. (14)

No nosso caso obtemos R = 0
O subespaço t = constante é chamado espaço de Flamm. Temos nele uma

métrica puramente espacial, dada por,

ds2 = A(r)dr2 + r2(dθ2 + sen 2θdϕ2) . (15)

Multiplicamos por -1 para obtermos uma métrica positivo definida, como é
usual em geometria espacial, sem envolver a coordenada temporal. Calcu-
lando a curvatura espacial correspondente obtemos (problema 7),

(3)R =
4GM

c2r3
. (16)

Vamos aplicar agora as equações de campo de Einstein à métrica geral
estática isotrópica. Usamos a forma padrão discutida antes, eq.(1). As
equações de campo para o espaço vazio são, incluindo a constante cosmológica,

Rµν = −Λgµν . (17)

As componentes não nulas do tensor de Ricci estão em (12). Vemos que é
suficiente considerarmos as equações para Rtt, Rrr e Rθθ. Também podemos
ver que,

Rrr

A
+

Rtt

B
= −

1

rA

(

A′

A
+

B′

B

)

, (18)

portanto,

B′

B
= −

A′

A
, (19)

ou,

A(r)B(r) = constante . (20)

Temos também as condições de contorno para A e B que, em r → ∞, o
tensor da métrica deve se aproximar do tensor em coordenadas esféricas, isto
é,

4



lim
r→∞

A(r) = lim
r→∞

B(r) = 1 . (21)

Portanto,

A(r) =
1

B(r)
. (22)

Usando (24) e (13) em (22), temos,

Rtt = −

1

2
B′′B −

1

r
B′B = ΛB = −

BR′

θθ

2r
,

Rrr =
B′′

2B
+

B′

rB
= −

Λ

B
= −

Rtt

B2
=

R′

θθ

2rB
,

Rθθ = −1 + rB′ +B = −Λr2 , (23)

logo é suficiente considerarmos a equação para Rθθ,

−1 + rB′ + B + Λr2 = 0 . (24)

A solução da equação acima é,

B(r) = 1 +
c0
r
−

Λr2

3
. (25)

Podemos verificar que R dada por (14) se anula com os resultados acima.
Para obtermos o valor da constante de integração, lembramos que para
distâncias grandes de uma massa central M (considerando Λ = 0), a compo-
nente gtt ≡ −B deve se aproximar de −1 − 2φ/c2, em que φ = −GM/r é o
potencial Newtoniano (cap. 3). Temos então c0 = −2GM/c2, e a solução é,

B(r) =

[

1−
2GM

rc2
−

Λr2

3

]

,

A(r) =

[

1−
2GM

rc2
−

Λr2

3

]

−1

. (26)

A métrica fica então na forma, considerando Λ = 0,

dτ 2 =

[

1−
2GM

rc2

]

c2dt2 −

[

1−
2GM

rc2

]

−1

dr2 − r2dθ2 − r2sen 2θdϕ2 . (27)

Essa solução foi encontrada por K. Schwarzschild em 1916.
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Problemas

1. Obtenha os śımbolos de Christoffel de segunda espécie, eq.(4).
2. Obtenha as componentes do tensor de Riemann-Christoffel, eq.(6).
3. Obtenha as componentes do tensor de Riemann covariante, eq.(??).
Temos, usando (6),

Rr
trt = −

(

B′

2A

)

′

−

B′

2A

A′

2A
+

B′

2B

B′

2A
,

Rθ
tθt = Rϕ

tϕt = −

B′

2rA
,

Rt
rtr =

(

B′

2B

)

′

+

(

B′

2B

)2

−

A′

2A

B′

2B
,

Rθ
rθr = Rϕ

rϕr = −

A′

2rA
,

Rt
θtθ =

rB′

2AB
,

Rr
θrθ = −

rA′

2A2
,

Rϕ
θϕθ =

1

A
− 1 ,

Rt
ϕtϕ =

B′

2AB
r sen 2θ ,

Rr
ϕrϕ = −

A′

2A2
r sen 2θ ,

Rθ
ϕθϕ = sen 2θ

(

1

A
− 1

)

.

4. Obtenha o escalar de Kretschmann, eq.(10).
5. Obtenha as componentes do tensor de Ricci, eq.(12).
6. Obtenha a curvatura escalar, eq.(14).
7. Obtenha a expressão (16) para a curvatura da parte espacial da métrica

padrão.
8. Para a solução de Schwarzschild, eq.(27), obtenha as componentes do

tensor de Riemann e o escalar de Kretschmann.
9. Para a solução de Schwarzschild, eq.(27), verifique que o tensor de

Ricci e a curvatura escalar se anulam.
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