
A solução de Schwarzschild
Cálculo da curvatura

Paulo Sérgio Kuhn
Departamento de F́ısica - IFM
UFPel, Pelotas, RS, Brasil

https://wp.ufpel.edu.br/pskuhn/
https://pskuhnblog.wordpress.com/

Já calculamos as geodésicas para a solução de Schwarzschild anterior-
mente, obtendo as equações das órbitas eĺıpticas para o movimento planetário,
e a deflexão dos raios de luz próximos de uma massa puntiforme. Nesse
cálculo usamos principalmente a notação de Santaló [1]. Aqui vamos calcu-
lar o tensor de curvatura, usando a notação de Weinberg [2]. Escrevemos
dessa forma a métrica de Schwarzschild como,

ds2 = B(r)c2dt2 − A(r)dr2 − r2(dθ2 + sen 2θdϕ2) , (1)

com,

B(r) =

[

1−
2GM

rc2

]

,

A(r) =

[

1−
2GM

rc2

]

−1

. (2)

Lembramos que a solução acima é obtida das equações de campo para o
espaço vazio,

Rµν = 0 . (3)

O tensor de curvatura de Riemann-Christoffel é definido por [2],

Rλ
µνκ ≡

∂Γλ
µν

∂xκ
−

∂Γλ
µκ

∂xν
+ Γη

µνΓ
λ
κη − Γη

µκΓ
λ
νη . (4)

Obtemos, em função de B (problema 1),

1



Rr
trt = −

BB′′

2
,

Rθ
tθt = R

ϕ
tϕt = −

BB′

2r
,

Rt
rtr =

B′′

2B
,

Rθ
rθr = R

ϕ
rϕr =

B′

2rB
,

Rt
θtθ = Rr

θrθ =
rB′

2
,

R
ϕ
θϕθ = B − 1 ,

Rt
ϕtϕ = Rr

ϕrϕ =
1

2
r sen 2θ B′ ,

Rθ
ϕθϕ = sen 2θ(B − 1) . (5)

Podemos verificar que o tensor de Ricci Rµν obtido das expressões acima é
identicamente nulo, como deve ser (problema 2).

O tensor de Riemann covariante é,

Rσµνκ = gλσR
λ
µνκ . (6)

Obtemos (problema 3),

Rrtrt = Rtrtr =
B′′

2
,

Rθtθt = Rtθtθ =
rBB′

2
,

Rθrθr = Rrθrθ = −

rB′

2B
,

Rϕrϕr = Rrϕrϕ = −r sen 2θ
B′

2B
,

Rϕθϕθ = Rθϕθϕ = −r2sen 2θ(B − 1) ,

Rtϕtϕ = Rϕtϕt = rsen 2θ
BB′

2
. (7)

Como a solução de Schwarzschild é obtida de Rµν = 0 obtemos também
a curvatura escalar R = gµνRµν = 0. Contudo, podemo calcular o escalar de
Kretschmann, obtendo (problema 4),

K = RλµνκR
λµνκ =

48G2M2

c4r6
. (8)
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O subespaço t = constante é chamado espaço de Flamm. Temos nele uma
métrica puramente espacial, dada por,

ds2 = A(r)dr2 + r2(dθ2 + sen 2θdϕ2) . (9)

Multiplicamos por -1 para obtermos uma métrica positivo definida, como é
usual em geometria espacial, sem envolver a coordenada temporal. Calcu-
lando a curvatura espacial correspondente obtemos (problema 5),

(3)R =
4GM

c2r3
. (10)

Problemas

1. Obtenha as componentes do tensor de Riemann, eq.(5), correspondente
à métrica de Schwarzschild definida em (1) e (2).

2. Verifique que o tensor de Ricci Rµν é identicamente nulo para a solução
de Schwarzschild.

3. Obtenha as componentes do tensor de Riemann covariante, eq.(7).
4. Obtenha o escalar de Kretschmann, eq.(8).
5. Obtenha a expressão (10) para a curvatura para a parte espacial da

métrica de Schwarzschild.
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