A solucao de Schwarzschild
Calculo da curvatura
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Ja calculamos as geodésicas para a solucao de Schwarzschild anterior-
mente, obtendo as equagoes das orbitas elipticas para o movimento planetario,
e a deflexdo dos raios de luz préximos de uma massa puntiforme. Nesse
célculo usamos principalmente a notacao de Santalé [1]. Aqui vamos calcu-
lar o tensor de curvatura, usando a notagdo de Weinberg [2]. Escrevemos
dessa forma a métrica de Schwarzschild como,

ds* = B(r)cdt* — A(r)dr? — r*(d6* + sen?0dp?) (1)

com,
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Lembramos que a solucao acima é obtida das equacoes de campo para o
espaco vazio,

Ry =0. (3)

O tensor de curvatura de Riemann-Christoffel é definido por [2],
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Obtemos, em fungao de B (problema 1),
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Podemos verificar que o tensor de Ricci R, obtido das expressoes acima ¢
identicamente nulo, como deve ser (problema 2).
O tensor de Riemann covariante é,

Rcrp,wi = g)\JRA#VH . (6)
Obtemos (problema 3),
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Como a solucao de Schwarzschild é obtida de R, = 0 obtemos também
a curvatura escalar R = g"”R,,,, = 0. Contudo, podemo calcular o escalar de
Kretschmann, obtendo (problema 4),
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O subespago t = constante é chamado espago de Flamm. Temos nele uma
métrica puramente espacial, dada por,

ds® = A(r)dr* + r*(d6* + sen *0dp?) . 9)
Multiplicamos por -1 para obtermos uma métrica positivo definida, como é
usual em geometria espacial, sem envolver a coordenada temporal. Calcu-
lando a curvatura espacial correspondente obtemos (problema 5),

®R = (10)
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Problemas

1. Obtenha as componentes do tensor de Riemann, eq.(5), correspondente
a métrica de Schwarzschild definida em (1) e (2).

2. Verifique que o tensor de Ricci R, ¢ identicamente nulo para a solucao
de Schwarzschild.

3. Obtenha as componentes do tensor de Riemann covariante, eq.(7).

4. Obtenha o escalar de Kretschmann, eq.(8).

5. Obtenha a expressao (10) para a curvatura para a parte espacial da
métrica de Schwarzschild.
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