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As equacoes de campo de Einstein para os coeficientes da métrica sao em
geral impossiveis de integrar exatamente, sendo necessario fazer aproxima-
¢oes. Contudo, hd um caso simples em que a integracao é exata, devido
a simplificagbes por razoes de simetria, o caso de uma massa puntiforme
constante no tempo.

Nesse caso, as condi¢oes de simetria do problema permitem a integragao
das equagoes de campo, levando ao elemento de arco,

ds* = *(1 — K/r)dt* — (1 — K/r)"'dr? — r*df* — r’sen?0dp*. (1)

Esse elemento de arco corresponde ao criado por uma massa puntiforme
imovel, e foi obtido pela primeira vez por K. Schwarzschild em 1916.

As coordenadas em (1) sdo esféricas, com a diferenga que r nao é exata-
mente a distancia da origem, onde esta a massa puntiforme. A constante K
esta relacionada com a constante da gravitacao de Newton, e ¢ é a veloci-
dade da luz no vacuo. Vemos que se r — oo o elemento de arco tende ao de
Minkowski, na relatividade especial.

Nao vamos ver aqui como a métrica acima foi obtida em detalhe. Em vez
disso vamos obter e resolver as equagoes das geodésicas. Para isso precisamos
calcular primeiro os simbolos de Christoffel. Os simbolos de Christoffel de
primeira espécie sao definidos por,

. 1
(1), k] = §<gik,j + Gjki — Yijk) - (2)
O tensor da métrica covariante pode ser escrito a partir de (1) como,
—(1—-K/r)™* 0 0
0 —r? 0 0
Jis = 0 0 —r?sen?f 0 ’ (3)
0 0 0 (1—-K/r)

e o tensor contravariante como,



—(1-K/r) 0 0

0 _1/s2 0 0
Ly —
9= 0 0  —1/r?sen?d 0 ' (4)
0 0 0 (1—K/r)

Escolhemos as coordenadas como xq, 9, x3, x4 = 7,0, @, Ct.
Temos nove simbolos de Christoffel de primeira espécie nao nulos (proble-
ma 1),

=
2r2(1 — K/r)?
[12,2] = —r,
22,1] =71,
[13,3] = —rsen?d,
K
[14,4] = 2,2
[23,3] = —r?senf cosf,
[33,1] = rsen?d,
[33,2] = r%senf cos
K
[44,1] = 52 (5)

Os simbolos de Christoffel de segunda espécie sao definidos por,

{5t =9g""is. 1. (6)

Obtemos nove simbolos de Christoffel de segunda espécie (problema 2),



1y K
{ur= _m,
{212} - _T<1 - K/T) ’
{5} =—-r(1 - K/r)sen?d,

() = o= K/r),

=1
{%} = —senfcos?,
=1
{233} = cot 97
4 K
{14} = W= K (7)

Agora que temos os simbolos de Christoffel podemos escrever as equacoes
das geodésicas, dadas por,
" k /A
ry +{ij i =0, (8)
em que a linha denota derivada em relacao a um parametro arbitrario.
Seguimos aqui a notagao de Santalé [1], em que z; e dz; sdo escritos com
um indice inferior, embora este tltimo, o vetor deslocamento, seja um exem-
plo de vetor contravariante, que é escrito com um indice superior. Obtemos
(problema 3),

1d 1 d
M §d_/7fT/2 et TeuseHQQ(p/Q + §C2e2ud_/;t/2 —0,
2
0" + =r'0 —senfcosfyp? =0,
r
2
"+ =1’ +2cot 80 =0,
r
dp
t// - /t/ — 0’ 9
T (9)
com,
et =1—K/r. (10)

Vamos tentar integrar o sistema acima. Em vez da primeira equagao
em (9), que envolve uma derivada de segunda ordem, podemos considerar a
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equacao resultante de dividir (1) por ds?. Dessa forma consideramos como
parametro o arco s, obtendo,

et — e — r20”% — r?sen?0p* =1, (11)

com r' = dr/ds, etc.
Consideremos a segunda equagao em (9), escolhendo como condigoes ini-
ciais,
T

Obtemos 6 = 0, e por derivadas sucessivas temos que todas as derivadas de
6 sao nulas. Portanto a geodésica é uma curva plana em 6 = 7/2.
Considerando agora a terceira equagao em (9) com 6 = 7/2,

2
g0// + ;TISO/ — 07

i /

o

oo

Iny = —-2Inr+1Incy,
r_ Co

Y = 7’_27

ou,

d
24
ds
Para a tltima equagao em (9) vemn,

=C9. (13)

d
"+ L =0,
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t// d,u ,

t dr

t// d,u

v ds’

Int' = —p+1Incy,

I ol
t =ce ",

ou,

ef—=c. (14)



Substituimos agora em (11) as expressoes,

[ —
t =cre ?,

T ds
,_dr_drdgp_drco

P T dpds T dpr

=0,
gl _a
ds 1?2’
et =1—-K/r, (15)

vem, sempre com 0 = 7/2,

Aelt? — e — r20? — r?sen?p”? =1,
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ou,
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A solucao da equagao acima nos a relagao entre r e ¢, ou seja a equagao da
érbita. Vamos trocar variaveis, fazendo u = 1/r,

dr B dr du 1 du

@ N @% T uldy
logo (16) fica,



ou,

du\> 9 on 1 Ku 9 3
(%) :_(1_001)0_3+g_u + Ku”. (17)
Podemos escrever a equacao acima de outra forma, derivando em relacao a
@,
d_UdQU — Ed_u _Qud_u 3K 2@’
dedp? G dyp de dy
ou,
d*u K 3
== = — + Ku?. 18
iz Tt T ag Tt (18)

Tomando como primeiro aproximacao apenas o primeiro termo no lado
direito temos como solugao (problema 4),

= Acos(¢ — o) + — - (19)

que é a equacao de uma conica com foco em O. Esse é o resultado classico de
Newton. Considerando a equacao (18) completa obtemos uma curva seme-
lhante a uma elipse que gira em torno de O (problema 5). Esse é o fenémento
da precessao do perihélio, que sera tanto maior quanto maior seja a influéncia
do termo 3Ku?/2, ou seja, quanto menor a distancia a O. No caso do sis-
tema solar o efeito é apreciavel apenas para o caso do planeta Mercurio, e o
resultado coincide com o observado [5]. Esse ¢ um dos fendmenos que antes
da teoria de Einstein ainda nao haviam sido explicados.

Para a trajetéria dos raios luminosos, as equagoes sao as mesmas de antes,
mas com ds = 0. A equagao (1) fica entao,

(1 — K/r)dt* — (1 — K/r) 'dr* — r*d6* — r*sen*0dp® = 0. (20)

Substituindo # =constante= /2,

A1 — K/r)dt? — (1 — K/r) tdr® — rdp* = 0. (21)
Dividindo por d?,
dt \’ dr\*
201 _ a4 —fary 2
c“(1—-K/r) (dgp) (1—-K/r) (dg@) r*=0. (22)

De (13) e (14) temos,
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e“£ =
ot de
dy ds
dt — cie”
do — dp/ds’
dt cre ™ erie

dp  cofr? o (23)

1,

C1,

Substituindo em (22),

A(1— K/r) (C”%_“)Q (- K/r)! <ﬁ)2 =0,

Co dy
2 —p 2 d 2
— =) —rr(1-K/r)=
- wprp () - () - ra-mm =0,

() (Y e ke =0
art\' (AN
c o i r ,

dr\? cer\’ 4 9
% = E r —r +KT (24.)

Definindo novamente u = 1/r vem,
1 du\? _[ca 1 1 n K
w?de)  \c ) ut w2 u’

du\* : cer\’ 3
<@> +u” = (C_o> + Ku”. (25)

Podemos reecrever a equagao acima derivando em relacao a ¢,

ou,

ou,

2
pdudu o d g2 2t
dy dp? do dyo
ou,
d*u 9
d_QOQ +u = EKU (26)



A distancias nao muito préximas do ponto central, o termo 3Ku?/2 ¢é des-
prezivel e as curvas integrais sao retas (problema 6),

% = Acos(p — o) . (27)

Considerando o termo 3Ku?/2 as trajetérias sao curvas (problema 7). Fisica-
mente isso significa que os raios luminosos devem curvar-se ao passar proximo
de uma massa, curvatura que é calculada a partir da equagao (26) da tra-
jetoria.

1 Problemas

1. Obtenha os simbolos de Christoffel de primeira espécie em (5).

2. Obtenha os simbolos de Christoffel de segunda espécie em (7).

3. Obtenha as equagoes das geodésicas em (9).

4. Mostre que a solugao da equagao (18) sem o dltimo termo, isto ¢,
d*u n K
- U= —
dp? 2¢37

¢ dada por (19).
Escrevemos a equagdo acima na forma,

Fu 0
—4u——=0.
dp? 2¢2
Definindo a varidvel v =u — K/2c¢% a equagdo fica,
d2
—z +v=0,
dip

com solucao,

v=Acos(p — ¢g) .
Portanto,

K K
= _— = A — _—
u=v+ % cos(p — o) + 23

1 K
=4 - ki
— = Acos(p — o) + 202

Temos uma conica com foco em O.



5. Obtenha a solugao da equagao (18) completa.
6. Mostre que a solugao da equagao (26), sem o termo 3Ku?/2, sao retas,
equagao (27).
A equagao (26), sem o termo 3Ku?/2, fica,
d*u
d_()pz +u = O,

com solucao,

u = Acos(¢ = o),

ou,

1
; = ACOS(QP - (100) )

que € a equagdo de uma reta.
7. Obtenha a solugao da equagao (26) completa.
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