Escalas, Graficos, Funcoes

1 Graficos

Normalmente um conjunto de valores tedricos ou mesmo as medidas feitas
em experimentos sao colocados em graficos. Assim podemos ter uma ideia do
comportamento das grandezas observadas. Um grafico pode evidenciar uma
relacao entre grandezas, que as vezes é dificil estabelecer apenas inspecionando
uma tabela. Para construirmos um grafico precisamos primeiro definir dois ou
mais eixos para representar as grandezas, e estabelecer uma escala nos eixos.

Um dos graficos mais comuns é o que mostra uma escala linear entre as
grandezas nos eixos. Por exemplo, a tabela 1 mostra duas grandezas, e a figura
1 mostra o grafico com os eixos em escala linear. H4 uma distancia constante
entre os valores nos eixos.
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Fig. 1. Grafico mostrando os dados da tabela 1, com os eixos em escala linear.

Notemos que a denominacao escala linear se refere aos valores nos eixos, nao se
referindo ao comportamento das grandezas representadas. Essa relacao pode
ser qualquer. Na tabela 1 temos duas variaveis que sao representadas por uma
reta, mas essa relacao pode ser qualquer. A equacao que representa os dados



da tabela 1 é,

y(x) =5+1,25z,

que é a equacao de uma reta. A equacao geral de uma reta é,

y=a+ bx,

em que a é a interseccao com o eixo vertical e b é a inclinagao da reta. Para
os dados da tabela 1 temos a = 5 e,
15-5

b= — " =1,25.
8—0

A tabela 2 mostra duas variaveis relacionadas por uma relagao nao-linear, e a
figura 2 mostra o grafico correspondente com os eixos em uma escala linear.

|0 1 2 3 4 5
y|1l 2 5 10 17 26
Tabela 2.
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Fig. 2. Grafico mostrando os dados da tabela 2, com os eixos em escala linear.

A equacao que representa os dados da tabela 2 é,

y(z) =1+ 2>,



que ¢é a equacao de uma parabola.

Nem sempre é 6bvio descobrir a relagao entre as variaveis em um grafico. No
caso de uma tabela experimental, por exemplo, a partir do grafico podemos
descobrir a equacao da curva que melhor reproduz os dados. E o que chamamos
de ajuste numérico. Esse assunto é uma area importante em matemaética, e
veremos aqui apenas alguns exemplos simples de gréficos.

Exemplo. A tabela 3 mostra a velocidade em funcao do tempo para uma
certa particula em movimento uniformemente variado (aceleracao constante).

t(s) |2 4 6 8 10 12
v(m/s) |9 13 17 21 25 29

Tabela 3.
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Fig. 3. Grafico mostrando os dados da tabela 3, com os eixos em escala linear.

A figura 3 mostra o grafico correspondente, representando uma reta. Podemos
ver que a intersec¢ao é a = 5 m/s, e a inclinagao é,

Notemos que nesse caso as grandezas possuem unidades, bem como a e b. A
equacgao da reta no grafico da figura 3, correspondente aos dados da tabela 3,
é,

v(t) =5+ 2t,



em que usamos o sistema internacional de unidades.

As vezes é mais conveniente utilizarmos uma relagao nao-linear para os eixos
em um grafico. Uma das escolhas mais comuns nesse caso ¢ a escala logaritmica
de base dez. Embora possamos em principio utilizar qualquer base, a base
dez é a mais utilizada. A tabela 4 mostra um exemplo de duas variaveis em
que a relacao entre elas, além de nao ser linear, torna mais conveniente a
representacao em um grafico utilizando uma escala nao-linear para os eixos.

x |01 2 3 4 5
y |1 10 102 103 10* 10°

logy |0 1 2 3 4 )
Tabela 4.

A figura 4 mostra os dados da tabela 4 em um grafico com escala linear nos
eixos, e a figura 5 mostra os mesmos dados com escala logaritmica de base dez

para o eixo vertical.
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Fig. 4. Grafico mostrando os dados da tabela 4, com os eixos em escala linear.



Fig. 5. Gréafico mostrando os dados da tabela 4, com o eixo x em escala linear
e o eixo y em escala logaritmica.

Frequentemente ocorre que duas grandezas se relacionam por uma relagao de
poténcia, na forma,

y=ax -,

em que m é um numero qualquer. Se m = 1, por exemplo, temos uma relacao
linear, e se m = 2 temos a equacao de uma parabola. Muitas vezes encontramos
experimentalmente valores quaisquer para m.

A equacao acima pode ser convenientemente escrita em uma forma linear,
tomando o logaritmo dos dois lados da equagao. Escolhendo a base dez temos,

logy =loga + mlogx,

que é a equagao de uma reta, se a variavel independente é logx e a variavel
dependente é logy. A interseccao é loga e a inclinacao é m, o expoente da
relacao de poténcia entre as variaveis.

Exemplo. A taxa metabdlica R de um animal com massa M indica a quan-
tidade de energia que o organismo utiliza por unidade de tempo. A tabela 5



mostra dados para cinco animais diferentes.

80

M (kg) 0,7 2 3 15 80
R(kcal/h) | 2,5 5,4 7,3 24,3 85,5
log M -0,15 0,301 0477 1,18 1,90
log R 0,4 0,73 086 1,39 1,93
Tabela 5.
9
80— —
60 //’ |
s | Pl |
S -7
=2 s
x 40 /,/ -
/O//
20~ L -
7@@ )
0@ | | |
0 20 40 60
Mikg)

Fig. 6. Grafico mostrando os dados da tabela 5, com os eixos em escala linear.
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Fig. 7. Grafico mostrando os dados da tabela 5, com os eixos em escala
logaritmica.

A figura 6 mostra o grafico de R(M) em eixos com escala linear, e a figura
7 mostra os mesmos dados em escala logaritmica. Esse iltimo mostra uma
relagao linear, logo podemos escrever,

log R =logk +mlog M .

Fazendo uma ajuste linear (esse processo se chama regressao linear) para os
pontos no grafico obtemos log k = 0,50741 e m = 0,74783 = 0,75 = 3/4, logo
a relagao de poténcia entre R e M é,

R=FkEM™.

Outra funcao comum é a func¢do exponencial, representada por uma relacao
do tipo y = kb, em que k e b sao constantes. A constante b pode ser qualquer,
mas um caso comum é b = e = 2,718 ..., a base dos logaritmos naturais. Nesse
caso podemos escrever,

axr

y = ke,

com k e a constantes. Se a > 0 temos um crescimento exponencial, e se a < 0
temos um decaimento exponencial.

Exemplo. Um organismo unicelular se reproduz por divisao bindria a uma
taxa constante. Se temos inicialmente duas bactérias e cada uma se divide em
duas a cada 20 minutos, temos o resultado mostrado na tabela 6. Denotamos
por N o nimero de bactérias em um dado instante.

t(min) 0 20 40 60 80
N 2 4 8 16 32
InN | 0,693 1,386 2,079 2,773 3,466
Tabela 6.
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Fig. 8. Grafico mostrando os dados da tabela 6, com os eixos em escala linear.
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Fig. 9. Gréfico mostrando os dados da tabela 6, com o eixo x em escala linear
e o eixo y em escala logaritmica.

A figura 8 mostra N (t), com os eixos em escala linear, e a figura 9 mostra um
) )
grafico mono-log, em que um dos eixos apenas é em escala logaritmica.

Representando N por uma fungao exponencial escrevemos,

N(t) = ke™,



logo,

InN =Ink+at.

Fazendo o ajuste numérico obtemos Ink = 0,693 e a = 0,034665, logo a
funcao que representa os dados na tabela 6 é,

In N = 0,693 + (0,034665)t .

Exemplo. Considere uma substancia que contém atomos radioativos de tecnécio
(%Tc). A atividade relativa A dessa amostra foi medida a cada duas horas, e
foram encontrados os valores na tabela 7.

th) |0 2 4 6 8 10 12
A1 079 063 050 040 032 025
InA |0 -024 -046 -069 -092 -1,14 -1,39

Tabela 7.
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Fig. 10. Grafico mostrando os dados da tabela 7, com os eixos em escala linear.
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Fig. 11. Grafico mostrando os dados da tabela 7, com o eixo x em escala linear
e o eixo y em escala logaritmica.

A figura 10 mostra A(t) em um gréafico com eixos em escala linear, em que
vemos um decaimento exponencial. logo a relagao entre essas grandezas sera
A(t) = ke™, com a < 0.

A figura 11 mostra o grafico em escala mono-log, em que obtemos uma reta.
Escrevemos a equagao da reta como,

InA=Ink+at.

Calculando a inclinacao da reta temos,

-1.39-0
=" =011
a 9-0 0,115,

enquanto Ink =0 e k = 1. Logo,

A(t) — 670,115t.

Essa é a relacao funcional entre A e t.

A atividade A de uma amostra radioativa é a taxa com que os ntucleos dos
atomos da amostra decaem. Se em um dado instante ¢ a mostra possui N



atomos com nucleos que podem decair, a atividade é dada por,

A(t) = at

em que A é expressa em desintegracoes por unidade de tempo. Vemos nesse
exemplo que a atividade segue uma lei de decaimento exponencial,

A(t) = Age™,

em que A é a constante de decaimento radioativo dos dtomos da amostra, e Ag
¢ a atividade em ¢ = 0.

A meia-vida T' /> é o tempo necessério para que a atividade caia pela metade,
ou seja,

4o

= Age~ i
9 0 3

logo, tomando o logaritmo natural dos dois lados,

—In2=—ATy.

A meia-vida é entao,

In2
Ty = —.
1/2 \

Nesse exemplo temos A = 0,116/h e T/ = 5,98 h = 6 h para a meia-vida do
tecnécio.

A wvida média T,, é o tempo médio que um nicleo sobrevive antes de decair, e
¢ dado portanto por,

1
yp—
A

Para o tecnécio temos 1), = 8,69h = 8,7 h = 8h42min. Notemos que AT/, =
In2e NI, =1.



2 Escalas em biologia

As diversas caracteristicas dos organismos vivos estao relacionadas com seu
tamanho. Para estudar a relagao entre a funcao biolégica dos organismos e
seu tamanho utilizamos o conceito de escala.

As propriedades biol6gicas de um organismo dependem do seu comprimento,
area superficial, volume e massa. Para um organismo complexo, em geral ex-
iste um comprimento caracteristico, ao qual sao associados o tamanho, volume
e massa. Como as fungoes de um organismo estao relacionadas com o compri-
mento caracteristico? Vamos ver alguns exemplos.

Crescimento de um célula. Consideremos um célula de forma esférica. Sua
drea depende de duas dimensdes (~ r?), e seu volume depende de trés di-
mensoes (~ 7). A sobrevivéncia da célula exige uma harmonia entre o cresci-
mento superficial e do volume. O fluxo de nutrientes, agua, Oy e CO4 ocorre
pela superficie, enquanto a capacidade metabdlica da célula é proporcional ao
seu volume. Definimos as dimesoes criticas como r~ e 7, respectivamente os
raios minimo e maximo para que a célula sobreviva. Uma célula com raio r
colapsara se,

— 1 < r., pois seu metabolismo nao sera suficiente para dar conta do influxo
de nutrientes por sua superficie;

— 1 > rs, pois o fluxo de nutrientes por sua superficie nao acompanhara sua
capacidade metabdlica.

Resisténcia em organismos de tamanhos diferentes. A aplicacao mais
comum do conceito de escala relaciona-se com a capacidade de um animal
suportar seu proprio peso e suportar pesos externos. Assim, a capacidade de
um osso de suportar uma compressao ou tensao é proporcional a area da sua
secao transversal, ou seja, ~ [2, em que [ é o comprimento caracteristico do
organismo correspondente. Dessa forma, um animal duas vezes maior do que
outro poderd suportar uma carga quatro vezes maior. A massa suportada
pelos membros de um ser vivo é proporcional ao seu volume, ou seja, ~ [3.
Um animal trés vezes maior do que outro pode ter massa até 27 vezes maior.

A regra de Kleiber. Os animais e as plantas crescem até atingir um tamanho
maximo. Ha uma relagao entre a massa de um animal e a energia calorifica
irradiada, devida ao seu metabolismo, conhecida como regra de Kleiber. O
principio matematico é a escala de um quarto de poténcia. Segundo essa regra,
a taxa de emissao de energia calorifica R se relaciona com a massa do animal

por,

R=kM™,



com m = 3/4 = 0,75. Tomando o logaritmo decimal dos dois lados dessa
equacao,

log R =logk + mlog M .

A figura 7 mostra o grafico dessa relagao em escala logaritmica dos eixos. A
inclinagao da reta é m = 0, 75.

Um outro exemplo do conceito de escala envolve a relagao entre a altura h que
uma arvore pode atingir e o diametro d do tronco. Consideremos um cilindro
de altura h com diametro d e massa M. A relacao obtida para a altura critica
de um cilindro é,

hc _ k[Y/p]1/3d2/3 ’

e, que p é a densidade, Y é um parametro relacionado com a elasticidade do
material, e £ é uma constante de ordem um. Podemos portanto afirma que a
altura critica de um cilindro é proporcional ao seu diametro elevado a poténcia

2/3.

Exemplo. O crescimento de um caule de uma determinada planta é carac-
terizado pelo parametro A = h/d. A tabela 8 mostra o valor de Am4x bara
algumas plantas.

h(m) | A
centeio 1,5 500

max

bambu | 25-40 | 60
palmeira | 30-40 60
pinheiro 70 42
eucalipto | 130 28

Tabela 8.




A figura 12 mostra o grafico para os dados da tabela 9, em escala logaritmica.

h(m) | d(m) | A
1,5 {0,003 | 500
3,0 10,008 | 375
9.0 | 0,04 | 225
18 0,12 | 150
36 0,35 | 102
2 | 10 | 72
144 | 28 | 52
288 8,0 36
Tabela 9.
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Fig. 12. Grafico mostrando os dados da tabela 9, com os eixos em escala

logaritmica.

Fazendo o ajuste numérico obtemos a equagao da reta,

logh =logc+ klogd,

correspondente a equacao,

h = edt,



com loge = 1,866 e k = 0,66352 = 2/3.

3 Problemas

1. Foi observado o crescimento de duas plantas durante 4 semanas. A altura
em cm de cada planta é mostrada na tabela abaixo. (a) Construa um grafico
para esses dados, como na figura 13. (b) Faca o ajuste linear para esses dados
e mostre que as equacoes correspondentes sao

hy = —0,4 + 15,2¢,
hy = 0,8 +27,4¢.

Essas fungoes correspondem as retas na figura 1. (c) Calcule a taxa de cresci-
mento dh/dt de cada planta.

t| hy!| he
010 0
1115 28
2128 | 58
3147 | 82
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Fig. 13. Problema 1.



2. A tabela abaixo mostra a massa molecular M e o raio r de algumas
moléculas. Também temos os logaritmos decimais. (a) Faga um grafico de r
em funcao de M (figura 14). (b) Faga um grafico de log r em fungao de log M
(figura 15). Faca o ajuste linear para esses dados e mostre que a equagao
correspondente é

logr = —0,254 0,36 log M .

Essa fungao corresponde a reta na figura 3. (¢) Calcule o raio para as seguintes
moléculas: catalase (M=250000); H,O (M=18); Oy (M=32).

Molécula M(Da) | 7(A) | log M | logr

Glicose 180 39 | 2,26 | 0,59
Sacarose 390 4.8 2,59 | 0,68
Rafinose 580 5,6 2,76 | 0,75

Inulina 5000 | 12,5 | 3,70 | 1,10

Ribonuclease 13500 18 413 | 1,25
Lactoglobulina | 35000 27 454 | 1,43
Hemoglobina | 68000 31 483 | 1,49

Com a relagao acima obtemos:

Catalase: r = 51,88 A.

H,O:1r=1,62 A.
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Fig. 14. Problema 2.
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Fig. 15. Problema 2.

3. Uma fonte de ouro radioativo *®Au tem inicialmente 10® 4tomos. Apds 2,7
dias, a fonte terd 5 x 107 d4tomos radioativos; apds 5.4 dias, ela terd 25 x 108
dtomos; apds 8,1 dias, terd 12,5 x 10° 4tomos, e assim por diante. (a) Faga
um grafico desses dados. (b) Determine a meia-vida desse elemento (2,7 dias).



Construindo uma tabela com os dados acima temos:

t N
0 108
2,7 5x107
54 | 25 x 106
8,1 | 12,5 x 108

Vemos que a cada 2,7 dias o numero de dtomos radioativos na amostra cai
pela metade. Por defini¢io esse tempo € a meia-vida Ty3, logo Tyjp = 2,7
dias.

4. Uma dose D de um certo medicamento aumenta a concentracao plasmatica
de 0 para Cy. Depois disso a concentracao C' apresenta um decaimento ex-
ponencial, dado por C(t) = Cpe *'. Em um certo instante 7, que dose do
medicamento deve ser aplicada para elevar sua concentracao plasmética no-
vamente para Cy? ((1 —e *7)D).

C

=1

Fig. 16. Problema 4.

No instante 0 a concentracio € Cy, e a dose necessdria € D. No instante T a
concentracao ¢ Cy — C'. Para aumentarmos a concentracao até Cy precisamos
de uma fra¢ao de medicamento dada por (fig. 16)

C() —CD _ C() —C’oe_‘”

D=(1-¢e"")D.
Co o (I—e™7)

5. Uma célula esférica de raio R divide-se em duas células de raio r. (a) Calcule
o fator de escala (1/2'/2 2 0,79). (b) Calcule a razdo entre a drea da célula
filha e da célula original (1/2%/3 = 0,63). (c) Calcule a razdo entre o volume
da célula filha e da célula original (1/2).



O volume total antes e depois da divisdo € o mesmo, logo,

de onde temos

R

Tzﬁ.

O fator de escala € entdo

1

=l

A razao entre as dreas é (A; € a drea de uma célula filha)

A Amr? T\ 2 N
A,—4WRz—<£J =2 - 063,

e a razao entre os volumes é

W_MWB_(Tf_l
V  4nR3/3  \R) 2°

6. Compare a forca muscular de duas pessoas, uma com altura h; = 1,5 m e
a outra com altura hy = 1,8 m (F; = 0,7F).

A forca muscular depende da drea transversal dos musculos, logo varia com o
)
quadrado de alguma dimensao linear. Assim,
2
Fy  hy

—=—-=0,69=0,7.
F2 h% ) )

7. Uma pessoa tem altura 1,6 m e massa 55 kg. Qual é aproximadamente a
massa de uma pessoa de altura 1,7 m? (66 kg).

Como a massa varia com o volume, temos m ~ 3, em que | € algum compri-
mento caracteristico. Assim,

my _ 1,

mq li’

A massa my € entao my = 1,2mq = 66 kg.



8. Em mamiferos, o produto do volume do coragao vezes sua frequéncia cardiaca
é proporcional a taxa metabodlica. Se o fator de escala entre dois mamiferos é
L =1y/1;, qual é a relagdo entre as frequéncias cardiacas? (L~%7).

Sendo o volume do coracao V', a frequéncia cardiaca N, e a tarxa metabolica
R, temos

VN~R,

logo,

VoaNy Ry

ma

ViNi Ry (m1)“

com a = 0,75. Portanto,
l% Nl B li 3a
BNy \ Uy ’

de onde temos

& _ lﬁ 3a—3 _ L70’75
N1 ll ’

com L =1y/l.

9. Uma arvore de altura 100 m possui parametro A = 15. Qual é o valor do
seu diametro? (6,7 m).

Como X\ = h/d, vem

h
d=7=06,67Tm.



