9 - Estatistica quantica de gases ideais

Seguimos principalmente o excelente livro de Reif [1], as demais referéncias
estao no final do texto. Neste capitulo tratamos gases ideais, isto é sistemas
cujas particulas apresentam interacao desprezivel, mas de um ponto de vista
totalmente segundo a mecanica quantica. Poderemos discutir problemas en-
volvendo gases a baixas temperaturas ou altas densidades, evitando os prob-
lemas encontrados anteriormente, em conexao com a indistinguibilidade das
particulas. Com isso poderemos calcular valores tinicos para a entropia, fazer
calculos absolutos de pressoes de vapor ou constantes de equilibrio quimico, e
tratar gases nao classicos como fétons ou elétrons de condugao em metais.

1 Particulas idénticas e condicoes de simetria

Consideremos um géas de N particulas idénticas em um volume V. Denotamos
todas as coordenadas da particula ¢ por @);, suas coordenadas cartesianas e
sua coordenada de spin. Os possiveis estados quanticos de uma particula, suas
coordenadas de momento linear e a direcao do spin, sao denotados por s;. O
estado do gés inteiro é entao descrito pelo conjunto de niimeros quanticos

{51, 59, « .., SN}, (1)
que caracteriza a funcao de onda ¥ do gas nesse estado,

U = \Ij{sl,sz,...,sN}(Qla QQ) ey QN) . (2)

Vamos discutir agora os varios casos de interesse.

Caso “classico” (estatistica de Maxwell-Boltzmann). Neste caso as particulas
sao consideradas distinguiveis, e qualquer ntimero de particulas pode estar no
mesmo estado s de particula unica. Esta descrigao “classica” nao impoe qual-
quer condicao de simetria na funcao de onda quando duas particulas sao tro-
cadas. As particulas sao ditas obedecer a “estatistica de Maxwell-Boltzmann”
(abreviadamente “estatistica MB”). Esta descricdo nao é correta quantica-
mente, mas ¢ interessante para fins de comparacao.

Mecanica quantica. A descri¢ao quantica é de fato a que devemos considerar
aqui. Mas quando aplicamos a mecanica quantica a um sistema de particulas
idénticas, temos condigoes de simetria bem definidas sobre a funcao de onda
(2) quando duas particulas idénticas sao trocadas. O resultado é que nao
obtemos um novo estado do gas inteiro simplesmente trocando duas particulas.
Quando contamos os estados distintos possiveis acessiveis a todo o gds, as



particulas devem ser consideradas como intrinsecamente indistinguiveis. Ao
enumerarmos os estados possiveis do gas, nao importa qual particula estd em
qual estado de uma particula, mas apenas quantas particulas estao em cada
estado s de uma particula.

As condicoes de simetria podem ser consideradas como postulados fundamen-
tais da mecanica quantica, e estao intimamente ligados ao spin das particulas.
Dois casos possiveis surgem: (a) as particulas tém spin inteiro, ou (b) as
particulas tém spin semi-inteiro.

(a) Particulas com spin inteiro (estatistica de Bose-Einstein).

Este é o caso quando cada particula tem um spin total, em unidades de A,
inteiro, isto é, 0,1,2, ... (exemplos podem ser atomos de He? ou fétons). A
condicao de simetria fundamental da mecanica quantica é que a funcao de
onda total U seja simétrica (permaneca inalterada) quando duas particulas
quaisquer sao trocadas. Em simbolos,

U(..Qj...Qi...)=V(..Qi...Q;...). (3)
Omitimos os indices s por simplicidade. Portanto a troca de duas particulas
nao leva a um novo estado do gas total. As particulas devem ser consideradas
genuinamente indistinguiveis na enumeracao dos estados distintos do gas. Nao
ha nenhuma restricao sobre quantas particulas podem estar em um estado s
de particula tnica. Particulas satisfazendo a condicao de simetria acima sao
ditas obedecer a “estatistica de Bose-Einstein” (abreviadamente “estatistica
BE”) e sdo chamadas “bésons”.

(b) Particulas com spin semi-inteiro (estatistica de Fermi-Dirac).

Este caso é aplicavel quando cada particula tem uma momento angular total
de spin (medido em unidades de ) que é semi-inteiro, i.e., 1/2,3/2, ... (exem-
plos sao elétrons ou dtomos de He?). A condi¢ao fundamental de simetria da
mecanica quantica é que a funcao de onda total ¥ seja antisimétrica (troque
de sinal) quando duas particulas quaisquer sao trocadas. Em simbolos,

Novamente, troca de duas particulas nao leva a um estado novo do gas. As
particulas devem ser consideradas como indistinguiveis, ao enumerarmos os
diferentes estados do géds. Mas a troca de sinal em (4) implica uma con-
sequencia adicional. Se duas particulas ¢ e j, ambas no mesmo estado de
particula tinica s, sao trocadas, temos

V(o Qi Qi ) =T( Qi Q). (5)



Mas como a condigao fundamental de simetria (4) também deve ser valida,
temos

v =0, quando as particulas i e j estdo no mesmo estados.  (6)

Portanto, no caso de Fermi-Dirac nao ha estados do gés inteiro para os quais
duas ou mais particulas estejam no mesmo estado de particula tnica. Este é
o principio de exclusdo de Pauli. Ao enumerarmos os estados distintos do gas
devemos lembrar que nao podemos ter mais do que uma particula em qualquer
estado de particula tnica. Particulas que satisfazem a condicao de antisime-
tria (4) sao ditas obedecer a “estatistica de Fermi-Dirac” (abreviadamente
“estatistica FD”) e sdo chamadas “férmions”.

INustragao. Um exemplo muito simples ajudara a esclarecer essas ideias. Con-
sideremos um gas com apenas duas particulas, que chamamos A e B. Supo-
mos que cada particula pode estar em um de trés estados quanticos possiveis,
s = 1,2,3. Vamos enumerar os estados possiveis para o gas completo. Isto é
o mesmo que perguntar de quantas formas diferentes podemos colocar duas
particulas (A e B) em trés estados de particula unica (denominados 1, 2, 3).

Estatistica de Mazxwell-Boltzmann: Consideramos as particulas distinguiveis.
Qualquer nimero de particulas pode estar em qualquer estado.

1 2 3
AB
AB
AB
A B
B A
A B
B A
A B
B A

Cada uma das duas particulas pode estar em qualquer um dos trés estados.
Portanto existe um total de 32 = 9 estados possiveis para o gas completo.

Estatistica de Bose-Finstein: As particulas sao consideradas indistinguiveis.
Qualquer nimero de particulas pode estar em qualquer estado. A indistin-
guibilidade implica em B = A, de modo que os trés estados no caso M B que
diferem apenas pela troca de A e B, nao sao mais contados como distintos.
Os estados sao como segue,



1 2 3
AA
AA
AA
A A
Al... | A
A A

Existem agora trés formas distintas de colocar as particulas no mesmo estado.
Existem trés formas distintas de colocar as particulas em estados diferentes.
Portanto existe um total de 34+3=6 estados possiveis do gas completo.

Estatistica de Fermi-Dirac: As particulas sao consideradas indistinguiveis. Nao
mais do que uma particula pode estar em qualquer estado. Os trés estados no
caso BE em que duas particulas estao no mesmo estado devem ser eliminados.
Os estados sao entao,

1 2 3

A A

Al | A
A A

Existe agora um total de apenas 3 estados possiveis para o gas completo.

Este exemplo mostra uma caracteristica de interesse. Definimos

probabilidade que duas particulas estejam no mesmo estado

§

probabilidade que duas particulas estejam em diferentes estados

Temos entao para os trés casos,

3 1
gMB_é_Qv
3
fBEzgzla
0
5FDZ§—0-

Assim no caso BE existe uma tendéncia relativamente grande para as particulas
estarem no mesmo estado do que na estatistica classica. Por outro lado, no



caso F'D existe uma tendéncia relativamente grande para as particulas estarem
em estados diferentes do que na estatistica cldssica.

Discussao em termos de fungoes de onda. O mesmo exempo pode ser
discutido de maneira equivalente em termos de fungoes de onda possiveis para
o gas completo. Seja

1s(Q) = funcao de onda de uma particula para
uma particula, com coordenada @), no estado S.

Como antes, chamamos ¥ a funcao de onda para o gas completo. Como as
particulas sao nao interagentes, ¥ pode ser escrita como um produto simples
de funcoes de onda de particula tinica, ou combinagoes lineares delas. Vamos
considerar novamente cada caso.

Estatistica de Mazwell-Boltzmann: Nao existe nenhuma condi¢ao particular
de simetria para trocas de particulas em ¥. Um conjunto completo de fungoes
de onda ¥ para o gas sao entao as 3 x 3 =9 fungdes da forma

Vi(Qa)V;(@B),

comi,5 =1,2,3.

Estatistica de Bose-Finstein: Temos U simétrica quando duas particulas sao
trocadas. Das nove fungoes de onda listadas acima podemos construir exata-
mente apenas seis combinagoes simétricas. Um conjunto completo, nao nor-
malizado, de fungoes de onda distintas pode ser entao as trés fungoes da forma

Ui(Qa)vi(@b)

com i = 1,2, 3, e as trés fungoes da forma

Vi(Qa)V;(Qp) + vi(Qp)Y;(Qa),

com j > ¢; também temos i,j = 1,2, 3.

FEstatistica de Fermi-Dirac: Temos ¥ antisimétrica quando duas particulas sao
trocadas. Das nove funcoes de onda listadas no caso M B podemos construir
exatamente apenas trés combinacoes antisimétricas. Um conjunto completo,
nao normalizado, de fungoes de onda distintas pode ser entao as trés funcoes
da forma

Vi(Qa)Yi(QB) — vi(QB)1;i(Qa),

com j > i; também temos i,j = 1,2, 3.



2 Formulacao do problema estatistico

Consideremos um gés de particulas idénticas em um volume V', em equilibrio
a temperatura 7. Usamos a seguinte notacao,

Os estados quanticos possiveis de uma particula sdo denotados por r (ou s).
A energia de uma particula no estado r ¢ e,.

O numero de particulas no estado r é n,.

Os possiveis estados quanticos para o gas completo sao denotados por R.

Como estamos supondo que as interacoes entre as particulas sao despreziveis,
podemos escrever a energia total do gas, quando ele esta em um estado R com
ny particulas no estado r = 1, ny particulas no estado r = 2, etc., como uma
expressao aditiva,

Ep =nie1 + noes + nges + -+ = > _n,6,, (7)

em que a soma se estende sobre todos os possiveis estados r de uma particula.
Além disso, se o numero total de particulas no gas é N, devemos ter

> n.=N. (8)

Para calcularmos as func¢oes termodinamicas do gas, como sua entropia, por
exemplo, é necessario calcular a funcao de particao,

Z = Z e_IBER — Z e_ﬁ(n1€1+n252+...) . (9)
B R

A soma é sobre todos os possiveis estados R do gds completo, isto é, essen-
cialmente sobre todos os valores possiveis dos nimeros ny, ng, ng, . ...

Como exp|—f(nie; + ngoex + -+ )] é a probabilidade relativa de encontrar o
gas em um estado particular com n; particulas no estado 1, ny particulas no
estado 2, etc., podemos escrever para o nimero médio de particulas em um
estado s,

Z nse—ﬁ(n1€1+n262+m)
— R

MNe =
s Z e Plmertnzezt-)
R

Portanto,



. = lz 19 —smetnaerry _ _ 1 0Z
24\ B O BZ Oes’

ou

. 10InZ
ng = —B aes . (].].)

Portanto o nimero médio de particulas em uma dado estado s de particula
unica também pode ser expresso em termos da funcao de particao Z.

Calculo da dispersao. Podemos escrever uma expressao para a dispersao
do numero de particulas no estado s. Temos a relacao geral

(An)2=(ny )2 =n2—7. (12)

S S

Para n? temos, por definicao,

5t Hmrioate)

95 _ R
s = Zefﬁ(n161+n262+---) : <13>

R

Portanto,

1 10 10 1/ 10)
2 _ _ __ —B(nieitngea+) _ = [ _ = A
s Z%( ﬁ863>< 5(963)6 Z( Me) ’

ou

— 1 0*Z
Podemos escrever esse resultado como
1 0°InZ

An )2 = ———— 1

( nS) 62 aeg ) ( 5)
ou

1 om,
(Ang)? = —E 9. (16)

O célculo de todas as quantidades fisicas de interesse requer entao apenas o
calculo da fungao de particao. Vamos ver agora o que significa a soma sobre



todos os estados possiveis R do gas. De acordo com o que vimos anteriormente
temos o seguinte.

Estatistica de Mazxwell-Boltzmann: Devemos somar sobre todos os possiveis
nimeros de particulas em cada estado,

n,=0,1,2,3,... para cada r, (17)
sujeito a condicao de um nimero fixo de particulas,

> n,=N. (18)

Mas as particulas também tém que ser consideradas distinguiveis. Assim qual-
quer permutacao de duas particulas em diferentes estados deve ser contada
como um estado distinto do gas inteiro, mesmo que os nimeros {ny, ny,ng, ...}
permanecam os mesmos. Isto ocorre porque nao € suficiente especificar quantas
particulas estao em cada estado de uma particula, mas é necessario especificar
qual particula especifica estd em qual estado.

Estatistica de Bose-FEinstein e estatistica de fotons: As particulas devem ser
consideradas indistinguiveis, de modo que apenas a especificacao dos niimeros
{n1,n2,n3, ...} é o bastante para especificar o estado do gas. Assim é necessério
apenas somar sobre todos os possiveis nimeros de particulas em cada estado
de uma particula, isto é, sobre os valores possiveis

n,=0,1,2,3,... para cada r. (19)

Se o numero total de particulas é fixo, esses ntmeros devem satisfazer a
condicao

> n,=N. (20)

Um caso especial simples é quando nao hd nenhuma condicao fixando o niimero
total de particulas. Este é o caso de fétons em um volume V', pois os fétons
podem ser absorvidos e emitidos pelas paredes do recipiente. Nao ha condicao
como (20) para ser satisfeita, e temos o caso especial da “estatistica de fotons”.

Estatistica de Fermi-Dirac: As particulas novamente devem ser consideradas
indistinguiveis, de modo que apenas a especificagdo dos nimeros {ny, ns, ng, ...}
é suficiente para especificar o estado do gés. Assim é necessario apenas so-
mar sobre todos os possiveis nimeros de particulas em cada estado de uma
particula, lembrando que nao pode haver mais do que uma particula em qual-
quer estado. Devemos somar portanto sobre os dois valores possiveis,



n, = 0,1, para cada r. (21)

Se o numero total de particulas é fixo, esses niimeros devem apenas satisfazer
a condicao

> n,=N. (22)

3 As funcgoes de distribuicao quanticas

Antes de calcularmos de maneira sistematica as fungoes de particao nos varios
casos de interesse, vamos discutir as caracteristicas essenciais da teoria quantica
de gases ideais. Comecamos notando que existe uma profunda diferenca entre
gases obedecendo a estatistica BE e a estatistica FD. Essa diferenca se torna
maior no limite 7" — 0, quando o gds como um todo estda em seu estado de
menor energia.

Consideremos um gas com um numero fixo N de particulas, e supomos que o
estado de menor energia de uma tnica particula tem energia €;. Neste estado a
particula tem essencialmente momento nulo. No caso da estatistica BE, onde
nao ha restricao sobre o ntmero de particulas que podem ocupar qualquer
estado de uma particula, a menor energia do gas completo é obtida entao se
todas as N particulas do gas estao no seu estado de menor energia ¢;. Isto
descreve a situacao em 7' = 0.

Mas no caso da estatistica FD nao pode haver mais do que uma particula em
qualquer estado de uma tnica particula. Se queremos obter a menor energia
do gas completo, devemos ocupar os estados de uma particula de energia
crescente. Partimos do estado de menor energia ¢, ocupando os estados de
uma particula de maior energia sucessivamente, uma particula de cada vez,
até as N particulas estarem distribuidas. O resultado é que, mesmo quando
T = 0 e o gas esta no seu estado de menor energia possivel, existem particulas
no gas que possuem uma energia bastante alta comparada com e;. Assim o
gas completo tem uma energia consideravelmente maior do que a energia Neq,
que ¢é o caso da estatistica BE. O principio de exclusao de Pauli tem portanto
consequencias bastante importantes.

Vamos considerar agora o caso de temperatura arbitraria T e calcular, para
os varios casos de interesse, o nimero médio de particulas 7, em um estado
particular s. Temos



Z nse_ﬂ(”l61+n262+~--+nses+~-)

— ni,na,...
"o Z 6—5(n161+n262+-~+nses+~~) ’ <23)

n1,n2,...

Somando primeiro sobre os valores possiveis de n, e rearranjando a ordem da
soma, podemos escrever

(s)
Znse—ﬁnses z 6—6(n161+n262+~~-)
Ns

y = frot . 24
Z e*ﬁnses Z 676(n1€1+n252+“')
ns n1,M2,...

As tultimas somas no numerador e no denominador omitem o estado particular
s, o que é indicado pelo indice (s) nas somas. Notemos que o denominador
nas expressoes acima é a funcdo de partigdo Z(N).

Estatistica de fétons. Este é o caso de estatistica BE com ntumero total
de particulas nao especificado. De acordo com nossa discussao anterior, os
nimeros ny, Ng, ... podem ter todos os valores n, = 0,1,2,... para cada r,
sem qualquer restricdo. As somas Y. no numerador e no denominador na
expressao acima sao portanto idénticas e se cancelam. Obtemos

Z nse_ﬁnsﬂs
Ns

S (25)
Ns
A expressao acima pode ser escrita como
10
Ny =———1In e~ Pnses) 26
S B 865 (%S: ) ( )
A dltima soma é uma série geométrica infinita que pode ser somada,
> 1
Z 6*18”555 — 1 + e*/jes _'_ 6*2555 + — .
ns=0 1 - e_ﬁes
Portanto,
10 e~ Bes
Ty = ——In(1 — e P%) = 27
* B0k, ( ) 1 — e Pes (27)
ou

10
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Esta é a chamada “distribuicao de Planck”.

Mg

(28)

Estatistica de Fermi-Dirac. Consideremos agora o numero total N de
particulas fixo. Isso torna o calculo um pouco mais complicado. No caso FD
a soma sobre os nimeros nq, na, ... € tal que n, =0 e 1 para cada r, sempre
satisfazendo

> n,=N. (29)

Essa restricao implica que, por exemplo, se uma particula esta no estado s, a
soma S2) se estende sobre as restantes (N — 1) particulas, que podem estar
em qualquer outro estado que nao s. Definimos entéo a soma >, sobre todos
os estados exceto s, pela abreviagao

(s)
Z(N)= Y e Pmatnet) (30)

ni,na,...

se N particulas devem ser distribuidas sobre os estados restantes,

(s)
> n, =N, (estado s omitido da soma).

Somando explicitamente sobre ng = 0 e 1 temos

_ 0FePeZ(N-1)

T 2Nt ePeZ (N - 1)
O denominador é a funcao de particao Z(IN). A expressao acima pode ser
escrita como

1
" T 2NN~ e 1
Podemos simplificar essa expressao relacionando Zs(N—1) e Zs(N). Se AN <<
N,

Oln Z,
ON

In Z,(N — AN) = In Z,(N) — AN =1nZ,(N) — a, AN,

ou

Zy(N — AN) = Z(N)e *?N

11



co1m

_ 0InZ;
Ag = ON .
Como Z4(N) é uma soma sobre muitos estados, é razodvel esperar que a
variacao do seu logaritmo com o nimero total de particulas N seja pouco
sensivel a qual estado particular s é omitido na soma. Vamos entao fazer a
aproximacao, a ser verificada posteriormente, que «, é independente de s, de
modo que

(31)

a, = a, (32)
para todos os estados s. Podemos entao escrever v em termos da derivada da
funcao de particao total, sobre todos os estados,

olnZz

— ) 33
a=—7y (33)
Considerando AN = 1 temos entao
B 1
e = B 71 (34)

Esta é a chamada “distribuicao de Fermi-Dirac”.

O parametro « pode ser determinado da condigao (29), que em termos dos
valores médios ¢é

Sm =N, (35)

T

ou
)P (36)
— eatBer ]
Notemos que a energia livre de Helmholtz ¢ F' = —kT In Z, logo podemos
escrever o como
1 OF W
a__ﬁﬁw__ﬁ__ﬁﬂ’ (37)

com f sendo o potencial quimico usual. O resultado (34) pode ser escrito entao
como

My = —— . (38)



Vemos que iy, — 0 se €, aumenta bastante. Também vemos que, como o
denominador na expressao para m, ¢ sempre maior do que um, segue que
s < 1. Assim,

0<m, <1,

uma relacao que reflete a condi¢cao imposta pelo principio de exclusao de Pauli.

Observacao sobre a validade da aproximagao. Vimos que a funcao de particao
pode ser escrita como

Z(N) = Z(N)+ e P“Z(N —1) = Z,(N)(1 + e P,

ou
InZ=1InZ,+In(l+ e F).
Portanto,
OlnZz 90lnZ e P Pa
ON — ON 1+e P 9N’
ou

_ OJo
o= 0y — Myg— .

ON
A condigao (32) é satisfeita entao se temos

o
7’L567N <<, (39)

ou, no caso da estatistia FD, onde 7y, < 1, se da/ON << «a. Ou seja, se o
numero de particulas N é grande o bastante para o potencial quimico nao
mudar apreciavelmente quando uma particula é somada ao sistema.

Estatistica de Bose-Einstein. A discussao aqui é semelhante ao caso FD.
A soma (24) estende-se sobre todos os valores de ny, ng, ..., tais que n, =
0,1,2,... para cada r. A situagao agora, contudo, é diferente do caso de fétons
porque estes nimeros devem satisfazer sempre a condigao (29), de um niimero
total fixo N de particulas. Fazendo a soma em (24) temos

04 e PuZ(N—1)+2e2P4Z (N —-2)+ ...
" T ZAN) +ePaZy (N — 1) + e P Z(N —2) ...

Usando os resultados anteriores podemos escrever

13



Z(N)[0+ e Pesem 4 2e2Pese=20
Zy(N)[1+ e Bese=a 4 e=20ese20

s =

ou

nsefns (O¢+,865)

M, = Z; R (40)

Mas esta expressao é semelhante a (25), exceto que [egs é substituido por
(v + Bes). O restante do célculo é idéntico, e nos dé

_ 1

ng = 76014-563 1 . (41)
Essa ¢ a chamada “distribuicao de Bose-Einstein”. Notemos que 75 pode ser
bastante grande nesse caso. O parametro « pode ser determinado novamente
por (35), isto é,

1
27;760""[355—1 =N. (42)
Também temos aqui a = —fu, de modo que podemos escrever
_ 1
M= e 1 (43)

No caso de fétons, as somas sao realizadas sem qualquer restricao sobre o
nimero total N de partiulas, de modo que Z(N) [ou Zs(N)] ndo depende
de N. Entao o = 0, e a distribuigdo de Bose-Einstein, eq. (41), reduz-se a
distribuigao de Planck, eq.(28).

Isso completa a discussao das caracteristicas principais da estatistica quantica
de gases ideais. No entanto, é instrutivo investigar em detalhe nos varios ca-
sos, nao apenas as fungoes de distribuicao m,, mas também as funcoes ter-
modinamicas, como a entropia, e a magnitude das flutuagoes no nimero de
particulas em um dado estado. Vamos entao calcular a funcao de particao Z
para cada caso, isto é, vamos encontrar uma expressao explicita para Z em
termos dos niveis de energia de uma unica particula. O restante do céalculo
envolve entao apenas o problema relativamente simples, de encontrar os niveis
de energia de uma tnica particula.

14



4 A estatistica de Maxwell-Boltzmann

Para efeitos de comparacao, vamos estudar primeiro o caso classico da es-
tatistica de Maxwell-Boltzmann. A funcao de particao é

7 — Z e—ﬁ(n161+n262+...) ’ (44)
R

em que a soma ¢ para ser feita sobre todos os estados R do gés, isto ¢, somando
sobre todos os valores possiveis dos nimeros n,, considerando a distinguibili-
dade das particulas. Se ha um total de N moléculas, para um dado conjunto
de valores {ny,no, ...}, existem

N!
nllngl .
maneiras possiveis de distribuir as particulas nos estados de uma particula,
de modo que haja n; particulas no estado 1, n, particulas no estado 2, etc.
Como as particulas sao distinguiveis, cada um desses arranjos corresponde a
um estado distinto do gas completo. A funcao de particao é entao

N!

7 = T e Blmeatnzet..) A5

2 nilng! .. ) (45)
n1,M1,...

em que a soma estende-se sobre todos os valores n, = 0,1,2,... para cada r,

com a condig¢ao

> n,=N. (46)

T

Podemos escrever (45) como

N!
Z = ——(e7Pym (e Py

N1y nl!ngl .

que é exatamente a expansao de um polinomio,

Z = (e P pe Py NV,

ou

InZ =Nln (Z 6—567") : (47)

O argumento do logaritmo é simplesmente a funcao de particao para uma
unica particula.
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Método alternativo. Podemos escrever a fungao de particao do gés completo
como

7 — Z 676(6r1+57‘2+"‘+6r1\,)7 (48)

1,72,

em que a soma agora ¢ sobre todos os possiveis estados de cada particula indi-
vidual. Esta forma de somar considera pariculas como distinguiveis e produz
termos distintos na soma quando [a particula 1 estd no estado e a particula
2 estd no estado rq] e quando [a particula 2 estd no estado r; e a particula 1
estd no estado rp]. A expressao (48) pode ser fatorada,

Z = Z e PerePers

T1,72,...
= [Z 656”1 [Z 6'8€T2] e
T1 T2

ou

N
z= x| (19)
que ¢ idéntica ao resultado (47).

Com a funcao de particao podemos obter o nimero médio de particulas em
cada estado,

_ _laan
T B Oe
ou
—Bes
7, ¢ (50)

=N—e——7.
Ze—ﬂer

Esta é a “distribuicao de Maxwell-Boltzmann”. Este resultado, é claro, é exata-
mente o que encontramos previamente no tratamento classico da distribuigao
canonica para uma unica particula.

Calculo da dispersao. Calculando a dispersao temos

ou
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B,z =7, (1 _ ?v) N T, (51)

Este ultimo passo segue de my << N, a menos que a temperatura seja ex-
tremamente baixa. A dispersao relativa é entao

1
—. 52
- e (52)

Exemplo: Consideremos um gas de N particulas idénticas. Vimos que a fungao
de partigao é

InZ =N (Z e’BGT> :

Definimos a funcao de particao para uma particula,

(= Ze’ﬂ“,
T

logo,

InZ =NIn(.

Calculando ¢ no limite continuo temos

\%4 2
(=Y e’ — ﬁ/d?’pe_ﬁp fam

em que usamos a relagao

y
Y=g [ .

que sera justificada adiante. Também substituimos

2
er—>ep:2p—m

pois as particulas possuem apenas energia cinética. Calculando as integrais no
momento obtemos

Y

V
(= ﬁ(2ﬁka)3/2'

O numero médio de particulas em um dado estado é
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6_,655 6_6p2/2m

NS L@, =N
e TR

N

5 A estatistica de f6tons

A funcao de particao é dada por

Z — Z e*ﬁ(n161+n262+...) (53)
R
em que a soma ¢ sobre todos os valores n, = 0,1,2,... para cada r, sem
qualquer restricao. Assim,
7 = Z g~ Bmiel—Bnaez 7 (54)
ni,na,...

ou

7Z = (%: e—ﬁmfl> (%; e_ﬁ””?) - (55)

Cada soma é uma série geométrica infinita que pode ser somada. Obtemos
portanto,

4= (1_2&1) <1_iﬂez)“" (56)

ou

InZ=-Y In(l—e ). (57)

O nimero médio de particulas no estado s é

10InZz e hes
B Oey, 1 —ePes’

ng =
ou
1

ST B — 17
Obtemos novamente a distribuigao de Planck, eq.(28).

(58)

n

Calculo da dispersao. Calculando a dispersao temos
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1on, efes

A s 2=_—— - )
(An)* = =55, = e 17
ou
(efs —1)+1  _
Portanto,
(Ang)?2 1
7 - % + 1. (60)

Notemos que essa dispersao é maior do que no caso MB. Para fétons, entao, a
dispersao relativa nao se torna arbitrariamente pequena, mesmo se 7y >> 1.

6 A estatistica de Bose-Einstein

A fungao de particao novamente é

7 = Z 6*5(n161+n262+.“) : (61)
R

onde, de acordo com nossas discussoes anteriores, a soma é sobre todos os
valores

n,=0,1,2,... para cada r. (62)

Diferentemente do caso de fétons, contudo, esses nimeros agora devem satis-
fazer a condicao

Sn. =N, (63)

com N sendo o nimero total de particulas no gas. Esta condi¢ao impoe com-
plicacoes.

H4 varias formas de tratar o problema representado por (63). Vamos usar uma
aproximacgao semelhante a descrita no capitulo 6. Como resultado de (63), Z
depende do nimero total N de particulas no sistema. Se o niimero de particulas
fosse N’ em vez de N, a fungao de parti¢ao teria outro valor Z(N’). Como ha
muitos termos na soma em (61), Z(N’) é uma fungao rapidamente crescente
de N’. Mas devido a (63), estamos interessados apenas no valor de Z para
N’ = N. Podemos, no entanto, explorar a propriedade de crescimento rapido
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de Z(N'), notando que a multiplicagao pela func¢ao rapidamente decrescente

_ / ~ _ / ;. .
e~ produz uma fungao Z(N')e "' com um méximo bem pronunciado

que pode ser escolhido em N’ = N, por uma escolha apropriada do parametro
positivo . Uma soma dessa funcao sobre todos os ntimeros possiveis N’ entao
seleciona apenas aqueles termos de interesse préximos a N' = N,

ST Z(N"e N = Z(N)e *NA*N', (64)
NI

com o lado direito sendo o valor maximo da soma multiplicado pela largura
A*N'" do maximo (com A*N' << N).

Definimos agora

Z2=Y Z(N)e V. (65)

Tomando o logaritmo de (64) obtemos, em uma excelente aproximacao,

ImZ(N)=aN+InZ, (66)

onde desprezamos o termo In(A*N’). A soma (65) é facilmente feita, pois se
estende sobre todos os valores possiveis sem qualquer restricao. A quantidade
Z é chamada uma “grand-funcao de particao”.

Vamos calcular Z. Temos

Z = Z e—ﬂ(n1e1+n262+...)e—a(nl—l—ng—l-...) 7 (67)
R

onde a soma ¢ sobre todos os possiveis nimeros (62), sem restri¢ao. Reagru-
pando termos temos

Z— Z e—(a+661)n1—(a+Beg)n2—...
R

_ (i e—(a+661)n1) (i 6—(a+5e2)n2) o

n1=0 no=0

)

Isto é justamente um produto de séries geométricas simples. Assim,

1 1
Z= <1 _ e—(a+,6e1)> (1 _ e—(a+562)> ’

ou
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InZ=-> In(l—eF). (68)

A eq.(66) entao nos da

InZ =aN —> In(l—e ). (69)
Nosso argumento supde que a é escolhido de modo que Z(N")e=*N' tem seu

maximo em N’ = N, isto é,

9 , . 0 Z(N)

Usando (66) a condigdo acima pode ser escrita como

la—f— <N+8an> 8&1 .

—a=0. (70)

Oa ON
ou

aan_aan_
oo Oda

A expressao acima fica, usando (69),

N +

0. (71)

efafﬁer
NoY ST L,
—~ 1 —e B

ou

1
Z eat+Ber _ 1 =N. (72)

Esta expressao determina o como uma funcao de N e e,.

Calculando 7, temos

19z 1 Be~a—Pes dln Z da
B e

s = B _1—e*a*565+ Do ey |

O tltimo termo se anula devido a (71). O resultado é

_ 1
ng = 76044‘565 1 . (73)
Obtemos novamente a distribuigao de Bose-Einstein. Notemos que a condi¢ao

(72) que determina « é equivalente a
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Zﬁr = Na (74)

a condi¢ao de numero total de particulas fixo.

O potencial quimico do gas é dado por

oOF olnZz
=N = Mgy = ke,

onde usamos (70). Portanto o parametro

a=—Pu, (75>
¢é diretamente relacionado ao potencial quimico do gas. No caso de fétons,
onde nao ha restricao quanto ao nimero total de particulas, Z ¢ independente
de N. Temos entao o = 0, e nossos resultados se reduzem aos anteriores.

Calculo da dispersao. Temos

10m 1 eothe Oa
Ang)2 = ———=2=— .
( n ) B Oe, B (ea+6es — 1)2 <a€s + 5)
Mas,
e tpes (e“thes —1)+1
= =ns+n;.
(eoHrBeS _ 1)2 (eohtﬁes _ 1)2
Portanto,
—_ 10
(Ang)? =mg(1 + 7y) (1 + ﬁ@?) ~ (1 +m,), (76)
e
(Ang)?2 1
L (71)

em que desprezamos o termo da/Jes. Esse termo é geralmente muito pequeno,
pois a é para ser determinado por (72), e a menos que a temperatura seja muito
baixa, uma pequena variagao em uma energia €, deixa a soma, e portanto «,
essencialmente inalterada.

Notemos que (77) é exatamente igual ao resultado obtido para fétons. A dis-
persao relativa é maior do que no caso MB, novamente, e nao fica arbitraria-
mente pequena mesmo quando g >> 1.
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Podemos calcular o termo desprezado em (76), diferenciando (72) em relagao
a €,. Assim,

B 5€a+665 B €a+657‘ 0704 0
(ea—i-,Bes _ 1)2 - (eoc-i—ﬁer _ 1)2 865 - Yy
ou
— _9 _ _9 aa
—B(ns +75) — Z(nr—kn,,) e =0
Portanto,
da 3 ns(1 + )
668 Z r(l +i7‘> ’
e IS

A (1w |1 (L)
(Ang)?2 =n4(1+m,) |1 Zﬁr(1+ﬁr)

A dispersao ¢ ligeiramente menor do que se desprezamos o ultimo termo. Se
temos T"— 0, todas as particulas tendem a estar no estado de uma particula
s = 1 de menor energia, de modo que n; =~ N enquanto ny =~ (0 para todos os
outros estados. O termo de corre¢ao em (78) é entao importante, pois prediz
que a flutuacao no nimero de particulas no estado fundamental s = 1 tende
a zero.

(78)

7 A estatistica de Fermi-Dirac

A discussao aqui é bastante semelhante ao caso BE. No calculo da funcao de
particao, contudo, as somas sao apenas sobre os dois valores

n.=0el para cada r, (79)

novamente com a condigao (63) sobre o nimero total de particulas. Temos

Z = Z 676(n1+61+n2+62+...)

Y

ni,n9,...
1 1

3 etormem | (32 emtorsena ) (30)
n1=0 no=0
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Cada soma consiste apenas de dois termos e é, portanto, trivial,

Z=(1+e Pyl 4e P2y |
InZ=>Y In(l+e*Fr). (81)

A funcao de particao é entao

InZ=aN+> In(l+e*Fr). (82)

Exceto por algumas trocas de sinal importantes, essa expressao ¢ da mesma
forma que o caso BE. Temos novamente o determinado por

olnZz e Per
oo Zr: 1 4 e~ PBer ’

ou

1

— =N. 83
zr:ea—i_ﬁw—i-l ( )

Cada termo dessa soma é T, pois

10lnZz 1 Be~a—Bes

Ty = —— == ,
B B Oe, B1+ e Bes
ou
_ 1
e (84)
Obtemos novamente a distribuicao de Fermi-Dirac. O parametro a é nova-
mente relacionado com o potencial quimico p por o = — (.

Calculo da dispersao. Temos

— a+Pes
N <aa +B> .

B 0es B (extBes +1)2 \ Oeg
Mas,
e tBes (6a+,3€s 4 1) -1 B L
= =T, — TN, .
(ea—i—ﬁes + 1)2 (ea—‘rﬂes + 1)2
Portanto,
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Anyg)? 1

(@) 1 4 (86)
n: s

A dispersao relativa é assim menor do que no caso MB. Se iy, — 1, 0 maximo

valor possivel de acordo com o principio de exclusao, a dispersao se anula. Nao

ha flutuacoes em 7, para estados completamente preenchidos.

8 Estatistica quantica no limite classico

Podemos resumir as se¢oes anteriores sobre estatistica quantica de gases ideais
com a relacgao,

1
Ny = cotBer + 1 (87)
em que o sinal superior se refere a estatistica FD e o sinal inferior a estatistica
BE. Se o géas consiste de um nimero fixo N de particulas, o parametro « é

determinado pela condigao,

_ 1

A funcao de particao Z do gés é dada por,

InZ =aN+£> In(lte Py, (89)

Vamos investigar agora o comportamento de o em alguns casos limites. Con-
sideramos primeiro o caso de um gés a uma dada temperatura com concen-
tracao suficientemente pequena, isto é, com N suficientemente pequeno. A
relagao (88) pode ser satisfeita apenas se cada termo da soma é suficientemente
pequeno, T, << 1 ou exp(«a + f¢,) >> 1 para todos os estados r. Da mesma
forma, consideramos o caso de um gas com numero fixo N de particulas,
quando sua temperatura ¢é suficientemente grande, ou seja, quando (8 é pe-
queno. Os termos aprecidveis em (88) sao aqueles para os quais fJe, << a.
Segue que, se § — 0, um numero crescente de termos com valores grandes de
€, contribuem para a soma. Para que a soma nao exceda N, o parametro «
de se tornar grande o bastante para que cada termo da soma seja pequeno.
Devemos ter novamente exp(a + f¢,) >> 1 ou i, << 1 para todos os estados
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r. Concluimos que, se a concentracao é bastante pequena ou a temperatura é
suficientemente alta, a deve ser grande para que, para todo estado r,

el S>> 1. (90)

Equivalentemente isso significa que os numeros de ocupacao se tornam pe-
quenos, de modo que, para todo estado r,

n, << 1. (91)

Chamamos o limite de concentragao suficientemente baixa ou temperatura
suficientemente alta, em que (90) ou (91) sdo satisfeitas, de “limite classico”.
Nesse limite segue de (90) e (87), para ambas as estatisticas FD e BE,

n, = e P, (92)

O parametro « é determinado pela condigao,

Zefafﬁer — e @ Zefﬂer — N,
r r

ou,

e =N (Z e/*r)l : (93)

Portanto,

nyp=N—o——7— (94)

de modo que, no limite de concentracao suficientemente baixa ou temperatura
suficientemente alta, as leis de distribuicao quanticas, tanto FD quanto BE,
se reduzem a distribuicao MB.

Esse resultado esta de acordo com a discussao no capitulo 7, quando esti-
mamos quantitativamente quanto a temperatura deve ser alta ou a concen-
tracao baixa, para os resultados classicos serem validos.

Consideramos agora a funcao de parti¢ao (89). No limite classico, com (90)
satisfeita, podemos expandir o logaritmo em (89), obtendo,

InZ=aN+) (e *P)=aN+N.

Usando (93),
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a=—InN+In (Zeﬁ“> )

Portanto,

InZ=-NInN+ N+ Nln (Zﬁfr) . (95)

Esta expressao ndo é igual a fungao de partigao Zy,p em (83) para a estatistica
MB,

InZyp=Nln (Z eﬂér) : (96)

De fato,

IDZZIHZMB—(NIDN—N) ZIDZMB—N!,

ou,

gz = 2us. (97)
N!

em que usamos a féormula de Stirling para N grande. O fator N! corresponde
ao numero de permutacgoes possiveis das particulas, o que é sem significado
fisico se as particulas sao idéenticas. Este fator é precisamente o que precisamos
adicionar ad hoc no capitulo 7 para corrigirmos as consequéncias nao-fisicas do
paradoxo de Gibbs. Nessa secao justificamos a discussao no capitulo 7 como
sendo apropriada para um gas tratado propriamente pela mecanica quantica,
no limite de concentracao suficientemente baixa ou temperatura suficiente-
mente alta. A funcdo de partigdo é automaticamente corrigida por (95), nao
ha paradoxo de Gibbs, e tudo é consistente.

Um gés no limite classico com (92) satisfeita é dito ser “nao-degenerado”. Por
outro lado, se a concentracao e a temperatura sao tais que as distribuicoes FD
ou BE (87) devem ser usadas, o gés ¢é dito ser “degenerado”.

A figura 1 mostra o nimero médio de particulas por estado quantico, como

funcao da energia do estado. Notemos que no caso FD n < 1, e para ¢ = p
temos n = 1/2.
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Fig. 1. Numero médio de particulas em um estado quantico como fungao da
energia € do estado, para as estatisticas de Fermi-Dirac (FD), Bose-Einstein
(BE), e Maxwell-Boltzmann (MB), ou cléssica.

A figura 2 mostra a distribuicao de Fermi-Dirac em diferentes temperaturas.

0,8 —

<n>
T

04

0,2 —

-1 0,5 0 0,5 1
e, eV

Fig. 2. Distribuicao de Fermi-Dirac em diferentes temperaturas. As linhas

tracejadas mostram uma faixa de largura k7. Temos, respectivamente, kT = 0,
0,025875 eV, 0,08625 eV, 0,1725 eV.
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9 Estados quanticos de uma tunica particula

Funcao de onda. Para completarmos a discussao do problema estatistico é
necessario enumerar os estados quanticos possiveis s, e as energias correspon-
dentes €, de uma unica particula nao interagente. Consideremos a particulas
nao relativistica com massa m, vetor posicao r, e momento p. Supomos que
a particula esta em um volume V', dentro do qual a particula nao esta sujeita
a nenhuma forga. A funcdo de onda W(r,t) da particula é entao descrita por
uma onda plana da forma

U — Aei(k-rfwt) — w(I')ei’th, (98)

que se propaga na diregao especificada pelo “vetor de onda” k, com amplitude
constante A. A energia e da particula é relacionada a frequéncia w por

€= hw, (99)

e o momento ¢ relacionado ao vetor de onda k pela relacao de de Broglie,

p = hk. (100)
Temos entao
2 27.2
P h*k
= — = — 101
¢ 2m 2m ( )

A justificativa basica para essas afirmacoes é, claro, o fato que ¥ deve satisfazer
a equacao de Schrodinger,

oV
ihs = HY. (102)

O hamiltoniano é formado pela energia cinética, isto é,

1 1 () R
H et 7p2 = — <v> = —7V27

2m 2m \ 1 2m
com
0? 0? 0?
Vi — 4 — 4 .
0x? + 0y? * 022
Escrevendo
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U — ¢6—iwt — ¢€—(i/ﬁ)et’ (103)

onde 1 ndo depende do tempo, (102) reduz-se a equacao de Schrédinger inde-
pendente do tempo,

Hy = e, (104)

ou

2me
V2 + =3 =0. (105)
A equagdo (104) mostra que e corresponde aos valores possiveis de H e é
portanto a energia da particula. A equacgao de onda (105) tem solugoes da
forma geral

,lp _ Aei(kszrknyrkzz) — Aeik-r’ (106)

onde k é o “vetor de onda” constante, com componentes k,, k,, k.. Substi-
tuindo (106) em (105) obtemos

2me
—(k§+k§+k§)+ﬁ:0.

Portanto,

2k
€= (107)

2m
e € é uma funcao apenas do médulo de k. Como

h
pY = TV = fiky,
obtemos (100) e (101).

Até agora consideramos apenas graus de liberdade translacionais. Se a particula
também tem um momento angular de spin intrinseco, a situagao é apenas um
pouco mais complicada. Existe simplesmente uma fungao diferente 1 para
cada orientacao possivel do spin. Por exemplo, se a particula tem spin 1/2
(como um elétron), entdao ha duas possiveis fungoes de onda vy, correspon-
dentes aos dois valores possiveis m = +1/2 do niimero quantico especificando
a orientacao do momento angular de spin da particula.

Condicoes de contorno e enumeracgao de estados. A funcao de onda
1 deve satisfazer certas condigoes de contorno. Assim, nem todos os valores
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possiveis de k, ou p, sao permitidos, mas apenas certos valores discretos. As
energias correspondentes da particula sao entao quantizadas devido a (101).

As condicoes de contorno podem ser tratadas de uma forma geral e simples,
na situagao usual onde o recipiente contendo o gas de particulas é grande o
bastante, de modo que sua menor dimensao linear L é muito maior que o
comprimento de onda de de Broglie, A = 27 /k, da particula em consideracao.
Essa condicao é geralmente satisfeita para essencialmente todas as moléculas
do gas, pois uma ordem tipica de magnitude, ja estimada no capitulo 7, é
A~ 1A para um dtomo de energia térmica a temperatura ambiente. Dessa
forma, as propriedades detalhadas das paredes do recipiente sao de pouca
importancia, na descricao do comportamento de uma particula em seu interior.
De fato, a fracao de particulas préximas da superficie do recipiente, isto é,
dentro de uma distancia A das paredes, é da ordem de AL?*/L* = \/L, e é
assim desprezivel para um recipiente macroscopico. Fazendo o argumento mais
preciso, consideramos qualquer elemento de volume macroscépico, que seja
grande comparado com A, e que se encontra no interior do recipiente, de modo
que esteja distante das paredes por distancias grandes comparadas com \. A
funcao de onda em qualquer regiao do container pode sempre ser escrita como
uma superposicao de ondas planas da forma (98), com todos os vetores de onda
possiveis k. Podemos considerar assim o volume citado como sendo atravessado
por ondas da forma (98), em todas as dire¢oes possiveis especificadas por k,
e com todos os comprimento de onda possiveis relacionados ao moédulo de
k. Como as paredes estao bastante longe comparado com A, nao importa
como uma onda é refletida das paredes, ou qual onda é refletida um certo
nimero de vezes, antes de passar novamente pelo elemento de volume em
consideragao. O nimero de ondas de cada tipo atravessando esse elemento de
volume é praticamente independente desses detalhes, ou de como a forma ou
propriedades das paredes possam ser modificadas. De fato, é mais simples se
imaginamos as paredes a uma distancia infinita, isto é, eliminamos as paredes
do problema.

Esses comentarios mostram que, ao discutirmos as propriedade de um gas em
qualquer regiao, menos na vizinhanca imediata das paredes, a natureza exata
das condigoes de contorno sobre cada particula nao é importante. Podemos
entao formular o problema de modo que as condigoes de contorno sejam as
mais simples possiveis. Escolhemos entao o recipiente, de volume V', como
um paralelepipedo retangular, com lados paralelos aos eixos x,y, z, e com
comprimentos Ly, Ly, L,. Assim V = L,L,L,. As condi¢oes de contorno mais
simples sdo tais que uma onda da forma (98) é de fato uma solugao exata
do problema. Assim a onda (98) deve poder propagar-se indefinidamente sem
sofrer qualquer reflexao. Para fazermos as condigoes de contorno consistentes
com essa situagao simples, podemos desprezar completamente a presenca de
qualquer parede, e podemos imaginar que o volume do gas em consideragao
estd imerso em um conjunto infinito de volumes semelhantes, e em cada um

31



deles a situacao fisica é exatamente a mesma (fig. 3). A fungao de onda deve
entao satisfazer as condigoes

(@ + Layy, 2) = ¥(2,y,2)
U@,y + Ly, 2) = (2,9, 2),

I

<>

L

X

Fig. 3. O volume em consideracao é imaginado imerso em um arranjo de
volumes semelhantes, ocupando todo o espaco. As paredes do recipiente sao
efetivamente eliminadas.

A condicdo que a funcao de onda seja a mesma em qualquer dos volumes,
nao afeta a fisica no volume em consideracao, se suas dimensoes sao grandes
comparadas com o comprimento de onda de de Broglie A da particula.

Observagao. Suponhamos um problema unidimensional, em que uma particula
se move na direcao x em uma regiao de comprimento L,. Podemos eliminar
as reflexoes nas extremidades imaginando a linha curvando-se para formar um
circulo, como na figura 4. Se L, é muito grande, a curvatura é pequena, de
modo que a regiao é essencialmente a mesma de antes. Mas a vantagem é que
agora nao hé extremidades para nos preocuparmos com elas. As ondas pro-
gressivas em (98) deslocando-se sem reflexao sao entao solugoes perfeitamente
boas para o problema. E necessério apenas notar que os pontos x e x + L,
sao agora coincidentes. A condicao de que a funcao de onda seja definida
univocamente implica a condigao,

o+ L) = (x). (109)
Essa equagao é precisamente o andlogo de (108) em uma dimensao. Podemos
imaginar (108) como o resultado da tentativa de eliminar as reflexdes em trés
dimensoes imaginando o volume original curvando-se em quatro dimensoes, o
que ¢é bastante dificil de visualizar.
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Fig. 4. Um volume uni-dimensional de comprimento L, é curvado na forma
de um circulo juntando suas extremidades.

Este ponto de vista, que descreve a situacao em termos de ondas progressi-
vas simples, satisfazendo condigoes de contorno periddicas (108), é bastante
conveniente e matematicamente simples. Por (98) ou (106),

w — eik-r _ ei(kzx+kyy+kzz) .

Para satisfazer (108) devemos ter

ky(z + L;) = kyx + 2mn, n, inteiro,

ou

kx == fxnmu
2
ky = L—yny,
2
ke, = L7Tn (110)

Os ndmeros ng, n,,n, sao qualquer conjunto de inteiros, positivos, negativos
ou nulos.

As componentes de k = p/h sdo entao quantizados em unidades discretas.
Dessa forma as energias da particula sao quantizadas,

h? o2m2h? (n2  n?2  n?
= — (K + K+ = =z Yz 111
- glie ek = T (s T ) (1)

Notemos que para qualquer volume macroscépico com Ly, Ly, L, grandes, os
valores possiveis das componentes do vetor de onda, (110), sdo muito préximos.
Existem assim muitos estados da particula, isto é, muitos inteiros possiveis n,,
correspondentes a um intervalo pequeno qualquer dk, do vetor de onda. Para
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dados valores de k, e k., o nimeros An, de inteiros possiveis n,, para o qual
k. esta no intervalo entre k, e k, + dk,, é

Ly
An, = Qdex. (112)
O niimero de estados translacionais p(k)d®k, para os quais k se encontra entre
k e k + dk, isto é, a componente = entre k, e k, + dk,, a componente y entre
k, e ky+dk,, e a componente z entre k, e k, +dk,, ¢ dado entao pelo produto

dos possiveis inteiros nos trés intervalos,

L L L L,L,L
pd’k ngaAn,An 27Tdk: 27Tdk'y 27rdk (an) dk,dk,dk,
ou
P’k = —=d’k 113
p 2t (113)

com d*k = dk,dk,dk, sendo o elemento de volume no “espago k”. Notemos
que a densidade de estados p é independente de k e proporcional ao volume
V' em consideragao, isto é, o numero de estados por unidade de volume, com
um nuimero de onda k, ou momento p = Ak, em um certo intervalo, é uma
constante independente da magnitude ou forma do volume.

Observagao. Notemos que (100) nos dd para o nimero de estados transla-
clonais p,d”p no intervalo entre p e p + dp a expressdo

vV dp d3p
d*p = pd’k = — =V—. 114
pp p P (27T)3 h3 h3 ( )
A expressao Vd®p é o volume do espaco de fase cldssico de seis dimensoes,
ocupado por uma particula em um volume V' e com momento entre p e p+dp.
Assim (114) mostra que a subdivisdo desse espaco em células de tamanho A3
fornece o nimero correto de estados quanticos da particula.

Outras relagoes podem ser obtidas de (113). Por exemplo, vamos encontrar o
nimero de estados translacionais ppdk para o qual k tem modulo £ no intervalo
entre k e k+dk. Isso é obtido somando (113) sobre todos os valores de k nesse
intervalo, isto é, sobre o volume no espaco k ocupado pela porcao esférica
entre os raios k e k + dk. Portanto,

v
(4mk*dk) = —k*dk . (115)

y
dk =
PEEE= (o3 or
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Observagao. Como € depende apenas de k = |k|, (115) nos d4 imediatamente,
correspondendo a esse intervalo de k, o ntmero correspondente de estados
translacionais p.de, para o qual a energia da particula se encontra entre € e
€ 4+ de. Da igualdade de estados temos

-1

dk
de .

de

de

d:
€ pkdk;

|pede| = |prdk| = p,

Por (101) obtemos entao

174
ode = — k2
peae 272

dk

ar V. (2m)*? 1/2
de

dE = 4771.276 dﬁ. (116)

Discusséo alternativa. E possivel adotar um ponto de vista diferente, que
nao considera explicitamente as reflexdes nas paredes do volume. Como as
condicoes de contorno exatas nao sao relevantes, supomos que o volume tem
a forma de um paralelepipedo retangular com paredes localizadas em x = 0,
x=DL;,y=0,y= Ly, ez=0, z= L,. Supomos também que as paredes sao
perfeitamente rigidas, isto é, a energia potencial U da particula é nula dentro
do volume e infinita fora. A funcdo de onda satisfaz entao,

rz=0o0ulL,,
Yv=0, Jy=0oul,, (117)

z=0oulL,.

A solucao particular ¢ = €T eq. (106), representa uma onda progressiva
e ndo satisfaz as condigoes de contorno (117). Mas podemos construir com-
binagoes lineares de (106), que satisfazem portanto a equagao de Schrodinger
(105), e que satisfazem também as condigoes de contorno (117). Fisicamente
isso significa que em um volume com paredes rigidas, perfeitamente refletoras,
ondas estaciondrias se formam como o resultado da superposicao de ondas pro-
gressivas que se propagam para frente e para trds. Como e*+* é uma solucao
de (105), a funcdo e~*=* também é. A combinagao,

(ek=® — e7™heT)  sen (118)

se anula em z = 0. Podemos também anula-la em =z = L, escolhendo k, de
modo que,

kyL, =mn,,

com n, um inteiro. Os valores possiveis de n, sao restritos ao conjunto,

35



ny =1,2,3,....

Uma mudanga de sinal em n, ou k, apenas muda a fungao (118) em,

sen (—ky)xr = —senk,x ,

que nao é uma funcao de onda distinta. Uma solucao estacionéria é comple-
tamente especificada por |k,|.

Construindo ondas estaciondrias de maneira andloga a (118) nas diregoes y e
z, obtemos a funcao de onda como um produto,

Y = A(senk,x)(senk,y)(senk,z), (119)

com A uma constante. Esta fungao satisfaz a equacao de Schrodinger (105), e
também as condigoes de contorno (117), desde que,

—ny, k,=—n,, (120)

com ng, Ny, N, quaisquer inteiros positivos. As energias possiveis da particula
sao entao dadas por,

h2 7.[.2 h2 n2 TL2 n2
= k= 1 121

‘T om om \12 712 T I2 (121)
Para dados valores de k, e k., o nimero de estados translacionais com &, entre
k. e k, + dk, é agora igual a,

L,
An, = “Zdk, . (122)

s
O numero de estados translacionais com k entre k e k 4+ dk é entao,

L L L
pd®k = AnyAn,An, — (””dk:m> (ydky> (de;z> ,
v T v

ou,

v

pd’k = ﬁd:”k. (123)
O numero de estados translacionais ppdk para os quais k possui magnitude
entre k e k + dk é obtido somando (123) sobre todos os valores de k nessa
regiao, isto é, sobre o volume no espaco k da regiao esférica com raio entre

k e k + dk, e localizada no primeiro octante, onde k, k,, k. > 0, de modo a
satisfazer (120). Assim temos de (123),

36



V ([ 4rk*dk %
dk = — = —k*dk. 124
P 3 ( 8 > 272 (124)
Este é o mesmo resultado obtido em (115). A razao é simples. Por (122)
existem, comparando com (112), o dobro de estados em um dado intervalo
dk,, mas como agora apenas valores positivos de k, sao contados, o nimero

de estados é diminuido por um fator 2.

Por (124) também segue que p.de é o mesmo que (116). Isso ilustra o resultado
que a densidade de estados deve ser a mesma, independente da forma do
volume ou das condicoes de contorno impostas na superficie, desde que o
comprimento de onda de de Broglie da particula seja pequeno comparado
com as dimensoes do volume.

10 Calculo da funcgao de particao no limite classico

Podemos agora calcular a funcao de particao Z de um gas monoatomico ideal,
no limite classico de densidade suficientemente baixa ou temperatura suficien-
temente alta. Por (95) temos,

InZ=N(In¢(—InN+1), (125)

em que,

(= e, (126)

é a soma sobre todos os estados de uma tnica particula. A expressao (125) é
idéntica ao resultado obtido no capitulo 7, isto é,

CN
TN
Como enumeramos os estados possiveis de uma tunica particula, a soma (126)
é facilmente calculada. Por (111),

Z (127)

h2
(= ) exp —gm(ki +E 4+ k)|, (128)
ki iy

em que a soma é sobre todos os valores possiveis de k, ,ky, k. dados por (110).
Como a funcao exponencial fatora, ¢ pode ser escrita como o produto de trés
somas semelhantes,
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(= (Z 6—(6ﬁ2/2m)k§) (Z e—(,@h?/m)k;‘;) (Z 6—(6ﬁ2/2m)k3) . (129)

kew ey k-
Os termos sucessivos nas somas acima, como em k, = (27/L,)n,, correspon-
dem a um aumento muito pequeno Ak, = 27/L, em k,, diferindo muito pouco
um do outro, isto é,

aix[e—wﬁ?/zmmq (Z) ‘ e (B mE2 (130)
Enquanto essa condigao for satisfeita, ¢ uma aproximagao excelente substituir
as somas em (129) por integrais. Um intervalo pequeno entre k, e k, + dk,
contém entdo An, = (L,/2m)dk, termos, com aproximadamente a mesma

magnitude, que podem ser agrupados. Portanto,

+oo
S e / O (6 2m)k2 (?ﬂdkm) ,

ky=—00 T
B & 2mm 1/2 L, (2mm 1/2 (131)
- 27 \ BR2 2tk \ B ‘

A equagao (129) fica entao,

3/2
2
v <m> V. ommkT)2. (132)

el )
Este é o mesmo resultado obtido no calculo classico feito no capitulo 7, desde
que o parametro arbitrario hg, que mede o tamanho de uma célula no espaco

de fase cla’ssico, seja igual a constante de Planck A. Por (125),

vV 3 3. 2mm
an-N(lnN—anﬁ—{—an 2 —|—1>. (133)
Assim,
_ oOmz 3N 3
E=— = _—— = _-NkT 134
e7
_ vV 3
S:k(an—i-BE):Nk<lnN+21nT+00) , (135)
com,
3. 2mmk b5



Esses resultados sao os mesmos obtidos no capitulo 7, com uma diferenca
importante. Como tratamos agora o problema com mecanica quantica, a con-
stante o tem um valor definido em termos da constante de Planck h, enquanto
no caso classico hy era um parametro arbitrario. O fato que a entropia nao
envolve qualquer constante arbitraria tem consequéncias fisicas importantes
que discutiremos adiante. Todas as quantidades como E ou a pressdo média p,
que dependem apenas das derivadas de S sao, é claro, as mesmas encontradas
no capitulo 7.

Vamos verificar que a condigao (130), justificando a substituigao da soma sobre
estados por uma integral, é de fato satisfeita. Essa condigao requer que,

h2k, 2
B 2 .

1. 1
— < (137)

O valor médio de k, pode ser estimado de (134) ou do teorema da equipartigao,

k2 1RE? 1

== = kT,
2m 32m 2
ou,
hk, ~ vVmkT .
Com isso (137) fica,
h 2w h 1
——VMk— = ——=— 1
ka " Lx \Y4 mk’T Lz == ’
ou, aproximadamente,
A<<L,, (138)

com \ = h/p, o comprimento de de Broglie médio da particula. O valor médio
de p é, dos resultados acima, v3mkT. Obtivemos no capitulo a validade da
aproximacao classica para

- L
A << N3 (139)

uma condi¢ao muito mais restritiva.

Por ultimo, vamos indicar o que acontece se cada particula também possui um
momento angular de spin J. As orientacoes possiveis do spin sao especificadas
por sua projegdo my = —J, —J+1, ..., J—1,J. Existem entao (2J+1) estados
possiveis com a mesma energia, associados a cada possivel estado translacional
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da particula. O resultado é que a soma sobre estados ( é simplesmente multi-

plicada por (2J 4 1), de modo que a entropia é aumentada por uma constante
NkIn(2J 4+ 1).

11 Implicacgoes fisicas da enumeracao
quantica de estados

Embora os resultados do calculo quantico de Z sejam praticamente os mesmos
do célculo semiclassico no capitulo 7, existem duas diferencas significativas:

a. A dependéncia correta em (125) de In Z em N, isto é, o fator N! em (127),
é uma consequéncia automatica da teoria. O paradoxo de Gibbs nao aparece,
e InZ em (133) comporta-se como uma quantidade extensiva para mudangas

de NeV.

b. Nao ha constantes arbitrarias em Z ou na entropia S; Z tem um valor bem
definido envolvendo a constante de Planck h.

Essas diferencas refletem o fato que agora contamos de maneira nao ambigua
os estados quanticos acessiveis para o gas. Essa enumeracao ¢ particularmente
importante em caso envolvendo transferéncia de particulas dentro de um sis-
tema, entre fases ou entre componentes. Matematicamente isso é descrito pelas
propriedades do potencial quimico,

OF OlnZz
= (), = (55, o

V,T

Vimos no tltimo capitulo que o potencial quimico é um importante parametro
determinando as condigoes de equilibrio entre fases ou componentes quimicos.
Por outro lado, vemos de (125) e (140) que,

N’
depende de N e das varias constantes, como a constante de Planck, que apare-
cem em (. Portanto o cdlculo quantico de Z em termos dessas constantes per-
mite previsoes completamente fora da abrangéncia de qualquer teoria baseada
na mecanica estatistica classica. Vamos ver dois exemplos ilustrativos.

p = —ktln (141)

Ionizagao térmica de atomos de hidrogénio. Supomos atomos de hidrogénio
contidos em um volume V a uma temperatura alta 7', isto é, o niimero de
moléculas de Hy é desprezivel. Ha entao a possibilidade de ionizacao em um
fon de hidrogénio H™ e um elétron e~. Isso pode ser descrito pela reacao,
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HS HY +e . (142)

Denotamos por €, a energia necessaria para ionizar o &tomo, isto é, o “potencial
de ionizacao”. Isso significa que o estado fundamental do atomo H tem uma
energia (—ep), relativa ao estado em que o préton HY e o elétron e~ estao
em repouso, separados por uma distancia infinita um do outro. Considerando
(142) como um equilibrio quimico, podemos escrever,

—H+H"+e =0,

de modo que a lei de acao das massas €,

N, N_
oK 143
NH N » ( )
com,
Ky = G+ (144)
Car

Vamos agora calcular as quantidades (. Precisamos apenas escolher todas as
energias com o mesmo estado de referéncia. Escolhemos como referéncia o
estado em que o préton e o elétron estao em repouso, e separados por uma
distancia infinita. Também supomos que as concentracoes de HT e e~ sao
pequenas. Assim, no limite classico de altas temperaturas, podemos desprezar
a intercao eletrostatica.

Para os elétrons temos entao,

(= 2]‘:3(27rmk:T)3/2 : (145)

em que m é a massa do elétron, e o fator 2 é introduzido devido ao elétron
possuir spin 1/2, e portanto dois estados possiveis de spin para cada estado
translacional. Da mesma forma, escrevemos para o préton,

v
(= 2ﬁ(27er:T)3/2 : (146)

O atomo H tem massa M + m =~ M, pois m << M. Sua energia interna em
relagao ao nosso estado de referéncia é —e¢q, logo,

(i = 4]‘;))(27TM/€T)3/26560 : (147)
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O fator 4 é introduzido porque temos 4 estados possiveis de spin do atomo
para cada estado translacional: 2 estados possiveis para a orientagao do spin
do elétron, e para cada um desses 2 estados possiveis de orientagao do spin
nuclear.

Combinando essas expressoes temos,

Ky = ;;(%ka)?*/?eﬁﬁo : (148)

O que as equagoes (143) e (148) nos dizem fisicamente é que um potencial de
ionizagao €y grande favorece a existéncia de atomos H, pois esse é o estado de
menor energia. Por outro lado, se temos duas particulas separadas, muito mais
estados se tornam acessiveis para o sistema, isto €, sua entropia aumenta. O
equilibrio representa um compromisso entre essas duas tendéncias. De forma
mais geral, a situacao mais provavel é aquela em que a energia livre F' =
E — TS é minima. Em temperaturas baixas F' ~ FE, e a situacao de menor
energia é favorecida, isto é, o a&tomo H. Em temperaturas altas, F' se torna
pequena se a entropia S é grande, o que favorece a dissociagao.

Supomos que um numero Ny de dtomos H estao no volume, em uma temper-
atura bastante baixa, de modo que N_ = N, = 0. Se elevamos a temperatura
até um valor T', temos uma fracao £ de atomos dissociados,

= —. (149)

Temos,

Ny = N_ = Nig,

Np = Ny — No§ = No(1 — &) = Ny,
pois £ << 1. A lei de acao das massas, eq.(143), junto com (148), nos d4,

(2mmkT)3/?ePeo (150)

2 _

&= Noh?
de modo que o grau de dissociagao pode ser calculado.
Pressao de vapor de um solido. Consideramos um sélido formado por

moléculas monoatomicas, por exemplo, argonio sélido. Se o sdlido esta em
equilibrio com seu vapor a condigao de equilibrio é,
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= o, (151)

em que p; é o potencial quimico do vapor e ps do sélido. A menos que a
temperatura seja muito alta, o vapor nao é muito denso e pode ser tratado
como um gas ideal. Portanto para o potencial quimico de N; atomos de vapor
em um volume V; temos,

1 [‘/’1(271'ka)3/2] . (152)

i "N YN e
Consideramos agora o soélido. Se temos N, atomos em um volume V5, o po-

tencial quimico é,

oF olnz
= | — = kT . 153
H (aNz)T’VQ ( ON, )T,V2 ( )

Embora pudéssemos tentar calcular Z usando um modelo como o de Einstein,
visto no capitulo 7, vamos discutir o problema de forma mais geral, relacio-
nando Z com o calor especifico. A energia média do sélido é,

Integrando,

T E(T")

InZ(T)—InZ(Ty) = D
0

T’ . (154)
Escolhemos Ty — 0.

Commo o sélido é praticamente incompressivel, o volume V5 é aproximada-
mente constante, e as fungoes termodinamicas sao fungoes de T'. Denotando

por ¢(T') o calor especifico por dtomo do sélido, temos (OE/IT)y = Nac, e
podemos expressar E(T') em termos de c,

_ T
E(T) = —Non + Ny / c(T")dT" . (155)
0
Escolhemos E(0) = —N,n. Notamos que se T — 0 ou 3 — o0,

7 — Z e BB _ Qoe—ﬁ(—Nzn) ’

ou,

Naon

In Z(To) = k‘TO s

Ty — 0, (156)
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pois o numero de estados {2y acessiveis ao solido no estado fundamental é de
ordem um. Supomos que os atomos nao possuem graus de liberdade de spin,
que poderiam levar a muitos estados em 7 = 0. Portanto,

Nan T g T
mz(1) = 2+ N, [ [ et (157)
e’
T dT/ T/ ! 1!
MQ(T):—T]—T/O T,Q/O (T")dT" . (158)

A condic¢ao de equilibrio fica entao,

Vi (2rmkT)*?]
In [Nlh?,] = —Bua(T). (159)

Para encontrarmos a pressao de vapor p, precisamos apenas usar a equagao
de gas ideal pV; = N kT para o vapor. Assim,

kT (2nmkT)3/?
In [ﬁ<}7ﬁ)‘| = _6#2(7—‘) )
de onde temos,
97, )3/2 1 (T dT T
p= (hg)<kT)5/2 exp [—577 - %/O T2 /0 C(T”>dT”] : (160)

Essa é a expressao para a pressao de vapor. O calor especifico do sélido pode
ser obtido de um calculo para um modelo microscépico, como o modelo de
Einstein, ou de medidas experimentais. Notemos que se tivéssemos tentado
calcular a pressao de vapor com a equagao de Clapeyron, como vimos no
capitulo 8, nao teriamos determinado a constante de integracao.

12 Funcoes de particao de
moléculas poliatéomicas

Vamos ver agora brevemente como calcular a fungao de partigao para um gas
ideal consistindo de N moléculas poliatomicas. No limite classico, em que o
comprimento de de Broglie médio A, associado com o momento do centro de
massa, ¢ menor comparado com a separacao média das moléculas, temos,
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CN
A fungao de particao para uma molécula individual é,

Z (161)

(= e, (162)

a soma sendo sobre todos os estados quanticos s da molécula. E uma boa
aproximacao escrever o Hamiltoniano de uma molécula de forma aditiva,

H=H,+H,+ H, + H,, (163)

e os niveis de energia respectivos como,

€(s) = €1(s) + €e(se) + €,:(8r) + €4(8y) - (164)

Os diversos termos em H descrevem, respectivamente, o movimento de translacao
do centro de massa da molécula, o movimento dos elétrons em torno dos
nicleos, supondo uma configuragao fixa, a rotacao dos nticleos da molécula em
torno do centro de massa, e o movimento de vibracao dos niicleos da molécula
em relacao uns com os outros. Os niveis de energia, da mesma forma, tém um
estado translacional, um estado eletronico, um estado rotacional, e um estado
vibracional.

A funcao de particao ¢ entao fatora em um produto,

)

(= T e Plaltatotelntat)

— (Z e_IBEt(St)> (Z 6—5€e(se)> (Z e-ﬁ&(&)) (Z e-ﬁ%(%)) ’
= (1CeCrCo - (165)

Vamos discutir as fungoes de particao acima especificamente para uma molécula
diatOmica com atomos de massas mq e mo.

Movimento de translagao do centro de massa. O centro de massa se
move como uma particula de massa mq + mao, logo,

H— P (166)
2(m1 + mg) ’

em que p é o momento linear do centro de massa. Temos,
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G = ]‘;[%(ml + my)KT)?? . (167)

Movimento eletronico. Consideramos agora o movimento interno dos atomos
em relagao ao centro de massa. Precisamos dos possiveis estados eletronicos da

molécula. Para nucleos fizos a energia €,9 do estado fundamental eletronico,

pode ser calculada como uma funcao da separacao internuclear R, e é uma

curva do tipo mostrado na figura 5.

e0

Fig. 5. Energia do estado fundamental eletronico e.(R) de uma molécula
diatomica, como func¢ao da separagao internuclear R. A energia de dissociagao
é €p, e a energia de vibragao de ponto zero é fuw/2.

O minimo dessa curva determina, para o estado fundamental eletronico da
molécula, a separacao internuclear Ry de equilibrio, com €, = —¢},. Essa
energia é negativa quando medida em relacao a um estado de referéncia em
que os nucleos estao em repouso, separados por uma distancia infinita. Como
os primeiros estados eletronicos excitados tém, para a maioria das moléculas,
energias maiores do que a do estado fundamental por poucos elétrons-volt, isto
é, muito grandes comparadas com k7T, todos os termos na fungao de particao
eletronica além do de menor energia, sao despreziveis. Temos entao,

Ce = Qe (168)

em que {2y é o grau de degenerescéncia, se existir, do estado fundamental
eletronico.

Rotacao. Consideramos agora a rotagao da molécula. Em primeira aprox-
imacao temos a rotacao de duas massas m; e ms, separadas por uma distancia
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rigida Ry, a distancia de equilibrio atomica da molécula (fig. 6). O momento
de inércia A da molécula em torno de um eixo que passa pelo centro de massa,
perpendicular a linha que une os atomos, é,

1
A= Sl (169)

em que p ¢ a massa reduzida dos dois atomos,

myms
= — 170
h = (170)

J

Fig. 6. Rotagao de uma molécula diatomica rigida.

Denotando o momento angular rotacional por hJ, a energia cléssica é (hJ)? /2 A.
Em mecanica quantica J* pode ter os valores possivei J(J + 1), em que o

numero quantico J =0,1,2,.... Os niveis de energia rotacionais sao entao,
h2
r=—J(J+1). 171
&= 50+ 1) (1)

O vetor J pode ter vérias orientacoes discretas espaciais, denotadas por m,
a projecao ao longo de um dado eixo. Os valores possiveis de m; sao,

my=—J,—J+1,...(J—1),J,

de modo que para cada valor de J, existem 2.J 4 1 estados quanticos possiveis
de mesma energia €,. A funcao de particao rotacional é entao,

oo

G =Y (27 + 1)e”Cr 2O+ (172)
J=0

O parametro significativo na expressao acima é o argumento da exponencial,
isto é, a razao da energia rotacional e da energia térmica. Para temperaturas
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baixas ou pequeno momento de inércia pequeno, Sh?/2A >> 1. Temos prati-
camente todas as moléculas nos estados rotacionais de baixa energia, e todos
os termos na soma acima além dos poucos primeiros, sao despreziveis.

Observagao. Ao escrevermos (. nao consideramos o momento angular par-
alelo ao eixo da molécula. A razao é que o momento de inércia em torno desse
eixo é muito pequeno. Qualquer estado com esse componente do momento
angular diferente de zero, tera uma energia ¢, muito maior do que k7" e pode
portanto ser desprezada.

Por outro lado, supomos que a temperatura 7' é bastante grande e o momento
de inércia nao é muito pequeno, de modo que (Sh?/2A)J(J +1) << 1. Entao
o espaco entre os niveis de energia rotacionais é pequeno comparado com kT
Isso implica em que a rotacao da molécula pode ser tratada pela mecanica
estatistica cldssica. Matematicamente os termos sucessivos em (172) diferem
por valores pequenos, e a soma pode ser aproximada por uma integral. Fazendo
entdo u = J(J + 1),

00 2A
o 7 que-Br A — 24
C’/‘ A ue th )

ou,

_24kT

62 (173

Se os dois niicleos da molécula sao idénticos, precisamos novamente considerar
a indistinguibilidade das particulas. No limite classico, em que (173) é vélida,
a indistinguibilidade ¢é facilmente considerada. Girando a molécula de 180° é
0 mesmo que trocar os dois ntcleos idénticos, logo a expressao acima ¢ maior
por um fator 2. De forma geral entao escrevemos,

2AKT
= —_, 174
em que,
1, se os nucleos sao diferentes ,
o= ) o (175)
2, se os nucleos sao iguais .

No caso em que o tratamento quase-classico da rotagao nao é aplicavel, como
para moléculas de Hy, em temperaturas baixas, a situacao é mais complicada.

Observagao. No limite classico em que (174) é aplicavel,
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In(, = —In 3 + constante .

A energia média de rotacao é dada por,

0 1
T e (176)

Isto é exatamente o que devemos obter do teorema cléssico da equipartigao,
quando aplicado aos dois graus de liberdade que representam a rotagao classica,
ou seja, rotacao em torno de dois eixos principais ortogonais, perpendiculares
a linha que une os dois nicleos. J4 observamos que a rotagao em torno dessa
linha nao pode ser tratada no limite classico.

€

Vibracgao. Finalmente, os nticleos sao livres para vibrar um em relacao ao
outro, em torno da separacao de equilibrio Ry. A energia potencial dos nucleos
como funcao da distancia de separacao R, ¢ dada pela energia do estado funda-
mental eletronico €.(R) da figura 5. Em torno do minimo podemos expandir
essa energia como,

ew:—%+;%% (177)
com
_ %eco(Ry) _

A energia cinética de vibracao dos nicleos em relagao ao centro de massa é,

K = —uR? = Zpué?. (179)

Por (177) e (179), obtemos classicamente a frequéncia angular do movimento
harmonico simples,

b
w=y/—. (180)
i
Em mecanica quantica (177) e (179) nos dao o Hamiltoniano de um oscilador

harmonico simples, com niveis de energia vibracionais dados por,

%:m4n+;. (181)

Os estados quanticos possiveis sao denotados por n, que pode ter valores
n=20,1,2,...

A funcao de particao vibracional é entao,
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Co = fj e Ph(ntl/2) (182)

n=0

Jé& calculamos essa série geométrica no capitulo 7. Temos,

e—Bhw/2

Co = 1 B (183)

Para a maioria das moléculas diatomicas em temperaturas ordinarias, hw é
tao grande (=0,1 eV) que Shw >> 1. Nesse caso (182) se reduz ao primeiro
termo,

Co e e P2

Os graus de liberdade vibracionais certamente ndo podem nesse caso ser trata-
dos classicamente.

Observacao. Notemos que mesmo em 7" = 0 os nucleos ainda tém uma
energia de ponto zero %hw no seu estado vibracional mais baixo. Portanto €/,
na figura 5 nao ¢ igual a energia de dissociacao ep que deve ser fornecida em
T = 0 para dissociar a molécula em dois a&tomos em repouso a uma distancia
infinita um do outro. Em vez disso temos,

1
€p = €p — ihw (184)

Calculamos todos os termos essenciais para a funcao de particao de um gés de
moléculas diatomicas. Se os nicleos das moléculas tém spin, entao ¢ também
deve ser multiplicada pelo niimero possivel de estados de spin nucleares. Se as
moléculas consistem de mais de dois dtomos, a fatoracao de ( ainda é vélida,
mas as funcgoes de particao rotacional e vibracional ficam mais complicadas.

13 Radiagao eletromagnética em equilibrio
térmico dentro de uma cavidade

Vamos considerar agora a radiagao eletromagnética (ou na linguagem da mecanica
quantica, o conjunto de fétons) em equilibrio térmico no interior de um volume
V', cujas paredes sao mantidas a temperatura absoluta 7. Nesta situagao os
fotons sao continuamente absorvidos e reemitidos pelas paredes. E em virtude
destes mecanismos que a radiagao no volume depende da temperatura das
paredes. Como da maneira usual, nao é necessario investigar os mecanismos
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exatos que levam ao equilibrio térmico, pois os argumentos gerais de proba-
bilidade da mecanica estatistica sao suficientes para descrever a situagao de
equilibrio.

Consideremos a radiagao como um conjunto de fétons, que devem ser consid-
erados como particulas indistinguiveis. O numero total de fétons no volume
nao ¢ fixo, mas depende da temperatura 7" das paredes. O estado s de cada
foton, como veremos, pode ser especificado pela magnitude e direcao do seu
momento, e pela direcao de polarizacao do campo elétrico associado com o
foton. O campo de radiagao existente em equilibrio térmico dentro do volume
é completamente descrito se conhecemos o nimero médio n, de fétons em

cada estado possivel. Ja fizemos este calculo. O resultado é a distribuicao de
Planck,

1
CoePe — 17
em que €, é a energia de um féton no estado s.

(185)

N

Para tornarmos este resultado mais concreto temos que considerar em grande
detalhe como o estado de cada foton é especificado. Como estamos tratando
com radiagao eletromagnética, o campo elétrico £ (ou cada componente) sat-
isfaz a equacao de onda

V2 = e (186)

Esta equacao é satisfeita pelas solugdes de onda plana (sua parte real) da
forma

E = Aei(kr—wt) _ go(r)e—iwt’ (187)
em que A é qualquer constante, desde que o vetor de onda k satisfaca a
condigao

k:%, k= [k|. (188)

Observagao. Notemos que a parte espacial Ey(r) no lado direito de (187)
satisfaz a equacao de onda independente do tempo

W2
2
V€y+ =&y =0,
2
que é, para cada componente de &j, exatamente da mesma forma que a

equacao de Schroedinger independente do tempo para uma particula nao-
relativistica,
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Se a onda eletromagnética é considerada quantizada, o féton associado é de-
scrito da maneira familiar como uma particula relativistica de energia € e
momento p, dados pelas relagoes usuais,

€= hw
(189)
p=hk
Portanto (188) implica em
huw
= (190)

Como uma onda eletromagnética satisfaz a equagao de Maxwell V - € = 0,
segue por (187) que k-& = 0, i.e., que € é transversal a direcao de propagagao
determinada pelo vetor k. Para cada k, existem entao apenas duas compo-
nentes possiveis de £, perpendiculares a Kk, que podem ser especificadas. Em
termos de fotons isto significa que, para cada K, existem dois possiveis fétons
correspondendo as duas possiveis direcoes de polarizacao do campo elétrico &.

Como no caso da particula visto na se¢ao 9, nem todos os valores possiveis de k
sao permitidos, mas apenas certos valores discretos dependendo das condig¢oes
de contorno. Vamos tomar novamente o volume como um paralelepipedo com
lados de comprimentos L, L,, L.. Supomos que o menor desses comprimentos,
que chamaremos L, é tao grande que L >> A\, em que A = 27 /k é o maior
comprimento de onda presente. Podemos entao desprezar novamente efeitos
proximos as paredes e descrever a situacao em termos de ondas simples da
forma (187). Para eliminar efeitos das paredes apenas é necesséario proceder
como anteriormente impondo condigoes de contorno periddicas,

E(x+ Lyyy,2) = E(z,y, 2)
E(x,y+ Ly,z) = E(x,y,2) (191)
E(x,y,z+ L,) =E(x,y, 2)

A enumeracao de estados possiveis é entao exatamente como antes, os valores
possiveis de k sendo dados por
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kx = %xnw
ky = Iny (192)
Ll/
I 21
2= 7Ny
L,

Seja f(k)d’k = o niimero médio de fétons por unidade de volume,
com uma direcao especificada de polarizagao, com vetor de onda
entrek ek + dk.

Como o nimero de estados translacionais para os quais k esté entre k e k +
d k é dado por,

V
(2m)?
temos (27) 3d®k estados de féton deste tipo por unidade de volume. Cada um
destes fétons possui energia € = hw = hck. Como o numero médio de fétons
com um valor definido de k nesta faixa ¢ dado por (185),

pd®k = &Pk,

‘ 1 &k
f(k)d*k = o T} (193)

Obviamente f(k) é uma funcao apenas de |k]|.

Vamos encontrar o nimero médio de fétons por unidade de volume de ambas
as direcoes de polarizagao e com frequéncia angular na faixa entre w e w + dw.
Obtemos isso somando a expressao anterior sobre todo o volume do espago k
contido na concha esférica de raio k = w/c e k + dk = (w + dw)/c, e entao
multiplicando por 2 para incluir ambas as diregoes de polarizacao; desta forma
obtemos

8t widw

2f(k)(4rk?dk) = (2mc)3 ePhr —1°

(194)

Seja @(w; T')dw a energia média por unidade de volume (a “densidade de en-
ergia” média) dos fétons de ambas as diregoes de polarizacdo na faixa de
frequéncia entre w e w + dw. Como cada féton deste tipo tem energia hw,
obtemos

w(w; T)dw = [2f (k) (4mk*dk)](hw) = EZT (k)w’dw, (195)
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ou

_ h widw
O parametro adimensional significante no problema é
hw
= fhw = — 197

arazao entre a energia do foton e a energia térmica. Podemos portanto escrever
u em funcao de n como

i(w: T)dew = (kT> ndn (198)

m2c3 \ h en—1"°

A figura 7 mostra um grafico da fungao

3

fln) = -

en—1"7
que tem um maximo em n = 7y ~ 2.82.

1,6

1,2

f(n) 0,8

0.4

o 2 4 6 8 10 12
Fig. 7. Gréfico de f(n).

Notemos uma simples propriedade de escala. Denotando w no ponto de maximo
por wp temos

— =1, ou — = —
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Assim, a razao wy/T é constante. Este resultado é conhecido como “lei do
deslocamento de Wien”. A constante kng/h vale 3,689 x 10! rad/s-K.

A densidade média total de energia iy em todas as frequéncias é dada por

ou, usando (197),

_ (KT)* oo n’dn
(T) = 72(he)3 /0 en—1° (199)

A integral definida é uma constante, logo obtemos o resultado

uo(T) ~ T, (200)
conhecido como lei de Stefan-Boltzmann.

A integral acima pode ser calculada. O resultado é

3 4
o mtdn  _w
Lot (201)
Obtemos portanto a expressao explicita
72 (kT)*
ug(T) = — . 202
“0lT) = 35 (hey? (202)

Calculo da pressao de radiagao. Vamos calcular a pressao média p exercida
pela radiagdo nas paredes do compartimento. A contribuigdo para a pressao
de um féton no estado s é dada por —de;/OV'; assim, a pressao média devida
a todos os fétons é

Oe,
p—zszns < 8V> , (203)
em que s é dada por (185). Para calcularmos —0des/0V, consideramos por
simplicidade que o compartimento ¢ um cubo com lados de comprimento L, =
L, = L, = L de modo que seu volume é V' = L3. Com os valores possiveis de

k dados por (110), temos para um estado s especificado pelos inteiros n,, n,,
nZ?

2
€y = o = ik = Re(k2 + K3+ K2 = he () (2 42 4+ 02)1 2,

ou
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e, =CL 1 =CVv13, (204)

em que C' é uma constante. Portanto,

Oe 1 le
C= OV = 22 205
oV 3 3V (205)
Desta forma,
le, 1 1 -
p = ns | s | = = _ssziEa
p=2.m (3v> 3y 2 = 3y
ou
_ 1
p= 3o (206)

A pressao de radiacao é entao relacionada de maneira bastante simples com a
densidade de energia média da radiagao.

E instrutivo também calcular a pressao de radiagao por argumentos cinéticos
detalhados, semelhantes aos usados no capitulo 7 para calcular a pressao média
exercida por um gas de particulas classico. Fotons atingindo um elemento de
area dA da parede do compartimento (normal a diregao z) transmitem a ela,
por unidade de tempo, uma componente média de momento G, na direcio
z (G tem dimensdes de forca). No equilibrio, um niimero igual de fétons
deixa a parede e d4 origem a um fluxo de momento igual —G() na direcio
oposta. Assim a forca média por unidade de area, ou pressao sobre a parede,
é relacionada a taxa média de variagdo do momento por

1

B 2G )
b= dj[

G = (G = =5

Consideremos, na figura 8, todos os foétons com vetor de onda entre k e k +
d k. Existem 2f(k)d®k fétons deste tipo (de ambas as polarizagoes possiveis)
por unidade de volume. Como os fétons viajam com velocidade ¢, todos os
fotons contidos no volume cilindrico cdtdA cos ) atingem a area dA no tempo
dt, e carregam uma componente z de momento hk,.
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Fig. 8. Fotons atingindo uma parede.

O momento total chegando em dA por unidade de tempo é entao

1
G = /k 2k (cdtd A cos ) (k).

Portanto,

2

p2ch [ R,
k.>0 k

em que usamos cos = k,/k. Mas f(k) depende apenas de |k|, de modo que o
integrando é uma funcao par de k,. Podemos entao estender a integral sobre
todos os valores de k e escrever

k21 k2 + k2 + k2
= ch/[2f(k)d3k]f = gch/[zf(k)di”k]%,
em que o ultimo resultado segue por simetria, ja que todas as diregoes sao
equivalentes. Como k7 + k7 + k2 = k?, obtemos

5= ; / 2f (k)d*K](chk) = ;%7

pois chk é simplesmente a energia de um féton de vetor de onda k.

14 Natureza da radiacao dentro de uma cavidade arbitraria

A generalidade dos resultados da secao precedente pode ser vista com ar-
gumentos fisicos simples. Consideremos um volume de forma arbitraria com
diversos corpos no interior. As paredes do volume, que podem ser de qualquer
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material, sao mantidos a temperatura absoluta 7. O volume é entao um reser-
vatorio térmico. No equilibrio tanto a radiacao quanto as paredes do volume
sao caracterizados pela mesma temperatura 7.

A natureza da radiacao nessa temperatura T dentro do volume pode ser de-
scrita em termos de,

fa(k, r)d’k = o niimero médio de fétons por unidade de volume
no ponto r, com vetor de onda entre k e k + d k e com polarizagao
especificada pelo indice «r, (isto é, por um vetor unitario) b, L k.

Como é usual, supomos as dimensoes do volume muito maiores do que os
comprimentos de onda A = 27 /k de interesse.

Se o volume estd em equilibrio, podemos fazer varias afirmacgoes gerais sobre

f.

1. O nimero f ¢ independente de r, isto é, o campo de radiacao ¢ homogeéneo.
Supomos que f,(k, r) seja diferente em duas posi¢oes do volume. Consideremos
o que aconteceria se dois corpos idénticos na temperatura 7' sao colocados
nessas posigoes (figura 9). Imaginemos esses corpos recobertos por filtros que
transmitem apenas frequéncias em uma regidao w = w(k) e que transmite
apenas radiacao na direcao especificada de polarizacao . Como diferentes
quantidades de radiacao incidem nos dois corpos, eles absorverao quantidades
diferentes de energia por unidade de tempo, e suas temperaturas entao serao
diferentes. Isso contradiz a condicao de equilibrio de maxima entropia, de
acordo a qual a temperatura deve ser uniforme. Portanto,

falk,r) = fo(k), independente der .

T

N

Fig. 9. Radiagao eletromagnética em equilibrio em um volume de forma ar-
bitraria. A radiacao deve ser homogénea.

2. O numero f é independente da direcao de k, mas depende apenas de k, isto é,
a radiacao é isotrépica. Supomos que f, (k) depende da direcao de k. Podemos

o8



imaginar novamente que dois corpos idénticos na temperatura 71", recobertos
por filtros como antes, sao colocados no interior do volume como na figura
10. Entao um dos corpos tera mais radiagao incidente, e portanto absorvera
mais energia. Isso novamente levara a uma diferenca de temperatura entre os
corpos, em desacordo com a condicao de equilibrio. Concluimos portanto que,

fo(k) = fa(k),  k=k.
T

Fig. 10. A radiagao em equilibrio dentro do volume é isotrépica.

3. O nimero f é independente da direcao de polarizagao da radiacao, isto €, o
campo de radia¢ao no volume nao é polarizado. Supomos que f,, (k) depende da
dire¢ao de polarizacao especificada por . Imaginamos dois corpos idénticos na
temperatura 7" introduzidos no volume e recobertos por filtros que transmitem
diferentes dire¢oes de polarizacao. Portanto diferentes quantidades de radiagao
serao incidentes nos corpos, e uma diferenca de temperatura surgiria entre os
corpos, em contradicao com a condicao de equilibrio. Entao,

fi(k) = fa(k)

¢ independente do indice de polarizacao.

4. A funcao f nao depende da forma ou volume do compartimento, nem do
material do qual ele é feito, nem dos corpos que ele contém. Consideremos
dois volumes, ambos na temperatura 7', e supomos que as fragoes f(gl)(k:) e
f@ (k) descrevendo seus campos de radiacdo sejam diferentes (fig. 11). Imag-
inemos que conectamos os dois volumes por um pequeno orificio, contendo
um filtro que transmite apenas radiacao em uma faixa estreita de frequéncias
em torno de wk, e de uma direcao especifica de polarizacao. Isso representa
uma situacao de equilibrio se ambos os volumes estao na mesma temperatura
T. Mas se f(1)>f<2), mais radiagao por unidade de tempo passa do volume 1
para o volume 2, do que na dire¢ao oposta. Uma diferenca de temperatura
surge entao entre os dois volumes, o que contraria a condi¢ao de equilibrio de
temperatura uniforme. Portanto,

FV (k) = (k).
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Concluimos que no equilibrio térmico f,(k) depende apenas da temperatura
T do volume.

T

T /

- s

N 7

M

Fig. 11. Dois volumes diferentes na mesma temperatura conectados por um
orificio.

15 Radiacao emitida por um corpo a temperatura 7T’

Vimos a situagao de equilibrio da radiacao eletromagnética em um volume
na temperatura absoluta 7". Consideramos agora casos mais gerais, como por
exemplo um corpo em uma temperatura absoluta elevada 7. Um exemplo
concreto é o fio aquecido de uma lampada. Sabemos que esse objeto emite ra-
diacao eletromagnética, e estamos interessados em quanta energia por unidade
de tempo, P(w)dw, esse corpo emite como radia¢ao na faixa de frequéncia entre
w e w ~+ dw. Essa situagao nao é de equilibrio. A vizinhanga do filamento esta
a uma temperatura muito menor, e ha uma transferéncia continua de energia
como radiacao do filamento para a vizinhanca. Em principio nao podemos
usar os métodos da mecanica estatistica de equilibrio para discutir esse prob-
lema, mas sim investigar em detalhes os processos pelos quais os atomos do
corpo emitem radiacao. Isso é de fato um problema formidavel em mecanica
quantica e teoria eletromagnética. E possivel, contudo, evitar essa analise e
empregar argumentos bastante gerais baseados na situacao de equilibrio. O
método consiste em imaginar o corpo radiante como estando em uma situagao
de equilibrio, no interior de um volume contendo radiagao na temperatura 7,
e entao investigar as condigOes necessarias para que o equilibrio continue. O
argumento fundamental aqui é o de “balango detalhado”, isto é, se o corpo
permanece em equilibrio, cada processo de emissao deve ser compensado por
um processo inverso de absorcao da radiacao incidente. Mas a radiagao in-
cidente no corpo em uma situacao de equilibrio é facilmente calculada com
os resultados das secoes precedentes, tratando com o caso simples de um gas
ideal de f6tons. Podemos entao calcular a poténcia emitida nesse processo, sem
considerarmos os calculos muito mais complicados de um conjunto de atomos
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interagentes em um corpo que emite radiacao.

Objetos como emissores a absorvedores de radiagao. Consideremos um
objeto arbitrario na temperatura 7. A radiacao eletromagnética emitida por
esse objeto pode ser descrita em termos da energia por unidade de tempo, ou
poténcia, emitida pelo objeto (fig. 12). Especificamente definimos sua “emis-
sividade” como,

P.(k; a)dwd) = poténcia, por unidade de drea, emitida com
polarizacao cvem uma faixa em torno de k (isto é, em uma
faixa de frequéncia angular entre w ew + dw, e em um angulo
sélido d2 em torno da diregao k).

A emissividade depende da natureza do objeto e sua temperatura.

Fig. 12. Tlustragao da emissao e absor¢ao de radiacao por um corpo.

Vamos agora descrever o objeto com um absorvedor de radiagao. Consideremos
radiacao de polarizacao a com vetor de onda em uma pequena regiao em torno
de k' (isto é, com frequéncia angular entre w e w+dw, e se propagando em uma
diregao dentro de um angulo sélido df2 em torno de k’). Supomos que radiagao
desse tipo é incidente sobre o objeto, de modo que a poténcia P;(bfk’, «)
¢ absorvida pelo corpo. Pela conservacao da energia o restante da poténcia
incidente é refletido em varias diregoes, supondo que nenhuma radiacao é
transmitida através do objeto. O parametro a(k’, o), algumas vezes chamado
“absortividade”, é caracteristico de um objeto particular, e em geral depende
da sua temperatura 7'. Este parametro descreve as propriedades do objeto
como um absorvedor de radiagao.

O principio do balango detalhado. Observamos antes que, em geral, é bas-
tante dificil calcular quantidades como a poténcia P. emitida como radiacao
por um corpo em uma temperatura 7. Para evitarmos esse problema, imagi-
namos que o corpo em consideracao € colocado no interior de um volume na
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mesma temperatura 7', de modo que estd em equilibrio com a radiacao no
interior. As caracteristicas da radiacao sao bem conhecidas da nossa discussao
anterior com base na mecanica estatistica de equilibrio. Consideramos agora
mais detalhadamente os varios mecanismos pelos quais o estado de equilibrio
do corpo no volume é mantido. Nessas circunstancias o corpo emite radiagao.
Por outro lado, radiacao incide continuamente sobre o corpo, que absorve
uma certa fracao dessa radiacao. Na situacao de equilibrio a energia do corpo
deve permanecer constante. Concluimos entao que esses processos devem se
compensar, de modo que,

Poténcia irradiada pelo corpo = poténcia absorvida pelo corpo. (207)

Queremos, no entanto, fazer afirmagoes que sao muito mais restritivas do que a
condicao de balanco da energia total, e dizemos que os processos que mantém
o equilibrio também devem se compensar em detalhe. Por exemplo, pode ser
possivel que em uma faixa de frequéncia o corpo irradia mais poténcia do que
absorve, enquanto em outra faixa de frequéncia ele irradia menos poténcia
do que absorve, de modo que ainda tenhamos um balanco da energia total.
Um argumento fisico mostra, contudo, que isso nao pode ocorrer. Imaginamos
que o corpo ¢é recoberto por um filtro que absorve completamente toda a
radiacao, com excecao de que em um pequeno elemento de area, é completa-
mente transparente a radiacao de uma direcao polarizagao, e em uma estreita
faixa de frequéncia entre w e w+ dw (fig. 13). A presencga desse filtro nao pode
afetar parametros intrinsecos do corpo como emissividade ou absortividade.
Nem pode, pelo que vimos anteriormente, afetar a natureza da radiagao no
volume. Como a situagao de equilibrio pode existir também na presenca do
filtro, segue que o balango de energia (207) deve ser vélido para esse elemento
particular de drea, diregao de polarizagao, e faixa de frequéncia. Como qual-
quer tipo de filtro pode ser usado, chegamos assim ao “principio do balanco
detalhado”, que afirma que no equilibrio a poténcia irradiada e absorvida pelo
corpo deve ser igual para qualquer elemento de area particular do corpo, para
qualquer direcao particular de polarizacgao, e para qualquer faixa de frequéncia.
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Fig. 13. Um corpo no interior de um volume, recoberto por um filtro que é
transparente apenas em um pequeno elemento de area, para radiacao de uma
direcao de polarizagao e em uma pequena faixa de frequéncia.

Discussao microscépica. O principio do balanco detalhado é um resultado
fundamental, baseado em consideracoes mais gerais do que aquelas perten-
centes ao ensemble representando sistemas em equilibrio térmico. A justifica-
tiva basica do principio sao as leis fundamentais da fisica microscopica, isto é,
a equacao de Schrodinger da mecanica quantica e as equacoes de Maxwell da
teoria eletromagnética. Consideremos um sistema isolado consistindo de varias
partes fracamente interagentes, como um corpo e radiacao eletromagnética.
Na auséncia de interagao entre as partes do sistema, ele pode estar em qual-
quer um dos seus estados quanticos, denotados por r, s, etc. A presenca da
interacao causa transicoes entre esses estados. Das leis microscépicas funda-
mentais podemos calcular a probabilidade resultante de transicao w,s, por
unidade de tempo, do estado r para o estado s. Mas essas leis microscopicas
sao todas invariantes frente a reversao temporal de ¢ para —t. Em uma reversao
temporal desse tipo um estado r passa para um estado r*, etc. Se chamamos
a transicao ‘reversa’ aquela do estado s* para o estado r*, a invariancia das
leis microscopicas frente a reversao temporal implica em,

Werpr = Wyg - (208)

Essa relagao expressa o “principio da reversibilidade microscopica”. Por ex-
emplo, consideremos o processo de emissao de um féton com vetor de onda
k. O processo reverso obtido por reversao temporal é a absorcao de um féton
com vetor de onda k. A reversibilidade microscépica (208) afirma que esses
dois processos ocorrem com igual probabilidade.

Uma vez que sabemos a probabilidade de transicao para a ocorréncia de um
processo em um sistema, podemos calcular a taxa de ocorréncia desse processo
quando consideramos um ensemble estatistico de tais sistemas. Consideramos
o processo de transicao de um conjunto A de estados denotados por r, para
algum conjunto B de estados denotados por s. Seja P, a probabilidade no
ensemble de que o sistema esteja no estado r. Entao a probabilidade Wy,p de
ocorréncia do processo A — B no ensemble é,

Wag =33 Py . (209)

Portanto somamos sobre todos os estados iniciais 7 no conjunto A, o conjunto
inicial para o sistema, cada um dos estados tendo como peso a probabilidade
de que o sistema esteja nesse estado. Em seguida somamos essa probabilidade
sobre todos os possiveis estados finais s de B. Da mesma forma, podemos
escrever para a taxa de ocorréncia do processo reverso por,
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WA*B* = Z Z P,,ws*r* . (210)

Mas nosso postulado estatistico fundamental afirma que, em uma situagao
de equilibrio, um sistema isolado possui a mesma probabilidade de estar em
qualquer de seus estados acessiveis do ensemble. Todas as probabilidades P,
possuem entao o mesmo valor P. Entao, por (108),

WA*B* - Pzzws*r* - PZZPTWT’Sa

de modo que,

Wpgear = Wap. (211)
Esse ¢ o principio do balango detalhado. Em palavras, ele afirma que no en-
semble estatistico representando um sistema em equilibrio, a probabilidade de
ocorréncia de qualquer processo deve ser igual a probabilidade de ocorréncia
do processo reverso. Por um processo entendemos transi¢coes de um conjunto
de estados do sistema para um outro conjunto de estados, a probabilidade
do processo sendo proporcional ao nimero de tais transicoes ocorrendo por
unidade de tempo. O processo reverso é aquele que resulta da troca de sinal
do tempo, em particular, se todas as velocidades sao invertidas, de modo que
tudo ocorresse inversamente no tempo.

Radiagao emitida por um corpo. Vamos aplicar agora o principio do
balanco detalhado a um corpo na temperatura 7', em equilibrio com radiagao
dentro de um recipiente nessa temperatura. Sobre uma unidade de area do
corpo incide radiagdo com poténcia P;(k,«), por unidade de frequéncia e
angulo sélido em torno do vetor k. Uma fragdo a(k,«) da radiagdo é ab-
sorvida, e o resto é refletido. Sabemos que o processo inverso ocorre com igual
probabilidade. Nesse processo uma quantidade de poténcia P.(—k, «) é emi-
tida por essa area do corpo, por unidade de frequéncia e angulo sélido em
torno da direcao -k. Igualando as poténcias nos dois processos, obtemos,

P.(—k,a) = alk,a)P;(k,a), (212)
P.(—k,a) Pk a
Talka) Pk, ). (213)

Notemos que o lado esquerdo dessa equacao depende apenas da natureza do
corpo particular e da sua temperatura. Em prinipio esses parametros podem
ser calculados, e nao dependem do fato do corpo estar localizado na radiagao
no volume considerado, na situacao que estamos analisando. Por outro lado, a
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poténcia de radiagao incidente P;, no lado direito, depende apenas da temper-
atura de equilibrio da radiagao dentro do volume, e é independente da natureza
do corpo. Portanto podemos concluir que a razao no lado esquerdo pode de-
pender apenas da temperatura. Existe, portanto, uma ligacao estreita entre a
emissividade P, e a absortividade a do corpo. Um bom emissor de radiacao é
também um bom absorvedor de radiacdo, e vice-versa. Essa é uma afirmagao
qualitativa da “lei de Kirchhoff” (fig. 14). Essa afirmacao se refere apenas a
propriedades do corpo, e portanto é vélida em geral, mesmo se o corpo nao
estd em equilibrio. Mas chegamos a essa conclusao investigando as condicoes
que devem ser satisfeitas para fazer as propriedades do corpo consistentes com
uma possivel situacao de equilibrio.

Fig. 14. Uma experiéncia classica ilustrando a lei de Kirchhoff. O recipiente
contém dgua quente. O lado esquerdo é coberto com prata (S), de modo que é
um mau absorvedor. O lado direito é escurecido (B), de modo que é um bom
absorvedor. Como o lado esquerdo é entao um emissor de radiacao pior do que
o lado direito, o termometro do lado esquerdo indica uma temperatura menor
do que o termometro no lado direito.

Observagao. A lei de Kirchhoff é um resultado razodvel em virtude das
seguintes consideragoes microscépicas. Consideremos um par de niveis de en-
ergia do corpo. Transicoes entre esses niveis dao origem a emissao ou absorcao
de radiacao em uma frequéncia w. Se transicoes entre esses niveis ocorrem,
isto €, se a probabilidade da transicao é alta, entao o campo elétrico na ra-
diacao incidente pode induzir absor¢ao em transicoes do nivel inferior para o
superior. Mas a agitacao térmica pode também induzir emissao em transicoes
do nivel superior para o inferior.

Um caso particularmente simples ocorre se a(k,«) = 1 para todas as po-
larizagoes, frequéncias, e direcoes da radiacao incidente. Um corpo com essa

propriedade é um absorvedor perfeito de radiagao, chamado de “corpo negro”.
Para um corpo negro entao,

P.(—k,a) = Pi(k,a). (214)
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A melhor aproximacao para um corpo negro é uma cavidade com um pequeno
orificio. Consideremos essa situacao. Qualquer radiacao incidente no orificio
do exterior fica retida no interior da cavidade, com pequena probabilidade de
sair como resultado de multiplas reflexées. A cavidade atua entao como um
absorvedor perfeito para toda a radiacao incidente, ou seja, como um corpo
negro. A poténcia emitida por qualquer corpo negro tem as mesmas carac-
teristicas. Em particular, o orificio atua como um corpo negro emissor. As
caracteristicas da emissao da cavidade sao simples de serem obtidas. O prob-
lema ¢é simplesmente o de “efusao” de fétons da cavidade através do orificio,
em analogia com a efusao de moléculas discutida anteriormente.

N

Fig. 15. Um pequeno orificio em uma cavidade comporta-se como um corpo
negro.

Vamos calcular explicitamente a poténcia incidente Pj(k, ) por unidade de
area de um corpo em um volume na temperatura T. Isso pode ser feito
em termos do nimero médio f(k)d®k de fétons por unidade de volume, de
uma dada polarizacao. Pela figura 8, um argumento semelhante mostra que
(cdt cos 0) f(k)d®k fétons desse tipo atingem uma area unitdria do corpo em
dt. Como cada féton carrega a energia hw,

Pi(k, )dwd) = (hw)(ccos 0f(k)d’k) .

Expressando o elemento de volume dk em coordenadas esféricas, e usando a
relagdo k = w/c, temos,

2
Pk = KdkdQ = 2 duwdS.
C

Portanto,

Pk, a) = hgdgf(k) cos . (215)
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Isso é independente da direcao de polarizacao «, pois f nao depende dela,
mas depende do angulo 6 da direcao de incidéncia com respeito a normal da
superficie.

Do argumento do balango detalhado, obtemos para a poténcia emitida por um
corpo na direcao k' = —Kk,

3
P.(K, )dwd) = a(—K, oz)h”—2 F(k) cos dwd? . (216)
C

Se o corpo absorve isotropicamente de modo que a(—k’,«) é independente
da direcao de K’, isso mostra que a poténcia emitida é proporcional a cos#,
em que # é o angulo entre a diregao de emissao e a normal a superficie. Esse
resultado é conhecido como “lei de Lambert”.

Vamos agora calcular a poténcia total P.(w)dw emitida por unidade de &rea,
no intervalo de frequéncia entre w e w + dw para ambas as diregoes de po-
larizacao. Devemos entao integrar a expressao acima sobre todas as direcoes
possiveis de emissao, isto é, sobre todos os angulos sélidos no intervalo de
angulo polar 0 < 6 < 7/2, e intervalo de angulo azimutal 0 < ¢ < 27. Entao
devemos multiplicar por dois e incluir ambas as diregoes de polarizagao. Supo-
mos, por simplicidade, que a absortividade a = a(w) é independente da diregao
e polarizagao da radiacao incidente. Como df2 = senfdfdyp, obtemos,

P.(w)dw=2 /Q P.(K, @) dwdQ,
3

2 /2
=a(w) 72;) f(k)dw (27r/ cos 956n9d9> ,
0
2mhw?

c2

f(k)dw . (217)

=a(w)

O lado direito da expressao acima é proporcional a (Aw) f(k)d®k, a densidade
de energia de radiagdo média u(w)dw dentro de um recipiente. Portanto,

P(w)dw = a(w) uca@)dw} | (218)

Usando a expressao de equilibrio para f(k), obtemos,

h  widw
4m2c2 ePlw — 1
Para um corpo negro a(w) = 1, e essa relagao se torna a famosa lei de Planck
para a distribuicao espectral da radiagao de corpo negro. A dependéncia de
P.(w) com a frequéncia e a temperatura é a mesma mostrada na figura 7.

P.(w)dw = a(w) (219)
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A poteéncia total P{*) emitida por unidade de drea do corpo é obtida integrando
a equagao acima sobre todas as frequéncias. Se a(w) tem um valor constante
a no intervalo de frequéncia em que P,(w) nao é desprezivel, entao a integral
¢ a mesma encontrada em (201). Obtemos entao,

1
PO =g (4012[)) = a(oT?), (220)
com,
w2 Kkt
= ——. 221
7= 60 213 (221)

A equagao acima ¢é a lei de Stefan-Boltzmann, e o coeficiente o é chamado de
constante de Stefan-Boltzmann. Seu valor numérico é, aproximadamente,

o =>5,67x107%J/s.cm® K*. (222)

No caso de um corpo negro, a = 1. Se estamos na regiao do infravermelho,
a = 0,98 para uma substancia como uma lampada. Por outro lado, a = 0,01
para um metal como ouro em uma superficie polida.

16 Consequéncias da distribuicao de Fermi-Dirac.

Vamos considerar aqui elétrons em metais. Em uma primeira aproximacao, é
possivel desprezar as interacoes entre os elétrons de conducao em um metal.
Temos entao um sistema de particulas quanticas idénticas nao-interagentes,
ou seja, um gas quantico ideal. Sua densidade é tao alta, no entanto, que
nao podemos usar a mecanica estatistica classica em temperaturas usuais.
Precisamos usar a estatistica de Fermi-Dirac.

Vimos que o nimero médio de particulas em um estado s de energia €, é dado
pela equagao (34),

7 (223)

em que usamos,

= —g — —kTa. (224)

A grandeza p é a energia de Fermi do sistema, e também o potencial quimico
do gés. Determinamos «, ou p, da condigao,
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A energia total é,

— _ ES
- ;nseS - ZS: eBles—m) 1 1° (226)

No caso continuo, escrevemos as expressoes acima como integrais, utilizando
a densidade de estados,

ple) = 3 = ?(Qm)?’/zelm. (227)

Para elétrons ou outras particulas de spin 1/2 precisamos multiplicar essa
expressao por dois, para considerar as duas possibilidades da orientagao do
spin. Temos,

v (2m)3/261 5 21V
4

[ plede o /2de
N = 2/0 eBle—m) 1 2 C/O eBle=pm) 4 17 (228)
e7
3/2d€
Be2 7 B =0 [ et (229)
com,
21V
C= %( m)3? . (230)

O nimero médio de particulas por estado é a “funcao de Fermi”,

1

F(e) = preameh (231)
Essa fun¢ao é mostrada na figura 16. Vemos que F é nao-nula para € < p e
igual a zero para € 2 p. No limite 7" — 0 essa regiao de transi¢ao se torna
infinitesimalmente estreita. Nesse caso temos F' = 1 para ¢ < u e F' =0 para
€ > . Nesse caso o gas estd no estado fundamental, de menor energia. Como o
principio de exclusao requer que nao haja mais de uma particula por estado de
particula tinica, a menor energia do gas é obtida colocando todas as particulas
nos estados desocupados de menor energia, até todas as particulas estarem
acomodadas. A ultima particula tem uma energia consideravel u, ja que todos
os estados com menor energia estao ocupados. O principio de exclusao implica
que um gas FD tem uma energia média grande, mesmo no zero absoluto.
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Fig. 16. A funcao de Fermi em uma temperatura 7 finita e em 7" = 0.

Vamos calcular a energia de Fermi p = pg do gds em T = 0. A energia de
cada particula esta relacionada com seu momento p = hk por,

P? 722
2m 2m
Em T = 0 todos os estados de menor energia estao ocupados até a energia de
Fermi pu, que corresponde ao “momento de Fermi” de magnitude pr = hkp,
de modo que temos,

€ (232)

2 2.2
_pF_h"@F

Ho (233)

S 2m 2m

W

Fig. 17. A esfera de Fermi no espago k. Em T = 0 todos os estados com k < kg
estao ocupados, e todos com k > kg estao vazios.
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Assim em T = 0 todos os estados com k < Kk estdao ocupados, e todos com
Kk > K estao vazios (fig. 17). O volume de uma esfera de raio kK no espaco K
é 4mr3. /3. Devido a relagao,

Vv
(2m)°
existem V//(2m)? estados translacionais por unidade de volume no espago k.
A “esfera de Fermi” de raio xp contém portanto [V/(27)3](4rk%/3) estados
translacionais. O numero total de estados nessa esfera é duas vezes maior,

devido ao spin do elétron. Como o numero total de estados nessa esfera em
T = 0 deve ser igual ao ntimero de particulas, temos,

pd’Kk = Pk, (234)

Vo4
2 2y gmi =N. (235)
Portanto,
N 1/3
Kp = (37r2v> , (236)
e’

o o (V>1/3 (237)

Ap= L= (L
F=kr (32BN

O comprimento de onda de de Broglie A\rp correspondente ao momento de
Fermi é da ordem da separacdo média entre as particulas (V/N)/3. Todos os
estados de particulas com comprimento de onda de de Broglie A = 27/k > Ap
estao ocupados em T' = 0, e aqueles com A < A estao vazios.

Das expressoes acima obtemos a energia de Fermi em 7' = 0,

h? 2 hQ N 2/3 h2 3N 2/3
o = “r_ T (371’2> = — () . (238)
2m 2m Vv 8m \ 7V

Podemos calcular a energia de Fermi em T = 0 de outra forma. A expressao
(228) nos da N(p, T,

N 2/00 p(e)de _ 20/00 €'/2de |
0 65(5_#) +1 0 eﬁ(e_ﬂ) +1
O resultado do lado direito deve ser N para qualquer temperatura. Em 7' = 0,
it = [tp, € o denominador ¢é infinito para € > u, e um para € < j, logo temos,
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o
N:20/ Oel/zde.
0

A integral sé tem contribuigoes para € < pu, e como estamos calculando em
T = 0 ja usamos 9. Calculando a integral,

M3/2 4 3/2
N=202"_=_Cu/*.
3/2 3 Mo
Isolando py,
3N/
m=(5e)
Substituindo C,
2V 3
=27 /2
C=—2(2m)"",
h? 3NN/
Ho= 8m (W)
Estimativa numérica Vamos calcular a energia de Fermi em 7" = 0 do

cobre, um metal tipico. A densidade é 9 g/cm3, e a massa atomica é 63,5
g/mol. Temos entao 9/63,5 = 0,14 moles/cm?. Com um elétron de condugao
por dtomo, ha 8,54 x10%? elétrons/cm® = 854 x10%® elétrons/m3. Com a
massa do elétron, m = 9,11 x 1073! kg, temos g = 1,13 x 10718 J = 7.09 eV,
e’

Tp = % — 82160 K . (239)
A quantidade Tk é a “temperatura de Fermi”. Para um metal como o cobre
ela é muito maior do que qualquer temperatura usual (7" ~ 300 K). Portanto
mesmo nessas temperaturas relativamente altas o gas de elétrons é altamente
degenerado, com kT << pu, e a energia de Fermi y difere apenas ligeiramente
do seu valor g em 7' = 0,

Wy, T'~0. (240)
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17 Calculo quantitativo do calor especifico eletronico.

Vamos calcular o calor especifico de um gas de elétrons em detalhe. A energia
média do géas de elétrons é,

_ €
E= Z eﬁ(erf;) +1°
T
Como os niveis de energia das particulas s@o muito proximos, podemos sub-
stituir a soma por uma integral,

—2/F €)ep(e de—2/ 6u+1()de, (241)

em que p(e)de é o nimero de estados tmnslacwnazs no intervalo de energia
entre € e e+de. O fator 2 é devido aos dois possiveis estados de spin para cada
estado translacional. A energia de Fermi p é determinada pela condigao,

2/F de—2/ GM)+1()de:N. (242)

Calculo das integrais

Vamos calcular as integrais acima na regiao de baixas temperaturas. Essas
integrais sao da forma,

o "de

Fazendo a troca de varidveis = fBe e usando z = e’#, obtemos,

I, = (KT)" " fop1(2)T(n 4+ 1), (244)

em que f é definida adiante.

Contudo, vamos seguir por enquanto principalmente a abordagem em Reif [1].
Essas integrais sao da forma,

I= /0 T F(o)p(e)de ., (245)

em que F(€) é a fungao de Fermi,



e p(€) é uma funcdo arbitraria, mas que varia de forma suave. A derivada
da funcao de Fermi é zero em quase todos os valores de ¢, com excegao da
vizinhanga de € = p, como mostra a figura 18. Essa faixa é da ordem de kT
Vamos entao escrever I em termos de F” integrando por partes.

Temos, introduzindo a funcgao 1,

Como o primeiro termo € zero,

[=— /0°° D(e)F'(¢)de.

Temos a vantagem de que a integral acima tem apenas a contribui¢ao da regiao
de ordem kT em torno de € = u, onde F’ é ndo-nula. Nessa regidao podemos
expandir a fungao ¢ (e) em torno de € = p,

) 1 @2 ,
¢(€)—¢(M)+d€ (—M)+§@ (e—p)+...,
" 1
Y(e) _mzzo@deim (e —n)
n
| |
s A =k |
F B V. — 300K
i 1K i 1000 K
N — 2000 K |
10} IR (. .
B | | | | ! i i ' | | | 1
04 03 02 01 0 01 02 03 o4
E-H, eV
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Fig. 18. Derivada da funcao de Fermi em diferentes temperaturas. As linhas
tracejadas mostram uma faixa de largura k7. Temos, respectivamente, kT = 0,
0,025875 eV, 0,08625 eV, 0,1725 eV.

Com isso escrevemos a integral I como,

I= /0 T F(plde = — [T H(OF (€)de.

— F — p)™de .
Sl bl AR IR
o
Substituindo,
) eBle—p)
F'e) = —p [efle=m) 4 1]27
temos,

o m 00 65(6*#) m
/0 F'(e)(e — ) dﬁ:—ﬁ/o m(ﬁ—ﬂ) de .
Definindo = = (e — ),

[ —prde=—s [ m T

—m +°° e’” my
==F /—oo (e”’—i—l)Qx v

em que substituimos o limite inferior — 3y por —oo, ja que Su >> 1. Portanto
escrevemos,

/0 T F() (e — p)de = —(KT)™I

com,

L= [ —C_md 246
Notemos agora que,
e* e’ 1

(e +1)2 (e +1)(e+1) (e +1)(1+e)’
¢ uma funcao par de x. Se m é fmpar em ..., entao I, = 0,
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L,=0, m=2k+1, k=1,2,.. (247)
Precisamos calcular [, apenas para m par. Para m = 0,

I/+ooexd ——Lm—l (248)
7 [ (e* +1)2 T e B -
Portanto, a integral I pode ser escrita como,
1= [" Flepplede = — [~ wle)F(e)de,
0 0
< 1 dmy| e
I=-Y — / F'(e)(e — u)™d
> | L F e e,
m
mZ:O m! dem (kT)
o
1d2 1 %
1= 1 —| (KT’ L + ———| (KT)*I
w(/ﬁ)o+2d€2 (KT)"1 11 ded (KT)" Iy +
n p
Substituinto ¢ temos,
1= ["F(e)p(e)de,
0
p ldy 1 dp A
I:/O o(e)de +*I (kT)? Ig—kgﬁ (KT)*I4 +
p n

Podemos tomar as derivadas em gy, e escrever a integral no primeiro termo
em duas partes,

I= / € )de —|—/uc,0(e’)de’

1dyp 1 d3g0 4

1o

Ho

Uma dltima aproximagao é substituir a segunda integral por ¢(uo)(u — po),

I= / € )de’ + @(p1o) (1 — o)
1 dap 1 d390 4
Ho Ko
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A expressao geral para [, estd calculada no capitulo 1. Vamos calcular N, F
e Cy até o terceiro termo da série acima, isto é, até termos em T2

Calculo de N

1/2d6 1
_ /2
20/ ST 20/ de, (250)
com,
2
C= 7T—;/(2771)3/2

Neste caso temos,

N=2C1I,

com ¢(€) = €'/2. Usando (249), temos,

N=2C 3/2+u5/2(u—uo)

13

—5/2 4
1 gHo (KT)* Iy + .

1
Tyt l/z(kT) I +

O primeiro termo do lado direito é igual a N, como vimos no céalculo de py,
logo,

0= 20[ (M 10)
13

1 o2 —5/2 4

A expressao acima nos fornece uma aproximagao para j — fig, OUu para [,

1 _ 13 _
%ﬂw—uwz—z%”%wvf—Z@ o PR L, + .
ou,

1 1 3

Substituindo I, = 72/3 (var cap.1), temos, até termos da ordem de T2,

2

1240

1
o o — i BTV L = oo — <o (KT)?. (252)
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Célculo de E

Temos,

_ oo e de

E = 2/ —_ = 2C/

0 65 eBle—m) 417
com,
2V
C= ?(Qm)?’ﬂ.
Portanto,
E=2CI,

com ¢(¢) = €¥/2. Entdo, usando (249),

=20 |: 5/2+u3/2(ﬂ—uo)
s 13

~ 2P (kT I, —

g (KT,

Notemos que a energia média em 7' = 0 é,

_ "
By = 20/ "2 = C,f/Q, (253)
0
logo,

E = Fo +2C [ (1t — p1o)
13 12 13

55H0 (kT)*I, — T 1o 2 (KT Ly + .

Substituindo u — po de (252) obtemos,

1,
76CHo RRT) I+ ... (254)

Assim, até termos em T2, e substituindo I, = 7%/3,

B = Fo+ Cp*(KT)1; -

E~ Ey+ (J;f/ 2(kT)?. (255)

Com isso a capacidade térmica, para baixas temperaturas, é aproximada-
mente,
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5’E 27T 1/2 2
Cy =— = —Cu kT
YTor T3
No célculo da energia de Fermi em 7" = 0 obtivemos N = 4Cu3/ 2 /3, logo
= 3N/4ud?,
3 72 kT

Cy ==Nk|{——] . 256
o=y (5T (256)

Caélculo de [ para ¢(e) = €”

Tanto no célculo de N quanto de E a forma de ¢(¢) é de uma poténcia, logo
vamos calcular I para ¢(€) = €,

1= [" PO,

Iz 1dy
p— d - T
/0 ()E+ 2 de

3

1 d3p
)

1 des (KT I, + ..

0

I

p+1 1 1
I= —ppP Y kT Ly + —p(p — 1) (p — )P 3 (KT, + . ..
o1 tape () 2+ P = Dp =2 (R L+
Mp+1 1 0 d-1
I = — (KT [ ————— (P
T ),
1 > 1 ) d?
I = p+1 + ETYT. p+1
Substituindo
1
I, = 2m!n(m) = 2m! (1 — 2m—1> ¢(m), (257)
temos,
1= [7 Fleple)de,
0
_ p+1—|—2§:(l€T)2j (1 1 )C(Q ) d% ( p—i-l)
= ] 1% = 92j—1 J dp2i H .

A expressao acima aparece por exemplo em [10].
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18 Calculo da fungao de particao para gases ideais quanticos

Obtivemos para a fungao de particao de gases quanticos ideais a expressao

InZ =aN + s> In(l+se Py, (258)

com s = +1 para o gas de Fermi e s = —1 para o gas de Bose. O segundo
termo ¢é o logaritmo da grande-funcao de particao,

InG =sY In(l+se Py, (259)

Lembramos que « é um parametro positivo relacionado ao potencial quimico
por a = —fu. Vemos assim que o potencial quimico deve necessariamente ser
negativo. Vamos calcular Z no caso continuo, usando a densidade de estados
ja obtida,

Vo(2m)3/?
pede = 45

e2de = Ce'/?de (260)

isto é,

Vo@Em? (Qm)3/2 (261)

T ar? B 2
No caso de elétrons ou outras particulas de spin 1/2, a expressao acima deve
ser multiplicada por dois, para considerar as duas possibilidades da orientagao
do spin.

Com isso (258) fica na forma

InZ = aN + SC/ In(1 4 se~*#9)e'/2de = aN + sCT. (262)
0

Temos portanto que calcular a integral Z, que depende de s. Definindo

z=e @, (263)

e fazendo a troca de variaveis x = fe, vem

1

I:W

/ In(1 4 sze™®)a/2dx .
0

Integrando por partes obtemos,
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21;3/2

/ In(1 4 sze )z ?de =In(1 + sze™®) 3
0

o0

0

00 23/2 _gye®
—/ dx
0 3 14 sze™™®

25z oo g3/2e

— —dz
3 Jo 1+ sze™®

logo,

I_ 25z /OO a3/ 2e g — 252 /OO
3632 Jo 1+ sze @ 333/2 Jo

Como s% = 1, chegamos a

3/2

2 oo x
7= / d
3632 Jo 1+ sz7lex .
com s = +1 para o caso F'D e s = —1 para o caso BFE.

18.1 Gds de Fermi ideal

Nesse caso temos s = +1, logo,

- 2 /00 x3/?
3/33/2 Jo

com 0 < z < 00. Definindo

dx
1+ z71lez

1 oo xn—l
Jalz) = ['(n) /0 1+ Z‘lewdm

vem

1= 2ﬁ\/37_r/2f5/2(2) .

Podemos verificar que a expressao (266) para f,, satisfaz

den(z)

dz = fnfl(z) :

A figura 19. mostra f,(z) para alguns valores de n.
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Fig. 19. Gréfico de f,(z) para alguns valores de n.

A funcao de particao é entao dada por

>
I Z = aN + 15 fsa(2). (269)

com o comprimento de onda térmico de de Broglie,

h
A= —— . 270
vV 2rmkT (270)

Portanto, a grande-funcao de particao, ou funcao de particao macro-canonica,
¢é dada por,

Vv
lng = Ff5/2(z) . (271)

Vamos obter agora a equacao que determina « a partir do ntmero fixo N de
particulas. Escrevendo a condigao Y, m, = N no limite continuo temos

N=C %elﬂde, (272)

ou
N:C’/OO €'2de :C’/OO €'2de '
0 evele+1 0o 2z lePe+1
Fazendo x = (e, temos

82



N

e /00 o/ 2dx
B2 ) zler 41

ou, usando a defini¢do de f,(2),

V
N = Ff3/2(2’)- (273)

A equagao acima determina z(7) se N/V é conhecida, ou z(p), com p = N/V,
se T é conhecida. Como z aparece na integral na definicao de f,, podemos
isolar T' ou p em funcao de z,

or2 NV

A equagao acima nos dé a funcdo T'(z) e portanto z(7T'), com p fixo. A fungao
p(z) com T fixo é,

p = uel?), (275)

e portanto temos z(p). A figura 20 mostra z(7') para algumas densidades, e a
figura 21 mostra z(p) para algumas temperaturas.

10

| | . | L
0 400 800 1200 1600 2000
I(K)

Fig. 20. Gréafico de z(T') para alguns valores de p, em moles/litro, para o caso
FD. Usamos a massa do elétron.
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Fig. 21. Gréfico de z(p), com a densidade em moles/litro, para alguns valores
de T, para o caso FD. Usamos a massa do elétron.

A pressao é dada por

_1omZ 1
P= 375y ~ BAs

fs2(2), (276)

logo,

pV = kThng. (277)

A figura 22 mostra SpA® em fungao de p(M), com a densidade em moles/litro,
para alguns valores de T'.
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Fig. 22. Grafico de 8pA? em fungao de p(M), com a densidade em moles/litro,
para o caso FD, para alguns valores de T'. Usamos a massa do elétron.

A energia interna é

_811’12 VKT f5/2<2)

_ 3
E = = = _NET . 278
o5~ an P9 TN ) )
Para obtermos a expressao acima usamos
0z _ % f32(2) (279)

% B 2/ f1/2(2)

A equagao (279) é obtida derivando (273) em relagao a §. Também usamos

ON A
e
oo 10z
R —;% (281)
Como,
ofp __1 __8
or  KT? T’ (282)
temos,
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9z 3z fyp(2)
or 2T fi/2(2)

. (283)

Também podemos calcular 9z/Jp. Derivando a equagao (275) nos dois lados
em relacao a p, com 7' constante,

1_idf3/2% 1 fipe(z) 02
A3 dz Op A3z Op’

em que usamos (268) Portanto,

= ) 284
dp f1/2( ) ( )
Notemos que,
_ 3
E=SpV, (285)
ou,
2F
p=——. 286
P=3v (286)
A entropia é
S=k(nZ+BE)=—Nklnz+ 5 npdo2z) (287)
27 f32(2)
O calor especifico ¢ (fig. 23),
Cy = <8U> _ By dele) Oy, foal2). (288)
6T % 4 f3/2<2) 4 fl/Q(Z)
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Fig. 23. Gréfico de Cy/Nk em funcao de T(K), para o caso FD, para alguns
valores da densidade em moles/litro. Usamos a massa do elétron.

Para z < 1 podemos obter uma expressao util para f,(z). Escrevendo

1 - 1 e -
__*c =z t— =z * Z(—Ze_x)J ,
1+z27ter ze®+1 ze™® +1 =

Z Z]-H —z(j+1) _ i(_l)j—lzje—jx ’

: ]—1
temos

b /OO dr 2™t i(—l)j_lzje_jg”
n) Jo =

ou

fu(z) = b Z(—l)j_lzj ~ dx z" e T
I'(n) = 0

Fazendo agora a troca de variaveis y = jr vem

oo d 1 foo 1
/ dex" e —/ y y eV = */ dyy" e ¥ = —T(n),
0 7™ Jo gn

logo,
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o0

falz) = >_(=1)

n 0
j=1 J

Podemos verificar que a expressao acima satisfaz

j
-1%

Z2<1. (289)

dfn(2)
dz

z

- fn—l(z> 5 (290)

que é a equagao (135).

18.2 Gds de Bose ideal

Notemos primeiro que na estatistica de Bose-Einstein temos uma particulari-
dade. Para o estado com p— 0 temos € = 0, e o nimero médio de particulas
nesse estado, ng, é dado por

1 e z
ng = = = . (291)
e*—1 1—e> 1-z
A expressao acima diverge se z — 1. Voltaremos a esse fenomeno, conhecido

como condensacao de Bose-Einstein, mais adiante.

Escrevendo In Z com o termo correspondente a € = 0 separadamente, vem

InZ =aN —In(1—2) = In(l—e *Fr),
r#0

ou, no caso continuo,

InZ=aN—-In(1-2z)— C’/OO In(1 — e_a_56)61/2d67
0

=aN —-In(l—2)—-CT. (292)
com s = —1 em (131),
2 o g3/2
12363/2/0 —de, 0<z<L (293)

Devemos ter z < 1 para que N seja sempre positivo e o termo In(1 — z) em
In Z faga sentido. Definimos agora na forma usual,

1 00 xn—l
n(2) = dv, 0 1, 294
9n(2) ['(n) /o w1 sFs (294)

de modo que
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N3

1= _W95/2<2) : (295)

A expressao acima satisfaz

0 o). (206)

A figura 24 mostra a fungao g,(z) para trés valores de n.

= I =
5 —

Fig. 24. Gréfico de g,(z) para alguns valores de n.

A funcao de particao é assim,

v
InZ =aN —In(1—2)+ Fg5/2(2> , (297)

e a grande-funcao de particao, ou fungao de particao macrocanonica, €,

y
InG = 305/2(2). (298)

Vamos obter agora a equacao que determina « a partir do nimero fixo N
de particulas. O célculo é semelhante ao anterior, no caso FD. Escrevendo a
condicao >, m, = N no limite continuo, com o termo para ¢ = 0 separada-
mente, temos

ou
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2 o ¢l/2de z o ¢l/2ge
NNy L T Y L T
1—z+ 0o exthe _ 1 1—z+ 0 zlefe —1 (299)

Fazendo x = fe,

2 C /OO xY2de
0 z7let —1°
ou

z

N=Z b Dan(e). (300)
A equagao acima determina z(7T') e p(z), como fizemos no caso FD. Vamos
considerar aqui a regiao em que ng =~ 0, isto é, z < 1. O limite z — 1
serd visto adiante ao estudarmos a condensacao de Bose-Einstein. Portanto,
desprezando ny,

r— " (N/V)>2/3. (301)

~ 2mmk \ g3a(z

A expressao acima determina T'(z) ou z(T) com p fixo. Para T fixo,

1
p=13932(2). (302)

A figura 25 mostra z(7), e a figura 26 mostra z(p).

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0 1000 2000 3000 4000
T(K)

Fig. 25. Grafico de z(7T') para o caso BE, para alguns valores de p, em moles/litro.
Usamos a massa do elétron.
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Fig. 26. Gréfico de z(p) para o caso BE, com a densidade em moles/litro, para
alguns valores de T'. Usamos a massa do elétron.

A pressao é dada por

_ 10lnZz 1
p= B oV W%/z(z)- (303)
Temos como esperado,
pV =kTIngG. (304)
A energia interna é
_ olnz  3VEKT
FE=— = .
86 2A3 g5/2(2) (305>
Usamos
0 3
2 _ 3293(2) (306)

875 B 23 91/2(2) '
A equacgao (306) é obtida derivando (300) em relagdo a 3, desprezando 7.
Podemos escrever também, se ng = 0,

E = )
2 g3p2(2)

(307)
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Notemos que temos novamente,

(308)
A entropia é

_ S5kV
S=k(lnZ+pE) = —Nkh’lZ—]Cll’l(l—Z)—i-wgg,/g(Z). (309)
O calor especifico é,

ou 15 gs2(2) 9., g3/2(2)
Cy=(—] =—Nk — —Nk , 310
' <3T>v 4 gzp(z) 4 gip(2) (810)
com N ~ Vgss(z)/A?, isto é, usamos ng ~ 0.

Para z < 1 podemos obter uma aproximacao 1til para g,(z). Escrevendo

1

- = — =ze ©) (ze ")
z7ler — 1 — ze™® = ’
R e
=0 =1
temos

1 > xTL—l 1 o n—1 - —x\Jj
9n(2) = ['(n) /o 2z ler — 1dx ~ T'(n) /0 dea™™ ) ()

J=1

ou

1 © oo .
— 7 d n—1_—jx )
gn(2) () jEl z /0 rxz" e

Fazendo agora a troca de variaveis y = jr vem

o] 00 n—1
/ de " e 7 = / d7y Y -
0 0

1 foo 1
P = [Ty ie = o),
J " J"Jo J"
logo,
[e'e) Zj
In(2) =D =, z<1.
j=1J

(311)
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Podemos verificar que a expressao acima satisfaz

dgn(z)
dz

z

= gn-1(2), (312)

que é a equagao (296).
A condensacao de Bose-Finstein

Vamos investigar a equagdo para N, eq. (300). Como devemos ter ng > 0,
entdo 2 < 1. Ese 2z — 1, ng — oo. O intervalo de z é entao 0 < z < 1. A
fungao gs/»(2) é uma fungao crescente de z, variando desde zero até o valor
maximo,

>* 1
gsj2(1) = ) =((3/2) = 2,616,
j=1

como vemos na figura 27, em que ( é a funcao zeta de Riemann.

3

25—

0,5 _

4
Fig. 27. Grafico de g3/2(2), que possui valor maximo 2,616 em z = 1.

Vimos que 71y pode ser arbitrariamente grande, se z — 1. Mas para z proximo
de um ainda podemos ter g << N. Por exemplo, se z = 1 — 1075, temos,

1-10°¢ 1—-106
fig(z=1-107% = =

= = ~ 1(f
1—(1—10-9) 10-6 ’
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que ¢ ainda muito menor do que N ~ N, ~ 10?%. Nessa regiao, em que z = 1
mas ng € muito pequeno, temos,

V LV V V
N = 593/2(2 —17) = Fg?)/?(l) = FC(3/2) - E27616'

Para p = N/V fixo, a equacdo acima define a temperatura T até onde a
equacao ... ¢ valida,

o CB/2)
0 0 ’
ou,
R\ C3/2)
<27ka:T0> p (313)
Explicitamente,
B h2 p 2/3
To= ok [g(?,/z)] ' (314)

Na regiao de altas temperaturas ng = 0 (z = 0), e & medida que 7' diminui
estados de energia mais alta ficam menos populados, e ny aumenta (z — 1).

Para T' < T} precisamos encontrar outra expressao para N. Escrevemos, para
z<1,de ...,

Vv LV _ T\*?
ou,
T 3/2
noleu() ] T <T,. (315)
To

A equagado acima é para p fixo. Para T fixo podemos escrever, de maneira
analoga, uma equagao para po(T),

2
A® = C(Z ) (316)
e’
V V
N =ng+ Eg(z&/z) = fig + FpoA3 =79+ Vpo,
ou,
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%—NP—?Lp>m. (317)

A equagao acima é vélida para T fixo. Em termos de v = 1/p,

m:NP—:yv<m. (318)
0

A figura 28 mostra n9/N em funcao de T'/T,, para p fixo, e a figura 29 mostra
ng/N em funcao de p(M), para T fixo.

Fig. 28. Grafico de np/N em funcao de T'/Tj, para p fixo, em um sistema BE.
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Fig. 29. Gréfico de no/N em fungao de v/vg, para T fixo, em um sistema BE,
em que v = 1/p.

Podemos obter expressoes analogas para £ e Cy. Na regido em que T > T e
ng é desprezivel,

— VKT 3NET g5/2(2>
B="" _ o _
o ) =T (e
ParaT <The z=1,
_ 3VEKT
Substituindo V' = NA3/((3/2),
_ 3 ¢(5/2) <T)3/2
E = —-NET — T<T. 319
M) o T o)

O valor numérico de ((5/2) é 1,342, e ((5/2)/¢(3/2) = 0,5134. Notemos que
E ~ T%? logo Cy ~ T3/?,

OF 15 C(5/2) /T \*?
Cy = <8T> o = ZNkC(3/2> (ﬂ)) L, T<Ty. (320)

Nao héa descontinuidade em Cy em Ty, mas hd uma descontinuidade em
0Cy /0T (fig. 30). A capacidade térmica experimental para o hélio liquido
possui uma singularidade em 7" = 2,19 K. Essa transicao é chamada transicao
lambda devido a forma da curva.
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Fig. 30. Gréfico de Cy /Nk em fungao de T'/T}, para os casos BE, FD e cléssico.

A equagdo para pV segue imediatamente de pV = 2E/3,

3/2
pV = Nkngg; <;;> LT <T, (321)

ou, substituindo,

p _ ((5/2)

KT~ C(3/2)

po(T), p>po- (322)

A equacao acima mostra que para T fixo, p permanece constante se p > po.
Termodinamicamente, a condensacao de Bose-Einstein é uma transicao de
primeira ordem, mas a transicao experimental do hélio nao é de primeira
ordem. As duas fases em equilibrio sao a fase condensada com T, 1/p = v = 0,
e a fase diluida com T', v = 1/po(T). As duas fases possuem a mesma pressao,
p=0,5134 kT po(T), e 0 mesmo potencial quimico pu = 0.
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Fig. 31. Grafico de p em funcao de v, em litros por mol, para o caso BE.
Usamos a massa do elétron.

A figura 31 mostra as isotermas para o caso BE no diagrama pV. Alguns
cuidados precisam ser tomados ao construirmos as curvas. Primeiro escolhemos
uma temperatura, a qual define py. Para p < pg, ou v > vy, temos a pressao
dada por (321), com z calculado resolvendo a equagao,

pA® = g3pa(2) ,

que nos da solugao z(7), p). Com esse valor de z temos a pressao em (321).
Para p > pg, ou v < vy, a pressao é constante.
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Fig. 32. Diagrama de fase T' em funcao de v, em litros por mol, para o caso
BE. Usamos a massa do elétron (linha preta) e dez vezes esse valor (linha
vermelha).

A figura 32 mostra o diagrama de fase T'— v para um sistema BE. Notemos
que ndo temos uma temperatura critica bem definida, pois vy ~ (mT)~/2.
Quanto maior a massa, maior py e menor vy para uma dada temperatura. Em
T =100 K, por exemplo, temos py = 0,0104 M e vy = 95,7 1/mol, usando a
massa do elétron. Considerando uma massa dez vezes maior, em T = 100 K
temos pg = 0,33 M e vy = 3,027 1/mol.

A entropia em T < Tjy pode ser calculada de,

G=U-TS+pV=Nu=0,
U+pV H 55U

S T T 3T
Portanto,
_5,,C(5/2) (TN?
S = 3Nk (To> CT<T, (323)
ou,
5 ((5/2) po
S_iNkC(i))/Q);’ P> po- (324)

A expressao acima é util para calcular o calor da transicao,
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AH = TAS - T(Sd - Sc) )

em que d e c representam as fases diluida e condensada, respectivamente.
Assim,

AH =TAS =T[S(p=po) — S(p=0)],

_ 50 605/2)
AH_T[ZNk:C(B/Q) —o] .

O calor da transicao por molécula é entao,

AH 5. ((5/2)
N MR

(325)

19 Estrelas anas brancas

Seguimos aqui principalmente o excelente livro de Huang [11]. E uma re-
gra empirica que a luminosidade de uma estrela é proporcional a sua cor
(comprimento de onda predominantemente emitido). A constante de propor-
cionalidade é aproximadamente a mesma para todas as estrelas. Assim, se
fazemos um grafico da luminosidade em fungao da cor, obtemos o diagrama
de Hertzprung-Russell, no qual a maioria das estrelas se encontra em uma
faixa linear chamada de sequéncia principal, como mostrado na figura 33. H4,
contudo, estrelas que sao excecoes a essa regra. Existem as estrelas gigantes
vermelhas, estrelas gigantes que sao anormalmente brilhantes para sua cor ver-
melha. E ha as estrelas anas brancas, estrelas pequenas que sao anormalmente
palidas para sua cor branca. As estrelas anas brancas sao um interessante ob-
jeto de estudo para nds, porque em uma boa aproximagcao sao um gas de Fermi
degenerado.
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Fig. 33. Diagrama de Hertzprung-Russell.

Um estudo detalhado da constituicao das estrelas anas brancas leva a con-
clusao que elas perdem brilho porque o fornecimento de hidrogénio, que é a
principal fonte de energia das estrelas, foi usado, e elas sao compostas prin-
cipalmente de hélio. O pequeno brilho que elas possuem ¢é obtido da energia
gravitacional liberada através de uma contracao lenta da estrela. Provavel-
mente essas estrelas alcancaram o ponto final da evolucao estelar. Uma das
estrelas proximas do sistema solar, a companheira de Sirius, a 8 anos-luz de
distancia de nds, é uma estrela branca. Ela é tao palida que é nao visivel a olho
nu, e foi predita pelos calculos de Bessel, que tentou explicar porquée Sirius
aparentemente se move em torno de um ponto no espago vazio.

Um modelo idealizado de uma ana branca pode ser construido de alguns dados
tipicos para uma estrela desse tipo:

Conteudo: principalmente hélio
Densidade ~ 107 g/cm?® ~ 107 p,
Massa =~ 10%* g ~ M,
Temperatura central ~ 107 K ~ T,

em que o indice s significa quantidades referentes ao sol,
M, =2x10"kg,
7y =6,96 x 10*m,
V,=1,41 x 10*" m3,
ps = 1419,2kg/m? . (326)

O raio e o volume de uma estrela ana branca sao entao, aproximadamente,
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215,44 107"
Portanto uma estrela ana branca é um sistema com hélio em temperatura
extremamente alta e sob extrema compressdao. A temperatura de 107 K cor-
responde a uma energia térmica de 1,38 x 10716 J = 862,5 eV. Portanto os
atomos de hélio sao esperados estarem completamente ionizados, e a estrela
pode ser considerada um gés composto de nicleos de héli e elétrons. Consid-
eramos o gas de elétrons como um gés de Fermi ideal, com uma densidade de
8,54 x 10% elétrons/m?>. Isso corresponde a uma energia de Fermi,

r=23,23x10°m = V =1,41 x 10 m? = (327)

G

2/3
- ) — 244 x 1078 ] = 1,53 MeV, (328)
8me, \ 7

€r

e a uma temperatura de Fermi,

Tp=L =1 77x 10" K. (329)
kg

A densidade em nimero de particulas é p = N/V. Como a temperatura de
Fermi é muito maior que a temperatura da estrela, o gas de elétrons é um gas
de Fermi altamente degenerado, que se comporta como um gas de elétrons em
temperatura zero. De fato, consideramos o gas de elétrons como um gas de
Fermi ideal no estado fundamental. A enorme pressao de ponto zero exercida
pelo gas de elétrons é contrabalancada pela atracao gravitacional que une a
estrela. Essa atracao gravitacional é devida quase inteiramente aos nicleos de
hélio na estrela. A pressao devido ao movimento cinético dos niucleos de hélio,
e a qualquer radiacao que possa estar presente, é desconsiderada.

Chegamos portanto ao seguinte modelo idealizado: uma estrela ana branca é
considerada como um sistema de N elétrons no estado fundamental, em uma
densidade tal que os elétrons devem ser tratados pela dinamica relativistica. Os
elétrons se movem em um meio com N/2 nicleos de hélio em repouso, que dao
origem a atracao gravitacional que mantém o sistema unido. O modelo deve
portanto mostrar propriedades combinadas do principio de Pauli, dinamica
relativistica, e lei da gravitacao.

Vamos calcular primeiro a pressao exercida por um gés de Fermi de elétrons
relativisticos no estado fundamental. Os estados para um unico elétron sao
especificados pelo momento relativistico p e pelo nimero quantico de spin
s = £1/2. Os niveis de energia de uma tnica particula sao independentes de
S?

eps =/ (pO)? + (moc2)?,
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em que m, é massa do elétron. A energia do estado fundamental do gas de
Fermi é,

Ey=2 > \/(]oc)2 (mec?)? /pF 47p \/ (pc)? + (mec?)? (330)

lpl<pr

em que pr 6 momento de Fermi, definido por,

V<4 3>_N

ou,

3 1/3
pr=nh (&i) : (331)

Mudando variaveis na integral em Ej para z = p/mec,

Vmic

Eo = m2h3

f(zr), (332)

com,

1
Zx}l; 1—1—1_24—..), rp >>1
F
e7
_ DPr h (3p\'/?
op= 2L (w) | (333)

Se a massa total da estrela é M e o raio da estrela é R, entao,

M = N(m. + 2m,) ~ 2m,N ,

3V\3
R= (4#) , (334)

em que m, ¢ a massa do préton. Em termos de M e R,

3M

— 335
8mm,R3’ (335)

p:

103



1/3 1/3
h 9 M M
op = i =2 (336)
mecR \ 8m, R
com,
07— 9 M |
8m,,
_ R
R="C (337)
h
A pressao exercida pelo gas de Fermi é,
OEy, mlic® [z3 5
poI—W: 273 ?\/1+IF_f(xF) . (338)
Os limites nao relativistico e extremamente relativistico de pg sao,
mic® \ o AKM°?
PoR\ s a3 | TF = —tp5
1572k SR
(limite nao relativistico, xp << 1),
mich A , MAB 2/
o (127r2h3> wr—wk) = K\~ )
(limite relativistico extremo, xp >> 1), (339)
com,
mic®
= <. 340
1272h3 (340)

Um gréfico qualitativo de py em funcdo de R para M fixo é mostrado na figura
34. Vemos que, para R pequeno, py é menor do que esperado da dindmica néo
relativistica. Notemos que o limite relativistico extremo apresenta um minimo
em pg, bem como um ponto em que py se anula,

po=0 em R= M3,

dpy » 71/3
0 _ — , 41
op =0 em R V2M (341)

O valor minimo de py é —K /4.
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Fig. 34. Pressao py de um gas de Fermi ideal no zero absoluto, em fungao de R
para M fixo: limite nao relativistico (linha preta) e limite relativistico extremo
(linha vermelha). Usamos K = M = 1.

A condicao de equilibrio da estrela pode ser obtida da seguinte forma. Supo-
mos primeiro que nao hé interagao gravitacional. A densidade do sistema é
uniforme, e paredes externas sao necessarias para manter o gas de Fermi em
uma dada densidade. A quantidade de trabalho que um agente externo tem
que fazer para comprimir a estrela de uma dada massa, de um estado de
densidade zero para um estado de densidade finita, é dada por,

R
_ / podrridr, (342)

o0
em que py € a pressao de um gés de Fermi ideal e R é o raio da estrela.

Imaginemos agora a interagao gravitacional presente. Partes diferentes da es-
trela se atraem, resultando em uma diminui¢ao da energia da estrela por uma
quantidade chamada auto-energia gravitacional, que deve ter a forma,

aGM?
——
em que GG é a constante gravitacional e o ¢ uma constante de ordem unitaria. Se
R é o raio de equilibrio da estrela, a auto-energia gravitacional deve compensar
exatamente o trabalho feito para manter a estrela unida. Portanto,

(343)

R M2
/ podmridr = —QGR :

Diferenciando a expressao acima em relacao a R obtemos a condicao de equilibrio,

(344)
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aGM?

podTR* = o

ou,

_aGM?* oG (8m,\? (mec\t M?
Po= ar e _47r(97r) ( h ) R
Determinamos a relacao entre M e R usando uma expressao apropriada para
po na relagao acima. Consideramos trés casos diferentes:

(345)

(a) Supomos a temperatura do gas de elétrons muito maior do que a temper-
atura de Fermi. Temos portanto um gas ideal de Boltzmann, com,

NkT  3NKT  3kT M 3kT M
V. 4nR3  4wR32m, Stm, B3’

Po =

Substituindo (345),

aGM? 3kT M

ATRY 87Tmpﬁ ’

ou,

2aG'm,,
3kT

Esse caso, contudo, nunca é aplicavel a uma estrela ana branca.

R:

M. (346)

(b) Supomos que o gés de elétrons estd a uma densidade baixa o suficiente para
usarmos dinamica nao relativistica, rr << 1. Entao py é dada pela primeira
equagao em (339). Substituindo (345),

4KM3 oG <8mp>2 <mcc>4M2

5R  4m \ 9r h ) Rt

Definindo,

aG /8m,\?% /mec\?

K= 4m (97rp> ( h ) ’ (347)

vem,

AKM® M?

5RP T RY
ou,
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4K 1

5K' M3~
Essa condicao ¢ valida para densidades baixas. Portanto é valida para M
pequeno e R grande.

R=

(348)

(c) Supomos que o gas de elétrons estd em uma densidade suficientemente
alta, de modo que efeitos relativisticos sao importantes, isto é, temos xp >> 1.
Entao py é dada pela segunda equagao em (339). Substituindo em (345),

(]\_4_4/3 B ]\7[_2/3> B oG <8mp>2 <mec>4]\_42 _ K’@

R4 Rz ) 47 \ 91 h) R R4
ou,
_ 1/2
- a7\ 23
R = M3 [1 _ (Mo> ] , (349)
com,
_ KN\N32  727m\32 [ he \*?
MOE(K’) :(64a> (Gmg> ' (350)

A massa M, correspondente a quantidade reduzida My é, considerando o ~ 1,
¢,

8m,, - 8m, (277\%? [ hc 52
M, = M, = < > )
97 97 \64c Gm?

~1,6 x 10* kg ~ 0,8M, . (351)

A equagao (349) é vélida para altas densidades ou para R — 0, portanto é
valida para M =~ M,. Nosso modelo prediz entao que uma estrela ana branca
nao pode ter massa maior do que My ~ M,. A razao fisica por tras desse
resultado é que se a massa é maior do que um certo valor, a pressao devida
ao principio de exclusao de Pauli nao ¢ suficiente para impedir o colapso
gravitacional.

A relacao entre raio e massa para uma estrela ana branca, de acordo com nosso
modelo, possui a forma mostrada na figura 35. Como nao pudemos calcular
«, um valor exato para My nao pode ser obtido. Célculos mais precisos dao o
resultado [20],

My = 1,4M, . (352)
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Esse valor é conhecido como o limite de Chandrasekhar. De acordo com nosso
modelo, portanto, nenhuma estrela pode tornar-se uma ana branca, a menos
que sua massa seja menor do que 1,4M,. Essa conclusao tem sido verificada
por observagoes astronomicas. Se a massa de uma estrela é maior que o lim-
ite de Chandrasekhar, entao ela eventualmente ira colapsar devido a atragao
gravitacional. Quando a densidade se torna tao alta que novas interagoes dom-
inam, um novo regime surge. Por exemplo, a estrela pode explodir como uma
supernova.

1 o02s
02k
0,151

0,1

0,05+

L L L L L L L L L : : : :
OO 0.02 0,04 0,06 0,08 0.1 %.9 0,92 0,94 0,96 0,98 1

Fig. 35. Grafico de R/M&/?’ em fungao de M /M, para uma estrela and branca:
(a) Limite nao relativistico (M pequeno). (b) Limite relativistico extremo (M
grande, < My).
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