9 - A equacao da onda
em coordenadas cartesianas

A equacao de onda é,

0%
ot?

= 0v2V?u.

Em coordenadas cartesianas,

10%u  0*u 0*u  0*u
+

02 02 Ox? * oy? 022

Substituindo,
u(r,t) = F(r)T'(t) ,
temos,
1 " 2
—FI" =TV°F,
v
ou,
lT_” _ ViF g
v2 T F '
Obtemos assim as equacoes,
d*T 9
W + (kv) T= 0,
e,
V2 F +kK*F =0.

Essa equacao ¢é idéntica a que obtemos no caso da equagao do calor.

(4)

(5)
A

equacao espacial é a mesma, portanto, nos dois casos. A equacao para T

possui solucao,

T(t) = ay cos(kuvt) 4+ agsen (kvt) .

(6)

A constante de separacao k esta relacionada com as frequéncias de oscilagao.

De fato, temos,

kv=uw,

em que w = 27/T = 2xnf é a frequéncia angular da onda, f a frequéncia

linear, e T' o periodo (nao confundir com a funcao 7'(t)). Assim,
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v AT A A
em que A é o comprimento da onda. Vemos que k corresponde ao nimero de
onda. Temos agora que resolver a equacao para F.

Considerando F(x)

A equagao (5) fica,

d*F
— +kF=0 7
i , (7)
com solucao,
F(z) = ay coskx + agsen kx . (8)

A solucao geral é entao, usando o principio de superposicao,

u(z,t) = Z[al cos(kx) + ag sen (kx)|[by cos(kvt) + bysen (kvt)]. (9)

Se k=0,

F(z)= Az + B. (10)

1 Problemas

1. Determine a solu¢ao u(z,t) da equacdo da onda na regiao aberta
(Spiegel [7], probl. 2.32),

Pu 0%

o =" a2

O<z< L, O<t<T.

As condicgoes inicial e de fronteira sao,



que satisfazem as condigoes de conjungao,

A solucao €,

u(z,t) = Axr+ B
+ Z[al cos(kjx) + ag sen (k;z)][by cos(k;vt) + by sen (kjvt)].

J

As condicoes de contorno e inicial nos dao as equagoes,

u(z,0) = Az + B
+ Z[al cos(kjz) + ag sen (k;z)|by = p(x),
j
u(z,0) = Z kjvlay cos(k;z) + ag sen (k;x)]by =0,
u(0,t) = B l
+ Z a1[by cos(k;vt) + by sen (kjut)] =0,

j
uw(L,t)=AL+ B
+ Z[al cos(k;L) + ag sen (k;L)][by cos(k;jut) + by sen (kjvt)] =0.

J

Satisfazemos as equagoes acima escolhendo,

A:B:alzbgzo,
kjL:jﬂ', j:1,2,

A condi¢ao para p(x) fica assim,

Z biag sen (jrx /L) = p(x).

J

Temos uma série de Fourier de senos para ¢(x), logo,

2

L
bias = Z/ o(x') sen (jma’ /L) dx’ .
0

A solugdo u € entao,



u(z,t) = Zsen(jﬂx/L)cos(jﬂvt/L)%/o o(2") sen (jma' /L) dz’ .

J

Escrevendo a expressio acima em termos de fun¢ao de Green,

u(x,t) :/0 G(x, o' t)p(2")dz',

temos,

G(z,2' t) = %Zcos(jwvt/L) sen (jmx/L) sen (jma'/L).

2. Considere o problema anterior com u(x,0) = ¢ (x).
A solucao €, como antes,

u(z,t) = Ax+ B
+ Z[al cos(k;x) 4 as sen (kjx)][by cos(kjvt) + by sen (kjvt)].

J

As condicoes de contorno e inicial nos dao as equagoes,

+ Z[al cos(kjz) + az sen (k;x)]by = (),

J

u(z,0) = Z kjvlay cos(kjx) + ag sen (kjz)|by = (),

u(0,t) = B
+ Z a1[by cos(kjvt) + by sen (k;jut)] =0,

J

uw(L,t)=AL+ B

+ Z[al cos(k;L) + ag sen (k;L)][by cos(k;jut) + by sen (kjut)] =0.
J

Satisfazemos as equacoes acima escolhendo,

AIBICL1:O,
kiL=jm, j=12...
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As condigoes para ¢(x) e (x) ficam assim,

Zagbl sen(jrx/L) = ¢(x),

J=1

Z kjvasby sen (jrx/L) = ¢(x).

J=1

Temos séries de Fourier de senos para p(x) e (x), logo,

o L
ashy = E/ () sen (jmax' /L) da’
0

9 L
kjvashy = Z/ W(2') sen (jma' /L) dx’ .
0

A solugdo u € entao,

u(x,t) = Z sen (jrz/L) [cos(jwvt/L)%/O o(x") sen (jma' /L) da’

J

+ sen (jﬂvt/L)j%}/o ¥(x') sen (jwa’ /L) dx'} :

3. Considere o problema 1 com condi¢oes de contorno nao homogéneas,

uw(0,t) =uy, u(L,t)=us,

com u; € uy constantes.
A solucao €,

u(z,t) = Ax+ B
+ Z[al cos(kjx) + ag sen (k;z)][by cos(k;vt) + by sen (kjvt)].

J

As condicoes de contorno e inicial nos dao as equacoes,



u(z,0) = Az + B
+ Z[al cos(k;x) + ag sen (k;x) by = ¢(x),
j
u(z,0) = Z kjvlay cos(kjx) + as sen (kjz))be =0,
u(0,t) = B l
+ Z ai[by cos(k;vt) + be sen (kut)] = uq

J
u(L,t) = AL + B

+ Z[al cos(k;L) + ag sen (k;L)][by cos(kjvt) + by sen (kjut)] = ug .

J

Satisfazemos as equagoes acima escolhendo,

a1:b2:(),
kiL=jm, j=1.2...

As condigoes para o(x), uy e uy ficam assim,

u(z,0) = Ax + B + Z azby sen (kjx) = o(z),
J

U(O,t) :B:ula

u(L,t) = AL+ B = us.

Para A e B temos,

A= I ) B = Uy
Para p(z) temos uma série de Fourier de senos, logo,
2 L
asby = Z/ [p(x') — Az’ — B| sen (jma'/L) dx’,
0

e podemos escrever,

o(xr) — Ar — B = Z sen(jmc/L)%/O [o(x') — Az’ — B] sen (jma’/L) dx’ .

J



A solucdo u € entao,

u(z,t) = u2£u1x+u1

+Z sen (k;x) cos(kjvt)%/o [p(x') — Ax’ — B sen (jma' /L) dx’.

J

Calculando as duas ultimas integrais (apéndice),

u(z,t) = uzzulx—i-ul

+ Z sen (jmx/L) cos(jm;t/L)% /0 o(x') sen (jma’ /L) da’

J
_1)j+1

2w —w) Z sen (jmx/L) cos(jm)t/L)( ;

™

_% ' sen[(2j — 1)mz /L] cos[(2j — 1)mvt/ L] 2]1— 1

A solucdo acima satisfaz as condicoes emx =0 ex =L. Emt =0,

Ug — U

u(z,0) = 7ttt
—1—2 sen(ij/L)%/O o(x") sen (jma' /L) da’
_—2(u2—u1) sen(jmx (_1>j+1
— S senima/ 1)

sen{(Zj — V)rx /L]

4U,1
_TZ 2j — 1 '

j=1

Calculando as duas dltimas séries (apéndice),

u(z,0) = u22u1x+u1

+Z sen(jms/L)%/o o(x') sen (jma’ /L) dx’

_(up — )

= = p(a),



como esperado. Calculando agora Ou/0t,

8u(832,t) _ _Z(jm,/L) sen (jrax/L) sen(jm;t/L)%/o (") sen (jma' /L) da’

J

+M > sen(jmx/L) sen (jmut/L)(—1)+!

J

4u1 Z sen((2j — 1)mw /L) sen((2) — 1)mvt/L].

Em t =0 temos Ou/0t = 0, como esperado.
4. Considere o problema anterior com u(x,0) = ().

A solugao €,

u(z,t) = Ax+ B
+ Z[al cos(jmx /L) 4 az sen (kjx)][by cos(k;vt) + by sen (kjvt)].

As condicoes de contorno e inicial nos dao as equacoes,

u(z,0) = Ax + B

+ Z[al cos(k;x) + ay sen (kjz)|by = p(x),
J

u(z,0) = Z kjvlay cos(kjx) + as sen (kjz)]|bs = ¥(x),

u(0,t) = B

+ Z a1[by cos(kjvt) 4 by sen (kjut)] = uq ,
J

u(L,t)=AL+ B

+ > lar cos(k; L) + az sen (k; L)][by cos(kjot) + by sen (kjvt)] = up .
J

Satisfazemos as equacoes acima escolhendo,

ale,
kiL=jm, j=1,2,...



As condigoes para ¢(x), ¥(x), uy e ug ficam assim,

u(z,0) = Az + B+ Z azby sen (kjz) = o(z),
J

uy(x,0) = Z kjvasby sen (kjx) = (z),
u(0,t) = B =uy,
u(L,t) = AL+ B = us.

Para A e B temos,

Uz — U

A= I R B = Uy -
Para p(z) temos uma série de Fourier de senos, logo,
o 2 L / / . /
ashy, = T [p(z") — Az" — Bl sen (jma’/L) da’,
0
e podemos escrever,
p(x) —Ax — B =

= Z sen(jmc/L)%/o [o(x') — Az’ — B] sen (jma'/L) dx’ .

Para ¢ (x) também temos uma série de Fourier de senos, assim,

9 (L
kjvasby = E/ P(2') sen (jma’ /L) dx’,
0

portanto,

P(x) = Z sen (ij)%/o P(2') sen (jma’ /L) dx’ .

i

A solucao u € entao,

Uz — U1

L
+ Z sen(ij)cos(kjvt)% /0 [p(x') — Ax" — B] sen (jma'/L) dx'’

J

9 L
+Z sen (kjx) sen (kjvt>j7r_v/0 (2" sen (jwa’ /L) dx’

J

u(z,t) = T+ u



Calculando as duas dltimas integrais na seqgunda linha (apéndice),

Uz — U

L
D) L
+Z sen(ij)cos(k:jvt)z/o o(2') sen (jma' /L) da’

J

u(z,t) =

T+ u

Uz — Uy 2L j+1
——7 Z Sen(ij)cos(kjvt)j—w(—l)]

J

—uy Z sen[(2j — 1)mx/L]cos|(2j — 1)mvt/L]

J

_ 4
(2j — Dr

2 [* .
+; sen (kjx) sen (k:jvt)j%/o (') sen (jra' /L) da' .
A solucdo acima satisfaz as condicoes emx =0 ex=L. Emt =0,

u(x,0) = u2zulx+u1
+Z sen(kaﬁ)2 /L o(2") sen (jma’ /L) da’
j "L o

_2(U2 —uy) sen (jmx/L) _1yj+1
- ; J (1)
4y sen|(2j — 1)mz /L]

T 27 —1

Calculando as duas ultimas séries (apéndice),

u(z,0) = u2zu1x+u1

+3 senhso); [ olel)sen (el /1)

2(ug — uy) T

T 2L
4'LL1 ™

T 4’
= Zsen(jﬂx/L)%/o (") sen (jma’ /L) da'
= (@),
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como esperado. Calculando agora Ou/0t,

ou(z,t)
ot

9 L
= —E k:jvsen(kja:)sen(k:jvt)z/ o(x') sen (jma’ /L) dx’
- 0
j
2L

Ug — Ul
k; k; kjut
+—— Z v sen (k;jx)sen(kjv )JW

( 1)j+1

+uy Z(4U/L) sen|[(2j — 1)z /L)sen|[(2j — 1)mvt/L]

J -
+ Z sen (kjz)cos (kjvt)z / P(2') sen (jma’ /L) dx’
j 0

Emt=0,

3“%’?0) - Zj: Sen(jm:/L)%/O (') sen (jma’ /L) da

= (),

como esperado.
5. Resolva a equacao de onda nao homogénea,

0*u 282u
2 = Ve + f(a,t),

no intervalo,

O<zx<L, t>0,

com a condi¢ao inicial,

u(z,0) =0, 0<z <L,

e as condigoes de contorno homogéneas,

uw(0,t) =0, u(L,t)=0, t>0.

Expandimos u e f em séries de Fourier de senos,

Zuz ) sen (irx /L),
ZfZ sen (imx/L) .

11



Temos,

) L
uwi(t) == [ w2 t) sen (imz’/L)dx’
L
2 /O\L / . / /
= z/o f(a't) sen (imx'/L)dx

Substituindo na equagao diferencial temos,

Z i;(t) sen (irx/L) =

i=1

:—U2Z(i7T/L)2UZ‘( ) sen (imx/L) —l—ZfZ sen (irx/L) .

=1

Da relagao acima obtemos uma equacao diferencial linear, de sequnda ordem,
nao homogénea, para u;(t),

(1) + v (im/L)*wi(t) = fi(t).

A solugao dessa equagdo é (capitulos. 21 e 22),

wl(t) = isen(k:it) / cos(hit) fi(t’)dt’—kicos(k;it) / " sen(kt) ()t

kl to to

= — [ [sen(kit)cos(kit") — cos(kit)sen(k;t")] f:(t")dt’,

to

= —/sen (t — ] f:(tdt

com k; =v(im/L) ety qualquer valor em t > 0.
A solucdo u € entao,

u(z,t) = z:uZ sen (imx/L),

= ;% {sen(k‘it) /t: cos(kit") f;(¢")dt’
—cos(k;t) /t sen(k’it’)fi(t’)dt’} sen (imx/L),

to

12



Substituindo f;(t'),

u(z,t) = Zki[sen(kit)/ cos(k;t") f; (¢ dt'

i=1 " to

—cos(kit)/ sen(k‘it')fi(t’)dt’} sen (irx /L),

to
1
= Z . sen (imz/L) x
i=1
t 9 L
X {sen(kit)/ cos(kit/)z/ f(a' ') sen (iwa'/L)dx'dt’
to 0

—cos(kit) /t sen(k‘it')% /L f(@', ") sen (iwx’/L)dx'dt’] :
0

to

Temos u=0em x =0 e x = L, como esperado. Em t =0,

u(z,0) = Z kl sen (imx/L) X

i=1 "
0 o L

X {—/ sen(kit’)z/ f(2', 1) sen (iﬁx'/L)dx'dt'} .
to 0

Temos u(x,0) = 0 escolhendo ty = 0, logo,

u(z,t) = Z k’i sen (imx/L) X

i=1 "
t 2 L
X {sen(kit)/ cos(kit’)z/ f(a' ") sen (ima'/L)dx'dt’
0 0
t 2 L
—cos(kit)/ sen(kit’)z/ f(@' t") sen (imx’/L)dz'dt’
0 0

Vamos verificar agora que u satisfaz a equacdao diferencial. Calculando as
derivadas de u temos,
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cos (imx /L) x

ou(x,t) (im/L)
ox B ; k;

t 9 L
X {sen(k‘it)/ cos(k‘it’)z/ f(2' 1) sen (ira’ /L)dx'dt/
0 0

t 2 L
—cos(kit)/ sen(kit’)z/ f(2' ") sen (imc’/L)dx’dt’] :
0 0

Pu(w,t) & :
902 = —;Esen (imz /L) X
t 92 L
X {sen(k‘it)/ cos(kit’)z/ f(2' 1) sen (irx’ /L)dx'dt!
tO 2 LO
—cos(kit)/ sen(kit’)z/ f(a', ") sen (iﬂx’/L)dx’dt’] :
0 0
Ju(x,t)

= sen (imx/L) X
¢ L
ks ki, /’ ’ o I dx' dt’
X {cos( t)/o cos(k;t") /o f(a',t") sen (ima'/L)dz'dt
¢ L
—|—Sen(kit)/ sen(/{it’)%/ f(a' t') sen (i?TIB//L)d$Idt/:| :
0 0
—I—; kiz sen (irx/L) X
9 L
X {sen(k’it)cos(kit)z/ f(a',t) sen (irz'/L)da’
, L
—cos(k:it)sen(kit)z/ f(2't) sen (imv’/L)d:L"] ,
0
= Z sen (irx/L) X
i=1
¢ o L
ke ket ) = /7/ ! | L dx' dt’
X [cos( t)/o cos( t)L/D f(a' 1) sen (ima’/L)dx'dt

2

¢ L
-I—sen(k:it)/ sen(kit')z/ f(a' t) sen (iw:p'/L)dx'dt'} :
0 0

14



2
% = Zkl sen (imx/L) X
i=1

t 2 L
B k; ki/_ /’/ i /L) da' dt’
X[ sen( t)/ocos( t)L/O f(a',t") sen (ima’/L)dx'dt
¢ 9 (L
ks kil_ /’/ i /L dx' dt’
+cos( t)/o sen( t)L/O f(' ") sen (irx'/L)dx t]
—i—Z sen (imx/L) X
r 2 L / . / /
X {cos(kit)cos(kit)f/o f(a' t) sen (ira’/L)dx
2 L / . / /
—i—sen(k:it)sen(k:it)z/o f(a',t) sen (irx /L)dm} )
= E:k:Z sen (imx/L) X
i=1
¢ o L
B k; kil_ /’/ ! /L dx dt’
x{ sen( t)/ocos( t)L/O f(a',t") sen (ima’/L)dx'dt
t o (L
ki kq, A /’ / - / L d /d/
+cos( t)/o sen( t)L/O f(' ") sen (irx’/L)dx t}
2 [ IV
+; sen (mx/L)Z/O f(@' t) sen (irx'/L)dx".

Portanto,
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Pu ,0%u
_— U [
ot? 0x?

= Z k; sen (imx/L) X
i=1

¢ L
X [—sen(kit)/ cos(kﬂf’)%/ f(a' ") sen (ima'/L)dx'dt/
0 0
t 2 L
—i—cos(kit)/ sen(kit/)z/ f(@' ¢ sen (imx’ /L)dz'dt’
0 0
9 L
+ ; sen (imc/L)z/o f(2' t) sen (imax’/L)dz’
+0° Z ilsen (imz/L) X
—~ oL
t 92 L
X {sen(k‘it)/ cos(k‘it’)z/ f(a' ") sen (ima'/L)dx'dt’
0 0
t 2 L
—cos(kit)/ sen(kit’)z/ f(@' ") sen (ima’/L)dz'dt'| |
0 0

= Zl sen (’MTI/L)%/O f(a',t) sen (imz'/L)da",
= f(.T, t) ’

como esperado. Notemos que em t =0 temos Ou/0t = 0.
Podemos escrever u em termos de uma func¢ao de Green. Temos,
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1
u(z,t) = 7 s n (irx/L) X
i=1

t 9 L
X {sen(kit)/ cos(k;it’)— f(a',t') sen (ira'/L)dx'dt’
0

¢
—cos(k; t)/ sen(k;t") f ' ") sen (ima /L)dz'dt'| |

_ / / Z—sen (imx/L) sen (ina' /L) %
[sen(k;t) cos(k t') — cos(kit)sen(kit')] f (2, ¢')da'dt’,
_ / / Z—sen (imz/L) sen (ina' /L) x
x sen|k t—t)]f(x t')da'dt’

//Ga:xtt f(2' t"dx'dt’,

com

Gz, a;t,t") = T Z — sen (irx/L) sen (imx' /L) x
xsen[ki(t —t)], ki =wvir/L.
Usamos a relacao trigonométrica,

sen(A+ B) = senAcos B+ cos AsenB,

6. Considere o problema 5 com condigao inicial u(z,0) = ¢(z) e uy(z,0) =
0.

Temos agora, considerando também a solugao da equagao homogénea para
Ui,

ui(t) = cisen(kit) 4+ cacos(k;t)

+%S€n(kit> / | cos(kit") fi(t')dt’

% 0

1 t
—k—cos(kit)/ sen(k;t') fi(t))dt",
i 0

17



com k; =v(im/L) e,

filt) = %/0 f(a',t) sen (ima'/L)dx".

A solucdao u € entao,

u(z,t) = Zuz(t) sen (irx/L),

i=1
= Z sen (imx/L) x
i=1
X [c1sen(k;t) + cocos(k;t)

¢
+kisen(kit)/ cos(k;t") f; () dt'
? 0

1 ' ! Ndt'
—k—cos(kit)/o sen(kt') f;(t')dt

1

Emx=0ex =L temos u=0 como esperado. Calculando du/0t,

o = o) sen im0,

= Z sen (irx/L) X
i=1
X [c1kicos(kit) — cokisen(k;t)

+cos(k:it)/0 cos(kit") f;(t)dt’

+sen(k;t) /t sen(k;t') fi(t)dt’
0

+%sen(kit)cos(/€it)fi(t)

—%cos(kit)sen(kit)fi(t)] :
= Z sen (imx /L) X
i=1
X [c1k;cos(kit) — cokisen(k;t)
+cos(k;t) /t cos(k;t") f; () dt'
0
—f-sen(kl-t)/ sen(kit’)fi(t’)dt/} :
0

18



Emt=0,

ou(x,0) ,
T = ; c1k; sen (imxz/L) .

Portanto u,(x,0) =0 se ¢; = 0, logo,

u(z,t) = Z sen (imx /L) [cacos(k;t)

i=1

1 t
—l—k—sen(kit) / cos(kit") fi(t)dt'
; 0

(2

1 t
~~cos(k, k) ()
k-COS( t)/o sen(k;t") f;(t")dt

7

Emt=0,

u(z,0) = Z co sen (imx/L) = ¢(x).

=1

Temos uma série de Fourier de senos para ¢(z), logo,

L
co = —/ o(x) sen (irx/L) dx .
L Jo
A expansao de p(x) € entao,
2 L
o(x) = Z sen (mx/L)z/ o(2") sen (ima’ /L) da’ .
i=1 0

A solucdo u € assim,

u(z,t) = Z sen (imx/L) X

« {cos(kit)% /0 ¥ (') sen (ima! | I) di’

1 t
+Esen(k:it) / cos(k;t") f; (¢ dt'
' 0

(2

—kicos(kit)/o sen(k:it')fi(t')dt’} , ki=wv(ir/L).

1

19



A solucdo acima satisfaz as condigoes em x =0, x = L et = 0. Calculando
as derivadas de u,

ou(z,t)
ot

= sen (irx/L) X
i=1

X [—kisen(kit)% /OL o(2") sen (ima' /L) dx’
+cos(kit) /t cos(kit") f; (") dt’

0
+sen(k;t) /t sen(k;t') fi(t)dt'

0

—|—%S€n(k’it)005(kit)fi ()

1
_Ecog(kit)sen(kit)fi(t)] )

(2

= Z sen (imx/L) X
X {—kisen(k‘it)%/o (") sen (ima' /L) dx’
—I—cos(k’it)/ cos(k;t") f; () dt’

tsen(kit) /0 sen(hit) fi(t’)dt’} |

Em t = 0 temos u; = 0, como esperado. Prossequindo com o cdlculo das
derivadas,

20



*u(x,t .
% = Z sen (imx/L) X

i=1

2 L
X {—kzizcos(lﬂit)z/ o(2) sen (ima’ /L) da’
0
t
—kisen(k:it)/ cos(kit") fi(t)dt'
0

t
-l-k:z-cos(kit)/ sen(k;t") f;(t")dt'
0

+cos(kit)cos(k;t) f;(t)
+sen(kit)sen(kit) f;(t)] ,

= Z sen (imx/L) X

i=1

2 L
X {—k?cas(kit)z/ () sen (ima’ /L) da’
0
t
—kisen(kit)/ cos(kit") fi(t)dt'
0

+kicos(k;t) /t sen(kit") f;(t)dt'
+/£i(®)] -

Derivando agora em relacdo a x,

21



8ué$x,t) — Z(m/L)cos(iﬂx/L)x

i=1

< {cos(kit)% /0 ¥ o(a!) sen (ima! /L) di’

1 t
—I—k—sen(k,‘it) / cos(kit") f;(t)dt'
i 0

1 t
- k’z ki/ i ,d/ s
k~COS( t)/o sen(k;t") f;(t") t}

(]

2
% = —Z(m/L)2sen(i7rx/L)><
T
i=1
L
X {cos(kit)z/ o(2") sen (ima’ /L) dz’
L Jo
t
—l—lsen(k:it)/ cos(kit") fi(t)dt'
k; 0
t
—kicos(kit)/ sen(k:it’)f,-(t’)dt'} :
i 0
Portanto,
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Pu 0%
—_—— /l} —
ot? O0x?

= Z sen (imx /L) X

9 L
X {—kfcos(k:it)z/ (') sen (ima’ /L) da’
0
¢
—kisen(k‘it)/ cos(k;t") f; (£ dt'
0

+kicos(kit) /t sen(k;t') fi(t")dt’
+/i(1)]
+v? Z(iﬁ/L)2sen (imz /L) X

i=1
L
X {cos(kit)%/o () sen (ima’ /L) da’
1 t
+k—isen(kit)/0 cos(kit") fi(t")dt’
—klcos(kit) /t Sen(kit/)fi(t,)dt/} ,
; 0

)

= Z sen (irx /L) f;(t) = f(z,t),

como esperado. Lembrando que a expansao de f €,

flz,t) = Z fi(t) sen (imz/L),

N IV
= ; sen (zmc/L)Z/O f(a',t) sen (ima’/L)dx",

po1s,

fit) = %/0 f(2',t) sen (ima'/L)dx" .

7. Considere o problema 5 com condigées iniciais u(z,0) = ¢(z) e

ur(z, 0) = ().

Temos, como no problema 6,
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com k; =v(im/L) e,

filt) =

A solucdo u € entao,

u(z,t) =

cisen(kit) + cocos(k;t)

1 t
—I—k—sen(/{;it) / cos(kit") f;(t")dt’
‘ 0

1

1 t
—k—cos(kit)/ sen(k;t') fi(t")dt",
: 0

L
%/0 f(2',t) sen (ima’/L)dx" .

Z w;(t) sen (irx/L),
Z sen (imx/L) X
><_ [c1sen(kit) + cocos(k;t)

1 t
+k—sen(k:it) / cos(k;t") f; (¢ dt'
‘ 0

2

)

1 t
- kl ki/ i /d/
k'cos( t)/o sen(k;t") f;(t")dt

Emxz=0ex =L temosu =0 como esperado. Calculando Ou/0t,
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= Z sen (imx/L) X
i=1
X [c1kicos(kit) — cokisen(k;t)

+cos(kit) /t cos(kit") fi(t)dt’
0

+sen(k;t) /t sen(kit") f;(t")dt'
0

+%sen(kit)cos(/€it)fi(t)

1
_k—icos(k:it)sen(k?it)fi(t)] ,
— Z sen (imx /L) X

X [c1k;cos(kit) — cokisen(k;t)

—I—cos(kit)/o cos(k;t") f; () dt'
+sen(k;t) /t sen(kit’)fi(t’)dt'} :
0

Emt=0,

u(z,0) = Z co sen (irx /L) = p(x),

ou(z,0) : _
Tk chki sen (imrx/L) = ¢(x).

=1

Temos entao séries de Fourier de senos para ¢(x) e (x), logo,

L
co = —/ o(x) sen (imx/L)dz,
L Jo
2 L
ki = z/ Y(x) sen (irx/L) dx.
0
As expansoes de p(x) e P(x) sao entio,
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L

o(x) = Z sen (imx/L)

=1

P(z) = Z sen (imx/L)

(') sen (irx’ /L) da’

J
’

o S

P(2') sen (imx' /L) dx' .

A solucdo u € assim,

u(x,t) = Z sen (imx/L) X

i=1
L
X {sen(kit)kl%/ (2') sen (in'x /L) dx'
i 0
L
—i—cos(kit)%/ (') sen (ima' /L) da’
0
1 t
—i-Esen(kit)/o cos(kit") fi(t)dt'
1 t
—k—cos(k:it)/ sen(kit')fi(t')dt’} , ki=wv(ir/L).
1 0

A solucdao acima satisfaz as condicoes em x =0, x = L et = 0. Calculando
as derivadas de u,
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Ou(x,t)
ot

Emt=0,

ou(z,0

Z sen (imx/L) X
i=1
{k cos(k;t) ——/ (') sen (in'x /L) dx
9 (L
—k; kit)— ! i’ /L) d
sen( t)L/O o(x") sen (irz'/L) dx
+cos(k:it)/ cos(kit") f;(t")dt
0
—l—sen(k:it)/ sen(k;t') fi(t)dt’
0
—i—klsen(kit)cos(kit)fi(t)

%

1
_k_cos(k‘it)sen(kit)fi(t)] g

Z sen (imx/L) X

i=1

X {k cos(k;t) ——/ (2’ sen (in'z/L) dx
L

—kisen(kit)%/o o(x") sen (imz’ /L) d2’

+cos(k;t) /t cos(kit") f;(t")dt
0
+sen(k:it)/0 sen(kit’)fi(t')dt’} :

2 o o (i /
Z sen (mx/L)Z/O (') sen (in'x /L) dx’ = (x),

=1

como esperado. Prossequindo com o cdlculo das derivadas,
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O*u(x,t .
#) = Z sen (imx /L) X

i=1

X [—k-sen(/{-t)2 /L Y(2') sen (in'x /L) da’
(2 (2 L 0
L
—k?cos(kit)%/ o(2) sen (ima’ /L) da’
0
—k;sen(k;t) /t cos(k;t") fi(t)dt’
0

¢
—H{:icos(kit)/ sen(kit") f;(t")dt'
0

+cos(kit)cos(kit) f;(t)
+sen(kit)sen(kit) f;(t)] ,

= Z sen (imx /L) X

i=1
2 L
X [—kisen(/{it)Z/ P(2') sen (in'x /L) dx’
0
9 L
—k?cos(kit)z/ o(2) sen (ima’ /L) da’
0
¢
—kisen(kit)/ cos(k;t") fi(t)dt’
0

+k;cos(k;t) /t sen(kit") f;(t")dt'
+fi(t)] -

Derivando agora em relacao a x,
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Ou(x,t)
Ox

= Y (im/L)cos (imx/L) x

i=1

X [sen (kit) ——/ W(2') sen (in'z/ L) dz
—|—cos(kit)% /O ¥ o) sen (ina /L) di?

1 t
+k—sen(kit)/ cos(kit") f;(t")dt’
0

¢
—klcos(k:it)/ sen(kit/)fi(t/)dt’} :
i 0
O?u(w,t)
O0x?

= —Z(m/L)Qsen(m/L)x
x [sen (kit) ——/ (a') sen (in'z/L) da
+cos(kl-t)% /0 * () sen (ine! /) dif
b sen(ki) /0 cos () (¢t

7

1 ! NP
—k—cos(kit)/o sen(kit)fi(t)dt} .

7

Portanto,
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*u 0%
_— /l) [
ot? 0x?

= Z sen (imx/L) X

X {—k-sen(klt)2 /Lw(:v’) sen (ir'x /L) da'
(2 7 L 0
L
—kfcos(kit)%/ o(x") sen (imz’ /L) d2’
0
—k;sen(k;t) /t cos(kit") f;(t")dt’
0

t
+k;icos(kit)/ sen(k;t") f:(t")dt'
0

+ fi(t)]
+0” > (im/L)*sen (imx/L) x

i=1

X [sen(k:it)kl% /L¢(x’) sen (im'x/L) dz’
il Jo

+cos(kit)% /L () sen (ima’ /L) da!
0

1 t
—i—zsen(kiit)/ cos(kit") fi(t')dt’
0

i

1 t
———cos(k; kit') fu(t)dt'|
k'cos( t)/o sen(k;t") f;(t") t]

1

= Z sen (imx /L) fi(t) = f(z,t),

como esperado.

8. Considere o problema 5 com condi¢oes de contorno constantes u(0,t) =
Uy, U(L,t) = U2.

Temos agora,
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u(z,t) = uzzu1$+u1

—l—Z sen (imx/L) X

x [c1sen(k;t) + cocos(k;t)

1 t
+k—sen(k:,~t) / cos(k;t") f; () dt'
' 0

(2

1 t
—k—cos(k:it)/ sen(kit") f:(thdt'| , k; = vin/L.
i 0

Calculando Ou/0t,

ou(x,t .
(825 ) = ; sen (imx/L) X

X [c1kicos(kit) — cokisen(k;t)

+cos(kit) /t cos(kit") f;(t)dt’
0

+sen(k;t) /t sen(kit") f;(t")dt'
0

—|—%56n(kit)008(kit>fi (t)

)

1
_k—icos(kit)sen(kiﬂfi(t)} ,

= Z sen (irx/L) X
i=1
X [c1k;cos(kit) — cok;isen(k;t)

+cos(k;t) /t cos(k;t") f; (¢ dt'
tsen(kit) / sen(hit) fi(t’)dﬂ |
0

As condicoes de contorno e iniciais nos dao as equagoes,
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u(0,t) = u,

u(L,t) = us,
u(z,0) = 0 z LSS uy + ZCQ sen (imx/L) =0,
i=1
ou(z,0
ugz;, ) = ;clki sen (irx/L) = 0.
Portanto c; = 0 e,
U2 — Uq

7T wm= ZCZ sen (irx/L) .

i=1

Temos uma série de Fourier de senos, logo,

2 [* -
CZZZ/O (-uQLulx—m) sen (imx/L)dx ,

portanto,

2 [* —
= Z sen (im;/L)—/ (—ux' - ul) sen (imz' /L) da’ .
i=1 L Jo L
A solucdo u € entao,

u(z,t) = L2 Z ulx—l—ul
+ sen (imx/L) X

i=1
2 [* —

X [cos(k:it)—/ (_u2 Wy u1> sen (ima’ /L) dz’
L/, L

¢
+klsen(kit)/ cos(k;t") f; () dt’
: 0

)

1 t
—k—cos(kit)/ sen(k:it')fi(t/)dt'} , ki =wuviw/L.
0

1

Calculando Ou/0t,
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ou(z,t) ,
o = ; sen (imx/L) x

2 [* —
X {—k‘isen(kit)z/ (_u2 7 Wy u1> sen (irx’ /L) da'
0

+cos(k;t) /t cos(k;t") fi(t)dt'
0

+sen(k;t) /t sen(k;t") fi(t")dt'
0

+%sen(kit)cos(kit)fi(t)

1
_Ecos(kit)SEN<kit)fi(t>:| )

1

= Z sen (imx/L) X

=1

2 (" —
X {—kisen(k:it)—/ (_u2 el —u1> sen (ima' /L) dz’
L/, L
t
—l—cos(k‘it)/ cos(k;t") fi(t)dt’
0
t
+sen(kit)/ sen(kit’)fi(t’)dt’} .
0
Temos u(0,t) = uy e u(L,t) = us. Emt =0,

Ug — Uy

u(z,0) = 7 etw
—|—Z sen (imx/L) X
i=1
2 [k Uy — U ,
X [z/o <— 2L lx’—u1> sen (imz’ /L) dz'| =0,
Ju(zx,0)
=0
ot ’

como esperado. Vamos verificar agora que u satisfaz a equacdo diferencial.
Calculando as derivadas de u,
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2
% = Z sen (imx/L) X

i=1

2 (" —
X [—k‘?cos(kit)z/ (_u2 Lulx’ —ul) sen (ima' /L) da’
0
t
—kisen(kit)/ cos(kit") fi(t)dt'
0

+k;cos(k;t) /t sen(kit") f;(t")dt'
+cos(kit)cos(k;t) fi(t)
+sen(k;t)sen(k;t) fi(t)] ,

= Z sen (imx/L) X

i=1

2 [* —
X [—k’fcos(kit)z/ (_u2 7 Wy ul) sen (imaz' /L) da’
0

—k;sen(k;t) /t cos(k;t") fi(t)dt'
0

+k;cos(k;t) /t sen(kit") f;(t")dt'
0
+fi()]
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ou Uy — Uy
ox L

+ Z(zﬁr/L)cos (imz/L) X

2 [* —
X {cos(kit)—/ (_u2 My ul) sen (imaz' /L) da’
L/, L

1 t
—l—zsen(kit) / cos(kit") fi(t)dt’
; 0

(3

1 t
——cos(k; kit') fi(t)adt'|
k'cos( t)/o sen(k;t") f;(t') t]

9%u : 2 :
73 = _Z(m/L) sen (imx /L) x
i—1

2 [* —
X lcos(kit)z/ (_UZ - 2 P U1) sen (imz’ /L) da’
) y
—i—zsen(kit)/ cos(k;t") f; (¢ )dt'
i 0

(3

]' ! / (4! /
—Ecos(kit)/o sen(k;t) f;(t )dt] :

Lembremos que k; = vir /L. Portanto,
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Pu 0%
—_—— U —
ot? Ox?

= Z sen (imx/L) X

2 [k —
X {—kfcos(k’it)z/ (_U2 - Y Ul) sen (imx' /L) da’
0
¢
—k:,-sen(kit)/ cos(k;t") f; (¢ dt'
0

t
—l—k:icos(k;it)/ sen(k;t') fi(t)dt’
0

+/i(1)]
+0v? Z(iﬂ/L)Qsen (imz /L) X

2 [* -
X {cos(kit)z/ <_u2 Lulx’ —ul) sen (ima' /L) dz’
0
1 t
—i—k—sen(kit)/ cos(kit") f; (") dt’
/ 0

)

1 t
———cos(k; kat') fi(th)adt'|
k'cas( t)/o sen(k;t') f;(t") t]

(2

— Z sen (mx/L)fz(t) =

Lembrando que a expansao de f €,

flz,t) = Z fi(t) sen (imz/L),

2 L
= Z sen (zmc/L)Z/ f(2',t) sen (imx'/L)dx',
i=1 0
pois,
2 L
fi(t) = Z/ f(2',t) sen (ima'/L)dx" .
0
9. Considere o problema 5 com condigoes de contorno constantes u(0,¢) =

uy, u(L,t) = ug, e condigbes iniciais u(x,0) = ¢(z), u(x,0) = Y(z).
Escrevemos a solugao como,
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u(z,t) = uzzu1$+u1

—l—Z sen (imx/L) X

x [c1sen(k;t) + cocos(k;t)

1 t
+k—sen(k:,~t) / cos(k;t") f; () dt'
' 0

(2

1 t
—k—cos(k:it)/ sen(kit") f:(thdt'| , k; = vin/L.
i 0

Calculando Ou/0t,

ou(x,t .
(825 ) = ; sen (imx/L) X

X [c1kicos(kit) — cokisen(k;t)

+cos(kit) /t cos(kit") f;(t)dt’
0

+sen(k;t) /t sen(kit") f;(t")dt'
0

—|—%56n(kit)008(kit>fi (t)

)

1
_k—icos(kit)sen(kiﬂfi(t)} ,

= Z sen (irx/L) X
i=1
X [c1k;cos(kit) — cok;isen(k;t)

+cos(k;t) /t cos(k;t") f; (¢ dt'
tsen(kit) / sen(hit) fi(t’)dﬂ |
0

As condicoes de contorno e iniciais nos dao as equagoes,
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uw(0,t) = wu,

u(L,t) = ug,
u(z,0) = u22u1x+u1

+ Z casen (irz /L) = p(x),

ou(x,0) : _
o = ;clki sen (imx/L) = ().

As duas ultimas expressoes sao séries de Fourier de senos,

U — U

T ;cgsen (imz /L),

Y(x) = Z c1k; sen (imx /L) ,

i=1

p(z) —

logo,

2 [* —
cy = E/o ((p(x) _ 7 i ul) sen (irx/L)dx,
9 L
ok = —/ Y(x) sen (irz/L)dz .
L Jo
Temos assim as séries,

U — U

L

: 2 [* N U2 — U, - ,

= Zsen (zmc/L)z p(x') — 7% —u ) sen (ima’ /L) da’ |
i=1 0

() = T —uy =

() = Z sen (’i’ﬂ'l’/L)%/o (") sen (imx’ /L) dx’ .

A solucdo fica portanto,
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Uz — U1

L
—l—Z sen (imx/L) X
i=1

u(z,t) T+ uy

X {sen(k:it)kl% /L Y(2') sen (irx' /L) dx'’
i 0

2 [* —
—l—cos(k:it)z/ (gp(x') _ 7 W ul) sen (imz' /L) da’
0

1 t
—l—zsen(k‘it) / cos(kit") fi(t)dt'
; 0

(2

1 t
—k—cos(k’it)/ sen(k‘it')fi(t')dt’} , ki =wvit/L.
i 0

Podemos verificar que u(0,t) = uy e u(L,t) = ug, como esperado. Emt =0,

u(z,0) = u2;u1x+u1

+Z sen (imx/L) X

2 t / Ug — Uy, S /
X[E/o (@(x)—%x—m) sen (irz'/L)dx"| |

como esperado. Calculando Ou/0t,
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ou

ot

Emt=0,

Z sen (imx/L) X

=1

12
{k cos(k;t) k_z/ (2" sen (ira' /L) dx
2 L ’ Ug — Uy / . / /
—k;sen(k;t)— o(r") — ——a" —uy | sen (irx'/L)dx
L/ L
¢
—i—cos(kit)/ cos(k;t') fi(t')dt’
0
t
—l—sen(kit)/ sen(k;t') fi(t")dt’
0

+%S€n(k}it)008(kit)fi(t)

—%cos(kit)sen(k:it)fi(t)} :
Z sen (imx/L) x
i=1
{kz cos(k;t) %%/ (') sen (imx' /L) dx

L
—kisen(kit)%/o (cp(x’) %x’—m) sen (imz’ /L) dz’
+cos(k;t) /t cos(k;t") fi(t)dt’

0

+sen(k;t) /O t sen(k;t") fi(t’)dt’] :

ou(x,0 .
5315 ) = ZZ:; sen (imx/L) X

X E /0 L¢(x') sen (ir2' /L) da'| |
= Y(v),

como esperado. Vamos verificar agora que u satisfaz a equacdo diferencial.

Temos,
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2
% = Z sen (imx/L) X

=1

/0 ’ (') sen (ina’ /L) dz’

| o

X [—kisen(k:it)

—kZ?cos(k;t)

L Ug — Up
(go(x’) -—7 x — u1> sen (irx' /L) da'

o
c\

t

—kisen(kit) | cos(k;t') fi(t)dt’

>~

t

+kicos(kit) | sen(kit") f;(¢")dt'

+cos(kit)cos(k;t) fi(t)
+sen(kit)sen(kit) fi(t)] ,
= Z sen (irx/L) X

S~

o (L
X [—kisen(kit)z/ (x') sen (ima' /L) dz’
0
2 2 [* / Uz — UL .y ,
—k;cos(kit)— p(z') — ——a' —uy | sen (imx'/L)dx
L/, L
¢
—kisen(kit)/ cos(k;t") f; () dt’
0

+kicos(k;t) /t sen(k;t') fi(t")dt’
+/i(#)] -

Calculando as derivadas em relacdo a x,
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ou
ox

0*u
0x?

Assim,

Uy — U

L
+ Z(iﬂ/L)cos (imz /L) X

=1

L
X [sen(kit)ki%/ P(2') sen (ima’ /L) da'’
i 0

—l—cos(k-zf)z ’ (') — B2 Wy ) sen (irx’ /L) dx’
7 L 0 '4 I 1

1 t
—|—k—sen(kit) / cos(kit") f;(t")dt'
‘ 0

7

1 t
——cos(k; kat') fi(t)dt' |
k‘cos( t)/o sen(k;t') f;(t") t}

)

- Z(m/L)%en (imz/L) X

X [sen(kit)ki% /L@D(:B’) sen (irz' /L) dx’
B 0

2 r / Ug — Uy , S, /
+cos(kit)z o(x') — 7% —u ) sen (ima’ /L) dx
0
1 t
+k—sen(kit) / cos(kit") f; (") dt’
' 0

)

1 ! NP
—k—cos(k‘it)/o sen(kit)fi(t)dt} .

7
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Pu 0%

—_—— /l) —

ot? Ox?

= Z sen (irx/L) X
i=1

/O " o) sen (ima! /L) i’

e~ o

X [—/{;isen(k;it)

2 2 [* / U — UL .y ,

—k; cos(k‘it)z o) — —7 % —u ) sen (imx’ /L) dx
0

¢

—kisen(kit) | cos(kit') fi(t")dt’

S—

+kicos(k;t) t sen(k;t') f:(t")dt'
+/i(t)]

+0? Z(M/L)Qsen (imx/L) X

1=1

>~

X [sen (kit) ——/ ¥(x') sen (ima’ /L) dx
L
+COS(kPZt)%/ <Sp(g;/) — %x/ _ Ul) Sen (Z?Tx'/L) dq;/
0
1 t
+k—sen(k;it) /0 cos(k;t") f; () dt'

i

—klicos(kit)/o 8€n<kit/)fi<t/)dt/] ;
= Z sen (imx/L) f;(t) = f(x,t),

=1

como esperado.
10. Considere o problema 5 com as condigoes gerais,

w(0,8) = m(8), u(Lt) = polt),
u(x,()) = 90(1.) ) ut(x’ O) = 77/)(.1‘) :

Escrevemos a solug¢ao como (Tijonov [12], p. 120),

u(z,t) =U(x,t) + V(z,t),

com,
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pa(t) — (1)

Uz, t) = 17 x+ u(t),
A funcao U satisfaz as condigoes,
U(0,t) = m(t),
U(L,t) = M2(t>7
0
U(w,0) = 220 =mO o)
70) —
e, 0) = OO o
As condicoes de contorno para u ficam,
u(0,1) = g (t) + V(0,8) = pu(t)
u(L,t) = pa(t) + V(L 1) = paft)
0 0
(. 0) = ML“” () + V(,0) = o(a).
5(0) — 1 (0 ,
(a0 = OO 4t 0) 4 i 0) = vie).
Portanto, para V' temos,
V(0,t) =0,
V(L,t) =0,
0) — u1(0
V(r.0) = ola) - 200 o),
5(0) — 1 (0 ,
Wi 0) = v(w) ~ 2O, )
Substituindo u na equacgdo diferencial,
Pu 0%
9z Y @—f(%t),
py(t) — pi(t) we o PV S0PV
L x+ul(t>+ atQ v 81‘2 —f(l‘,t)

Portanto V' satisfaz a equacao,
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o’V 0V ") — p(t "
o2 UQW = f(z,t) — Mﬁ — py(t),

com as condigoes acima. Esse problema foi resolvido acima (probl. 7), logo
podemos escrever V. como,

V(z,t) = Z sen (imx/L) X

=1

« {sen(k:it)k%% /0 " (w(x') - qu - ,/1(0)> sen (ina! /L) da!
—i—cos(k:it)% /0

(QO(.%‘/) . #2(0) - :ul(o)
+—sen(k;t) /t cos(k;t") f; (¢ )dt'

~

7 z — ul(O)) sen (ima' /L) da’

o

—cos(ki) /0 sen(kit) f,-(t')dt'] ks = olin/L).

(3

Lembramos que,

a0y~ O 2O, ) = 57 0 sem (ima/ 1),

com,

Fi(t) = % /0 ( Fat) — M@« - ,/;@e)) sen (in2! /L)da .

A solucdo u € portanto,
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u(z,t) = Uz, t)+ V(x,t),
pa(t) — ()

= = ¢ + pa(t)

+Z sen (imx/L) X

12

x {sen(kit)k—iz /0 ’ <¢<x/) - fo - ;/1(0)) sen (irz' /L) o’

+COS(/€¢)%/O (QD(I/) — M&:/ — ,ul(())> sen (irx' /L) da'

1 t
4o sen(ki) / cos(kit') fi(#)dt’
) 0

)

—%cos(kit) /0 sen(kit) fi(t’)dt’} ks = o(in/L).

)

Vamos verificar que a solucdo acima satisfaz as condigcoes iniciais, de con-
torno, e a equacao diferencial. Temos,

u(o?t) = ,U/l(t>7

u(z,0) = MJM-M(O)

—l—Z sen (imx /L) X

x { /0 " ((p(x') - Mf— m(o)) sen (ima’ /L) d2'| |

_ f1a2( ;Ml(o)x+ﬂl(0)

o 12(0) — 111(0)
L

SN

+o(z) z—m(0) = o(z),

como esperado. Calculando agora Ou/Ot,
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Ou(x,t)
ot

Emt=0,

z + p (t)

—i—Z sen (imx/L) X

« {k‘icos(kit)k%% /0 " (¢(x') _ Mz _ ,/1(())) sen (in2! /L) dz’

—kisen(kit)%/o (gp(az’) — Mz’ — u1(0)> sen (imx' /L) da’

+cos(k;t) /t cos(k;t') fi(t)dt’
0

+sen(k;t) /t sen(kit')fi(t’)dt'} ,
0

+%Sen(kit)cos(kit)fi(t)

1
_k_icos(kit)sen<kit)fi(t):| )
) 10, 4 )

+ Zl sen (imxz/L) x
< {kicos(kit)%% /0 ’ (w(x') _ 0 =m0, u;(())) sen (ima! /L) do’
—kl-sen(kit)% /O ’ ((,0(3:') _ 0 =m0, m(())) sen (ina’ /L) dz’
teos(kit) /0 cos (it (¢t

+sen(k;t) /0 t sen(k;t") fi(t’)dt’] .
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du(z,0) p5(0) — p11(0)
ot L

2 ey B0 O, N T
_ /L’z[O)/Ou’F(O)x 1 (0) M )

L
vt - OO ) ),

como esperado. Calculando as demais derivadas de u,
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Pu(z,t) _ ps(t) — pi(t) "

—I—Z sen (imx/L) X

[ (v6) = B0 0 e it 1)

X [—kfsen(kit)—%
(QO(]J/) _ ,u2(0) - Ml(O)

b

o L
—k?cos(kit)z/ z' — ,ul(())) sen (irx' /L) da’
0

kysen(kit) / cos (ki) (£t
0

t
+kl-cos(kit)/ sen(k;t') fi(t")dt’
0

+cos(kit)cos(kit) fi(t)
+sen(kit)sen(kit) fi(1)] ,

”t_ ”t

+Z sen (imx/L) X
/0 (1/1(x’) _ 1(0) = m(0) ;Ma(o)x' - ,u’l(O)> sen (imaz' /L) dz’

2
ki L
—k?cos(k’it)%/o ((p(x') - Mm’ - M1(0)) sen (imz' /L) da’

X {—kfsen(kit)—
¢

—k;isen(k‘it)/ cos(k;t") f; () dt’
0

+kicos(kit) /t sen(k;t') fi(t")dt’
+i(0)] -

As derivadas em relacao a x sao,
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ou

or

0%u
0x?

pa(t) — (1)
L

+ Z(M/L)cos (imz/L) x
X {sen(k t); i / <¢(x') — Mz' — ;/1(0)) sen (irx' /L) dz
+cos(k¢t)%/0 <go(a:’) — Mz" — ul(O)) sen (irx' /L) dx
+kisen(k,-t)/o cos(kit") f; (") dt’

7

1 t
—k—icos(k:it)/o sen(k'it/)fi(t,)dti ’

- _ Z(m/L)Qsen (imx/L) x

« [sen(kit)k%% /O ’ (W') _ 10 =mO) Mg(o)) sen (ina' /L) da’
g ( (o) — 112(0) Z 111(0)

2
+cos( k:-t — x — ,ul(O)) sen (irz' /L) dx

1
+ksenk‘t/cosk‘t fi(t
——cosk:t/

sen(kit") f;(t' }

Substituindo na equacdo diferencial,
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Pu_ a0t

ot? 63:2
_ ey (t) 74 (t)
L

—i—Z sen (imx/L) X

x + (1)

[ k%en(m)kl / (qp(x')—Mx'— M;(o)) sen (in2' /L) do’

2
L
( ~ 12(0) = (0)

—kZcos(k;t) 7 R e pl(())) sen (imz' /L) da’

—k;sen(k;t)

NC\ hlw
Q
S
,“3\
§

+kicos(k;t)

+/i(1)]
+0? Z(m/L)Zsen (imx /L) X

=1

« [sen(k 0 ; i / <¢(g;/) - MQ;— ,/1(0)) sen (ina' /L) dz

+005(kit)%/0 <90($/) — Mf — ,u1(0)> sen (irx’ /L) da'

¢
+kisen(k‘it)/ cos(k;t") f;(t)dt’
{ 0

1 ! / (! /
—k—cos(k’it) /o sen(k;t') f;(t")dt }

7

= IO, ) 4 3 f0)sen e/ 1),

sen(k;t') fi(t")dt’

L
= f(l‘, t) )
como esperado. Lembramos que,
oty — EO I ) = 57 (1) sen (i 1),
i=1

com,
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~ o

s =3 [ (s - OO ) s omat 1yt

Outra forma de resolver o problema € escrever a solu¢do na forma,

u(z,t) = uy(z, t) + us(w, t) + ug(z, t) + ug(z, t),

com as condicoes,

u1(0,8) =0, uz(0,t) = py(t), us(0,t) =0, uy(0,t) =0,
ui(L,t) =0, us(L,t) =0, ug(L,t) = pa(t), w(L,t) =0,
ur(z,0) = @(x), us(z,0) =0, usz(xz,0) =0, uy(z,0)=0
ur(x,0) = (x), uy(x,0) =0, ug(x,0) =0, ug(z,0)=0.

)

11. Determine a solucao u(z,t) da equagao da onda na regiao aberta,

Pu 0%

o =" a2

O<zx<L, 0<t.

As condicgoes inicial e de fronteira sao,

U(O, t) =t (t) ) U(L, t) = ,UQ(t) )
U’(x’O) = 30(37) ) ut(xu O) = w@;) )

que satisfazem as condigoes de conjungao,

90(0) = :ul(o) = U(O, 0) )
©(L) = p2(0) = u(L,0).

Usando o resultado do problema anterior, com f(x,t) =0, temos,
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u(z,t) = Mzﬂh(t)

+Z sen (irx/L) X

12

« {sen(kit)zz /0 ’ <w(ac/) - Mz - MQ(O)) sen (ima' /L) da’

+cos(k,~t)%/0 (gp(x’) — Mf - ,ul(())) sen (irx' /L) dx'

t
+kisen(kit)/ cos(k;t") f; () dt'
: 0

)

—%cos(k;it) /0 sen(kit) fi(t’)dt’} k= v(in/L).

7

Temos agora,

ST ) = 3 0 sem (ima/ 1),

com,

Fi(t) = % /0 ’ <——“l2’(t) E“/f(t) o — u’l’(t)) sen (ima'/L)da

12. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 1.24),

0%u 0%u
—=16—, O0<x<?2, t>0
ot? ox2’ v ’ ’

com as condicoes,

w(0,t) = u(2,t) =0, u(z,0) =6senmr—3sendrz, y(x,0) =0, |u(z,t) <M.

13. Resolva o problema anterior com y(x,0) = f(x), expandindo f(z) em
uma série de senos (Spiegel [7], probl. 1.46).

14. Uma corda de comprimento L esta sobre o eixo z. Em ¢t = 0 a forma
da corda é f(z) e a velocidade inicial é zero. Calcule u(x,t) (Spiegel [7],
probl. 2.32).

15. Uma corda possui extremidades em z = 0 e x = 2. Sendo u(z,0) =
f(z) =0,03z(2 — x) e a velocidade inicial zero, calcule u(z,t).

16. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 2.71),
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o 0
9 =@ =0 0<w<L, >0,
i

com,

uw(0,t) =u(L,t) =0, u(z,0) = f(x), u(x,0)=0, |u(z,t| <M.

17. Considere o problema anterior com u(x,0) = g(x).

18. Uma corda infinita possui deslocamento inicial u(z,0) = f(z). Cal-
cule u(z,t) desprezando a gravidade.

19. Uma corda infinita possui deslocamento inicial u(x,0) = f(z) e
ui(z,0) = g(z). Calcule u(zx,t) desprezando a gravidade (Spiegel [7], probl.
5.50).

20. Considere o problema anterior com a aceleragao da gravidade (Spiegel
[7], probl. 5.51).

21. Mostre que o problema de valores de contorno,

g(m)% = (% [T(x)%] + h(z)u,

w(0,t) = u(L,t) =0, u(x,0)= f(x), uz,0)=0, |u(t,z)] <M,

¢ um problema de Sturm-Liouville. Calcule u(z,t) (Spiegel [7], probl. 3.38).
22. Considere o problema anterior se as condigoes de contorno sao u,(0,t) =
hau(0,t), u,(L,t) = hou(L,t) (Spiegel [7], probl. 3.39).
23. Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl. 3.41),

Pu 0%

o~ ox2
uw(0,t) = uy(L,t) =0, u(z,0) = f(z), w(z,0)=0, |u(z,t) <M.

24. Mostre que y(x,t) = F(2z + 5t) + G(2z — 5t) é uma solucao geral da
equagao (Spiegel [7], probl. 1.14),

0%y 0%y
4—= =25 —= .
ot? 583:2

Encontre uma solucao particular satisfazendo as condigoes,

y(0,1) = y(m,t) =0, y(z,0) = sen 2z, y(z,0) =0.

25. Uma corda em 0 < z < L é deslocada uma distancia h no seu ponto
médio, e entao é solta. Calcule y(z,t) (Spiegel [7], probl. 1.31).
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26. Calcule a solucao do problema,

Py _ 0%

o2 Ox?’

com as condicoes,

y(0,8) =y(5,4) =0, y(2,0) =0, w(z,0)= f(z),

se (a) f(x) = 5sen mz, (b) f(z) = 3sen 27z — 2sen brx (Spiegel [7], probl.
1.44).
27. Calcule u(z,t) em —oco < x < +00, t > 0 com,

ou(z,0)

u(z,0) = h(x), T

=w(z).

Escrevemos a solugcao como,

u(z,t) = /000 dk|ay cos(kz) + ag sen (kx)] x
x [by cos(kvt) + by sen (kvt)] .

A condi¢ao de contorno nos dd,

u(z,0) = h(z)= /000 dklay cos(kx) + ag sen (kz)]by ,

portanto,

== [ hie) coshe.

o0

asby = %/OO h(§) senk&dE .

o0

Usando agora a condi¢ao de contorno para a velocidade inicial,

Ou(z,0)
ot

= w(zr) = /000 dklay cos(kz) + ag sen (kx)]|bokv .

Portanto,

95



ity = [ wlcoshede,

kvrm J_
b= o [ @) senhedg
209 = o 7oow sen .

A solucdo € entao,

/000 dk cos(kx cos(k:vt)jr /OO h(§) cos k&dE

/000 dk cos(kx) sen (k:vt)%l/ w(§) cos k&dE

_|_

/000 dk sen (kx) cos(kvt)% /OO h(§) senk&dE

[e.9]

vT

+/0<>° dk sen (kx)] sen (kvt)kil/oow(f) sen k&d¢ .

28. Calcule u(z,t) em 0 < z < 400, t > 0 com,

w0, = 1), P = (0.

O intervalo para t nao € infinito, que € o intervalo em que precisaremos
expandir as fungoes f(t) e g(t). Escrevemos a entdo a solugdo como,

u(z,t) = / dklay cos(kx) + ag sen (kx)] sen (kvt) .
0
As condicoes de contorno nos dao,

u(0,t) = f(t) = /000 dkay sen (kvt) = %/000 d(kv)ay sen (kvt),

2@ [

= —— dk'ay sen (K't),
0

m2v
Au(0, t > L[~
w®0.) g(t) = / dkask sen (kvt) = —2/ d(kv)as(kv) sen (kvt),
ox 0 v= Jo
2 T o° ’ / /
= 22 ) dk'ask” sen (K't) .
Portanto,
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T o= /0 F(€) senk'ede .

™

2—02a2k3’ /0 g(&) senk'€d¢ |

ou,

_ 2?“ /O " H(€) senkede,

202

az = T ; 9(&) senk'&ds .

A solucao € entao,

u(z,t) = /0 dk cos(kz) sen (k;vt)i—v/o f(&) sen (kv€)dE
+ /OOO dk sen (kx) sen th)/i_;}r /000 g(&) sen (kv&)dE .

29. Calcule u(z,t) em 0 < z < 400, t > 0 com,

Ju(z,0)
ot

u(z,0) = h(z),

Escrevemos a solug¢ao como,

=w(x).

u(z,t) = /000 dk sen (kx)[by cos(kvt) + by sen (kvt)] .

As condicoes de contorno nos dao,

oo 2 oo
u(z,0) = = / dk sen (kx)by = / dk sen(k;x)zbl,
0 T Jo 2
o0 2 o0
9u(w, 0) = / dk sen (kx)bokv = / dk sen (k’ﬂf)zbgkv,
ot 0 T Jo 2

logo,
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™

Sh= [ e sen(repa.

gbgk‘v—/ / ) sen (k€)de ,

b= / " h(e) sen (k€)de

L[ g

u(z,t) = /000 dk sen (kx) cos(k:vt)% /000 h(&) sen (k&)dE

—|—/0 dk sen (kx) sen kvt)wk:v/o / ) sen (k&)d§ .

30. Considere a equacao diferencial,

ou,

A solucdo € entao,

Pu 0%
= v’ — + d’u,

o2 02

no intervalo 0 < x < L, t > 0, com condicoes de contorno nao-homogéneas,

U(O,t) = :ul(t) J U’(L7 t) = N2(t) )

e condigoes iniciais,
u(@,0) = p(z), w(z,0)=g).
31. Encontre a solucao da equacao diferencial,

Pu 0%
—_— =V —
ot? ox?’

no intervalo 0 < x < L, t > 0, com condig¢oes de contorno,

u.(0,t) = h[u(0,t) — 0(t)],
uz(L,t) = —hlu(L,t) — 0(t)],

e condigoes iniciais,
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Considerando F'(z,y)

A equagao (5) fica agora,

—+—+kF=0. (11)
y

Substituindo F(z,y) = X (2)Y (),

X"Y + XY" + kXY =0,

X// Yl/

4k =0

X vy " ’
ou,

Obtemos assim as seguintes equacoes para X e Y,
X"+a?’X =0,
Y+ (k* —a?)Y =0.

As solucoes das equagdes acima sao,

X (z) = ay cos(ax) + ag sen (ax) ,

Y(y) _ bl COS(My) + bQ sen (Iuy) , U= m’ k,‘2 S aQ ’
cy cosh(py) + casenh (puy), p=+va2—k2, k* <a?.

Também podemos escolher a constante de separacao « como,

X// Y//
- o - k'2 — 2 )
X % +a
Obtemos agora,
X" —a’X =0,

Y'+ (K +a®)Y =0,

com solucao,
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X (x) = aq cosh(ax) + ag senh (ax)
Y(y) = bicos(uy) + basen (uy), p* =k* +a®.

Se temos a = 0,

X_// — _Y_// —k*=0,
X Y
e obtemos,
X/l —
Y+ kY =0.

As solucoes das equagoes acima sao,

X(x) =az + as,
Y (y) = by cos(ky) + besen (ky), a=0.
Também podemos ter para o = 0,

X(z) = a; cos(kx) + azsen (kz) ,
Y(y) =by+by, a=0.

A solucao geral é entao, usando o principio de superposicao,
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u(z,y,t) = [ay cos(aux) + ag sen (ax)][by cos(uy) + by sen (uy)] x

c1cos(kvt) + cosen (kvt)], pu=Vk2—a?, k> >a?,
= [ay cos(aux) + ag sen (ax)][by cosh(py) + by senh (uy)] x

X =

ks
Q

x[c cos(kvt) + cosen (kvt)], p= Va2 —k2, k* <a?,

[a1 cosh(ax) + ag senh (ax)][by cos(uy) + by sen (uy)] x

I
M =

[c1 cos(kut) + cosen (kvt)], p? =k* +a?,
[a1x + as][by cos(ky) + besen (ky)] x

X =

-]

x[c1 cos(kvt) + casen (kvt)], a =0,
= Z[al cos(kx) + ag sen (kz)][bry + ba] X
k

X [c1 cos(kvt) + casen (kvt)], a=0. (12)

2 Problemas

1. Uma membrana retangular em 0 < z < a, 0 < y < b com lados fixos,
possui posigao inicial u(z,y,0) = f(z,y) e velocidade inicial zero. Calcule
u(z,y,t) (Spiegel [7], probl. 2.33).

2. Calcule u(z,y,t) em 0 <z < a,0 <y <b,t>0 com,

u(0,y,t) =0, u(a,y,t) =0,
w(z,0,t) =0, u(x,b,t)=0.

A posigao inicial é h(x,y) velocidade inicial é w(zx,y) (Spiegel [7], probl. 2.61;
probl. 2.60 com a =b = 1.
Escrevemos a solugcao como,

u(z,y,t) = Z[al cos(ax) + ag sen (ax)|[by cos(py) + by sen (uy)] x

X [c1 cos(kvt) + ¢ sen (kut)],

p=vVk2—a?, k*>ad?.
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As condicoes de contorno nos dao,

u(0,y,t) =0= Z ay[by cos(py) + by sen (uy)] x
k,a

x [c1 cos(kut) + o sen (kut)],

Z[al cos(aa) 4 as sen (aa)][by cos(py) + by sen (py)] x
><7[01 cos(kut) + cq sen (kut)],

Z[al cos(ax) + ay sen (aux)]by x

k,a

x [c1 cos(kut) + o sen (kut)],

Z[al cos(ax) + ag sen (ax)][by cos(ub) + by sen (ub)] x
><7[cl cos(kut) + cq sen (kut)],

W=V =, K> a’.

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Il
o
I

u(a,y,t)

u(zx,0,1)

I
o
I

Il
o
Il

u(z, b, t)

a1:b1:0,
aa=1m, 1=1,2,...

pib=jm, j=1,2,...

A solucdo fica portanto,

u(z,y,t) = Zang sen (irx/a) sen (jmy/b) X

tj

X [c1 cos(kyjvt) + co sen (kijvt)],

o =im/a, pj=jr/b, i,7=1,2,...

2 2 2 12 2

ki; = pj+ai, k" >a.
Fazendo agora ay = by = 1, ainda temos que determinar c¢; e co. Usando a
posicdo inicial h(z,y) e a velocidade inicial w(x,y),

u(z,y,0) = h(z,y) = Z sen (irx/a) sen (jmy/b)cy ,

ij

= w(z,y) = Z sen (imx/a) sen (jry/b)cok;jv

]

ou(z,y,0)
ot
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As expressoes acima sao expansoes em série de senos de Fourier, logo,

ch sen (irx/a) = %/0 h(z,n) sen(jmn/b)dn ,

2 b
chkijv sen (irx/a) = 5/0 w(zx,n) sen (jmn/b)dn.

Continuando, obtemos,

a b
cv= o | sentims/ayde [ sen Grn/mih(e nan.

" b
1 i Sen(mﬁ/a)dﬁ/ sen (jmn/b)w (&, n)dn .
0

B k?ijl) ab 0

C2

As expansoes de h e w sdo entao,
h(z,y) = Z sen (imx/a) sen (jmy/b) X
ij
4 a b
<oy | senting/ayds [ senimn/eynte. mn.
av Jo 0
w(z,y) = Z sen (imx/a) sen (jmy/b) X

ij

4 [ . b .
<oy | senting/a)de [ sen(imn/pyuté,nan

Se h e w sao constantes hy e wy,
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hy = Z sen (irx/a) sen (jmy/b) X

]
4 a b
XEhO/o sen(mﬁ/a)dﬁ/o sen (jmn/b)dn ,

= Z sen[(2i — 1)wz/a] sen[(25 — 1)wy/b] X
4 2a 2b
e ey - D
wy = Z sen (irx/a) sen (jmy/b) X

X%wo/oa sen(iw{/a)d{/o sen (jmn/b)dn,
= Z sen[(2i — 1)wz/al sen[(27 — 1)wy/b] X

ij

" 4 2a 2b
— W

ab (2 — V) (2j — D’

em que usamos,

2a .,
—, timpar,

| sentinearas =

0, 2par.

Das relagoes acima obtemos,

16 sen|[(2i — 1)mz/a] sen[(2 — 1)my/b] ‘

Pij % — 1 2j — 1

1 =

(13)

A figura 1 mostra um grdfico da funcao acima para alguns termos da série.
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Fig. 1. Grdfico da equagao (13) para os n primeiros termos da série, com
n = 5,10,15,20. Escolhemosa=b=1,y=0,5.
A solucdo € assim,

u(z,y,t) =

Z sen (irx/a) sen (jmy/b) cos(k;jut) x

4 [ . b .
<oy [ sentimg/ayde [ sen(imn/pinte. m

+Z sen (imz/a) sen (jry/b) sen (k;vt) x
ij
14 [ o
wap ) sentime/ade [ sentmn/byuemyn,
o =imfa, pj=gr/b, i,7=1,2,...

kL=l +of, K> af.

X

3. Calcule u(z,y,t) em 0 <z <a, 0 <y <b, t>0 com,
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U(O, Y, t) = fl(y) ’ U(CL,y, t) = f2(y> )
u(z,0,t) = g1(x), wu(z,bt) = go(z).

A posicao inicial é dada por h(z,y) e a velocidade inicial por w(zx,y).
Escrevemos a solugcao como,

u(x,y,t) = ul(x7y7t) + u2($7y7t) + Ug(l‘,y,t) + U4($,y,t) )

com as condicoes de contorno,

u1(0,y,t) = fi(y)
uz(a,y,t) = fa(y) ,
ug(z,0,t) = g1(z),
ug(x,b,t) = go(x),

e ui(a,y,0) = 0 etc. Consideramos as condi¢oes iniciais satisfeitas apenas
POT U7.
(a) Cadlculo de u;.

Escrevemos up como,

ur(z,y,t) = ue(x,y)+ Z[al cos(ar) + ag sen (ax)| X
k,a

X [b1 cos(py) + by sen (uy)] x
X [c1 cos(kvt) + ¢ sen (kut)],

w=vVk2—a?, k?>a?,

em que u, € a solucdo da equacdo estaciondria, a equac¢ao de Laplace. As
condicoes de contorno nos dao,
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un(0,5,8) = f1(y) = ue(0,y) + D ar[by cos(pry) + by sen (uy)] x
k,a

X [c1 cos(kvt) + co sen (kvt)],
ur(a,y,t) = 0=uc(a,y)+ Z[al cos(aa) + as sen (aa)] x
k,a
X [by cos(py) + be sen (uy)] x
X [c1 cos(kvt) + ¢ sen (kut)],
uy(z,0,t) = 0=wuc(z,0)+ Z[al cos(ax) + az sen (ax)|by X
k,a
X [c1 cos(kvt) + ¢ sen (kut)],
ur(z,b,t) = 0=ue(z,b)+ Z[al cos(ax) + ay sen (ax)] X
k,a
X [by cos(pb) + by sen (b)) x
X [c1 cos(kvt) + o sen (kvt)],

pw=vVk?2—a?, k*>a?.

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

(llzbl:(),
qa=1m, 1=1,2, ...

pib=gm, j=1,2...

A condigoes acima ficam entao,

Si(y) = ue(0,y),
0= ue(a,y),
0 = ue(z,0),
0 = uc(z,b).

A solucdo vy fica entao,

ur(z,y,t) = ue(x,y)+ Z ashy sen (imx/a) sen (jmy/b) X
ij
X [c1 cos(kijvt) + co sen (ki ut)],
1t ol =k, kK >a?.
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Usando agora as condigoes iniciais temos,

Ul(%?%o) = h(x7y)7
= Ue(x,y) + Z asbecy sen (imx/a) sen (jmy/b) ,
]
aul(x7y70) _
at - U)(I,y),

= Z asbocokijv sen (imz/a) sen (jmy/b) .

ij

Temos séries duplas de Fourier de senos, logo,

Zagbgcl sen (irx/a) = %/0 [h(z,m) — ue(x,n)] sen (jmn/b)dn,

2 b
Zagbg@kijv sen (irx/a) = 5/ w(z,n) sen(jmn/b)dn .

Prosseguindo,

2 a
ashycy = 5/ d¢ sen (im€/a) x
0

b
< [ Iem = u(emlsen (i)
asbacokijv = g/oa d¢ sen (im€/a) x

b
X% /O w(&,n) sen (jmn/b)dn .

Portanto,
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h(z,y) — uc(z,y) = Z sen (irx/a) sen (jmy/b) X

x%/oa d¢ sen (im/a) X
[ e = wulen) sen Gy,

w(x,y) = Z sen (irx/a) sen (jmy/b) X

ij

x%/oa d¢ sen (im€/a) X

2 [° .
Xg/o w(&,n) sen (jmn/b)dn

Se h — u, e w sao constantes hy e wy,
hy = Z sen (imx/a) sen(jmy/b) X
]
2 [ , 2 [ ,
x— [ désen(in&/a)= [ hosen(jmn/b)dn,
@ Jo b Jo

wy = Z sen (irx/a) sen (jmy/b) X

ij
2 [ , 2 [ ,

x— [ désen(in€/a)= [ wqsen(jmn/b)dn,
@ Jo b Jo

ou,

16 sen|[(2i — 1)wx/a) sen|(25 — 1)my/b| "
2 2i—1 27 —1

1_62 sen|(2i — 1)wx/al sen[(25 — 1)my/b]
21 —1 27 —1

Y

em que usamos,

a 2a .,
/ sen (iné/a)dé = { in’ LAt
0 0, 2par.
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As expressoes acima concordam com (13).
A solugao fica entao,

u (2, y,t) = ue(z,y)
+ Z sen (irx/a) sen (jmy/b) cos(k;jut) x
xg /Oadf sen (imé/a) x
b
< [ e = u(em]sen /).
+ Z sen (imxz/a) sen (jmy/b) sen (k;jut) X

! g/aclfsen(mf/a) X

kijva Jo

2 b .
Xg/o w(&,n) sen (jmn/b)dn,

W+ ol =k, K >a’

X

Seh=w=0,

ul(xayat) = ue<m7y)
- Z sen (imz/a) sen (jmy/b) cos(kijut) X
ij
a b
<= [ dgsenting/a)g [l sen e/t

1+ ol =k, kK >a?.

Emt =0 o lado direito da expressao acima se anula, como deve ser se temos
h =0. Para o cdlculo de us, etc. procedemos de forma andloga.
4. Calcule u(z,y,t) em 0 <z < a,0 <y <b, t>0 com,

U(O’y7t) = fl(yu t) ) U(CL, Y, t) = f2(y7t) ;
u(z,0,t) = g1(z,t), u(z,b,t) = go(x,t).

A posicao inicial é dada por h(z,y) e a velocidade inicial por w(zx,y).
Escrevemos a solugcao como,
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u(x,y,t) = ul(x7y7t) + UQ(.%',y,t) + Ug(l‘,y,t) + u4(x,y,t) )

com as condicoes de contorno,

e ui(a,y,t) =0 etc. Supomos também,

Ouq(x,y,0
ul(xay70) = h([L’,y) ) % = U)(ZL’,y) )
com uz(x,y,0) =0, ete.
(a) Cdlculo de u;.
FEscrevemos uy como,
ur(z,y,t) = Z[al cos(ar) + ag sen (ax)|[by cos(uy) + by sen (uy)] X

k,«
x[c; cos(kvt) + co sen (kvt)], pu=Vk?—a?, k*>a’.

Agora nao escrevemos o termo u, porque as condicoes de contorno dependem
do tempo. Temos,

w(0,y,8) = fily,t) =Y aslby cos(uy) + by sen (uy)] x
k,a

x[c1 cos(kut) + co sen (kut)],

u(a,y,t) = 0= Z[al cos(aa) + ap sen (aa)][by cos(uy) + by sen (uy)] x
x[c1 c;)s(kvt) + ca sen (kvt)],

uy(z,0,t) = 0= Z[al cos(ax) + ag sen (ax)|by x

k,a

x[c1 cos(kut) + co sen (kut)],

0= Z[al cos(ax) + ag sen (ax)][by cos(ub) + by sen (ub)] x

X [y c;)s(kvt) + ¢ sen (kvt)],

pw=vVk2—a?, k?*>a’.

Uy (l’, ba t)
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Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

a2:b1:0a
wb=1im, 1=1,2,...
aja=(2j—n/2 j=1,2,...

A condigao para fi fica entao, fazendo a; = by =1,

fily,t) = Z sen (imy/b)[c1 cos(k;jvt) + o sen (kijvt)],
ij
k?j:u?qLa?, k> a?,

e a solugao €,

u(z,y,t) = Zcos(ozjx)sen(,uiy)x
ij

X [c1 cos(kyjvt) 4 o sen (kijut)],

2. 2
p =k — a3, k*>a”.

Emt=0,

u(z,y,0) = hz,y) = Zcos(ajx) sen (imy/b)ey
ij

= w(zr,y) = Zcos(ajx) sen (imy/b)cakijv,
ij

2 2 2 2 2

6“1 (ZE, Y, 0)
ot

portanto,

/0 sen (imn/b)h(xz,n)dn,

N ]

Z c1 cos(ox) =
J
o b
ZCQkijU cos(a;x) = 5/ sen (imn/b)w(x,n)dn .
- 0
j

Os coeficientes das expansoes acima sao,
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_/ e cos(ozzﬁ)% /O sen (imn/b)w (&, n)dn .

kqva J,

A expansao de fy fica entao,

fily,t) = Z sen (1my /b) cos(k;;vt) x

ij
a b
< [ dgcostas)F [ sentim/nce.min
+ Z sen (imy/b) sen (k;vt) X
ij

1 g/oa d{cos(ajf)%/ob sen (imn/b)w(&,n)dn ,

k’,‘jv a
B = 2402, k2> a?)

X

Notemos que fi, h e w ndo sao completamente arbitrdrias, como no problema
anterior.
A solugao €,

uy(z,y,t) = Zcos(aj:v) sen (p;y) cos(k;jut) x
j

a b
Xg/o dgcos(ajg)%/o sen (imn/b)h(&,n)dn ,

a

+ Z cos(a;x) sen (wy) sen (kijut) x
ij
12 [ 2 [°

oo [ decostane)g [ sentimnutenan.

g+ of =k, K >a’.

X

5. Determine u(t,x,y) para os seguintes problemas:
(a)
Pu 0%

WZU @‘i‘f(xay),

73



(b)

a2 Vo T
com « constante,
(c)
Pu  ,Pu
oz~ Ve T

com « constante e,

6. Determine u(t,x,y) para os seguintes problemas:

(a)

d*u 0%u
e UQ@ + f(t,z,y),
(b)
Pu 0%,
o2 Vot
com « constante,
(c)
Pu L 0Pu
W W + a’u s

com « constante e,

Considerando F(z,y, z)
A equagao (5) fica,

d*F  d*F  d*F

KF=0.
dz? * dy? * dz? *
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Substituindo F(z,y, z) = X (2)Y (y)Z(z),

X'YZ+XY"Z4+XYZ"+kEXYZ =0,

X// Yl/ Z//
A SR Ay %
x vtz " ’
ou,
X// Yl/ Z/l
- _:___k2:_ 2'
Xy 7 @

Obtemos assim a seguinte equacgao para Z,

7"+ (k* - a®)Z =0.
Para X e Y obtemos,

X// Y// 9

JR— —_— = —(

X Y ’

X// Y// 9 9
Xy e

e as equacoes para X e Y sao,

X"+ 12X =0,
Y+ (o = p?)Y = 0.

As solucoes X, Y, Z sao portanto,

X(z) = a;y cos(puz) + ag sen (uz) ,

Y(y) = by cos(By) + basen (By), f2=a*—pu?>0,
V= c1 cosh(By) + casenh (By), 8% =pu?—a? >0,

Z( dy cos(yz) + dysen (v2), V¥ =k*—a? >0,
Z) =
ej cosh(yz) +egsenh (y2), 72 =a?—k*>0.

Também podemos ter,

X// Y// Z//
- = k2 — 2 ]
Xy 7 ta
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A equagao para Z agora é,

7"+ (K +a*)Z =0.
Para X e Y obtemos,

XY

X Ty -
X// 9 Y// 9
X YT Ty o

Portanto,

As solugoes sao entao,

X (z) = ay cosh(fx) + azsenh (Sz) , BQ =a?+ /ﬁ ’
Y (y) = by cos(py) + basen (uy) ,
Z(z) = ¢ cos(yz) + casen (yz2) , 72 = k21 a2,

Outra possibilidade é escrevermos,

Y// X// Z//
— = - = k= +a?.
Y X  Z o
A equacao para Y é assim,
Y —a%Y =0.
Para X temos,
X// I
—7—]{2:4—0(2"—7:"‘#2,
X//

e para Z,
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Portanto,

X (z) = aj cos(Bx) + agsen (Bz), B*=pu® +k?,

Y (y) = by cosh(ay) + by senh (ay) ,

2(2) = {01 cos(yz) + ezsen (vz), 2 =a*—pu? >0,
dy cosh(0z) + dysenh (6z), v =p?>—a?>0.

(17)
Escrevendo agora,
Y// X// Z// 9 5
Y- x 7z P
X// 9 "
o . k,Q — 2
X  “TZz7 e
Z/l
7:—u2—k2+a2,
obtemos as equacoes,
X" — 12X =0,
Y +a’Y =0,
7"+ (> +k*—a®)Z =0.
As solucoes sao portanto,
X(z) = ay cosh(ux) + agsenh (ux) ,
Y (y) = by cos(ay) + by sen (ay) ,
2(2) = c1cos(fz) +casen (Bz), 2=p2+k*—a?>0
dycosh(Bz) + dysenh (B2), B*=a*—pu?>—k*>0,
(18)

Por fim, escrevemos,
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X// Y// Z//
—+ o+ =+k =0,

X Y Z
X// Y// Z//
Xy 7z et
Y// Z//
7:—7—k2—a2:+u2,
Z//
7:_14:2_(%2_#27

ou,
X"—a’X =0,
Y — 1i2Y =0,

7"+ (K +o*+p*)Z =0.

A solucao é entao,

X(z) = a; cosh(ax) + ag senh (ax) ,
Y (y) = by cosh(uy) + bz senh (uy)
Z(2) = c1cos(Bz) + casen (Bz), B2 =Kk +a*+pu*>>0.

3 Problemas
1. Calcule u(z,y,2,t) em 0 <x <a,0<y<b, 0<z<c, t>0com,
u(0,y,2,t) =0, u(a,y,z,t)

w(z,0,2,t) =0, u(x,b,z,t)
uw(z,y,0,t) =0, u(x,0,c,t)

0,
0,
0.

A posicao inicial é wy(x,y, z) e a velocidade inicial é ws(z,y, 2).
2. Calcule u(z,y,z,t) em 0 <x <a,0<y<b 0<z<c t>0com,

u<0ay72at) :fl(y7z>7 u(a7yvz7t):f2(yaz)v
w(z,0,2,t) = g1(x, 2), ul(x,b,zt) = go(z,2),
u(x,y,O,t) = hl(ﬂf,y) ) U,(ZE,y,C, t) = hg(fﬁ,y) .
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A posicao inicial é wy(x,y, z) e a velocidade inicial é ws(z,y, 2).
Escrevemos a solugdo como uma soma,

U = Uy + U + Uz + Uy + U5 + Ug,

com as condicoes de contorno em t =0,

u (0,y,2,t) = fi(y, z),
uz(a,y, z,t) = fa(y, 2),
us(,0,2,t) = gi(z, 2),
ug(z,b,2,t) = g2(x, 2)
us(z,y,0,t) = hi(z,y),
ug(z,y,c,t) = ho(z,9y) .

Nas outras faces as funcoes u; se anulam. Consideramos as condigoes iniciais
satisfeitas por u;.

(a) Cdlculo de u;.

Escrevemos a solugao como,

u(z,y,2,t) = ue(x,y,2)+ Z [a1 cos(px) + ag sen (ux)] x
koo,

X [by cos(By) + be sen (By)] x
x[c1 cos(yz) 4 ¢ sen (vz)][dy cos(kvt) + dy sen (kvt)],
BP=a? -2 >0, =k —-a*>>0.

As condicoes de contorno nos dao,
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w(0,y,2,t) = fi(y,2) =u(0,y,2) + Z ay[by cos(By) + by sen (By)] x

k,a,p
X [c1 cos(yz) + cg sen (yz)] X
X [dy cos(kuvt) + dy sen (kut)],

u(a,y,z,t) = 0=uc(a,y,z)+ Z [ay cos(pa) + ag sen (pa)] x
k.o,

x[b1 cos(By) + by sen (By)] x
X [c1 cos(yz) + ¢ sen (y2)] X
X |dy cos(kvt) + da sen (kvt)],
ur(z,0,2,t) = 0=1wu(x,0,z2)+ Z [a1 cos(px) + ag sen (puz)]by x
ko
X [c1 cos(vz) + ¢a sen(yz)] X
X [dy cos(kuvt) + dy sen (kut)],
ur(z,b,2,t) = 0=u(x,b,z)+ Z [ay cos(ux) + ag sen (ux)] x
ko, p
X [by cos(Bb) + by sen (Bb)] x
X [c1 cos(yz) + ¢a sen(yz)] X
X |dy cos(kvt) + dy sen (kvt)],
ur(z,y,0,t) = 0=uwu(z,y,0)+ Z [ay cos(

k,o,p

X [by cos(By) + be sen (By)]cy x
X [dy cos(kuvt) + dy sen (kut)],

u(z,y,ct) = 0=u.(z,y,c)+ Z lay cos(uz) + ag sen (ux)] x
ko,

x[by cos(By) + bz sen (By)] X

X [c1 cos(ye) + ¢ sen (ye)] x

x[dy cos(kut) + dy sen (kvt)],
BFr=a®—12>0, ¥*=k—-a*>>0,

px) + ag sen (ux)] x

* koK

Satisfazemos as equagoes acima escolhendo,
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by =ci=ay=dy =0,
d=1,
wa= (2i—O)m/2, i=1,2,...

Bib=jm, j=12,...
ye=Ilr, 1=1,2,...

A condicao para fi fica,
fily,z) = Z arbycady sen (jmy/b) sen(lmz/c),
ji
,6?2&2—,u?>0, =k —a*>0,

portanto,

Zalengl sen (jry/b) = %/OC fi(y,n) sen(lmn/c)dn .

J

A expressao acima € outra expansao em série de senos, logo,

b c
arbycad; = bic/ Sen(jwf/b)df/ sen(lmn/c) fi(y,n)dn .
0 0

A expansao para fi € assim,

fily,z) = Z sen(jmy/b) sen(Irz/c) x

il

4 [P ¢
on [ sentime /e [ senmnfers v,
0 0

B =a® =} >0, 9 =k —a’>0,
pi = (20 — )w/2a, B;=jm/b,
yv=lIn/c, i,5,l=1,2,...

A solucdo uy € entao,
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w(z,y, 2,t) = Z cos|(2i — 1)mx/2a] sen (jmy/b) sen (Irz/c) cos(kut) x

4 b . c
<o | sentime/oyde [ senim/e) iy, n)dn.
0 0
Bf:a2—uf>0, M=k -a*>0,
wi = (2i—)w/2a, B;=jm/b,
=ln/c, i,5,l=1,2,...

Para calcular us ete. sequimos um procedimento andlogo.
3. Calcule u(z,y,z,t) em 0 <z <a,0<y<b, 0<z<ec t>0com,

U(O,y,Z,t):f1<y,Z t)? u(a,y,z,t):fz(y,z t)
u(z,0,2,t) = gi(x, 2,t), u(x,b,z,t) =gz, z,1),
u(z,y,0,t) = hi(x,y,t), u(z,y,ct) = ha(x,y,t).

A posicao inicial é wy(x,y, z) e a velocidade inicial é ws(z,y, 2).
4. Calcule u(z,y,2,t) em 0 < z < a, t > 0 com,

ou(z,y, z,0)

u(z,y,2,0) = h(z,y, 2), r =w(z,y,z2).

5. Calcule u(z,y, z,t) em —oo0 < z,y,2z < +00, t > 0 com,

ou(zx,y, z,0
U(x7y7270) = f(x7y7z)7 % :g(xay7z>

Escrevemos a solugao, usando o principio da superposicao,

u(z,y, z,t) /dk‘/ da/ dp X

X [ay cos(px) + ag sen (px)]

X [b1 cos(By) + by sen (By)] x

X [c1 cos(yz) + co sen (yz)][dy cos(kvt) + dg sen (kut)],
F=a?—pu>>0, ¥*=k—-a>>0.

Podemos integrar em vez de somar porque as varidveis x,y, z variam de —oo
a +0o. As condigoes de contorno ficam,
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u(z,y,2,0) = f(x,y,z):/ooodk/oooda/ooodux
(

du(@,y,2,0) _ g(x,y72):/ dk/ da/ o
ot 0 ’ .

x[by cos(By)
(v2)

X [c1 cos(yz) 4 ¢ sen (vz)]dokv .

Como nao temos nenhuma outra informacao, escolhemos a; = by = ¢y = 0,

u(z,y,2,0) = f(z,y,z / k/ da/ dp X
0

X asbycad; sen pw) sen By sen (yz)

ot o

X(Igbgngzk‘U sen ,ux sen (By) sen (

Considerando primeiro a integral em p, escrevemos as equagoes acima como,

2
flz,y,2) = —/ du sen ,ux/ dk:/ da x
T Jo

xgagbg@dl sen (By) sen (vz)

2 o0
g(x,y,z) = %/ dp sen ,ux/ dk‘/ da X
0

X gaQbQCQkoU sen (By) sen (yz),

portanto,

/Ooo dk /OOO daga2b262d1 sen (By) sen(yz) =
- /0 f(ﬁ’y7z> Sen(,ug)dg'
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Como,

== pu>>0, Y=k —-a>>0,

as integrais em k e o nao sao triviais.
6. Determine u(t, x,y, z) para os seguintes problemas:

(a)

0%u
W = UQVQU + f(.fl?,y,Z) )
(b) .
8—;; = v*V2u +a?,
com « constante,
(© .
a—tg = 0?V? + d*u,

com « constante e,

7. Determine u(t, x,y, z) para os seguintes problemas:

(a) 62 82
u u
w 202@ +f(t,l',y,2),

(b)

com « constante,

(c)

com « constante e,
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u(t,0,y,2) = u(t,y,z), ult,a,y z) = pat,y, 2),
u(t,z,0,2) =uv(t,z,2), ult,z,b,2)=ws(t,z,2),
u(t,z,y,0) = m(t,z,y), ult,z,y,c) =mnt z,y)
w(0,2,y,2) = p(x,y,2), w(0,2,y,2) =P(z,y,2).

4 Apéndice

1. Série de Fourier

fz) = % + i[am cos(mrmx /L) + by, sen (mmx/L)],
m=1
ag 1 L
E:ﬁ/_Lf(:z:)da:,
Ay = %/_LL f(z) cos(mmz/L)dx,
L
by = %/Lf(x)sen (mrx/L)dx, m=0,1,2,...

2. Série de Fourier de senos

f(z)= ij sen (jmz/L),

bj = %/0 f(x)sen (jrz/L)dz.

3. Série de Fourier de cosenos

f(z) = % + Zaj cos (jrz/L),

=1

aj; = %/0 f(z)cos (jrx/L) dx .

4. Série de Fourier dupla




nmwy
—Zdxdy .
sen I, xdy

4 i ple mnx
B = —/ / x,y) sen
L) f(z,y) I,

5. Série de Fourier tripla

Imx mmy nwz
= By sen — se sen —
flz,y,2) > " B sen 7, Sen g sen

L1 Lo Ls l
Binn = 1 L2 » / / Fz,y, 2 )senﬂsen mey sen nL—dedydz.

6.

/Sen(iﬂf/a)dfz i P
0 0, ipar.
7.
_lsen(a+b)z  1sen(a—bx
/cosax cosbr dr = 5 atl 5 01 ,
L
L Lsen[(i + j)mx/L] 1sen|(i — j)wx/L]
cos(imx/L) cos(jrx/L)dr = = — = — ;
[ otima/ 1y costima/ e = GRS 4 R .
0, i#7,
L =y
L
L Lsen[(i+ j)mxz/L] 1sen[(i— j)mx/L]
/L irx/L)dr = = -
/0 cos(imx/L) cos(jma/L) dx > (i /L > (i = /L O,
_ )0 i# g,
L/2 i=7.

Lsen(a—b)xz 1lsen(a+bx
2 a—b 2 a+b

?

/ sen ax sen bxr dr =
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L , _ _ lsen[(i—j)mx/L]  1sen[(i+j)mx/L] "
/_L sen (imx/L) sen (jrx/L)dxr = > (i = /L > it )r/L y
_ fo,i#d.
-\ L. i=j,
1 sen [(z —j)mx/L]  1sen[(i+ j)mz/L] -

Y

| sen ey sen Gy = G2 TR SR

2
0, i#7,
L2, i=7j.

9.
1 b 1 —b
/ sen ax cos bxr dr = _écosgaj—b )z §COSC(LQ_ 2 )z .
: cos[(i + j)me/L)  Leos|(i— j)ma/L]|
/ sen (imx/L) cos (jmx/L)dx = Sl G D 7 F il D
) 2 (i+j)n/L 2 (i—j)n/L .,

= 0,

Lo |  Tcosl(i+ j)ma/L)  1eos[(i — j)ma/L)|
/0 sen (imx/L) cos (jmx/L)dx = 2 Gt )r/L > - /L
1—(=1)" N 1—(=1)"
- {2(@ Y/ 20— j)n/L
0, i=j.

?

, 1F T,

10.

——_, tpar,

LQ
L +—, iimpar,
/xsen (imz/L)dx = |
0

= (-1 i+1
By,



sen ar T Cosax
rsen axr dr = o — .

a a
11.
2L sen (imx /L) ,
==y — L 2(-1)* 0<a<L.
12.
4 (20 — V)7 /L
:_Zsen i W$/],O<:U<L.
T 21— 1
=1
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