8 - Equilibrio entre fases
ou espécies quimicas

Os ultimos capitulos elaboraram tanto os aspectos macroscépicos quanto
microscopicos da teoria basica do capitulo 3. Estamos portanto prepara-
dos para usar esta teoria na discussao de um nimero de situagoes fisicas
importantes. Até agora temos tratado quase exclusivamente com sistemas
consistindo de um tnico “componente” (um tnico tipo de moécula ou espécie
quimica) e uma tnica “fase” (um tnico estado de agregacao espacialmente ho-
mogeéneo). Mas as situagdes de maior interesse sdo muitas vezes mais compli-
cadas. Por exemplo, podemos estar interessados em um sistema de um tnico
componente consistindo de diversas fases (como gelo e dgua em equilibrio,
ou um liquido e seu vapor em equilibrio). Alternativamente, podemos estar
interessados em um sistema de uma tnica fase consistindo de varios compo-
nentes (como um gas consistindo de vérios tipos de moléculas que podem rea-
gir quimicamente umas com as outras). Ou, no caso de maior generalidade,
podemos estar interessados em sistemas consistindo de varios componentes
em varias fases.

Neste capitulo mostraremos como sistemas mais complicados podem ser
tratados pelos métodos da termodinamica estatistica. A maioria das nos-
sas consideracoes serao independentes de qualquer modelo microscopico, e
levarao a um numero de resultados bastante gerais. Esses resultados serao
uteis para estabelecer importantes relagoes entre quantidades macroscopicas,
e em fornecer pontos de partida convenientes para cdlculos microscopicos de-
talhados. Vamos examinar as condigoes de equilibrio para sistemas em varias
situacoes fisicas.

1 Sistema isolado

Consideremos um sistema A termicamente isolado. Da nossa discussao no
capitulo 3, como resumido na segunda lei da termodinamica, sabemos que
qualquer processo espontaneo ¢ tal que a entropia do sistema tende a crescer.
Em termos estatisticos isso significa que o sistema tende a se aproximar de
uma situacao de probabilidade intrinseca maior. Em qualquer processo desse
tipo a variagao espontanea da entropia satisfaz entao a condigao,

AS > 0. (1)

Segue que se uma situacao de equilibrio estavel é atingida, em que nenhum
processo espontaneo posterior ocorre, além das flutuagoes aleatorias sempre
presentes, entao essa é uma situagao em que S é maximo. Isto é, é a situacao



mais provavel para o sistema, sujeito a dados vinculos. Podemos portanto
fazer a seguinte afirmacao,

Para um sistema termicamente isolado, a situacao de equilibrio estavel é
caracterizada pelo fato de que,

S = maximo. (2)

Isso significa que, se nos afastamos da situacao em que S = 5,4, entao para
qualquer pequeno afastamento dessa situagao de equilibrio, S nao varia, pois
dS = 0 para um extremo, mas para grandes afastamentos S deve diminuir.
Isto é, a mudanca da entropia A,,S medida de uma situacao de equilibrio
estavel é tal que,

ApS =S — Spas < 0. (3)

Exemplo 1. Vamos ilustrar a situagao esquematicamente (fig. 1). Supo-
mos que o sistema é caracterizado por um parametro y (ou para varios outros
parametros) que pode variar. Por exemplo, o sistema pode consistir de dgua
e gelo, e y pode denotar a concentracao relativa de gelo. Entao o ponto a no
diagrama corresponde a um maximo de S, e a situagao de equilibrio estavel
do sistema corresponde a um ajuste do parametro y até que o valor y, seja
atingido. Aqui S atinge seu maximo absoluto, de modo que essa corresponde
a uma situacao de estabilidade absoluta.
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Fig. 1. Diagrama ilustrando a dependéncia da entropia S de um parametro
Y.

Exemplo 2. Uma situagao mais complicada ¢ ilustrada esquematica-
mente na figura 2. Aqui o ponto a corresponde a um maximo local de S.
Portanto nao hé processo espontaneo possivel em que y se afaste do valor y,



por pequenas variagoes. Esse valor de y corresponde entao a uma situacao de
equilibrio relativo, ou equilibrio metaestavel. Por outro lado, é possivel que
por um perturbagao maior o parametro y possa atingir um valor na regiao
proxima a 1. Entao ele tende a se aproximar do valor ¥, onde a entropia S
possui seu maximo absoluto. O ponto b entao representa uma situacao de
equilibrio estavel absoluto.
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Fig. 2. Diagrama ilustrando a dependéncia da entropia S de um parametro
y, quando existe a possibilidade de equilibrio metaestavel.

Em um sistema termicamente isolado do tipo discutido, a primeira lei da
termodinamica implica em,

Q=0=W+AF, (4)
ou,

W =-AE. (5)
Se os parametros externos do sistema, como o volume, sao fixos, entao
nenhum trabalho ¢é feito e,

E = constante, (6)

enquanto S tende a um valor maximo de acordo com (2).

O argumento levando a (2) pode ser colocado em termos estatisticos mais
explicitos. Supomos que um sistema isolado é descrito pelo parametro y, ou
por varios outros parametros, de modo que sua energia total é constante. Seja
Q(y) o ntimero de estados acessiveis ao sistema quanto o parametro possui um
valor dado entre y e y 4+ dy, dy sendo um intervalo fixo pequeno. A entropia
correspondente do sistema é entdo, por definigao, S(y) = kIlnQ(y). Se o
parametro y € livre para variar, entao o postulado estatistico fundamental



afirma que em uma situagao de equilibrio a probabilidade P(y) de encontrar
o sistema com o parametro entre y e y + dy é dada por,

P(y) < Qy) = e"W/k, (7)

A equacdo (7) mostra explicitamente que se y é deixado livre para se
ajustar, ele tenderd para uma valor § onde P(y) é méximo, isto é, onde
S(y) é méximo. Em equilibrio a probabilidade relativa de ocorréncia de uma
flutuagao onde y # 7 é entao dada por (7) como,

@ — eAmS/k 7 (8)
Pmam
coom A, S = S(y) — Smaz-

As relagbes (7) ou (8) fornecem mais afirmagoes quantitativas que a
afirmacao (2) porque elas implicam nao apenas que o sistema tende a se
aproximar da situacao em que S = S,,4;, mas elas também nos permitem
calcular a probabilidade de ocorréncia de flutuagdes onde S # S,40-

Observacao. Se S depende de um tnico parametro y, entao seu maximo
ocorre para algum valor y = ¢ determinado pela condicao,

05 _
oy

A expansao de S em torno do seu maximo é entao,

0.

1 (0*S
S(y) = Smar+ = | = —9)%+...,
(%) +3 <8y2) (y—9)° +
em que a derivada segunda é calculada em y = gy e deve ser negativa para
garantir que S seja méximo em y = ¢. Entdo podemos escrever (02S5/dy?) =
— e obtemos por a expressao explicita
|0°5/0y?| e ob por (7) a expressio explicita,
10%S 9
— ==y —9)? 9
o | 3y (y y)} (9)

para a probabilidade de flutuagoes préximo da situagao de equilibrio onde
y = 1. As flutuagoes sao portanto descritas por uma distribuicao Gaussiana
com dispersao dada por,

P(y) o exp [—

S 029 -1
(y—9)»= k‘a—yz :



2 Sistema em contato com um reservatorio a
temperatura constante

Conhecendo as condicoes de equilibrio para um sistema isolado, podemos
deduzir condigoes similares para outras situacoes de interesse fisico. Por
exemplo, muito trabalho experimental é feito sob condicoes de temperatura
constante. Vamos portanto investigar as condicoes de equilibrio para um
sistema A em contato térmico com um reservatério térmico A’ que estd na
temperatura constante 7j.

Fig. 3. Um sistema A em contato com um reservatorio na temperatura 7.

O sistema combinado A©® consistindo do sistema A e do reservatério
térmico A’ é um sistema isolado do tipo discutido acima. A entropia S de
A entdo satisfaz a condicao (1) em qualquer processo espontaneo,

AS® > 0. (10)

Mas essa condigao pode ser escrita imediatamente em termos de quantidades
que se referem apenas ao sistema A de interesse. Assim,

AS® = AS +AS, (11)

em que AS é a variagao de entropia de A e AS’ do reservatério A’ no processo
em consideracao. Mas se A absorve calor ) do reservatério A’ nesse processo,
entao A’ absorve calor —(@Q) e sofre uma correspondente variacao de entropia,

ASI — ( T ) ,
0
pois permanece em equilibrio térmico na temperatura constante 7Ty. Além
disso a primeira lei nos da,

Q=AE+W,



em que AF é a variacio de energia interna de A e W o trabalho feito por A
no processo em consideragao. Portanto (11) pode ser escrito como,

ASO _ ag_ @ _TAS—(AE+W) A(LS—E)-W
1o To Ty )

ou,
AR -W
= T ,

em que usamos o fato de Tj ser constante e introduzimos a definicao,

AS© (12)

Essa expressao reduz-se & energia livre de Helmholtz ordindria F = E —T'S
do sistema A se o ultimo possui temperatura T igual a do reservatério térmico
A’. Obviamente, no caso geral quando A nao esta em equilibrio com A’, sua
temperatura 7' nao é necessariamente igual a 7.

A variacdo total de entropia AS©® em (12) é expressa completamente em
termos de quantidades que se referem apenas ao sistema A de interesse. A
condi¢ao fundamental (10) nos permite fazer interessantes conclusoes. Como
Ty é sempre positivo, obtemos,

ARy >W. (14)

Essa relagao implica que o trabalho mdzimo que pode ser feito por um sistema
em contato com um reservatorio térmico é dado por —AFy. Essa é a razao
para o nome “energia livre” dado a F. O trabalho méaximo corresponde ao
sinal de igualdade em (14), e é obtido quando o processo usado é quase-
estdtico, de modo que A estd sempre em equilibrio com A" e T' = Ty. A
equacgao (14) deve ser comparada com a expressao diferente (5), que é vélida
para o trabalho feito por um sistema isolado.

Se os parametros externos do sistema A, como o volume, sao mantidos
fixos, entao W =0 e (14) nos da a condigao,

AF, <0. (15)

Essa equagao ¢ analoga a (1) para um sistema isolado. Ela implica que, se
um sistema em contato térmico com um reservatorio térmico, sua energia
livre tende a diminuir. Chegamos portanto a afirmacao:

Se um sistema, com parametros externos fixos, esta em contato térmico
com um reservatério, a situacao de equilibrio estavel é caracterizada pela
condicao,



Fy = minimo. (16)

Essa condicao pode ser expressa em termos estatisticos masi explicitos.
Consideremos os parametros externos de A fixos de modo que W = 0, e supo-
mos que A é descrito por algum parametro y. As fungoes termodinamicas de
A, como S e E, possuem valorese definidos S(y1) e E(y;) quando y possui
um valor dado y = y;. Se o parametro muda para algum outro valor y,
essas fungoes mudam pelas quantidades correspondentes AS = S(y) — S(y1)
e AE = E(y) — E(y1) = Q. A entropia do reservatério térmico A’ também
varia pois ele absorve calor, e a mudancga correspondente na entropia total
de A ¢ dada por (12), com W = 0, por,

AFy
—
Mas em uma situacdo de equilibrio a probabilidade P(y) de os parametros
estarem entre y e y-+dy é proporcional ao niimero de estados Q) (y) acessiveis
ao sistema total isolado A(®) quando o parametro estd nessa regido. Portanto
temos, em analogia com (7),

ASO = (17)

P(y) o QO(y) = 5Ok (18)
Mas de (17),

E — F
S(O)(y> _ S(O)(yl) . _ (0)(y1) _ 0(3/) O(yl) )
1o To
Como y; é um valor constante arbitrario, os termos constantes correspon-
dentes podem ser absorvidos na constante de proporcionalidade em (18), que
fica,

P(y) e~ FoW)/kTo (19)

Essa relacao mostra diretamente que a situagao mais provavel é uma em que
Fy é um minimo. Como E é uma constante independente de y, como deve ser
para um sistema isolado, entdo Fy = E—TpS(y) e (19) reduz-se propriamente
a (7), que envolve apenas a entropia.

Observagao. A relagao (19) é, é claro, de acordo com a distribuicao
canonica. De acordo com a ultima a probabilidade desejada é dada por,

P(y) oc > e P gy = (kTy) ™", (20)

em que a soma ¢é sobre todos os estados r para os quais o parametro estd
entre y e y + dy. Se Q(E;y) denota o nimero de estados para os quais o

7



parametro esta entre y e y + dy e a energia estd entre ' e F 4+ 0FE, a relagao
(20) fica,

Ply) x 3 Q(Esy)eE, (21)

com a soma agora feita sobre todos os intervalor de energia possiveis. O
termo da soma como funcao de E possui o maximo usual bem acentuado
em torno de um valor E que depende de y e que é igual & energia média
do sistema para esse valor de y. Portanto, apenas termos préximos desse
maximo contribuem apreciavelmente para a soma e,

P(y) Q(E; y>e*BOE~'(y) — SW/k=PBoE(y) _ o~FoFo(y)
[ |

3 Sistema em contato com um reservatorio a
temperatura e pressao constantes

Outro caso de interesse fisico é quando o sistema A é mantido a temperatura
constante e pressao constante. Essa é uma situagao de ocorréncia frequente
no laboratério, onde podemos fazer um experimento desse tipo em um ter-
mostato a pressao atmosférica, por exemplo. Uma situacao dessas implica
que o sistema A estd em contato térmico com um reservatério A’, que estéd
na temperatura constante 7y e na pressao constante py. O sistema A pode
trocar calor com o reservatério A’. Mas o reservatoério é tao grande que sua
temperatura Ty permanece constante. Da mesma forma, o sistema A pode
mudar seu volume V' as custas do reservatério A’, fazendo trabalho sobre o
reservatorio no processo. Mas novamente, A’ é tao grande que sua pressao
Po permanece constante por causa da variagao relativamente pequena no vol-
ume.

Observagao. O sistema A’ pode ser um reservatério inico com o qual
A pode interagir trocando calor ou realizando trabalho. Alternativamente,
A’ pode ser uma combinacao de dois reservatérios, um com temperatura 7T
com o qual A pode interagir apenas por troca de calor, e o outro a pressao

po com o qual A pode interagir apenas por realizagao de trabalho.
|



Fig. 4. Um sistema A em contato com um reservatorio a temperatura con-
stante Ty e pressao constante pg.

A analise das condigoes de equilibrio para um sistema A sob essas condigoes
é muito semelhante & da tltima secdo. Novamente a entropia S© do sistema

combinado A® = A + A’ satisfaz a condicdo que em qualquer processo
espontaneo,

AS® = AS+AS >0. (22)
Se A absorve calor () de A’ nesse processo, entao AS’ = —Q/Ty. Mas agora

a primeira lei aplicada a A fica,

Q = AE + pAV + W*,

em que poAV é o trabalho feito por A contra a pressao constante py do
reservatério A e W* denota qualquer outro trabalho feito por A no processo.
Por exemplo, W* pode ser referir ao trabalho elétrico ou magnético feito por
A. Portanto podemos escrever,

O _ ag_9_1 _
AS AS T [TOAS — Q]

1 _

= T[TOAS — (AE + poAV + W),

0

1 _

= TO[A(TOS —E—poV)— W,

ou,
AS© — —AG, — W . (23)
1o

Usamos o fato de Tj e py serem constantes e introduzimos a definigao,



GO = E — T()S +p0V. (24)

Isso se reduz & energia livre de Gibbs ordindria G = E — T'S + pV para o
sistema A quando a temperatura e a pressao sao iguais as do reservatério A’.

A variacdo de entropia total AS(® em (23) é novamente expressa com-
pletamente em termos de quantidades que se referem apenas ao sistema A.
A condigao fundamental (22) implica entao em,

—AGy > W*. (25)

Essa expressao afirma que o trabalho mdzrimo, outro que o trabalho feito
sobre o reservatorio de pressao, que pode ser feito pelo sistema é dado por
—AGy. Esta é a razao porque G também é chamada “energia livre”. O
trabalho maximo corresponde novamente ao sinal de igualdade em (22) e
corresponde a um processo quase-estatico.

Se todos os parametros externos de A, exceto seu volume, sao mantidos
fixos, entao W* = 0 e (25) nos dé a condigao,

AG, <0, (26)

Portanto concluimos que,

Se um sistema estd em contato com um reservatério a temperatura e
pressao constantes, e se seus parametros externos sao fixos de modo que
pode apenas fazer trabalho sobre o reservatério de pressao, entao a situacao
de equilibrio estavel é caracterizada pela condicao,

AGy = minimo. (27)

Essa ultima condigao pode novamente ser escrita em termos estatisticos
mais explicitos. A probabilidade de que um parametro y do sistema A
tenha um valor entre y e y + dy é dada por,

P(y) o 5"/ (28)

Mas com W* = 0, a mudanca em S© devida a uma mudanca do parametro
além de um valor especifico y; é, por (23),

_AGo

ASO) = : (29)

de modo que,




Como y; é um valor constante, (28) leva a proporcionalidade,

P(y) « e~ Go(w)/kTo (30)

Isso novamente mostra explicitamente que a situacao mais provavel é um em
que G é um minimo, e permite o calculo da probabilidade de flutuagoes em
torno desse equilibrio.

4 Condicoes de estabilidade para uma substancia
homogénea

Como um exemplo simples da discussao precedente, consideremos um sistema
com um componente em um unica fase, como um sélido ou um liquido.
Concentremos nossa atengao sobre uma pequena parte A, mas macroscépica,
desse sistema, com A contendo um numero fixo de particulas. O resto do
sistema ¢ entao relativamente grande e age como um reservatorio com alguma
temperatura constante Ty e pressao constante py. Por (26), a condigao para
equilibrio estdvel aplicada a A é que para esse sistema a funcao,

Go = E —T,S + poV = minimo. (31)

Fig. 5. Uma porcao pequena A de uma substancia homogénea é destacada
para examinarmos as condicoes de equilibrio estavel.

Estabilidade em relagao a variagoes de temperatura. Sejam 7 e V'
dois parametros independentes especificando o macroestado de A. Consider-
emos primeiro uma situacao em que V é considerado fixo mas o parametro
temperatura 1" é permitido variar. Supomos que o minimo de G| ocorre
para T = T quando Gg = G,in. Expandindo G' em torno de seu minimo e
escrevendo AT = T — T, obtemos,

B e 1 (0°Gy )
AnGo = Go — Gopin = (W)VA:H 5 < 57 )V (AT?+... (32
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Todas as derivadas sdo calculadas em T = T. Como G ¢é um minimo, seu
carater estacionario nesse ponto implica em A,,G = 0 em uma primeira
aproximacao. Isto é, os termos de primeira ordem proporcionais a AT devem
se anular, de modo que,

Gy .
<8_T)V =0, para T =T. (33)

O fato de G ser nao apenas estacionario mas um minimo em 1" = T requer
que, na préxima aproximagao, quando termos em (AT)? se tornam impor-
tantes, temos,

A’mGO 2 07

ou,

or?

2 ~
<8 G0> >0, para T'=T. (34)
1%

Fig. 6. Dependéncia esquematica de Go(T, V') com a temperatura 7' em um
volume fixo V.

Usando (31), a condigao (33) de que Gy seja estaciondrio se torna, quando
V' é mantido constante,

0G oF oS
(aT)V (6T)V °<6T)V &
Mas pela relacao termodinamica fundamental,

TdS = dE + pdV (36)

segue que, para V' constante, dV =0 e,

*(or). - (),
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Portanto (35) fica,

oG T oF
) =(1-2) (=) . (37)
or /., T or /.,

Igualando essa expressao a zero quando 7' = T obtemos,

T=T,. (38)

Chegamos portanto a conclusao ébvia que uma condi¢ao necessaria para o
equilibrio é que a temperatura do subsistema A seja a mesma do meio a sua
volta.

Agora fazemos os termos de segunda ordem satisfazerem as condigoes
(34), que garantem que Gy é de fato um minimo. Por (37),

_82G0 —E @ + 1_E @
or: ), T1*\oT), T)\o1? ), "

Quando essa expressao é calculada no minimo de G, onde T' = Ty por (38),
o segundo termo se anula e obtemos,

(g?)vzo. (39)

Mas essa derivada é exatamente a capacidade térmica Cy, a volume constante.
Portanto,

Cyv > 0. (40)

A condigao (39) ou (40) ja foi obtida previamente nos capitulos 3 e 6. E uma
condicao fundamental necessaria para garantir a estabilidade intrinseca de
qualquer fase.

Essa condicao é fisicamente bastante razoavel. De fato, a seguinte afirmacao,
conhecida como “principio de Le Chatelier”, deve ser verdadeiro de forma
geral:

Se um sistema esta em equilibrio estdvel, entao qualquer mudanca espontanea
dos seus parametros leva a processos que tendem a restaurar o sistema para
o equilibrio.

Se essa afirmacao nao fosse verdadeira, qualquer pequena flutuagao levando
a um desvio do equilibrio resulta em um aumento desse desvio de modo que
o sistema seria claramente instavel. Para ilustrar o principio no exemplo
presente, supomos que a temperatura 7" do subsistema A aumenta acima da
temperatura da vizinhanca A’, como resultado de uma flutuacdo espontanea.
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Entao o processo causa uma transferéncia de calor do sistema A a alta tem-
peratura para a vizinhanca A’, e um resultante decréscimo da energia E de
A, isto é, AE < 0. Mas a condicao de estabilidade expressa pelo principio
de Le Chatelier requer que esse processo, induzido pelo aumento original de
temperatura, é tal que a temperatura novamente é diminuida, isto é, AT < 0.
Segue entdo que AFE e AT devem possuir o mesmo sinal, isto é, 0E /9T > 0
de acordo com (39).

Estabilidade em relacao a flutuacoes de volume. Supomos que a
temperatura do subsistema A é considerada fixa em T" = T}, mas seu volume
V' seja permitido variar. Entao podemos escrever,

Blel 1 (8%Gy )
E —_— - = —_— —_ —_— P 41
ALGo = Go — Gonim ( v )TAV+ 5 ( 52 )T(AV) o, (41)

com AV =V —V, e a expansao é em torno do volume V = V onde Gq é
minimo. A condigao de GG estacionario é,

0Go\
(19) = "
Usando a defini¢ao (31),
0Go\ _ (OFE S
(7)), =5 (), +m

Mas, devido a (36),
S OF _
(&), (),

Portanto,
G, oS _ oS
(W)T - (W)T ol (W)T*m’
ou,
9Go\
(W)T =—p+Dpo, (43)

pois T'= Ty. A condigdo (42) implica que, no equilibrio, ondeG é minimo e
V =V, o valor correspondente da pressao p é tal que,

P=Do- (44)
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Novamente esse é um resultado ébvio que afirma simplesmente que no equilibrio
a pressao do subsistema A deve ser igual ao meio vizinho.

A condicao de que G seja um minimo é que A,,Gy > 0. Ou, por (41),
que a segunda derivada de Gg seja positiva. Por (43) isso nos d4 a condigao,

9*G op
— ) =—|=] >0. 45
(57), = (@), 2 )
Em termos da compressibilidade isotérmica,
1 [foV
=—— = 46
TV ( op ) - 10

a condic@o (45) é equivalente a,

k>0 (47)

A condicao de estabilidade (45) é novamente um resultado fisicamente
bastante razoavel, consistente com o principio de Le Chatélier. Supomos
que o volume do subsistema A aumentou por uma quantidade AV como
resultado de uma flutuacao. A pressao p de A deve entao diminuir abaixo
da pressao da vizinhanca, isto é, Ap < 0, para garantir que a for¢a liquida
exercida sobre A pela vizinhanca seja em uma direcao tal que tende a reduzir
o volume para o valor inicial.

Flutuagoes de densidade. As consideracoes precedentes permitem cal-
cular a flutuagao no volume V' de um pequeno subsistema A. A situagao mais

provéavel é que, onde V' =V e Gy é um minimo, Go(V') = Gin. Seja P(V)dV
a probabilidade de que o volume de A esteja entre V e V 4+dV . Entao temos,
por (30),

P(V)dV o e~ GoW/KToqy, (48)

Mas quando AV =V — V é pequeno, a expansio (41) é aplicdvel. Por (42)
e (45) temos,

1 [ 8p (AV)?
ey S — _— A 2 — ; ~
GO(V) Gmm 2 (8‘/) . ( V) Gmm + QV/Q )

em que usamos a definigdo (46). Portanto, (48) fica,

(V —V)?
2kToV K

P(V)dV = Bexp
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em que absorvemos (,,;, na constante de proporcionalidade B. Essa con-
stante pode, é claro, ser determinada pela condicao de normalizacao, fazendo
a integral da expressao acima em V ser igual a um.

A probabilidade (49) ¢ simplesmente uma distribuigdo Gaussiana com um
méximo no volume V = V. Portanto V é também igual ao volume médio V
e o resultado geral para uma distribuigdo Gaussiana implica que (49) nos da
uma dispersao do volume igual a,

(AV2 = (V =V)2 = kI,Vk. (50)

A presenca dessas flutuacoes no volume em uma pequena quantidade de
material com um numero fixo N de moléculas implica que, é claro, corre-
spondentes flutua¢oes no nimero n = N/V de moléculas por unidade de
volume, e portanto também na densidade da substancia. As flutuacoes em
n estdo centradas em torno do valor ## = N/V, e para valores relativamente
pequenos de An = n—7i temos An = —(N/V2AV = —(7/V)AV. Portanto
(50) implica para a dispersao na densidade em nimero n o resultado,

Any — (§>2W _ 2 (%Q | (51)

Note que a expressao acima depende do tamanho do volume V' em consid-
eracao.
Um caso interessante surge entao quando,

(S—E)T —0. (52)

Entao k — oo e as flutuagoes na densidade se tornam muito grandes. As
condigoes de temperatura e pressao tais que (0p/9V )7 = 0 definem o chamado
“ponto critico” da substancia. As flutuacoes de densidade muito grandes
nesse ponto levam a um espalhamento da luz muito grande. Como resultado,
uma substancia que é ordinariamente transparente, adquirird uma aparéncia
opaca no ponto critico, por exempo CO, liquido quando se aproxima do seu
ponto critico em uma temperatura de 304 K e pressao de 73 atm. Esse
fenomeno impressionante é conhecido como “opalescéncia do ponto critico”.

Observagao. O resultado (49), provado sob condi¢oes de temperatura
constante, pode ser mostrado ser valido mesmo se V' e T' podem variar simul-
taneamente. Portanto essa discussao das flutuacoes de densidade é aplicavel
ao caso real de interesse experimental.
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5 Condicoes de equilibrio e a equacao de Clausius-
Clapeyron

Consideremos um sistema de um componente consistindo de duas fases que
denotamos por 1 e 2. Por exemplo, essas podem ser sélido e liquido, ou
liquido e gas. Supomos que o sistema esta em equilibrio com um reservatério
na temperatura constante 1" e pressao constante p, de modo que o sistema
possui sempre uma temperatura T e uma pressao média p. Mas o sistema
pode existir em uma das duas fases possiveis ou em uma mistura das duas.
Comecamos encontrando as condigoes que devem ser satisfeitas para que as
duas fases possam coexistir em equilibrio uma com a outra.

Como vimos anteriormente, a condicao de equilibrio é que a energia livre
de Gibbs G do sistema é um minimo,

G =FE — TS + pV = minimo. (53)

Fig. 7. Um sistema consistindo de duas fases mantidas a temperatura e
pressao constantes.

Seja v; o numero de moles da fase i presentes no sistema, e g;(T,p) a
energia livre de Gibbs por mol da fase i na temperatura 7' e pressao p.
Entao G pode ser escrita como,

G =111 + p292 - (54)

A conservagao da matéria implica que o nimero total v da substancia per-
manece constante, isto é,
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V1 + vy = v = constante. (55)

Podemos entao considerar v; o parametro independente que é livre para
variar. No equilibrio (53) requer que G seja estaciondrio para mudangas em
vy. Assim,

dG = gldl/l + QQdVQ = 0,

ou,

(gl - g2)dl/1 = 07

pois dvy = —dvy por (55). Obtemos portanto como uma condigao necesséria
para o equilibrio que,

g1 =92 (56)

Claramente, quando essa condicao ¢ satisfeita, a transferéncia de um mol de
substancia de uma fase para outra nao muda G em (54). Portanto G é entao
estacionario como requerido.

Observagao. Podemos prosseguir e investigar as condigoes para G ser de
fato um minimo, mas isso nao nos da nenhuma informagao interessante além
das condigoes de que a capacidade térmica e a compressibilidade de cada fase
sejam positivas para garantir a estabilidade de cada fase, como vimos.

|

Vamos olhar a situagao mais de perto. Para dados T e p, ¢1(T,p) é uma
funcao bem definida caracteristica das propriedades da fase 1; da mesma
forma, ¢g5(T, p) é uma funcao bem definida caracteristica da fase 2.

Se T e p sdo tais que g; < g2, entdo o valor minimo de G em (54) é
alcancado se todos os v moles da substancia se transformam na fase 1 de
modo que G = vg;. A fase 1 é entao a fase estavel.

Se T' e p sao tais que g; > g2, entao o valor minimo de G é alcancado se
toda a substancia se transforma na fase 2 de modo que G = vgs. A fase 2 é
entao a fase estavel.

Se T e p sao tais que g3 = go, entdo a condicao (56) é satisfeita e qual-
quer quantidade 14 da fase 1 pode coexistir em equilibrio com a quantidade
restante v, = v — vy da fase 2. O valor de GG permanece invariavel quando
v1 é mudado. O local dos pontos em que 7' e p sdo tais que a condigao (56)
é satisfeita entao representa a “linha de equilibrio de fase”, ao longo da qual
as duas fases podem coexistir em equilibrio. Essa linha, ao longo da qual
g1 = g2, divide o plano pT' em duas regides: uma onde g; < g2, de modo que
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a fase 1 é a fase estavel, e a outra onde g; > ¢o, de modo que a fase 2 é a
fase estavel.

E possivel caracterizar a linha de equilibrio de fases por uma equacao
diferencial. Na figura 8 consideremos qualquer ponto, como A, que esteja
sobre a linha de equilibrio de fases e corresponda a temperatura 1" e pressao
p. Entdo a condigao (56) implica em,

gl(T7 p) = 92(T7 p) . (57)

Fig. 8. Grafico p x T mostrando as regices de estabilidade relativa de duas
fases e a linha de equilibrio de fases.

Consideremos agora um ponto vizinho, como B, que também estd sobre
a linha de equilibrio de fases e corresponde a temperatura T+ dT' e pressao
p + dp. Entao a condigao (56) implica em,

g(T +dT,p+dp) = g2(T +dT,p+ dp) . (58)
Subtraindo (57) de (58) obtemos a condigao,

dg1 = dga , (59)

_ 9y 9gi
o ar) e (5),

é a variagao na energia livre de Gibbs por mol para a fase i ao passarmos do
ponto A para o ponto B.

Mas a variacao dg de cada fase pode ser obtida também usando a relacao
termodinamica fundamental,

com,

de =Tds — pdv ,

expressando a variagao na energia por mol € dessa fase. Portanto,
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dg=d(e —Ts+pv) = —sdI + vdp. (60)

Portanto (59) implica em,

—s1dT + vidp = —s9dT + vadp
(32 - 81)dT = (Uz - Ul)dP,

ou,

dp As
dT  Av’
com As = s9 — 81 € Av = vy — v1. Essa é a chamada “equacao de Clausius-
Clapeyron”. Consideremos qualquer ponto sobre a linha de equilibrio de fases
na temperatura 7" e pressao p. A equagao (61) relaciona entao a inclinagao
da linha de equilibrio de fases nesse ponto com a variacao de entropia As e
variacao de volume Av da substancia ao “cruzarmos a linha” nesse ponto, isto
é, ao ocorrer uma mudanca de fase nessa temperatura e pressao. Notemos
que as quantidades no lado direito de (61) nao precisam se referir a um mol
da substancia. O numerador e o denominador podem ser multiplicados pelo
mesmo nimero de moles, e dp/dT obviamente deve permanecer constante.
Como hé uma variacao de entropia associada com a transformacao de
fase, calor deve ser absorvido. O “calor latente de transformagao” Ly €
definido como o calor absorvido quando uma dada quantidade da fase 1 é
transformada para a fase 2. Como o processo ocorre a temperatura constante
T, a correspondente variacao de entropia é simplesmente,

(61)

L
AS =58 =", (62)
em que L1 é o calor latente nessa temperatura. Assim a equagao de Clausius-

Clapeyron (61) pode ser escrita como,

dp AS Ly

dT ~ AV~ TAV®
Se V se refere ao volume molar, entao L5 € o calor latente por mol. Se V' se
refere ao volume por grama, entao L é o calor latente por grama.

Vamos discutir algumas ilustragoes importantes.

Transformagoes de fase de uma substancia simples. Substancias
simples sao capazes de existir em fases de trés tipos: sélido, liquido e gas. Po-
dem haver também varias fases sélidas com estruturas cristalinas diferentes.
As linhas de equilibrio de fases separando essas fases aparecem tipicamente
como mostrado na figura 9.

(63)
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Fig. 9. Diagrama de fase para uma substancia simples. O ponto A é o ponto
triplo, o ponto C' é o ponto critico.

Essas linhas separam o sélido do liquido, o liquido do gas, e o sélido
do gas. A fase de gas é algumas vezes chamada de “fase de vapor”. A
transformacao de solido para liquido é chamada “fusao”, de liquido para gés
é chamada “vaporizacao”, e de solido para gas é chamada “sublimacao”. As
trés linhas se encontram no ponto comum A, chamado de “ponto triplo”.
Nessa temperatura e pressao unica quantidades arbitrarias de todas as trés
fases podem portanto coexistir em equilibrio uma com a outra. Essa é a
propriedade que faz o ponto triplo da dgua tao conveniente como um ponto
reprodutivel padrao de temperatura. No ponto C', chamado “ponto critico”,
a linha de equilibrio liquido-gés termina. A variacao de volume AV entre
liquido e gas se aproxima entao de zero. Além de C nao ha transformagao
de fase, pois existe apenas uma unica fase “fluida”. A fase bastante densa
de gas se torna indistinguivel do liquido.

Ao passarmos de sélido (s) para liquido (I) a entropia da substancia,
ou grau de desordem, quase sempre aumenta (um caso excepcional ocorre
para He? sélido em uma certa faixa de temperatura onde os spins nucleares
no soélido estao aleatoriamente orientadas, enquanto aqueles no liquido estao
alinhados de forma antiparalela, de modo a satisfazer a estatistica de Fermi-
Dirac da mecanica quantica). Portanto o calor latente correspondente Ly é
positivo e calor é absorvido na transformacao. Na maior parte dos casos o
solido se expande na fusao, de modo que AV > 0. Nesse caso a equagao
de Clausius-Clapeyron (61) afirma que a inclinagdo da linha de equilibrio
solido-liquido, isto é a curva de fusao, é positiva. Ha algumas substancias,
como a agua, que se contraem na fusao, de modo que AV < 0. Para essas
substancias a inclinagao da curva de fusao deve ser negativa, como mostrado
na figura 9.

Caélculo aproximado da pressao de vapor. A equacao de Clausius-
Clapeyron pode ser usada para obtermos uma expressao aproximada para a
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pressao de um vapor em equilibrio com o liquido (ou sélido) na temperatura
T. Essa pressao é chamada de “pressao de vapor” do liquido (ou sélido)
nessa temperatura. Por (63),

dp 1

dT ~ TAv’
em que [ = l15 é o calor latente por mol e v é o volume molar. Seja 1 a fase
liquida, ou sdlida, e 2 a fase de vapor. Entao,

(64)

Av = vy — V] X Uy,

pois o vapor é muito menos denso que o liquido, logo v, >> v;. Também
supomos que o vapor pode adequadamente ser tratado como um gas ideal,
de modo que sua equacao de estado ¢ simplesmente,

pve = RT'.
Entao Av = RT/p e (64) fica,
1dp l

Supomos que [ é aproximadamente independente da temperatura. Entao
(65) pode ser imediatamente integrada,

[
Inp = “RT + constante,

ou,

p = poe BT (66)

onde py é uma constane. Essa expressao mostra que a pressa de vapor p é
uma funcao de 7' rapidamente crescente, a dependéncia com a temperatura
sendo determinada pela magnitude do calor latente de vaporizagao.

6 Transformacoes de fase e a equacao de es-
tado

Consideremos um sistema de um componente. Supomos que a equacao de
estado para um mol dessa substancia,

p :p(UaT) ) (67)
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¢ conhecida, por consideracoes tedricas ou empiricamente, para o dominio
das varidveis em que a substancia ¢ um gas ou um liquido. Por exemplo, a
equagao de estado pode ser a equacao de van der Waals,

(p+ %) (v—b) = RT.

A equacao de estado (67) pode ser representada em um diagrama bidimen-
sional pv para varios valores da temperatura 7T, como ilustrado esquemati-
camente na figura 10.

Fig. 10. Diagrama esquematico mostrando curvas de temperatura constante
para uma equacao de estado (67) descrevendo os estados fluidos de uma
substancia. O ponto C' é o ponto critico. Na regiao interior a linha tracejada
misturas das duas fases podem coexistir ao longo das linhas horizontais.

Consideremos o sistema descrito por (67) em contato com um reservatério
a temperatura T e pressao p. Os parametros intensivos T' e p podem entao
ser considerados como as variaveis independentes do problema. Consider-
emos uma curva particular de temperatura constante 7', ou isoterma, da
equagao de estado (67). Uma curva desse tipo ¢é ilustrada na figura 11 e
contém bastante informacao. Se em uma dada temperatura T a pressao é
suficientemente baixa de modo que p < p;, a curva nos da um unico valor
de v. Existe entao uma tnica fase bem definida. Aqui a inclinagao da curva
Op/0v < 0 como é necessério pela condigao de estabilidade (45). Também,
|Op/0v| é relativamente pequeno, de modo que a compressibilidade dessa fase
é relativamente grande, como é o caso para uma fase gasosa.
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Fig. 11. Gréfico da equagao de estado (67) para uma temperatura particular
T.

Se em uma dada temperatura T a pressao € suficientemente alta de modo
que p > po, entao existe novamente uma tnica fase com um unico valor
de v. A condigao de estabilidade dp/0v < 0 é novamente satisfeita, mas
|Op/0v| é relativamente grande. Portanto a compressibilidade dessa fase é
relativamente pequena como € o caso para uma fase liquida.

Consideremos agora o dominio de pressao intermediario p; < p < ps.
Em uma dada temperatura T existema agora, para cada pressao p, trés
valores possiveis do volume v. A questao é qual valor de v corresponde a
situagao mais estavel. Vemos imediatamente que a condigao de estabilidade
Op/dv < 0 é violada na regiao v; < v < v9 onde a curva possui inclinagdo
positiva. Portanto, valores de v nessa regiao sao certamente excluidos, pois
eles levam a uma situagao intrinsecamente instavel. Mas isso ainda deixa
dois possiveis valores de v entre os quais temos que decidir com base na
estabilidade relativa. No diagrama indicamos pontos sobre a curva por letras,
e temos a tarefa de descobrir qual é a situacao mais estavel, onde v = vy
ou onde v = vg. Essa questao entao se reduz, devido a discussao anterior,
a investigagdo da magnitude relativa das energias livres por mol g4(7,p) e
95(T’ p).

Mudangas da fungao ¢ = ¢ — T's + pv podem ser calculadas ao longo
da curva de temperatura constante na figura 11. Da relacao termodinamica
geral,

Tds = de + pdv,

segue imediatamente que, para uma variagao de pressao com 7' constante,
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dg = d(e—Ts+pv),
de — Tds — sdT' + pdv + vdp ,
Tds — pdv — Tds — sdT + pdv + vdp ,
= —sdT + vdp,
= wdp, T constante. (68)

Diferencas de g entre um ponto qualquer da curva na figura 11 e um ponto
padrao O sao entao dadas por,

D
g—go=/ vdp . (69)

po

O lado direito representa geometricamente a érea entre a curva e o eixo
p na regiao entre po e P. Notemos que, partindo do ponto O sobre a curva
e calculando a integral acima ao longo dela, o valor dessa integral primeiro
cresce até chegar ao ponto N, e entao decresce até o ponto J, e entao cresce
novamente até o ponto M. Portanto, uma curva de g(7,p) em func¢ao de
p ao longo da curva de temperatura constante, possui a forma mostrada na
figura 12. Os pontos sobre essa curva correspondem aos pontos da figura 11.

Fig. 12. Gréfico esquemdtico mostrando o comportamento de g(7, p), como
funcao de p, implicado pela curva na figura 11.

Desse diagrama podemos ver o que acontece para varios valores da pressao.
Em O apenas a fase de alta compressibilidade, no nosso exemplo o gas, ex-
iste. Quando a pressao aumenta para a regiao p; < p < ps, ha trés valores
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possiveis de g. Os valores de g ao longo da curva OK X N correspondem a val-
ores grandes de v > v, na regiao de alta compressibilidade. Isso corresponde
a fase de gas. Os valores de g ao longo da curva JXMR correspondem
a valores pequenos de v < wv; na regiao de baixa compressibilidade. Isso
corresponde a fase de liquido. Os valores de g ao longo da curva JDN cor-
respondem ao dominio intrinsecamente instavel v; < v < v9. Se p é apenas
ligeiramente maior que p;, entao a figura 12 mostra que a fase de gas, com
volume proximo de vy, possui o menor valor de g e é portanto o ponto mais
estavel. Essa situacao prevalece até que p aumenta até p = py, correspon-
dente ao ponto X onde as curvas K XN e JX M na figura 12 se interceptam.
Nesse ponto as energias livres g do gés e do liquido sao iguais. Essa é entao
a pressao na qual proporgoes arbitrarias das duas fases podem coexistir em
equilibrio. Se a pressao aumenta além de px, a curva JX M correspondente a
fase liquida possui o menor valor de g, de modo que essa fase é a mais estavel.
No ponto X o sistema muda, entao, da curva OK X N, correspondente a fase
de gas, para a curva JX M R, correspondente a fase de liquido. Portanto px
corresponde a pressao em que ocorre a transformacao de fase do gas para o
liquido.

Vamos considerar a transformacao de fase em grande detalhe. Supomos
que na figura 11 a pressao da transformacao de fase é py = px. Entao A e
B ambos correspondem ao ponto X na figura 12. Além disso, vg é o volume
molar do gés e vy do liquido na pressao e temperatura da transformacao de
fase. Se nessas circunstancias uma fracao £ de moles da substancia na fase
de gés, entao o volume molar total v;,; é dado por,

Vot = §up + (1 — g)UA . (70)

Durante a transformagao de fase o volume molar total muda continuamente,
do valor vg do gas para o valor v4 do liquido, enquanto a fracao & muda
continuamente de 1 a 0. Nesse processo havera, é claro, uma mudanca de
entropia e um calor latente associado. Na figura 11 a linha horizontal BDA
ao longo da qual a transformacao de fase ocorre é caracterizada por,

98 = 9ga, (71)
ou, por (69), pelo fato de a integral,
/ vdp =0, (72)
BNDJA

quando calculada ao longo da curva BNDJA na figura 11. Essa integral
pode ser dividida em varias partes dando contribuicoes de sinais diferentes,
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N D J A
/ vdp—i—/ vdp—l—/ vdp—l—/ vdp =0,
B N D J
N N D A
(/ vdp—/ vdp)—i—(—/ vdp—i—/ Udp) =0,
B D J J

area (DNB) - érea (AJD) =0 ,

ou,

em que area (DN B) denota a drea entre a linhareta DB e a curva DN B, e da
mesma forma, area A.JD denota a area entre a linha reta AD e a curva AJD.
Portanto, temos o resultado que a localizacao da linha de transformacao de
fase ADB na figura 11 é determinada pela condicao que,

area(AJD) — érea(DNB) . (73)

Observagao. A variacao molar de entropia As e o calor latente asso-
ciado [ da transformacgao podem também ser determinados da equacao de
estado. Como T é constante na transformacao de modo que dT" = 0, temos

simplesmente,
0s dp
== —_— = —_— 4
ds ((%)Tdv <8T>Udv’ (74)

em que usamos uma das equagoes de Maxwell. Ao irmos de A para B na
figura 11, a correspondente variagao molar de entropia pode entao ser encon-
trada calculando a integral,

dp
As =58 — 54 = / (—) dv . 75
B asons \OT /), (75)

Consideremos a curva dada para uma temperatura 7', e uma vizinha para
temperatura 7'+ 7. Em um dado volume v, seja dp a diferenga de pressao
entre as duas curvas. Entao () pode ser escrita como,

1

As = —
0T JaspnB

opdv ,

ou,

As = 1/§T[4rea entre isotermas no intervalovy < v < vp]. (76)

Essa area é mostrada na figura 13.
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Essa area é positiva, de modo que As > 0 ou sg > sy, isto é, a entropia
do gas é maior do que a do liquido. O calor latente por mol absorvido na
transformacao do liquido para o gas é simplesmente dado por,

l=TAs. (77)

A variacao na energia interna molar da duas fases é dada pela relagdo fun-
damental T'ds = de + pdv como,

Ae =1—pAv, (78)

pois T e p sao constantes. Aqui, Av =vg — vy e Ac =ecg —cy4.
[ |

Fig. 13. Dependéncia da pressao p com o volume molar v para duas temper-
aturas ligeiramente diferentes.

A medida que consideramos temperaturas maiores os dois pontos ex-
tremos onde (dp/dv)r = 0, indicados na figura 11 por v = v; e v = vg, se
aproximam. Isso também implica que a variacao de volume Av na trans-
formacao de fase diminui. Prosseguindo com o aumento da temperatura
atingimos a situacao em que os dois pontos extremos v; e vo coincidem, de
modo que ndo hd mais uma mudanga de sinal de (Op/0v)r, isto é, a derivada
de (Op/Ov)r se anula também. Nesse ponto temos (9*p/0v?)r = 0 bem como
(Op/0v)r = 0. Esse ponto é assim um ponto de inflexdo da curva pv. Esse
ponto tnico é o “ponto critico”, ponto C' n figura 10, e corresponde a valores
de T, p e v que sao chamados temperatura critica, pressao critica e volume
critico. A transicao de fase desaparece, com a variacao de volume Awv se
aproximando de zero. Em temperaturas ainda maiores temos (0p/dv)r < 0
em toda a curva, logo nao temos mais a transformagao de fase. Temos sem-
pre uma unica fase fluida sem distingao entre liquido e gas. Com o aumento
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da pressao passamos continuamente da situagao de volume molar v grande
e alta compressibilidade para a situacao de volume molar v pequeno e baixa
compressibilidade.

7 Relacoes gerais para um sistema com varios
componentes

Consideremos um sistema homogéneo, de energia E e volume V', que consiste
de m diferentes tipos de moléculas. Seja N; o nimero de moléculas do tipo
7. Entao a entropia do sistema é uma funcao das seguintes variaveis,

S = S(E,V,Ni,Na,...,Np). (79)

Essas variaveis podem, ¢é claro, todas mudarem em um processo geral. Por ex-
emplo, o nimero de moléculas de cada espécie pode mudar como resultado de
reagoes quimicas. Em um completamente geral infinitesimal quase-estatico
processo a variagao de entropia é dada por,

ds = <§> dE + (§> dv + ) < 05 ) dN; . (80)
oF VN oV BN — ON; BV.N
O indice N denota o fato de que todos os niumeros {NVy, ..., N,,,} sdo manti-

dos constantes no calculo da derivada parcial. No caso de uma derivada como
(0S/ON;), o indice N denota o fato de que todos os nimeros { Ny, ..., N;_1, Niy1, ..., Ny}
, exceto o numero N; em relacao ao qual a derivada é calculada, sao man-
tidos constantes no calculo da derivada parcial. O sistema, em geral, estd
interagindo com outros sistemas. As varidveis em (80) e em relagdes sub-
sequentes sao calculadas para a situacao de equilibrio, ou mais provavel,
quando os valores dessas varidveis sao essencialment iguais aos seus valores
médios, £,V , N;,p, e assim por diante. Omitiremos a barra correspondente
a valores médios.

A equagao (80) é uma afirmagao puramente matematica. Mas no caso
simples em que todos os numeros N; sao fixos, a relagdo termodinamica
fundamental afirma que,

_dQ  dE+pdV
T T ‘

Nessas circunstancias dN; = 0 para todo i em (80). Comparando os coefi-
cientes de dF e dV em (80) e (81) nos da,

as

(81)
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Introduzimos a abreviacao,

oS
pj = — (8_N]) - (83)

A quantidade p; é chamada “potencial quimico por molécula” da espécie
quimica 7, e é definido de modo que possui dimensoes de energial. Entao
(80) pode ser escrita na forma,

1 D e
= —dE + =4V — E dN,; 4
ds Td +TdV Td i s (84)
ou,
dE =TdS — pdV + E pid N . (85)

i=1
Essa é uma generalizacao da relacao fundamental dE2 = T'dS — pdV para o
caso em que o numero das particulas pode variar.

Notemos que o potencial quimico j; pode ser escrito em muitas formas
equivalentes a (83). Por exemplo, supomos que todas as varidveis indepen-
dentes além de N; sdo mantidas constantes em (85). Entao dS = dV = 0,
dN; = 0 para i # j, e (85) nos d4 a relacao,

oE
e (a_NJ) S,V,N . (%6)

Alternativamente, podemos escrever (85) na forma,

d(E —TS) = dF = —SdT — pdV +» _ ju:dN; . (87)
i=1
Se todas as varidveis independentes além de N; sao mantidas constantes,
segue imediatamente que,

oF
= () o

Também podemos escrever (85) em termos da energia livre de Gibbs,
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d(E —TS+pV)=dG =—SdT + Vdp+ Y mdN;. (89)
i=1

Portanto podemos escrever também,

0G
“j B (a_M)T,p,N . (90)

Se temos apenas uma espécie quimica presente, por exemplo a espécie j,
entao,

G = G(T,p, ;). (91)

A funcao G deve ser uma quantidade extensiva. Portanto, se todos os

parametros extensivos independentes sao multiplicados por um fator de es-

cala o, isto ¢, se N; é multiplicado por a, entao G deve ser multiplicado pelo

mesmo fator o. Assim G deve ser proporcional a N; e pode ser escrito na
forma,

G<Tap7 Nj) = Njg/(T7p> 5
em que ¢'(T,p) nao depende de N;. Entao,

oG ,
py = (—) =9(Tp), (92)
¢ ON; ) 1,
isto é, o potencial quimico por molécula é igual a energia livre de Gibbs

¢ = G/N; por molécula.
Quando varios componentes estao presentes, entdao G = G(T,p, N1, ..., Ny,)

e em geral,
oG ) G
wi =\ 37 7N
’ <3Nj ron Vi

Observagao. A condigao de que quantidades extensivas depedam pro-
priamente da escala leva as seguintes conclusoes gerais. Consideremos, por
exemplo, a energia total,

E = E(S,V,Ni,Ns,...,Ny). (93)

Se todas as varidveis extensivas aumentam pelo mesmo fator de escala, a
equacao (93) deve permanecer vélida. Entao, se,

S—=aS, V=>aV, N, — al;
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devemos ter também FE — aF. Portanto,

E(aS,aV,aNy,...,aN,,) =aFE(S,V,Ny,...,Nn). (94)

Em particular fazemos,

a=1+7,

com |y| << 1. Entéo o lado esquerdo de (94) fica E(S + S,V +~V, Ny +
vN1, . ..), que pode ser expandido em torno do seu valor E(S,V, Ny, ...), onde
v = 0. Portanto (94) implica a condigao,

oE oE " [ OFE
E + <—> 7S + <—) vV + ( ) YN; = (1+7)FE,
) V,N oV S,N ZZI ON; S,V,N

ou,

OE OF . [ OF
E = (—) S+ (—) vV + < ) N;. (95)
9S )y n IV ) sn Zl ONi ) svn

Esse resultado puramente matematico a partir de (94) é comumente chamado
de “teorema de Euler para funcoes homogeéneas”.

Como as derivadas em (95) s@o precisamente dadas pelos respectivos co-
eficientes de dS, dV, e dN; em (85). Portanto (95) é equivalente a relagao,

E=TS—pV+Y i, (96)
ou, i
G=E—-TS+pV=> whi. (97)
Se apenas um tipo j de molécula esta presente, (97) reduz-se a relagao prévia
L_C
TN

A equagao (96) implica em,
dE = TdS + SdT — pdV — Vdp+ > mdN; + > Nidp; .

Mas como (85) também deve ser vélida, obtemos o resultado geral,
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SdT — Vdp+ Y Nidp; = 0. (98)

Essa expressao é conhecida como “relacao de Gibbs-Duhem”.

8 Discussao alternativa do equilibrio entre fases

Na secao 5 consideramos o problema de equilibrio entre duas fases sob condi¢oes
em que o sistema esta em equilibrio com um reservatorio a temperatura e
pressao constante. E instrutivo tratar esse problema de um ponto de vista
um pouco mais geral, considerando o sistema total isolado. Nossa discussao
serd uma extensao da que fizemos no capitulo 3.

Consideremos N moléculas formando uma substancia que consiste de duas
fases, denotadas por 1 e 2. O sistema total é isolado, de modo que sua energia
total E e seu volume total V' sao fixos. Seja N; o nimero de moléculas da
substancia na fase i, sua energia nessa fase F;, e seu volume V;. Temos entao
as condigoes de conservagao,

F, + E5 = E = constante,
Vi+ Vo =V = constante,
Ni + Ny = N = constante. (99)

Fig 14. Equilibrio entre duas fases formando um sistema isolado, com energia
total e volume total constante.
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A entropia do sistema total, ou o nimero total de estados acessiveis ao
sistema completo, é uma funcao desses parametros. A condicao de equilibrio
correspondente a situacao mais provavel é que a entropia seja um maximo,
isto é, que,

S:S<E17‘/17N1;E2,‘/2,N2) = maximo. (100)
Mas,

S = S1(E1, Vi, Ny) + So(Ea, Vo, Ny)

em que S; é a entropia da fase 7. A condigdo de méaximo (100) nos da,

dS = dS, +dS, = 0, (101)

com as condigoes (99), que ficam, em forma diferencial,

dE1+dE2:O,
dVi +dVy =0,
dNy +dN, =0. (102)

Usando a relac¢do (84) para cada fase, (101) nos d4,

1 D1 i 1 D2 H2
dS = | =—dF; + =dV;, — =dN- —dFy + =dVo — ==dN, | =
S <T1 1+T1 Vi T 1) + (T2 2+T2 Vs T 2 0,

ou,

1 1 pP1 P2 M1 2
dS= (== )dE + (= -2 )dVi — (== =22 ) dN, = 1
S (T1 Tg) 1+<T1 T2> i (T1 7)) =0 (103)

em que usamos as condi¢oes de conservacao (102). Como (103) deve ser
valida para variacoes arbitrarias dFEy,dV;,dNy, segue que os coeficientes
dessas variagoes devem se anular separadamente. Obtemos entao,

1 1 _0
T T ’
b1 P2

— ===
T Ty ’
M1 M2

— ——==0
T T ’



ou,

Tl - T2 )
b1 = D2,
p1 = 2. (104)

Essas sao as condigoes necessarias para equilibrio entre duas fases. Elas
refletem as respectivas equagoes de conservacao (99). As relagoes (104) afir-
mam que as temperaturas e pressoes médias das fases devem ser iguais, como
esperado. A condicao de igualdade dos potenciais quimicos pode ser menos
familiar. Mas como cada fase consiste apenas de um tinico componente, segue
de (92) que p; = g; é o potencial quimico por molécula da fase i. A tltima
relacdo em (104) é entao equivalente a,

G =05 (105)
Obtemos novamente a condi¢ao (56).

Observacao. Na secao 5 usamos a energia livre de Gibbs g por mol,
logo g; = N,g., em que N, é o nimero de Avogadro. Da mesma forma,
algumas vezes é 1til definir um potencial quimico por mol. Este é dado por
(0G/dv;). Como v; = N;/N,, ele é N, vezes maior que o correspondente
potencial quimico por molécula (0G/IN;).

|

Podemos estender os argumentos acima para tratar o equilibrio entre fases
contendo varios componentes, ou para calcular as flutuagoes no nimero de
particulas presente em cada fase.

Finalmente notamos as implicacoes microscopicas da nossa discussao.
Podemos considerar a condigao de equilibrio (104) ou (105) e escrevé-la na
forma,

(T, p) = p2(T,p) (106)

em que expressamos os potenciais quimicos em termos de 1" e p. Agora sabe-
mos, pelo menos em principio, como usar a mecanica estatistica para calcu-
lar funcoes termodinamicas como a entropia S de cada fase. Podemos entao
prosseguir e calcular para cada fase o potencial quimico u, como definido em
(83), por exemplo, e expressa-lo em termos de 7' e p. O resultado é uma
equagao da forma (106), que pode ser resolvida para encontrarmos p como
uma fungao de T. Desse forma podemos, por exemplo, partir de primeiros
principios par calcular a pressao de vapor de uma substancia em uma dada
temperatura. A unica dificuldade nesse calculo é calcular a funcao de particao
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para cada fase. Vamos ilustrar esse cdlculo da pressao de vapor no proximo
capitulo.

9 Condicoes gerais para o equilibrio quimico

Consideremos um sistema homogéneo, consistindo de uma tunica fase, con-
tendo m tipos diferentes de moléculas. Vamos designar os simbolos quimicos
dessas moléculas por By, Bs, ..., B,,. Supomos que pode existir a possi-
bilidade de uma reacao quimica ocorrendo entre essas moléculas, em que
moléculas podem ser transformadas uma na outra. Essa transformacgao
quimica deve ser consistente com a conservagao do numero total de datomos
de cada espécie. Uma equacao quimica propriamente balanceada expressa
precisamente essas condigoes de conservagao.

Exemplo. Supomos que o sistema consiste de moléculas de Hy, Oy e
H50 na fase gasosa. Hé a possibilidade de transformacao de moléculas uma
na outra através da reagao quimica,

2H, + 02 — 2H20 .

Essa equacao quimica esta propriamente balanceada, de modo que o niimero
total de atomos H é o mesmo no lado esquerdo e no lado direito, assim como
o numero total de atomos O.
|
Seja b; o coeficiente de B; na equacao quimica.Entao b; é algum inteiro
pequeno designando o niimero de moléculas B; envolvidas na transformacao
quimica. Por conveniéncia adotamos a convencao que, se a reagao quimica é
considerada arbitrariamente como procedendo em uma dada direcao, consid-
eramos b; positivo para qualquer molécula “produto” formada como resul-
tado da reacao quimica, e consideramos b; negativo para qualquer molécula
“reagente” desaparecendo como resultado da reagao. Por exemplo, a reacao,

2H2 + 02 — 2H20 ,

seria escrita de forma padrao como,

—2H, — Oy + 2H,0 = 0. (107)

Uma equagao quimica geral pode entao ser escrita na forma,

> B =0. (108)
=1
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Seja N; o nimero de moléculas B; no sistema. Os numeros N; podem
mudar como resultado da reagao quimica entre moléculas. Mas eles nao
podem mudar de forma arbitraria, porque a conservacao de dtomos exige
que a equacao quimica (108) seja satisfeita. As mudangas nos nimeros V;
devem portanto ser proporcionais aos numeros de moléculas aparecendo na
equagao quimica (108), isto é,

dN; = \b; para todoi, (109)

em que A é uma constante de proporcionalidade. Temos dN; > 0 para
moléculas formadas como resultado da reacao, e dN; < 0 para moléculas
desaparecendo como resultado da reacao.

Exemplo. Na reacao (107) o nimero de moléculas Ny,0, Ng,, No, pode
variar apenas de modo que as mudancas nesses niimeros estao na proporcao,

dNpy,0 : dNg, : dNp, =2 : =2 : —1.

Consideremos agora uma situacao de equilibrio com moléculas confinadas
em um volume V| que podem reagir quimicamente entre si de acordo com a
reacao (108). Seja E a energia total do sistema. A condicao de equilibrio é
entao que,

S =S(E,V,Ny,...,N,) = maximo, (110)

ou,

dS =0. (111)

Nas condigoes de V' e E constantes, essa condicao fica, por (84),

> pdN; =0. (112)
=1

Usando o fato de que as variacoes dN; devem satisfazer a equacao quimica
(108), isto é, a restricao (109), a condi¢ao (112) fica entdo simplesmente,

> b =0. (113)
=1

Essa é a condicao geral para equilibrio quimico.

Observagao. Se supomos que a reagao ocorre sob condicoes de temper-
atura T e volume V constante, entao a condicao de F' ser um minimo ou
dF = 0 sob essas circunstancias, por (87), leva novamente as equagoes (112)
e (113). Da mesma forma, para uma reagao a temperatura 7' e pressao p
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constante, a condi¢do de G ser um minimo ou dG = 0, por (89), também
leva a (112) e (113).
|
Os potenciais quimicos p; sao funcoes das varidveis descrevendo o sis-
tema. Por exemplo, pu; = p;(E,V,Ny,...,Ny), se E' e V s@o consideradas
como variaveis independentes, ou p; = p;(T,V,Ny,...,Np), se T e V sdo
consideradas como varidveis independentes. Portanto a condigao (113) im-
plica em uma situacao de equilibrio uma conexao definida entre os niimeros
médios N; de moléculas de cada tipo. Como a estatistica termodinamica nos
permite calcular fungoes termodinamicas como a entropia S, também nos
permite calcular os potenciais quimicos p; e entao deduzir explicitamente a
conexao entre os niumeros Ny, ..., N,, implicada pela condigao (113). Vamos
ver uma ilustracao desse calculo na proxima secao.

10 Equilibrio quimico entre gases ideais

Consideremos que a reagao quimica (108) pode ocorrer entre m diferentes
tipos de moléculas. Supomos que essas moléculas formam gases que podem
ser consideradas ideais, e que estao confinadas em um volume V' na temper-
atura absoluta T'. Qual é a relacao entre os niimeros médios das moléculas
reagentes na situacao de equilibrio?

A questao é facilmente respondida considerando a condicao (113) explici-
tamente. Em outras palavras, supomos que conhecemos a energia livre,

F=F(T,V,Ny,...,Ny),

dessa mistura de gases. Se nessa temperatura constante especificada T' e
volume V', imaginamos uma transformagao na qual, de acordo com a equagao
quimica (108), |b;| de cada uma das moléculas reagentes sao transformados
em b; de cada uma das moléculas produto, entao a correspondente pequena
variacao na energia livre AF' na reagao é dada por,

OF
AF =" <3Ni>T,V,N => pbi. (114)

% %

Nessa expressao,

OF
i = ( ) | (115)
ON; T,V,N
é, de acordo com a relagao (88), o potencial quimico de uma molécula do tipo
7 e é, como F', uma funcao das variaveis T,V, Ny, ..., N,,. No equilibrio a
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energia livre /' é um minimo, de modo que (114) nos dé a condigao familiar
(113),

AF =) bip;=0. (116)

A tarefa restante é entao apenas calcular F', e portanto os potenciais quimicos
i, dessa mistura de gases.

Calculo do potencial quimico. Consideramos novamente os gases a
temperatura suficientemente alta e densidade suficientemente baixa, de modo
que seu movimento translacional pode ser tratado classicamente.

Sejam os estados possiveis da molécula k£ do gas denotados por si, e seja
ek(sk) o estado de energia da molécula nesse estado. Como a interagao entre
as moléculas é desprezivel, a energia total do gds em um dos seus estados
possiveis pode sempre ser escrita como uma soma,

E=cei(s1) +e2(s2) +es(ss) +...,

com um numero de termos igual ao nimero total de moléculas. Portanto a
funcao de particao fica, tratando todas as moléculas como distinguiveis,

7 = Z 6—5[51(51)+52(82)+63(83)+---]7

51,52,83;-.-

em que a soma é sobre todos os estados de cada molécula. Como usual essa
expressao fatora na forma,

7' = (Z e—5€1<51>> (Z e—ﬂ52<52>> (117)
S1 52

Nesse produto ha N; fatores iguais para todas as moléculas do tipo 7, cada
um desses fatores sendo igual a,

G=) e, (118)

com a soma sendo feita sobre todos os estados s e energias correspondentes
de uma molécula do tipo i. Portanto (117) fica simplesmente,

Z' =l (119)

m

Contamos como estatos distintos do gas aqueles que diferem apenas por per-
mutagoes de moléculas idénticas. Como vimos na segao 7, é errado (paradoxo
de Gibbs) e inconsistente com a indistinguibilidade essencial das moléculas
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em mecanica quantica contar esses estados do gas como distintos. Para obter-
mos a funcao de partigao correta Z, a expressao (119) deve portanto ser di-
vidida pelas (N1!Ny!. .. N,,!) permutages possiveis das moléculas idénticas
entre elas mesmas. Obtemos entao,

Ny ~Na CNm
1 2 PR m

Z = . 120
NyINo!. L Ny,! (120)
Essa expressao pode ser escrita também como,
com,
_ G
Zi = N1 (122)

sendo a funcao de particao de um gas de N; moléculas ocupando o volume
V' na auséncia de todos os outros gases.
Uma variedade de resultados importantes segue de (121), isto é, da relacao,

mZ=>)» InZ. (123)

Esses resultados todos refletem o fato de as moléculas serem fracamente in-
teragentes, de modo que as func¢oes termodinamicas sao aditivas. Por ex-
emplo, como a energia média de um sistema é dada de forma geral por
E = (—=0In Z/3p), segue de (123) que,

E(T,V)=Y_ E{(T.V), (124)

com FE; sendo a energia média do gés ¢ ocupando o volume dado. Também,
como a pressiao média de um sistema é dada de forma geral por p = 371(91In Z/0V),
segue de (123) que,

p= me (125)

em que p; ¢ a pressao média que seria exercida pelo gas ¢ se ele ocupasse o
volume V' dado. A quantidade p; é chamada de “pressao parcial do gés i”.

Obtivemos agora a equacao de estado para um tnico gas, isto é, para o
gas 1 ocupando o volume V,

pi =nkT, n; = (126)

<|=
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Portanto (125) nos da imediatamente a equagao de estado para a mistura de
gases,

m

p=nkT, n=> n,. (127)

i=1
Como a energia livre de Helmholtz é dada de forma geral pela relacao F' =
—kT'In Z, segue de (123) que,

F(T,V) =) F(T,V), (128)

com F; sendo a energia livre do gés i. Como F = E — TS, (124) e (128)
estabelecem também a aditividade das entropias,

S(T,V) =) _Si(T.v), (129)

com 95; sendo a entropia do gas ¢+ ocupando o volume dado.
Vamos agora calcular o potencial quimico. Por (122),

hlZi = Nlan —IHN!7

com (; = (;(T, V') sendo a fungao de particio (118) para uma tinica molécula
e nao envolve NN;. Usando F' = F — TS = —kT'In Z e (123) obtemos,

F=—-kTInZ=—kT» (N;ln¢G —InNyl),

ou,
F=—-kT> Ni(n¢G—InN;+1), (130)
em que usamos a férmula de Stirling In N! = NIn N — N. Como,
OJln N!
=InN
oN

segue de (115) que o potencial quimico do tipo j de molécula é simplesmente
dado por,

oF
== = —kT(In¢; —In N,
& <8Nj>T,V,N " (HCJ ! ])’

ou,
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p; = —kTIn ﬁf—a . (131)

J

Lei da acao das massas. Por (114), a variagdo da energia livre na
reacao ¢ entao igual a,

AF =—kT> b(ln¢ —InN;) = AFy + kT bIn N, (132)
com,
AFy=—kT Y bilng, (133)

sendo a “variacao de energia livre padrao da reacao”, que depende apenas
de T e V, mas nao dos numeros N; de moléculas presente. A condigao de
equilibrio (116) fica entao,

AF = AFy+ kT Y bilnN; =0,

Zln NP =In(NP'NP> .. Nbm) = —% ,
ou,
NPNE . NP = Ky (T, V), (134)
com,
Kn(T,V) = e AR/KT — ¢higha b (135)

A quantidade Ky ¢ independente do nimero de moléculas presente e é
chamada “constante de equilibrio”. E uma funcao apenas de T' e V através
da dependéncia das funcgoes de particao moleculares (; nessas quantidades.
A equagao (134) é a relagao explicita desejada entre os numeros médios de
moléculas presentes em equilibrio. E chamada “lei de acao das massas” e é
familiar da quimica elementar.

Exemplo. Considere a reagao (107) na fase gasosa,

_QHQ - 02 +2H20 =0.

A lei de acdo das massas (134) entao fica,
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—2n7—1 72 _
NHQNOQNHQO_KN7

ou,

|

Notemos que (135) nos dd uma expressao explicita para a constante
de equilibrio Ky em termos das funcoes de particao (; para cada tipo de
molécula. Portanto Ky pode ser calculado de primeiros principios se as
moléculas sdo suficientemente simples, de modo que (; em (118) pode ser
calculado do conhecimento dos estados quanticos de uma tnica molécula.
Mesmo que as moléculas sejam mais complexas, ainda ¢é possivel usar dados
espectroscopicos para deduzir seus niveis de energia, e portanto calcular ¢; e
a constante de equilibrio K.

Observagao. Notemos que o fator N;! presente em (122) que considera
propriamente a indistinguibilidade das moléculas, é absolutamente essencial
para a teoria completa. Se esse fator nao estivesse presente, teriamos simples-
mente In Z = )" N;In (;, de modo que o potencial quimico fica p; = —kT In (;,
independente de N;. Portanto (116) nao nos da nenhuma relagdo entre os
nimeros. Portanto as dificuldades classicas exemplificadas pelo paradoxo de
Gibbs levam a dificuldades sem solucao.

|

Notemos a propriedade simplificadora que (;(V,T) é proporcional a V. A

equacgao (118) pode ser escrita,

Cio(/dBr/d3p6—5p2/2mZe—ﬁegmt)’

em que calculamos a parte translacional da funcao de particao classicamente.
A soma restante é sobre os estados de movimento interno, vibracao e rotacao,
se a molécula nao é monoatomica. Aqui a posicao do centro de massa r ocorre
apenas na integral f d®r que nos d4 o volume V. Podemos entdo escrever,

GV, T) =V (T, (136)
em que (] depende apenas de T. Portanto o potencial quimico (131) fica,
G
p; = —kT'In — | (137)
j
com n; = N;/V sendo o nimero de moléculas do tipo j por unidade de

volume.
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A condigao de equilibrio fundamental (116) pode entao ser escrita mais
simplesmente como,

Zb,lnnz = Zbllng,

ou,

nbnb2 . nbm = K, (T), (138)
com,

Ko (T) = ¢y .. b (139)

e a constante de equilibrio K,,(T") depende apenas da temperatura.
Por (135) e (139) temos a relacao,

Ky(T,V) =V’K b= Xm: b . (140)

i=1
Observagao. A lei de agao das massas (138) pode ser interpretada ci-
neticamente de forma detalhada. Escrevemos (108) na forma,

em que i = 1,...,k refere-se a espécie k de moléculas reagentes (com b, =
—b; > 0)ei=k+1,...,mrefere-se aos restantes (m — k) tipos de moléculas

produtos. A probabilidade P, por unidade de tempo de que a reagao (141)
ocorra da esquerda para a direita deve ser proporcional a probabilidade de
encontro simultaneo em um dado elemento de volume de 0} B; moléculas,
by By moléculas, ..., b, By, moléculas. Como as moléculas em um gas ideal
sao estatisticamente independentes, a probabilidade da molécula i estar no
elemento de volume é simplesmente proporcional a n;, e a probabilidade P,
fica,

P, = K+(T)nl;/ nZQ . nZ’“ ,
com K (T) sendo uma constante de proporcionalidade que pode depender
de T'. Da mesma forma, a probabilidade P_ por unidade de tempo de que a
reacao (141) ocorra da direita para a esquerda deve ser proporcional a proba-
bilidade de encontro simultaneo de b, ; By moléculas, .. ., b, B, moléculas,
isto é,

o brtr1 brto b,
P_=K_(T)n in, 5 . ongm .
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No equilibrio devemos ter,

P+ - P_ .
Portanto segue que,
nlRtiplEe2  pbe g o
ket Moo - Mt K (T)
b b - )
ny'ny’ . ny” K_(T)

que ¢é idéntica na forma a (138).
|
Dependéncia da constante de equilibrio com a temperatura. A
relagao (135) nos da explicitamente,

AFy

Portanto,

(%), =), )=~ Ga), (o) - oo

A 1ltima expressao segue de (132), pois AF' e AFy diferem apenas por uma
expressao envolvendo os numeros N;, € como essas numeros sao supostos
constantes, como indicado, na diferenciagao de AF/kT. Portanto,

OlnKy) 1 1 [OAF
( oT >V_kT2AF_kT(8T )MN' (144)

0 0 OF
~(or)2r = -2 (o) (o)
0 oF oS
B _;(GNZ) (a_T)bi: N =AY

Aqui usamos a relacao geral, implicada por (87), que,

OF
(a—T)V,N -

e denotamos por AS a variagdo de entropia da reagao quando |b;| de cada
uma das moléculas reagentes é transformada em b; de cada molécula produto.
Portanto (144) fica,

Mas,
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Oln Ky 1 AFE
pois F = E —TS. Assim, AE = A(F + TS) é simplesmente o aumento
de energia média na reacdo. Como a reagao ocorre a volume constante, AE
também ¢ o calor absorvido na reagao quando |b;| de cada uma das moléculas
reagentes é transformada em b; de cada molécula produto.

Como K, difere de Ky apenas por um fator envolvendo o volume V,
(145) implica equivalentemente que,

dnK, AE
ar  kT?

Se AE > 0, (145) afirma que Ky aumenta se 7" aumenta. Esse resultado
novamente esta de acordo com o que é esperado do principio de Le Chatelier.
Se E > 0, calor é absorvido como resultado da reacao. Se a temperatura T’
aumenta, mais moléculas devem ser produzidas para absorver calor e por-
tanto restaurar a temperatura original. Portanto Ky deve aumentar.

(146)

11 Transicoes de fase de segunda ordem

Seguimos aqui principalmente o excelente livro de Landau [9].

Transicoes de fase de segunda ordem

Transicoes de fase entre fases de simetrias diferentes (cristal e liquido; modi-
ficagoes de diferentes cristais) nao podem ocorrer de maneira continua, como
é possivel para um liquido ou um gés (Landau, [9], pardgrafo 83). Em cada
estado o corpo possui uma simetria ou outra, e portanto podemos sempre
atribuir a ele uma das duas fases.

A transicao entre diferentes modificagoes do cristal é usualmente feita
por meio de uma transicao de fase, na qual ha um sibito rearranjo da rede
cristalina, e o estado do corpo muda descontinuamente. Assim como essas
transicoes descontinuas, outro tipo de transicao envolvendo uma mudanca de
simetria também é possivel.

Para esclarecermos a natureza dessas transicoes, consideremos um exem-
plo especifico. Em altas temperaturas, BaTiO3 possui uma rede cibica com
célula unitaria mostrada na figura 15. (os atomos de bério estao nos vértices,
os atomos de oxigénio nos centros das faces, e os atomos de titanio nos cen-
tros das células). A medida que a temperatura diminui abaixo de um certo
valor, os atomos de titanio e oxigénio comecam a se mover em relagao aos

46



atomos de bario paralelamente a uma borda do cubo. E claro que, assim que
esse movimento comeca, a simetria da rede é afetada, e se torna tetragonal
em vez de ctbica.

e B 90 @

Fig. 15.

Esse exemplo é tipico do caso em que nao ha mudanca descontinua no
estado do corpo. A configuracao dos atomos no cristal muda continuamente.
Contudo, um deslocamento arbitrariamente pequeno dos dtomos de suas
posigoes originais simétricas, é suficiente para mudar a simetria da rede.
A transicao resultante de uma modificacao do cristal para outra é chamada
uma transicao de fase de sequnda ordem, em contraste com transicoes de fase
ordindrias, que nesse caso sao chamadas de transicoes de fase de primeira or-
dem.

Portanto uma transicao de fase de segunda ordem é continua no sentido
em que o estado do corpo muda continuamente. Deve ser enfatizado, contudo,
que a simetria, ¢ claro, muda descontinuamente no ponto de transicao, e em
qualquer instante podemos dizer a qual das duas fases o corpo pertence. Mas
enquanto em um ponto de uma transicao de fase de primeira ordem corpos
em diferentes estados estao em equilibrio, os estados das duas fases sao os
mesmos em um ponto de uma transicao de segunda ordem.

Assim como os casos em que a mudanca de simetria do corpo ocorre por
um deslocamento dos dtomos (como no exemplo dado acima), a mudanga
na simetria em uma transicao de fase de segunda ordem pode resultar de
uma mudanca no ordenamento do cristal. J4 mencionamos que o conceito de
ordenamento surge se o numero de pontos da rede que podem ser ocupados
por atomos de um dado tipo excede o numero de tais dtomos (Landau [9],
pardgrafo 61). Usaremos a palavra “préprio” para os locais ocupados por
atomos do tipo em questao em um cristal completamente ordenado, em con-
traste aos “outros” locais que sao ocupados por alguns dos atomos quando
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o cristal se torna desordenado. Em muitos casos, que serao de interesse
em transicoes de segunda ordem, ocorre que os locais “proprios” e “outros”
da rede sao geometricamente idénticos, e diferem apenas no fato de pos-
suirem diferentes probabilidades de conter dtomos do tipo em questao. Se
essas probabilidades se tornam iguais, todos os sitios ficam equivalentes, e
portanto novos elementos de simetria aparecem, isto é, a simetria da rede
aumenta. Um cristal desse tipo é chamado desordenado.

Consideremos um exemplo. A liga completamente ordenada CuZn possui
uma rede cubica com os atomos de zinco nos vértices, e os atomos de cobre
nos centros das células cibicas (fig. 16, uma rede simples ciibica de Bravais).
Quando a liga é aquecida e se torna desordenada, os atomos de cobre e de
zinco trocam de lugar, isto é, probabilidades nao nulas de encontrar dtomos
de qualquer tipo existem em qualquer local da rede. Até as probabilidades de
encontrar atomos de cobre ou zinco nos vértices e nos centros das células se
tornarem iguais (isto é, enquanto o cristal é ordenado mas nao completamente
ordenado), esses sitios permanecem nao equivalentes, e a simetria da rede
nao muda. Mas quando as probabilidades ficam iguais, todos os sitios ficam
equivalentes, e a simetria do cristal aumenta: uma nova vetor da rede aparece,
de um vértice do centro da célula, e o cristal adquire uma rede cibica de
Bravais de corpo centrado (fig. 16).

Fig. 16.

Para cada estado de ordenamento podemos definir uma caracteristica
quantitativa, o grau de ordenamento n, de modo que seja zero em uma fase
desordenada, e tenha valores positivos ou negativos nao nulos em cristais
com varios graus de ordenamento. Por exemplo, no exemplo acima da liga
CuZn, essa quantidade pode ser definida como,

n = Wcew Wzn : (147)
Woy + Wz
em que we, € Wz, sao as probabilidades de encontrar um atomo de cobre e
um atomo de zinco, respectivamente, em um dado sitio.
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Deve ser enfatizado novamente que a simetria do cristal é alterada (au-
mentando) apenas quando 7 se torna exatamente zero. Qualquer grau de
ordenamento nao-nulo, ainda que pequeno, gera a mesma simetria de um
cristal completamente ordenado.

Se, quando a temperatura aumenta, o grau de ordenamento se torna zero
descontinuamente de algum valor finito, a mudanga de um cristal ordenado
para um estado desordenado serda uma transicao de fase de primeira ordem,
mas se o grau de ordenamento se torna zero continuamente, temos uma
transicao de fase de segunda ordem. Em principio sao possiveis casos onde a
ocorréncia de ordenamento nao causa uma mudanca na simetria do cristal.
Uma transi¢ao de fase de segunda ordem é entao impossivel. Mesmo se a
transicao do estado ordenado para o estado desordenado do cristal ocorresse
continuamente, nao haveria nenhuma descontinuidade no calor especifico.
Nesses casos uma transicao de fase de primeira ordem é, é claro, possivel.

H& uma afirmacao na literatura que existe uma relagao entre transicoes de
fase de segunda ordem e o surgimento de moléculas em rotacao, ou radicais,
no cristal. Essa visao ¢ incorreta, pois em um ponto de transicao de segunda
ordem o estado do sistema deve mudar continuamente, e nao pode haver
mudanca brusca na natureza do movimento. Se uma transicao de fase que
envolve rotacoes das moléculas no cristal é considerada, a diferenca entre as
duas fases deve ser que na fase mais simétrica as probabilidades de diferentes
orientacoes das moléculas sao iguais, enquanto na fase menos simétrica elas
sao diferentes.

Até agora temos discutido apenas transicoes entre diferentes modificagoes
do cristal, mas transicoes de fase de segunda ordem nao precisam necessari-
amente envolver uma mudanca na simetria da configuracao dos atomos na
rede. Uma transi¢ao de segunda ordem também pode fazer surgir uma trans-
formacao entre duas fases diferindo em alguma outra propriedade da simetria,
como por exemplo nos pontos de Curie de substancias ferromagnéticas, os
pontos em que elas se tornam paramagnéticas. Nesse caso ha uma mudanca
na simetria do arranjo dos momentos magnéticos elementares no sistema, ou
mais precisamente um desaparecimento das correntes j nele (ver par. 128 em
Landau [9]). Outras transigoes de fase de segunda ordem sdo a transigao de
um metal para o estado supercondutor, na auséncia de um campo magnético,
e do hélio liquido para o estado superfluido. Em ambos os casos o estado do
sistema muda continuamente, mas adquire uma nova propriedade qualitativa
no ponto de transicao.

Como os estados das duas fases sao os mesmos em um ponto de transicao
de segunda ordem, ¢é claro que a simetria do sistema no ponto de transicao
deve conter todos os elementeos de simetria de ambas as fases. Veremos
abaixo que a simetria no ponto de transicao é a mesma em qualquer lugar
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de um lado desse ponto, isto é, a simetria de uma das fases. Portanto a
mudanca na simetria do sistema em uma transicao de fase de segunda or-
dem possui a seguinte propriedade geral muito importante: a simetria de
uma fase é maior que a da outra. O termo “maior simetria” se refere a uma
simetria que inclui todos os elementos de simetria, como rotacoes, reflexoes e
periodos translacionais, da simetria menor, junto com elementos adicioinais.
A condicao mencionada é necessaria mas nao é suficiente para uma transicao
de fase de segunda ordem ser possivel. Veremos que as possiveis mudancas
de simetria em uma transicao desse tipo sao sujeitas a restrigoes adicionais.
Devemos enfatizar que em uma transicao de fase de primeira ordem a mu-
danca na simetria do sistema nao ¢é sujeita a qualquer restricao, e as simetrias
das duas fases podem estar nao relacionadas.

Na grande maioria dos exemplos conhecidos de transicoes de fase de se-
gunda ordem, a fase mais simétrica corresponde a temperaturas maiores, e a
fase menos simétrica a temperaturas menores. Em particular, uma transicao
de segunda ordem de um estado ordenado para um estado desordenado sem-
pre ocorre com um aumento na temperatura. Essa nao é uma lei da ter-
modinamica, e excegoes sao portanto possiveis. Uma exce¢ao, por exemplo,
¢ o “ponto de Curie menor” do sal de Rochelle, abaixo do qual o cristal é
ortorrombico, mas acima do qual é monoclinico.

A auséncia de qualquer mudanca descontinua de estado em um ponto de
uma transicao de fase de segunda ordem, tem o resultado que as fungoes
termodinamicas do estado do sistema, sua entropia, energia, volume, etc.,
mudam continuamente quando o ponto de transicdo é percorrido. Assim,
emparticular, uma transicao de fase de segunda ordem, diferentemente de
uma transicao de primeira ordem, nao é acompanhada pela absorcao ou
rejeicao de calor. Veremos, contudo, que as derivadas dessas funcoes ter-
modinamicas, como a capacidade térmica, o coeficiente de expansao térmica,
a compressibilidade, etc., sao descontinuas em um ponto de transi¢ao de
segunda ordem.

Devemos esperar que matematicamente um ponto de uma transicao de
segunda ordem ¢ uma singularidade das quantidades termodinamicas, e em
particular do potencial termodinamico ® (Landau usa a notagao ® para o
potencial termodinamico, ou energia livre de Gibbs). A natureza dessa sin-
gularidade nao é ainda conhecida. Para vermos isso, primeiro lembramos que
(Landau [9], pardgrafo 83) um ponto de uma transigdo de fase de primeira
ordem nao ¢ uma singularidade. E um ponto no qual os potenciais ter-
modinamicos ®1(p,T) e $o(p,T) das duas fases sdo iguais, e cada uma das
funcoes @, e 5 em cada lado do ponto de transicao corresponde a um estado
de equilibrio, possivelmente metaestavel, do sistema. Em uma transicao de
segunda ordem, contudo, o potencial termodinamico de cada fase, se formal-
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mente considerado longe do ponto de transi¢ao, nao corresponde a nenhum
estado de equilibrio, isto ¢, a nenhum minimo de ®. Veremos adiante que
o potencial termodinamico da fase mais simétrica corresponde de fato a um
maximo de ¢ além do ponto de transicao.

O 1ltimo resultado implica que efeitos de super-resfriamento e super-
aquecimento sao impossiveis em transicoes de fase de segunda ordem, embora
possam ocorrer em transigoes de fase ordinarias. Nesse caso nenhuma fase
pode existir além do ponto de transicao. Aqui ignoramos, é claro, o tempo
necessario para estabelecer a distribuicao de equilibrio dos dtomos, que em
cristais sélidos pode ser consideravel.

A descontinuidade no calor especifico

Para darmos uma descricao matematica de uma transicao de fase de segunda
ordem, definimos uma quantidade 77 que representa a extensao em que a
configuracao dos atomos na fase menos simétrica difere daquela na fase mais
simétrica. Na ultima fase n = 0, e na fase menos simétrica n pode ser positivo
ou negativo. Por exemplo, em transicoes que envolvem uma mudanca no
ordenamento do cristal, 7 pode ser tomado como o grau de ordenamento.
Em transicoes em que ha um movimento dos atomos, como no BaTiOgs, n
pode ser tomado como a quantidade de deslocamento, e assim por diante.
Para evitarmos um mal entendido podemos notar que no caso particular do
BaTiOg3, o deslocamento dos atomos possui uma descontinuidade pequena
mas finita no ponto de transicao, e assim a transicao é de fato de primeira
ordem.

Por brevidade chamamos arbitrariamente a fase mais simétrica simples-
mente de a fase simétrica, e a fase menos simétrica de fase assimétrica.

Considerando as quantidades termodinamicas do cristal para dados desvios
do estado simétrico, isto é para um dado 7, podemos representar o potencial
termodinamico ® como uma fungao de p, T e . Aqui devemos lembrar, é
claro, na fungao ®(p, T, n) a variavel n nao é do mesmo tipo que as variaveis p
e T. Enquanto a pressao e a temperatura podem ser especificadas arbitrari-
amente, o valor de n que de fato ocorre deve ser determinado da condicao de
equilibrio térmico, isto é, a condicao que ® seja um minimo, para dados p e
T.

A continuidade da mudanca de estado em uma transicao de fase de se-
gunda ordem é expressa matematicamente pelo fato de que a quantidade
1 toma valores arbitrariamente pequenos proximos do ponto de transicao.
Considerando a vizinhanga desse ponto, expandimos ®(p, T,n) em poténcias
de n,
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O(p,T,n) = @+ an+ An* + B> + On* + ... (148)

em que os coeficientes a, A, B, C, ... sao fungoes de p e T..

Deve ser enfatizado, contudo, que a possibilidade de uma expansao desse
tipo nao é por nenhum meio obviamente a priori. Além disso, como men-
cionado, um ponto de transicao de segunda ordem deve ser uma singularidade
do potencial termodinamico, ha uma razao para supor que uma expansao
desse tipo nao pode ser continuada para termos de ordem arbitrariamente
superior, e os coeficientes de expansao podem ter singularidades como fungoes
de p e T. Uma completa explicacao da natureza da singularidade do poten-
cial termodinamico no ponto de transicao oferece grandes dificuldades, e nao
tem sido ainda obtida. Daremos aqui uma teoria baseada na suposi¢ao que a
presenca da singularidade nao afeta os termos da expansao que é usada. Até
que uma teoria completa seja desenvolvida é dificil dizer qual dos resultados
obtidos pode ser modificado, e em que extensao.

Veremos adiante que, se os estados com n = 0 e n # 0 sao de simetrias
diferentes, como supomos, o termo de primeira ordem na expansao acima é
identicamente zero: aw = 0. O coeficiente A(p, T, ) no termo de segunda ordem
¢é facilmente visto se anular no ponto de transicao, pois na fase simétrica o
valor = 0 deve corresponder a um minimo de ®, e para ser assim ¢é evidente
que devemos ter A > 0, enquanto do outro lado do ponto de transicao, na
fase assimétrica, valores nao nulos de 17 devem corresponder ao estado estavel,
isto é, a um minimo de ®, e isso é possivel apenas se A < 0. A figura 17
mostra a forma da fungao ®(n) para A < 0e A > 0. Como A é positivo
em um lado do ponto de transicao e negativo do outro, ele deve se anular no
ponto de transicao,

Ac(p,T) =0, (149)

em que o sufixo c¢ se refere ao ponto de transicao.

52



Are p<o

e L

Fig. 17.

Mas se o ponto de transicao é um estado estavel, isto é, se ® como uma
funcao de n é um minimo em 7 = 0, é necessario que o termo de terceira
ordem deve ser zero, e o termo de quarta ordem positivo,

B.p,T) =0, C.(p,T)>0. (150)

O coeficiente C, sendo positivo no ponto de transicao, é obviamente positivo
na vizinhanga desse ponto.

Dois casos podem ocorrer. Em um, o termo de terceira ordem é identi-
camente zero devido & simetria do cristal: B(p,T) = 0. Entao permanece
no ponto de transi¢ao apenas a condigao A(p,T) = 0, que determina p como
uma funcao de T ou vice versa. Assim, no plano p7’ ha uma linha de pontos
de transicao de fase de segunda ordem. A condicao que nao haja termo em
n3 na expansao acima é de fato necessaria mas nao suficiente para transicoes
de fase de segunda ordem serem possiveis.

Se, contudo, B nao ¢é identicamente zero, os pontos de transi¢ao sao
determinados pela duas equagoes A(p,T) = 0, B(p,T) = 0. Nesse caso,
portanto, as transicoes de fase continuas ocorrem apenas em pontos isolados.

O caso mais interessante é, obviamente, onde ha uma linha de pontos
de transicao continuas. Consideramos agora transi¢oes de fase de segunda
ordem apenas desse tipo. Isto é, supomos que B(p,T) = 0 e a expansao do
potencial termodinamico é da forma,

®(p,T,n) = Po(p,T) + Alp, T)n* + C(p, T)n* + . .. (151)

Temos C' > 0, enquanto A > 0 na fase simétrica e A < 0 na fase assimétrica.
Os pontos de transi¢ao sao determinados pela equagao A(p,T) = 0. Pode
ser mostrado que uma transicao de fase de segunda ordem entre um liquido e
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um sélido (cristal) é sempre impossivel, pois hd uma termo de terceira ordem
na expansao do potencial termodinamico.

Se consideramos uma transicao em um dado valor da pressao, entao
proximo do ponto de transicao, com temperatura denotada por T,., pode-
mos escrever,

AT) =a(T —T), (152)

com a = (0A/IT)r—r, ¢ uma constante. O coeficiente C'(T) pode ser tomado
como uma constante C'(7,).

A dependeéncia de 1 com a temperatura préximo do ponto de transicao, na
fase assimétrica, é determinada da condicao que ® seja um minimo como uma
fungao de 7. Igualando a derivada 9®/0n a zero, obtemos n(A + 2Cn?) = 0,
e portanto,

P = o = a(T=T). (153)

A solucao 1 = 0 corresponde a fase simétrica. Devemos notar que para A < 0
o valor 7 = 0 corresponde a um méaximo de ®.

Em seguida, vamos determinar a entropia do sistema proximo do ponto
de transicao. Desprezando poténcias superiores de 7, temos,

0P 0A
S = Tor So — a—TU ’
com Sy = —0Py/IT. O termos contendo a derivada na temperatura de n

é zero, porque 0®/0n = 0. Na fase simétrica n = 0 e S = S;. Na fase
assimétrica n? = —A/2C, e,

A DA a?
S = S0+ 5agm = S0+ 5 (T~ ). (154)

No ponto de transicao a expressao se torna Sjp, e a entropia é portanto
continua, como deve ser.

Finalmente, vamos determinar os calores especificos C), = T'(95/0T), das
duas fases no ponto de transicao. Para a fase assimétrica temos, diferenciando
(154),

T,
9 dec
Cp=Cp+a 5C (155)
Para a fase simétrica S = Sy, e portanto C), = Cp. Portanto concluimos

que o calor especifico é descontinuo em um ponto de uma transicao de fase
de segunda ordem. Como C > 0, C}, > (), no ponto de transicao, isto é, o
calor especifico é maior na fase assimétrica do que no caso simétrico.
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Outras quantidades além de C), sao descontinuas: Cy, o coeficiente de
expansao térmica, a compressibilidade, etc. Nao ¢é dificil obter relagoes entre
as descontinuidades de todas essas quantidades. Primeiro de tudo notamos
que o volume e a entropia sao continuas no ponto de transicao, isto é, suas
descontinuidades AV e AS sao zero,

AV =0, AS=0.

Derivamos essas equacoes em relacao a temperatura ao longo da curva dos
pontos de transicao, isto é, supondo a pressao ser a funcao da temperatura
dada por essa curva. O resultado é,

>(or), v (a—v)

AC, dpA (av>

(156)

T orT

pois (0S/0p)r = —(0V/0T),. Essas duas equagoes relacionam as descon-
tinuidades do calor especifico C), o coeficiente de expansao térmica e a com-
pressibilidade em um ponto de uma transicao de fase de segunda ordem.

Derivando ao longo da curva dos pontos de transigao as equagoes AS = 0
e Ap = 0, com temperatura e volume como variaveis independentes. A
pressao é, obviamente, inalterada na transicao. Obtemos,

dp av dp B
A(a—T> + A (W>T_O’

A
Cv | dVA(ap) = 0. (157)

T dr oT

De (156) e (157) podemos expressar as descontinuidades de C,, Cy,
(Op/0T)v e (0V/OT), em termos da descontinuidade de (0V/dp)r,

2 (or), =72 (7).

(8 s(3)

2 (), -5 [
ACV:T<Z—¥)2A {m] | (158)
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Podemos notar que, de acordo com essas formulas, as descontinuidades
no calor especifico C), e a compressibilidade possuem o mesmo sinal. Segue
portanto, da afirmacgao prévia sobre a descontinuidade do calor especifico,
que a compressibilidade diminui descontinuamente ao passarmos da fase as-
simétrica para a fase simétrica.

A teoria termodinamica acima, com a ressalva feita no inicio, responde
o problema da natureza das mudancas nas quantidades termodinamicas, em
uma transicao continua entre fases de simetrias diferentes. Vemos que as
derivadas primeiras de quantidades como a entropia e o volume devem ser
descontinuas em uma transicao desse tipo. Isso torna sem sentido uma dis-
cussao de transicoes envolvendo descontinuidades apenas das derivadas de
ordem superior.

Mudanca de simetria em uma transicao de fase de se-
gunda ordem

Na teoria acima consideramos uma transicao de fase de segunda ordem com
algumas mudancas definidas na simetria do sistema, supondo a priori que
uma tal transicao é possivel. Uma teoria desse tipo, contudo, nao nos diz
se uma dada mudanca de simetria pode de fato ocorrer por uma transicao
de segunda ordem. A teoria desenvolvida aqui é feita para responder essa
questao. FEla comeca de diferentes afirmagoes do problema, enquanto uma
certa simetria do sistema no ponto de transicao é especificada, e perguntamos
qual simetria é possivel nos lados desse ponto.

Para tratarmos um exemplo especifico, consideramos transicoes de fase
envolvendo uma mudanca na estrutura de uma rede cristalina, isto é, uma
mudanga na simetria da configuracdo dos seus atomos. Seja p(z,y,z) a
“fungao densidade” (definida no pardgrafo 128 de Landau [9]), que nos da
a distribuicao de probabilidade de varias posicoes dos atomos no cristal. A
simetria da rede cristalina é o conjunto ou grupo de todas as transformacoes
das coordenadas para as quais a fungao p(z,y, z) é invariante. Incluimos aqui
a simetria completa da rede, como rotacoes, reflexdes e também o conjunto
infinito (discreto) de todos os possiveis deslocamentos paralelos (translagoes),
isto é, consideramos um dos 230 grupos espaciais.

Seja G o grupo de simetria do cristal no ponto de transicao. Como
sabemos da teoria de grupos, uma fungao arbitraria p(z,y, z) pode ser repre-
sentada como uma combinagcao linear de varias fungoes ¢1, ¢s, . . ., possuindo
a propriedade de serem transformadas em combinagoes umas das outras por
todas as transformacoes do grupo considerado. Em geral, o nimero dessas
fungoes é igual ao nimero de elementos no grupo, mas quando a fungao p
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possui uma certa simetria as fungoes ¢; podem ser menores em numero.
Com isso em mente, escrevemos a func¢ao densidade p(z,y, z) do cristal
como a soma,

p:ZCi¢i>

com as fungoes ¢; sao transformadas em combinagbes umas das outras por
todas as transformagoes no grupo Gy. As matrizes dessas transformagoes
formam uma representagao do grupo Gy. A escolha das fungoes ¢; nao é
unica. Elas podem ser obviamente substituidas por qualquer combinacao
linear delas mesmas. As fungoes ¢; podem sempre ser escolhidas de modo a
formar um numero de conjuntos independentes contendo o niimero minimo
de funcgoes, as funcoes em cada conjunto sendo transformadas apenas em
combinacoes umas das outras por todas as transformacoes no grupo Gj.
As matrizes das transformacoes das funcoes em cada um desses conjuntos
formam representagoes irredutiveis do grupo Gy, e as fungoes sao a base
dessas representacgoes. Podemos portanto escrever,

p=>_> 4", (159)

n sendo o numero das representacoes irredutiveis e ¢ o nimero da funcao
na sua base. No que segue supomos as fungoes (;55") serem normalizadas em
algum maneira definida.

As funcoes gbgn) sempre incluem uma que é invariante sob todas as trans-
formagoes no grupo Gy, e nos da o que é chamado representagao unitaria do
grupo. Assim essa fungao, que denotamos por pg, possui a simetria de Gj.
Denotando a parte restante de p por dp, podemos escrever,

/
p=po+dp, dp=>_Y o, (160)

em que agora a representacao unitaria é excluida da soma, como indicado
pela linha no sinal de soma. A fungao dp possui uma simetria menor que a de
G, pois dp também pode permanecer invariante sob algumas transformagoes
nesse grupo, mas certamente nao sob todas. Podemos notar que a simetria
G da funcao p, que claramente é a simetria de dp, tem, estritamente falando,
sido suposta desde o inicio ser menor do que a de Gg, pois de outro modo a
soma (159) incluiria apenas um termo, a fungao p, que da a representagao
unitaria.

Algumas das representacoes irredutiveis do grupo espacial podem ser com-
plexas, isto é, as transformacoes do grupo transformam as fungoes da base em
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combinagoes lineares umas das outras com coeficientes complexos. Cada uma
dessas representacoes ¢ acompanhada por sua representacao conjugada com-
plexa, dada pelas funcoes conjugadas complexas. Como a densidade fisica
dp deve ser real e deve permanecer real sob todas as transformacoes, é claro
que duas representacoes irredutiveis conjugadas complexas devem ser fisica-
mente consideradas como uma representacao do dobro de dimensoes, niimero
de fungoes da base. A densidade dp deve ser uma combinacao linear real de
todas essas funcoes complexas conjugadas. Em toda a discussao seguinte
supomos isso e que as fungoes ¢§n) sao consideradas como reais.

O potencial termodinamico ¢ de um cristal com funcao densidade p dada
por (160) é uma funcao da temperature, pressao e coeficientes cgn), e depen-
dem, ¢é claro, da forma especifica das fungoes ¢§”). Os valores reais de c§”)
como funcgoes de p e T' sao determinados termodinamicamente das condigoes
de equilibrio, isto é, as condigoes para ® ser um minimo. Isso determina
também a simetria G do cristal, pois é claro que a simetria da fungao (160),
com funcgoes QSZ(-TL) cujas leis de transformacao sao conhecidas, é determinada
pelos valores dos coeficientes na combinagao linear dos ¢§").

Se o cristal é para ter a simetria de GGy no ponto de transicao, é necessario
que todos os cgn) devem ser zero ali, isto é, p = 0, p = po. Como a mudanga
no estado do cristal em uma transicao de fase de segunda ordem é continua,
0p deve tender continuamente a zero no ponto de transi¢ao, nao descontin-
uamente, isto é, os coeficientes c§") devem tender a zero através de valores
arbitrariamente pequenos proximo do ponto de transicao. Assim, podemos
expandir o potencial ®(p, T, cgn)) em poténcias de cgn) préximo do ponto de
transicao.

Primeiro de tudo notamos que, como as fungoes ¢§”), pertencentes a base
de cada representacao irredutivel, sao transformadas em combinacoes umas
das outras pelas transformacoes no grupo Gy, essas transformacoes podem
ser consideradas como transformando, na mesma forma, os coeficientes c§”)
em vez de as funcgoes ¢§"). Em seguida, como o potencial termodinamico do
sistema deve obviamente ser independente da escolha das coordenadas, deve
ser invariante sob qualquer transformacao do sistema de coordenadas, e em
particular sob as transformacoes do grupo Gy. Portanto, a expansao de ®
em poténcias dos an) pode conter em cada termo apenas uma combinacao
invariante dos cz(-n) que ¢é da poténcia apropriada.

Nenhum invariante linear pode ser formado de quantidades que sao trans-
formadas de acordo com uma representacao irredutivel, nao unitaria, de um
grupo. Apenas um invariante de segunda ordem existe para cada repre-
sentagao: uma forma positiva definida nos c(n), que pode sempre ser reduzida

i
a uma soma de quadrados.
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Assim os termos dominantes na expansao de ® sao da forma,

!/

O =0+ Y AN [, (161)
n (2

em que os A™ sao funcdes de p e T

No ponto de transicao, o cristal deve ter a simetria G, isto é, os valores
de equilibrio dos cz(n) devem ser zero. B evidente que ® pode ter um minimo
quando todo cgn) = 0 apenas se todos os A™ sdo nao negativos.

Se todos os A™ sdo positivos no ponto de transicao, também sdo positivos
préoximos do ponto, de modo que os cl(»") permanecem zero e nao havera
mudanca de simetria. Para algum c§") ser nao nulo, isto é, para a simetria
do sistema nao variar, um dos coeficientes A™ deve mudar de sinal, e esse
coeficiente deve se anular no ponto de transicao. Dois coeficientes A™ podem
se anular simultaneamente apenas em um ponto isolado no plano pT’, que seja
a intersecao de mais de uma linha de transi¢oes de segunda ordem.

Assim, em um lado do ponto de transicdo todos os A™ sdo positivos, e

no outro lado um dos A™ é negativo. Assim, todos os c§”> SA0 sempre zero

em um lado do ponto de transicao, e no outro lado cl(-n) nao nulos aparecem.
Concluimos, portanto, que em um lado do ponto de transicao o cristal possui
a simetria maior GG, que é mantida no ponto de transicao, enquanto no
outrto lado do ponto de transicao a simetria é menor, e entdao o grupo G é
um sub-grupo do grupo Gj.

A mudanca no sinal de um dos A™ causa o surgimento de cgn) nao nulos
pertencentes a representacao n. Assim o cristal com simetria G se torna um
com densidade p = py + dp, com,

op=">_ "o, (162)
K3
sendo uma combinacao linear das funcoes da base de qualquer uma das rep-
resentacoes irredutiveis do grupo Gy, outra que a representacao unitdria.
Assim omitiremos o indice n que da o nimero da representacao, significando
sempre a que corresponde a transicao considerada.
Usamos a notacao,

w=>c, a=n, (163)

com Y ;72 =1, e escrevemos a expansiao de ® como,
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& = o(p,T) +1PADT) +7° Y Balp. T)fP ()

+0* > Calp, TP (1) + ..
(0%

(164)
em que fc(f)), fo(fl), ... sao invariantes de terceira, quarta etc. ordem formados
das quantidades 7;. Nas somas sobre « ha tantos termos quanto invari-
antes independentes da ordem apropriada, que podem ser formados dos ;.
Nessa expansao do potencial termodinamico, o coeficiente A deve se anular
no ponto de transicao. Para que o ponto de transi¢ao seja um estado estavel,
isto é, para que ¢ tenha um minimo no ponto em que ¢; = 0, os termos
de terceira ordem devem se anular, e os termos de quarta ordem devem ser
positivo definidos. Como mencionamos antes, uma linha de transi¢oes de
fase de segunda ordem no plano pT' pode existir apenas se os termos de ter-
ceira ordem na expansao de ® se anulam identicamente. Essa condicao pode
ser agora formulada como requerendo que seja impossivel construir dos c;
invariantes de terceira ordem, que sejam transformados de acordo com a rep-
resentacao irredutivel correspondente do grupo Gy. Na linguagem da teoria
de representagoes, isso significa que o cubo simétrico [I'] da representacao T’
em questao nao deve conter a representacao unitaria.

Supondo essa condi¢ao sendo satisfeita, escrevemos a expansao até os
termos de quarta ordem na forma,

® =®+ A(p, T)n" +1* > _ Calp, T)f{M (1) - (165)

Como o termo de segunda ordem nao envolve os ;, os ultimos sao determina-
dos simplesmente da condicao para um minimo dos termos de quarta ordem,
isto é, do coeficiente de n* em (165). Pode ocorrer que hd apenas um invari-
ante de quarta ordem, (>_c?)? = n*. Nesse caso, o termo de quarta ordem
¢ independente dos 7;, e termos de ordem superior devem ser usados para
determinar os 7;. Denotando o valor minimo desse coeficiente simplesmente
por C(p,T), que deve ser positivo, como vimos, voltamos a expansao de ¢
na forma (151), n sendo determinado da condigdo que ® seja um minimo
considerado como uma fungao de n apenas, como anteriormente. Os valores
de v; sao entao determinados da simetria da funcao,

op = 772%@, (166)
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isto é, a simetria G do cristal que é formado na transicao de segunda ordem
de um cristal de simetria G(. Consideramos antes uma transicao com uma
dada mudanca de simetria. Usando os conceitos definidos aqui, podemos
dizer que as quantidades 7; sao supostas possuirem valores dados, de modo
que a func¢ao dp possui uma dada simetria. Com o problema enunciado nesses
termos, a auséncia do termo de terceira ordem na expansao (151) pode nao
ser uma condicao suficiente para a existéncia de uma linha de pontos de
transicao de segunda ordem, pois isso nao exclui a possibilidade de que haja
termos de terceira ordem na expansao geral com respeito aos varios c¢;, se a
representacao irredutivel nao é unidimensional. Por exemplo, se hé trés ¢; e
o produto y;727y3 € invariante, a expansao de ® contém um termo de terceira
ordem, enquanto esse termo se anula se a funcao dp possui uma certa simetria
que requer que um ou dois y; devem ser zero.

As condicoes obtidas acima, contudo, ainda nao sao suficientes para
garantir a possibilidade de uma transicao de fase de segunda ordem. Uma
condigao essencial adicional é obtida se consideramos um fato, até agora ig-
norado, relacionando as propriedades de classificacao das representacoes de
grupos espaciais. Vimos que essas representagoes podem ser classificadas nao
apenas por um parametro discreto, como o numero da representacdo menor,
mas também pelo parametro k, que possui uma série continua de valores. Os
coeficientes A(™ na expansio ( 161) devem portanto depender nao apenas do
numero discreto n mas também da variavel continua k.

Seja uma transicdo de fase correspondente ao coeficiente A™ (k) igual a
zero, como funcao de p e T, com um dado niimero n e um dado k = kq.
Para que a transicao de fato ocorra, é necessario que A™ como uma funcao
de ktenha um minimo para k = kg, e portanto para todos os vetores kg
conjugados, isto é, a expansio de A™ (k) em poténcias de k — ko em torno
de ko nao deve conter termos lineares. De outra forma, alguns coeficientes
A (k) necessariamente se anulam antes de A™ (ko) e uma transicdo do tipo
em questao nao pode ocorrer. Uma formulacao conveniente dessa condigao
pode ser obtida com base nos argumentos seguintes.

O valor de kjy determina a simetria translacional das fungoes ¢;, e por-
tanto da funcao dp, eq. (166), isto é, determina a periodicidade da rede
na nova fase. Essa estrutura deve ser estavel em comparacao com aquela
que corresponde aos valores de k préximos de ky. Mas uma estrutura com
k = ko + k£ (com k pequeno) difere daquela com k = ky por uma “mod-
ulagao” espacial na periodicidade da tultima, isto é, pelo surgimento de nao
uniformidade sobre distancias ~ 1/k que sao grandes comparadas com 0s
periodos, ou dimensoes da célula, da rede. Uma tal nao uniformidade pode
ser macroscopicamente descrita considerando os coeficientes ¢; como fungoes
lentamente variantes das coordenadas, enquanto as fungoes ¢; oscilam sobre
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distancias interatomicas. Portanto obtemos a condicao de o estado do cristal
ser estavel com respeito a perda da homogeneidade macroscopica.

Quando as quantidades ¢; nao sao constantes no espaco, o potencial ter-
modinamico por unidade de volume do cristal depende nao apenas dos ¢; mas
também de suas derivadas com respeito as coordenadas, em uma primeira
aproximacao, sobre as derivadas de primeira ordem. Portanto ®, por unidade
de volume, deve ser expandida em poténcias de ¢; e de seus gradientes V¢;
proximo do ponto de transicao. Se o potencial termodinamico do cristal é
um minimo para ¢; constante, ¢ necessario que os termos de primeira ordem
nos gradientes nessa expansao devem se anular identicamente. Os termos
quadraticos nas derivadas devem ser positivo definidos, mas isso nao impoe
restricoes sobre os ¢;, pois uma forma quadratica dessa forma existe para c;
que sao transformados por qualquer representacao irredutivel.

Entre os termos lineares nas derivadas, os unicos que podem ser de in-
teresse sao aqueles simplesmente proporcionais a d¢;/0z, .. ., e aqueles con-
tendo os produtos ¢;0cg/0x, . ... Os termos de ordem superior sao claramente
sem importancia. O potencial termodinamico do cristal, isto é, a integral
J @dV sobre o volume total, deve ser um minimo. A integragao de todas
as derivadas totais em ® dao uma constante, que nao afeta a determinacao
do minimo da integral. Podemos portanto omitir todos os termos em ¢ que
sao simplesmente proporcionais as derivadas dos ¢;. Entre os termos con-
tendo produtos ¢;0cg/0x, . .. podemos omitir todas as combinagoes simétricas

ck0c; 0z + ¢;0ck |0z = O(cier) /O, . . ., deixando as partes antisimétricas,
80,; aCk
_ e 167
“or oz (167)

A expansao de ® pode conter apenas combinagoes lineares invariantes das
quantidades (167). Portanto a condi¢do para uma transicdo de fase ser
possivel é que tais invariantes nao aparecam.

As componentes dos gradientes V¢; sao transformadas como produtos
das componentes de um vetor e das quantidades ¢;. As diferengas (167) sao
portanto transformadas como produtos das componentes de um vetor e dos
produtos antisimétricos das quantidades ¢;. Consequentemente a condicao de
nenhum escalar linear poder ser formado das quantidades (167) é equivalente
a condicao de nenhuma combinagao que se transforma como as componentes
de um vetor pode ser formada dos produtos antisimétricos,

Xik = i), — PP} - (168)
Aqui ¢; e ¢ sao as mesmas fungoes base da representagao irredutivel rele-
vante, que consideramos como sendo tomadas em dois pontos diferentes x, y, z
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ex’,y, 2, de modo que a diferenca nao seja identicamente zero. Na linguagem
da teoria de representacoes, podemos dizer que o quadrado antisimétrico (I'?)
da representacao I' em questao nao deve conter as representacoes irredutiveis
pelas quais as componentes de um vetor sao transformadas. Identificando as
fungoes da base pelos sufixos ko, escrevemos a diferenca (168) na forma,

Xka k'8 = qbkagbi{'a - ¢i{a¢k'5 ) (169)

com k, k', ... s@o vetores da mesma estrela (complexo conjugado ou nao).

Seja o vetor k ocupando a posi¢ao mais geral e nao tendo nenhuma pro-
priedade de simetria. O conjugado de k contém n vetores de acordo com o
nimero de elementos rotacionais no grupo, ou 2n se o grupo espacial nao
inclui inversao, cada k sendo acompanhado pelo vetor diferente —k. A cor-
respondente representacao irredutivel é dada pelo mesmo ntiimero de fungoes
¢k, uma para cada k, e omitimos o sufixo a. As quantidades,

Xk,—k = ¢k¢/_k - ¢i<¢—k ) (170)

sao invariantes sob translacoes. Sob os elementos rotacionais, essas n, ou
2n, quantidades sao transformadas em combinacoes umas das outras, dando
uma representacao do correspondente grupo puntual, classe de cristal, com
dimensao igual a ordem do grupo. Mas essa representacao, chamada uma
representacao reqular contém todas as representacoes irredutiveis do grupo,
incluindo aquelas pelas quais as componentes de um vetor sao transformadas.

Consideracoes semelhantes mostram que é possivel formar um vetor das
quantidades Xkq,—ks em casos onde o grupo do vetor k contém um eixo e
planos de simetria passando por esse eixo.

Essa discussao se torna inaplicavel, contudo, se o grupo do vetor k contém
eixos que interceptam um ao outro ou interceptam planos de simetria, ou
contém inversao. Tais grupos sao ditos possuirem um ponto central. Nesses
casos a questao de construir um vetor das quantidades (169) requer trata-
mento separado em cada caso particular. Em particular, um tal vetor cer-
tamente nao pode ser construido se o grupo de k contém inversao, de modo
que k e —k sao equivalentes, e apenas uma funcao ¢y corresponde a cada
k na estrela. Nesse caso nao hd yxx invariante sob translacoes, como as
componentes de um vetor devem necessariamente ser.

Portanto a condicao formulada acima grandemente restringe as possiveis
variacoes de simetria em uma transicao de fase de segunda ordem. Da in-
finidade de diferentes representagoes irredutiveis do grupo Gg, precisamos
considerar apenas um numero comparativamente pequeno para o qual o
grupo do vetor k possui um ponto central.
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Uma simetria prépria desse tipo pode, € claro, ocorrer apenas para vetores
k/2m que ocupam certas posi¢oes excepcionais na rede reciproca, suas com-
ponentes sendo iguais a certas fragoes simples (%, %, }l) dos vetores da base
da rede. Isso significa que a mudanca na simetria translacional do cristal,
isto é, na sua rede de Bravais, em uma transicao de fase de segunda ordem
deve consistir em um aumento por um fator pequeno em alguns dos vetores
da base da rede. Uma investigacao mostra que na maioria dos casos a tnica
mudanca possivel na rede de Bravais é uma duplicacao dos vetores da rede.
Além disso, nas redes ortorrombicas de corpo centrado, tetragonal e ctibica e
redes cibicas de face centrada, alguns vetores da rede podem ser quadrupli-
cados, e em uma rede hexagonal triplicada. O volume da célula unitaria pode
aumentar por um fator de 2, 4 ou 8, em uma rede cubica de face centrada
também por 16 ou 32, e em uma rede hexagonal por 3 ou 6.

Transicoes sao também possiveis, é claro, sem mudanca da rede de Bra-
vais, correspondendo a representacoes irredutiveis com k = 0. A mudanca
na simetria entao consiste em uma diminui¢ao no nimero de elementos rota-
cionais, isto ¢, uma variagao na classe do cristal.

Podemos notar o seguinte teorema geral. Uma transicao de fase de se-
gunda ordem pode ocorrer para qualquer mudanca na estrutura que divide
pela metade o nimero de transformacoes de simetria. Uma tal mudanca
pode ocorrer por uma duplicacao da célula unitaria para uma dada classe de
cristais, ou dividindo por dois o nimero de rotagoes e reflexoes para uma dada
célula unitaria. A prova é baseada no fato de que, se o grupo Gy possui um
subgrupo G com metade da ordem, entao as representacoes irredutiveis de
Gy sempre incluem uma representagao unidimensional dada por uma funcao
que ¢ invariante sob todas as transformagoes do subgrupo G, e mudancas de
sinal sob todas as transformacgoes restantes do grupo Gy. E claro que nesse
caso nao ha invariantes de ordem impar, e nenhuma quantidade do tipo (169)
pode ser formada de uma funcao.

O seguinte teorema também parece ser valido. Transicoes de fase de
segunda ordem nao podem ocorrer para mudancas na estrutura que reduzem
para um terco o nimero de transformacoes de simetria, devido a presenca de
termos de terceira ordem na expansao de ®.

Finalmente, para ilustrar as aplicacoes praticas da teoria geral dada
acima, vamos considerar a ocorréncia de ordenamento em ligas que, no es-
tado desordenado, possuem uma rede ctibica de corpo centrado com atomos
nos vértices e centros das células cibicas, como na figura 18. O problema
é determinar os possiveis tipos de ordenamento, chamados super-redes em
cristalografia, que podem aparecer em um rede desse tipo em uma transicao
de fase de segunda ordem.

Para uma rede ctibica de corpo centrado, a rede reciproca é ctibica de face
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centrada. Se a aresta da célula da rede ctbica de corpo centrado é tomada
como 1/2; e nessa rede os seguintes vetores k /2w possuem grupos de simetria
intrinseca com um ponto central:

(a) (000) Oy,
(b) (533) On,
(c) (1i1), (11D Ty,
(d) (03D, (30D, (310),
(03D, (20d), (110), Dy. (171)

Esses simbolos mostram as componentes dos vetores k/27m ao longo das
arestas da célula cubica, eixos x,y, z, como fracoes dos comprimentos das
arestas; uma barra sobre uma quantidade indica um valor negativo. Para
obtermos os vetores k nas unidades especificadas acima, esses nimeros devem
ser multiplicados por 2.27 = 47. Em (171) apenas vetores nao equivalentes
sao mostrados, isto é, os vetores de cada estrela.

A discussao subsequente é grandemente simplificada pelo fato de que
nem todas as representacoes pequenas precisam ser consideradas ao resolver
o problema em questdo. A razao é que estamos preocupados apenas com
as possiveis mudancas de simetria que podem ocorrer pela formacao de uma
super-rede, isto é, por um arranjo ordenado de atomos nos sitios da rede
sem deslocamento relativo. Nesse caso a célula unitaria da rede desordenada
contém apenas um atomo. Portanto o aparecimento da super-rede pode sig-
nificar apenas que os pontos da rede em diferentes células tornam-se nao
equivalentes. A variacao dp na funcao distribuicao de densidade deve por-
tanto ser invariante sob todas as transformacoes rotacionais do grupo de k,
sem translagao simultanea. Portanto apenas a representagao unitaria pe-
quena é admissivel, e assim u,, deve ser substituido pela unidade nas funcoes
da base, ¢xa = UaVk.

Vamos considerar agora as estrelas listadas em (171).

(a) A fungao com k = 0 possui invariancia translacional completa, isto é,
nesse caso a célula unitéria fica invariavel, e como cada célula contém apenas
um atomo nenhuma mudanca de simetria pode acontecer.

(b) A funcao e?(@+¥+2) corresponde a esse k. A combinacdo linear dessa
funcao e as fungoes obtidas dela por todas as rotagoes e reflexoes, que possui
a simetria Oy do grupo de k é,

¢ = cos(2mx) cos(2my) cos(2mz) . (172)

A simetria da fase formada ¢é a da funcao densidade p = py + dp = n¢. Isso
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nao significa, é claro, que a mudanca dp em um cristal real seja dada pela
fungao (172). Apenas a simetria da expressao (172) ¢ importante. A funcao
¢ é invariante sob todas as transformacoes da classe Oj, e sob translacoes
ao longo de qualquer aresta da célula ciibica, mas nao sob uma translagao
por metade da diagonal espacial, (%, %, %) Portanto a fase ordenada possui
uma rede cubica simples de Bravais com dois pontos nao equivalentes na
célula unitaria, (000) e (%, %7 %) Esses serao ocupados por atomos diferentes.
As ligas que podem ser completamente ordenadas nessa maneira possuem a
composicao AB, por exemplo, a liga CuZn mencionada anteriormente.

(c) As fungoes correspondentes a esses k que possuem a simetria T, sao,

@1 = cos(mx) cos(my) cos(mz) ,

¢o = sen (mx)sen (my)sen (7z) . (173)

Dessas fungoes podemos formar dois invariantes de quarta ordem: (g% + ¢3)?
e (¢] + ¢3). A expansdo de ® (165) possui portanto a forma,

= O + An? + Ot + Con* (77 +73) . (174)

Aqui dois casos devem ser distinguidos. Seja Cy < 0. Entao ® como uma
fungdo de v; e 72, com a condicdo adicional 4? + 3 = 1, possui um mfnimo
paray; = 1, 72 = 0. Ou vy, = 0. 72 = 1. Mas a fungdo dp = n¢p9 possui a
mesma simetria de n¢,, diferenciando dela apenas no deslocamento da origem
por um vetor de rede. A funcao dp = n¢; possui a simetria da classe O, com
uma rede de Bravais de face centrada, com célula cibica com volume 8 vezes o
volume da célula ciibica original. A célula unitaria contém 4 atomos. A célula
cubica, 16 atomos. Colocando atomos iguais em sitios equivalentes da rede
vemos que essa super-rede corresponde a uma liga ternaria de composicao
ABC, com atomos nas seguintes posicoes:

11
4A (000), (0,5,5) & ciclica,

111 .

(555)7 (0,0, =) &ciclica,

111 333,133 113

e 09 9o 1 o0 (i 113 lica
8C (444)7 (47474) (474,4) & ciclica, (4,4,4) & ciclica;

(175)

aqui as coordenadas dos atomos sao dadas em unidades do comprimento da
aresta da nova célula cibica da rede, que é duas vezes o da célula original
(fig. 18); 7& ciclica” denota permutacdo ciclica. Se os atomos B e C sao
idénticos obtemos uma rede ordenada de composi¢ao ABs5.
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Fig. 18.

Agora fazemos Cy > 0. Entdao ® possui um minimo em 7} = 73 = 1/2,
de modo que 6p = n(P1 + ¢2)/V/2, ou (¢ — ¢2)/v/2, que leva ao mesmo
resultado. Essa funcao possui a simetria da classe Oj com a mesma rede de
Bravais de face centrada, como no caso precedente, mas apenas dois conjuntos
de pontos equivalentes, que podem ser ocupados por atomos de dois tipos A
e B (fig. 18; as estruturas nessa figura pertencem aos grupos espaciais O3 e
O7; o primeiro ¢ a estrutura das ligas de Heusler):

111 1 11
ZZZ)’ (Z%%) & ciclico, (0,5,5) & ciclico
111 333 113 1
B (=== i i icli — iclico. (1
8B (333) (q37) (qag) &ciclico, (0,0,3) &eiclico. (176)

8A (000), (

(d) As seguintes fungoes com a simetria requerida Dy, correspondem aos
vetores k:

¢pr=cosm(y—2z), ¢p3=cosw(x—y), ¢5=cosw(x—2z),
pa=cosm(y+2), pg=cos m(x+y), ¢g=cosm(x+z).

Dessas podemos formar um invariante de terceira ordem e quatro invariantes
de quarta ordem, logo a expansao (164) fica,

® = O+ An” + By’ (mysvs + 12737 + Nvavs + 12747%5) +
+Ct + Con (v + 75 + 93 + 71+ +6) +
+Csn* (V375 +ai +36) +
+Can* (My2737a + V3717596 + N172757%6) -

Porque termos cibicos estao presentes, uma transicao de fase de segunda
ordem ¢é impossivel nesse caso. Para examinarmos se pontos isolados de
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transicoes continuas podem existir, e as propriedades de tais pontos, é necessario
investigar o comportamtneo da funcao ® proximo do seu minimo.

O exemplo acima mostra que limitagoes rigidas sao impostas pela teoria
termodinamica sobre a possibilidade de transicoes de fase de segunda ordem.
Por exemplo, nesse caso elas podem existir apenas quando super-redes de
trés tipos sao formadas.

O fato seguinte pode também ser notado. No caso (¢), quando Cy < 0, a
mudanca real na funcao densidade, dp = n¢;, corresponde a apenas um dos
dois parametros 7, 72 que aparecem no potencial termodinamico (174). Isso
ilustra uma caracteristica importante da seguinte teoria: ao considerarmos
uma mudanca particular na rede em uma transicao de fase de segunda ordem,
pode ser necessario considerar outras mudancas “virtualmente possiveis”.

Pontos isolados e pontos criticos de transicoes continuas

A curva de transicoes de fase de segunda ordem no plano pT' separa fases
de diferentes simetrias, e nao pode, é claro, simplesmente terminar em um
ponto, mas pode passar para uma curva de transicoes de fase de primeira
ordem. Um ponto onde isso ocorre pode ser chamado um ponto critico de
uma transicao de segunda ordem. De algum modo é analogo a um ponto
critico ordinario.

A natureza da dependéncia com a temperatura das quantidades ter-
modinamicas proximo ao ponto critico pode, em principio, ser investigada
pelo método visto, mas esse problema ¢é ainda mais sujeito as observagoes
feitas que os resultados sao de validade incerta. Nao veremos a investigacao
correspondente em detalhe, mas simplesmente descreveremos brevemente os
resultados.

Na expansao (151) o ponto critico é dado pela anulagao dos dois coefi-
cientes A(p,T) e C(p,T). Se A = 0 mas C > 0 temos uma transicdo de
segunda ordem, e a curva dessas transicoes termina apenas onde C' muda de
sinal. Portanto, para examinar a vizinhanca do ponto critico, devemos discu-
tir a expansao do potencial termodinamico até termos de sexta ordem. Pode
ser mostrado que a curva de transicoes de fase de segunda ordem passa suave-
mente para uma curva de transicoes de primeira ordem, isto é, a derivada
dT'/dp nao possui uma descontinuidade sobre a curva, embora a derivada se-
gunda d*T'/dp?* possua. No ponto critico, o calor especifico ¢, da fase menos
simétrica se torna infinito, com o inverso da raiz quadrada da distancia do
ponto critico.

Finalmente, resta considerar o caso em que os termos de terceira or-
dem na expansao do potencial termodinamico nao se anulam identicamente.
Nesse caso a condicao para a existéncia de um ponto de transicao de fase

68



continua requer que os coeficientes B, (p,T) dos invariantes de terceira or-
dem na expansao (164) se anulem, bem como A(p, T). E evidente que isso é
possivel apenas se hd nao mais que um invariante de terceira ordem, pois de
outro modo obterfamos mais que duas equacgoes para as duas variaveis p e
T (aparentemente é verdade, embora nao tenhamos obtido uma prova geral,
que nunca pode haver mais do que um invariante de terceira ordem para
as representagoes dos grupos espaciais). Quando hé apenas um invariante
de terceira ordem, as duas equagoes A(p,T) = 0, B(p,T) = 0 determinam
pares de valores de p e T, isto é, existem pontos isolados de transicoes de
fase continuas.

Como esses pontos sao isolados, devem repousar de certa forma na in-
tersecao de curvas, no plano pT', de transicoes de fase de primeira ordem.
Como esses pontos isolados de transicoes continuas ainda nao foram obser-
vados experimentalmente, nao faremos aqui uma discussao detalhada, mas
apenas mencionaremos os resultados.

Fig. 19.

O tipo mais simples é mostrado na figura 19. A fase I possui a maior
simetria, e as fases II e III a mesma menos simetria, essas duas fases diferindo
apenas no sinal de . No ponto de transicao continua, O na figura, as trés
fases se tornam idénticas.

Em casos mais complexos duas ou mais curvas de transigoes de fase de
primeira ordem, como duas na figura 19, se encontram no ponto de transi¢ao
continua. A fase I possui a maior simetria, as fases Il e III a menor simetria,
fases IV e V outra simetria menor, esses pares de fases diferindo apenas no
sinal de 1 (hé razao para supor que mesmo pontos isolados de uma transigao
de fase continua sao impossiveis para transi¢oes entre um liquido e um cristal

s6lido).
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