
8 - Equiĺıbrio entre fases
ou espécies qúımicas

Os últimos caṕıtulos elaboraram tanto os aspectos macroscópicos quanto
microscópicos da teoria básica do caṕıtulo 3. Estamos portanto prepara-
dos para usar esta teoria na discussão de um número de situações f́ısicas
importantes. Até agora temos tratado quase exclusivamente com sistemas
consistindo de um único “componente” (um único tipo de moécula ou espécie
qúımica) e uma única “fase” (um único estado de agregação espacialmente ho-
mogêneo). Mas as situações de maior interesse são muitas vezes mais compli-
cadas. Por exemplo, podemos estar interessados em um sistema de um único
componente consistindo de diversas fases (como gelo e água em equiĺıbrio,
ou um ĺıquido e seu vapor em equiĺıbrio). Alternativamente, podemos estar
interessados em um sistema de uma única fase consistindo de vários compo-
nentes (como um gás consistindo de vários tipos de moléculas que podem rea-
gir quimicamente umas com as outras). Ou, no caso de maior generalidade,
podemos estar interessados em sistemas consistindo de vários componentes
em várias fases.

Neste caṕıtulo mostraremos como sistemas mais complicados podem ser
tratados pelos métodos da termodinâmica estat́ıstica. A maioria das nos-
sas considerações serão independentes de qualquer modelo microscópico, e
levarão a um número de resultados bastante gerais. Esses resultados serão
úteis para estabelecer importantes relações entre quantidades macroscópicas,
e em fornecer pontos de partida convenientes para cálculos microscópicos de-
talhados. Vamos examinar as condições de equiĺıbrio para sistemas em várias
situações f́ısicas.

1 Sistema isolado

Consideremos um sistema A termicamente isolado. Da nossa discussão no
caṕıtulo 3, como resumido na segunda lei da termodinâmica, sabemos que
qualquer processo espontâneo é tal que a entropia do sistema tende a crescer.
Em termos estat́ısticos isso significa que o sistema tende a se aproximar de
uma situação de probabilidade intŕınseca maior. Em qualquer processo desse
tipo a variação espontânea da entropia satisfaz então a condição,

∆S ≥ 0 . (1)

Segue que se uma situação de equiĺıbrio estável é atingida, em que nenhum
processo espontâneo posterior ocorre, além das flutuações aleatórias sempre
presentes, então essa é uma situação em que S é máximo. Isto é, é a situação
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mais provável para o sistema, sujeito a dados v́ınculos. Podemos portanto
fazer a seguinte afirmação,

Para um sistema termicamente isolado, a situação de equiĺıbrio estável é
caracterizada pelo fato de que,

S = máximo. (2)

Isso significa que, se nos afastamos da situação em que S = Smax, então para
qualquer pequeno afastamento dessa situação de equiĺıbrio, S não varia, pois
dS = 0 para um extremo, mas para grandes afastamentos S deve diminuir.
Isto é, a mudança da entropia ∆mS medida de uma situação de equiĺıbrio
estável é tal que,

∆mS ≡ S − Smax ≤ 0 . (3)

Exemplo 1. Vamos ilustrar a situação esquematicamente (fig. 1). Supo-
mos que o sistema é caracterizado por um parâmetro y (ou para vários outros
parâmetros) que pode variar. Por exemplo, o sistema pode consistir de água
e gelo, e y pode denotar a concentração relativa de gelo. Então o ponto a no
diagrama corresponde a um máximo de S, e a situação de equiĺıbrio estável
do sistema corresponde a um ajuste do parâmetro y até que o valor ya seja
atingido. Aqui S atinge seu máximo absoluto, de modo que essa corresponde
a uma situação de estabilidade absoluta.

�

Fig. 1. Diagrama ilustrando a dependência da entropia S de um parâmetro
y.

Exemplo 2. Uma situação mais complicada é ilustrada esquematica-
mente na figura 2. Aqui o ponto a corresponde a um máximo local de S.
Portanto não há processo espontâneo posśıvel em que y se afaste do valor ya
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por pequenas variações. Esse valor de y corresponde então a uma situação de
equiĺıbrio relativo, ou equiĺıbrio metaestável. Por outro lado, é posśıvel que
por um perturbação maior o parâmetro y possa atingir um valor na região
próxima a yb. Então ele tende a se aproximar do valor yb onde a entropia S
possui seu máximo absoluto. O ponto b então representa uma situação de
equiĺıbrio estável absoluto.

�

Fig. 2. Diagrama ilustrando a dependência da entropia S de um parâmetro
y, quando existe a possibilidade de equiĺıbrio metaestável.

Em um sistema termicamente isolado do tipo discutido, a primeira lei da
termodinâmica implica em,

Q = 0 = W +∆Ē , (4)

ou,

W = −∆Ē . (5)

Se os parâmetros externos do sistema, como o volume, são fixos, então
nenhum trabalho é feito e,

Ē = constante, (6)

enquanto S tende a um valor máximo de acordo com (2).
O argumento levando a (2) pode ser colocado em termos estat́ısticos mais

expĺıcitos. Supomos que um sistema isolado é descrito pelo parâmetro y, ou
por vários outros parâmetros, de modo que sua energia total é constante. Seja
Ω(y) o número de estados acesśıveis ao sistema quanto o parâmetro possui um
valor dado entre y e y + dy, δy sendo um intervalo fixo pequeno. A entropia
correspondente do sistema é então, por definição, S(y) = k ln Ω(y). Se o
parâmetro y é livre para variar, então o postulado estat́ıstico fundamental
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afirma que em uma situação de equiĺıbrio a probabilidade P (y) de encontrar
o sistema com o parâmetro entre y e y + δy é dada por,

P (y) ∝ Ω(y) = eS(y)/k . (7)

A equação (7) mostra explicitamente que se y é deixado livre para se
ajustar, ele tenderá para uma valor ỹ onde P (y) é máximo, isto é, onde
S(y) é máximo. Em equiĺıbrio a probabilidade relativa de ocorrência de uma
flutuação onde y 6= ỹ é então dada por (7) como,

P (Y )

Pmax

= e∆mS/k , (8)

coom ∆mS = S(y)− Smax.
As relações (7) ou (8) fornecem mais afirmações quantitativas que a

afirmação (2) porque elas implicam não apenas que o sistema tende a se
aproximar da situação em que S = Smax, mas elas também nos permitem
calcular a probabilidade de ocorrência de flutuações onde S 6= Smax.

Observação. Se S depende de um único parâmetro y, então seu máximo
ocorre para algum valor y = ỹ determinado pela condição,

∂S

∂y
= 0 .

A expansão de S em torno do seu máximo é então,

S(y) = Smax +
1

2

(

∂2S

∂y2

)

(y − ỹ)2 + . . . ,

em que a derivada segunda é calculada em y = ỹ e deve ser negativa para
garantir que S seja máximo em y = ỹ. Então podemos escrever (∂2S/∂y2) =
−|∂2S/∂y2| e obtemos por (7) a expressão expĺıcita,

P (y) ∝ exp

[

− 1

2k

∣

∣

∣

∂2S

∂y2

∣

∣

∣
(y − ỹ)2

]

, (9)

para a probabilidade de flutuações próximo da situação de equiĺıbrio onde
y = ỹ. As flutuações são portanto descritas por uma distribuição Gaussiana
com dispersão dada por,

(y − ỹ)2 = k
∣

∣

∣

∂2S

∂y2

∣

∣

∣

−1

.

�
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2 Sistema em contato com um reservatório a

temperatura constante

Conhecendo as condições de equiĺıbrio para um sistema isolado, podemos
deduzir condições similares para outras situações de interesse f́ısico. Por
exemplo, muito trabalho experimental é feito sob condições de temperatura
constante. Vamos portanto investigar as condições de equiĺıbrio para um
sistema A em contato térmico com um reservatório térmico A′ que está na
temperatura constante T0.

Fig. 3. Um sistema A em contato com um reservatório na temperatura T0.
O sistema combinado A(0) consistindo do sistema A e do reservatório

térmico A′ é um sistema isolado do tipo discutido acima. A entropia S(0) de
A(0) então satisfaz a condição (1) em qualquer processo espontâneo,

∆S(0) ≥ 0 . (10)

Mas essa condição pode ser escrita imediatamente em termos de quantidades
que se referem apenas ao sistema A de interesse. Assim,

∆S(0) = ∆S +∆S ′ , (11)

em que ∆S é a variação de entropia de A e ∆S ′ do reservatório A′ no processo
em consideração. Mas se A absorve calor Q do reservatório A′ nesse processo,
então A′ absorve calor −Q e sofre uma correspondente variação de entropia,

∆S ′ =
(−Q)
T0

,

pois permanece em equiĺıbrio térmico na temperatura constante T0. Além
disso a primeira lei nos dá,

Q = ∆Ē +W ,
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em que ∆Ē é a variação de energia interna de A e W o trabalho feito por A
no processo em consideração. Portanto (11) pode ser escrito como,

∆S(0) = ∆S − Q

T0
=
T0∆S − (∆Ē +W )

T0
=

∆(T0S − Ē)−W

T0
,

ou,

∆S(0) =
−∆F0 −W

T0
, (12)

em que usamos o fato de T0 ser constante e introduzimos a definição,

F0 ≡ Ē − T0S . (13)

Essa expressão reduz-se à energia livre de Helmholtz ordinária F = Ē − TS
do sistema A se o último possui temperatura T igual à do reservatório térmico
A′. Obviamente, no caso geral quando A não está em equiĺıbrio com A′, sua
temperatura T não é necessariamente igual a T0.

A variação total de entropia ∆S(0) em (12) é expressa completamente em
termos de quantidades que se referem apenas ao sistema A de interesse. A
condição fundamental (10) nos permite fazer interessantes conclusões. Como
T0 é sempre positivo, obtemos,

−∆F0 ≥ W . (14)

Essa relação implica que o trabalhomáximo que pode ser feito por um sistema
em contato com um reservatório térmico é dado por −∆F0. Essa é a razão
para o nome “energia livre” dado a F . O trabalho máximo corresponde ao
sinal de igualdade em (14), e é obtido quando o processo usado é quase-
estático, de modo que A está sempre em equiĺıbrio com A′ e T = T0. A
equação (14) deve ser comparada com a expressão diferente (5), que é válida
para o trabalho feito por um sistema isolado.

Se os parâmetros externos do sistema A, como o volume, são mantidos
fixos, então W = 0 e (14) nos dá a condição,

∆F0 ≤ 0 . (15)

Essa equação é análoga a (1) para um sistema isolado. Ela implica que, se
um sistema em contato térmico com um reservatório térmico, sua energia
livre tende a diminuir. Chegamos portanto à afirmação:

Se um sistema, com parâmetros externos fixos, está em contato térmico
com um reservatório, a situação de equiĺıbrio estável é caracterizada pela
condição,
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F0 = mı́nimo. (16)

Essa condição pode ser expressa em termos estat́ısticos masi expĺıcitos.
Consideremos os parâmetros externos de A fixos de modo queW = 0, e supo-
mos que A é descrito por algum parâmetro y. As funções termodinâmicas de
A, como S e Ē, possuem valorese definidos S(y1) e Ē(y1) quando y possui
um valor dado y = y1. Se o parâmetro muda para algum outro valor y,
essas funções mudam pelas quantidades correspondentes ∆S = S(y)− S(y1)
e ∆Ē = Ē(y) − Ē(y1) = Q. A entropia do reservatório térmico A′ também
varia pois ele absorve calor, e a mudança correspondente na entropia total
de A(0) é dada por (12), com W = 0, por,

∆S(0) = −∆F0

T0
. (17)

Mas em uma situação de equiĺıbrio a probabilidade P (y) de os parâmetros
estarem entre y e y+dy é proporcional ao número de estados Ω(0)(y) acesśıveis
ao sistema total isolado A(0) quando o parâmetro está nessa região. Portanto
temos, em analogia com (7),

P (y) ∝ Ω(0)(y) = eS
(0)(y)/k . (18)

Mas de (17),

S(0)(y) = S(0)(y1)−
∆F0

T0
= S(0)(y1)−

F0(y)− F0(y1)

T0
.

Como y1 é um valor constante arbitrário, os termos constantes correspon-
dentes podem ser absorvidos na constante de proporcionalidade em (18), que
fica,

P (y) ∝ e−F0(y)/kT0 . (19)

Essa relação mostra diretamente que a situação mais provável é uma em que
F0 é um mı́nimo. Como Ē é uma constante independente de y, como deve ser
para um sistema isolado, então F0 = Ē−T0S(y) e (19) reduz-se propriamente
a (7), que envolve apenas a entropia.

Observação. A relação (19) é, é claro, de acordo com a distribuição
canônica. De acordo com a última a probabilidade desejada é dada por,

P (y) ∝
∑

r

e−β0Er , β0 ≡ (kT0)
−1 , (20)

em que a soma é sobre todos os estados r para os quais o parâmetro está
entre y e y + dy. Se Ω(E; y) denota o número de estados para os quais o
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parâmetro está entre y e y+ dy e a energia está entre E e E + δE, a relação
(20) fica,

P (y) ∝
∑

E

Ω(E; y)e−β0E , (21)

com a soma agora feita sobre todos os intervalor de energia posśıveis. O
termo da soma como função de E possui o máximo usual bem acentuado
em torno de um valor Ẽ que depende de y e que é igual à energia média
do sistema para esse valor de y. Portanto, apenas termos próximos desse
máximo contribuem apreciavelmente para a soma e,

P (y) ∝ Ω(Ẽ; y)e−β0Ẽ(y) = eS(y)/k−β0Ẽ(y) = e−β0F0(y) .

�

3 Sistema em contato com um reservatório a

temperatura e pressão constantes

Outro caso de interesse f́ısico é quando o sistema A é mantido a temperatura
constante e pressão constante. Essa é uma situação de ocorrência frequente
no laboratório, onde podemos fazer um experimento desse tipo em um ter-
mostato a pressão atmosférica, por exemplo. Uma situação dessas implica
que o sistema A está em contato térmico com um reservatório A′, que está
na temperatura constante T0 e na pressão constante p0. O sistema A pode
trocar calor com o reservatório A′. Mas o reservatório é tão grande que sua
temperatura T0 permanece constante. Da mesma forma, o sistema A pode
mudar seu volume V às custas do reservatório A′, fazendo trabalho sobre o
reservatório no processo. Mas novamente, A′ é tão grande que sua pressão
p0 permanece constante por causa da variação relativamente pequena no vol-
ume.

Observação. O sistema A′ pode ser um reservatório único com o qual
A pode interagir trocando calor ou realizando trabalho. Alternativamente,
A′ pode ser uma combinação de dois reservatórios, um com temperatura T0
com o qual A pode interagir apenas por troca de calor, e o outro a pressão
p0 com o qual A pode interagir apenas por realização de trabalho.

�
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Fig. 4. Um sistema A em contato com um reservatório a temperatura con-
stante T0 e pressão constante p0.

A análise das condições de equiĺıbrio para um sistemaA sob essas condições
é muito semelhante à da última seção. Novamente a entropia S(0) do sistema
combinado A(0) = A + A′ satisfaz a condição que em qualquer processo
espontâneo,

∆S(0) = ∆S +∆S ′ ≥ 0 . (22)

Se A absorve calor Q de A′ nesse processo, então ∆S ′ = −Q/T0. Mas agora
a primeira lei aplicada a A fica,

Q = ∆Ē + p0∆V +W ∗ ,

em que p0∆V é o trabalho feito por A contra a pressão constante p0 do
reservatório A′ e W ∗ denota qualquer outro trabalho feito por A no processo.
Por exemplo, W ∗ pode ser referir ao trabalho elétrico ou magnético feito por
A. Portanto podemos escrever,

∆S(0) = ∆S − Q

T0
=

1

T0
[T0∆S −Q] ,

=
1

T0
[T0∆S − (∆Ē + p0∆V +W ∗)] ,

=
1

T0
[∆(T0S − Ē − p0V )−W ∗] ,

ou,

∆S(0) =
−∆G0 −W ∗

T0
. (23)

Usamos o fato de T0 e p0 serem constantes e introduzimos a definição,
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G0 ≡ Ē − T0S + p0V . (24)

Isso se reduz à energia livre de Gibbs ordinária G = Ē − TS + pV para o
sistema A quando a temperatura e a pressão são iguais às do reservatório A′.

A variação de entropia total ∆S(0) em (23) é novamente expressa com-
pletamente em termos de quantidades que se referem apenas ao sistema A.
A condição fundamental (22) implica então em,

−∆G0 ≥ W ∗ . (25)

Essa expressão afirma que o trabalho máximo, outro que o trabalho feito
sobre o reservatório de pressão, que pode ser feito pelo sistema é dado por
−∆G0. Esta é a razão porque G também é chamada “energia livre”. O
trabalho máximo corresponde novamente ao sinal de igualdade em (22) e
corresponde a um processo quase-estático.

Se todos os parâmetros externos de A, exceto seu volume, são mantidos
fixos, então W ∗ = 0 e (25) nos dá a condição,

∆G0 ≤ 0 . (26)

Portanto conclúımos que,
Se um sistema está em contato com um reservatório a temperatura e

pressão constantes, e se seus parâmetros externos são fixos de modo que
pode apenas fazer trabalho sobre o reservatório de pressão, então a situação
de equiĺıbrio estável é caracterizada pela condição,

∆G0 = mı́nimo. (27)

Essa última condição pode novamente ser escrita em termos estat́ısticos
mais expĺıcitos. A probabilidade de que um parâmetro y do sistema A(0)

tenha um valor entre y e y + dy é dada por,

P (y) ∝ eS
(0)(y)/k . (28)

Mas com W ∗ = 0, a mudança em S(0) devida a uma mudança do parâmetro
além de um valor espećıfico y1 é, por (23),

∆S(0) = −∆G0

T0
, (29)

de modo que,

S(0)(y) = S(0)(y1)−
G0(y)−G0(y1)

T0
.
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Como y1 é um valor constante, (28) leva à proporcionalidade,

P (y) ∝ e−G0(y)/kT0 . (30)

Isso novamente mostra explicitamente que a situação mais provável é um em
que G0 é um mı́nimo, e permite o cálculo da probabilidade de flutuações em
torno desse equiĺıbrio.

4 Condições de estabilidade para uma substância

homogênea

Como um exemplo simples da discussão precedente, consideremos um sistema
com um componente em um única fase, como um sólido ou um ĺıquido.
Concentremos nossa atenção sobre uma pequena parte A, mas macroscópica,
desse sistema, com A contendo um número fixo de part́ıculas. O resto do
sistema é então relativamente grande e age como um reservatório com alguma
temperatura constante T0 e pressão constante p0. Por (26), a condição para
equiĺıbrio estável aplicada a A é que para esse sistema a função,

G0 ≡ Ē − T0S + p0V = mı́nimo. (31)

Fig. 5. Uma porção pequena A de uma substância homogênea é destacada
para examinarmos as condições de equiĺıbrio estável.

Estabilidade em relação a variações de temperatura. Sejam T e V
dois parâmetros independentes especificando o macroestado de A. Consider-
emos primeiro uma situação em que V é considerado fixo mas o parâmetro
temperatura T é permitido variar. Supomos que o mı́nimo de G0 ocorre
para T = T̃ quando G0 = Gmin. Expandindo G em torno de seu mı́nimo e
escrevendo ∆T ≡ T − T̃ , obtemos,

∆mG0 = G0 −Gmin =

(

∂G0

∂T

)

V

∆T +
1

2

(

∂2G0

∂T 2

)

V

(∆T )2 + . . . (32)
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Todas as derivadas são calculadas em T = T̃ . Como G é um mı́nimo, seu
caráter estacionário nesse ponto implica em ∆mG = 0 em uma primeira
aproximação. Isto é, os termos de primeira ordem proporcionais a ∆T devem
se anular, de modo que,

(

∂G0

∂T

)

V

= 0 , para T = T̃ . (33)

O fato de G0 ser não apenas estacionário mas um mı́nimo em T = T̃ requer
que, na próxima aproximação, quando termos em (∆T )2 se tornam impor-
tantes, temos,

∆mG0 ≥ 0 ,

ou,

(

∂2G0

∂T 2

)

V

≥ 0 , para T = T̃ . (34)

Fig. 6. Dependência esquemática de G0(T, V ) com a temperatura T em um
volume fixo V .

Usando (31), a condição (33) de que G0 seja estacionário se torna, quando
V é mantido constante,

(

∂G0

∂T

)

V

=

(

∂Ē

∂T

)

V

− T0

(

∂S

∂T

)

V

= 0 . (35)

Mas pela relação termodinâmica fundamental,

TdS = dĒ + p̄dV , (36)

segue que, para V constante, dV = 0 e,

T

(

∂S

∂T

)

V

=

(

∂Ē

∂T

)

V

.
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Portanto (35) fica,

(

∂G0

∂T

)

V

=

(

1− T0
T

)(

∂Ē

∂T

)

V

. (37)

Igualando essa expressão a zero quando T = T̃ obtemos,

T̃ = T0 . (38)

Chegamos portanto à conclusão óbvia que uma condição necessária para o
equiĺıbrio é que a temperatura do subsistema A seja a mesma do meio à sua
volta.

Agora fazemos os termos de segunda ordem satisfazerem as condições
(34), que garantem que G0 é de fato um mı́nimo. Por (37),

(

∂2G0

∂T 2

)

V

=
T0
T 2

(

∂Ē

∂T

)

V

+

(

1− T0
T

)(

∂2Ē

∂T 2

)

V

.

Quando essa expressão é calculada no mı́nimo de G, onde T = T0 por (38),
o segundo termo se anula e obtemos,

(

∂Ē

∂T

)

V

≥ 0 . (39)

Mas essa derivada é exatamente a capacidade térmica CV a volume constante.
Portanto,

CV ≥ 0 . (40)

A condição (39) ou (40) já foi obtida previamente nos caṕıtulos 3 e 6. É uma
condição fundamental necessária para garantir a estabilidade intŕınseca de
qualquer fase.

Essa condição é fisicamente bastante razoável. De fato, a seguinte afirmação,
conhecida como “prinćıpio de Le Châtelier”, deve ser verdadeiro de forma
geral:

Se um sistema está em equiĺıbrio estável, então qualquer mudança espontânea
dos seus parâmetros leva a processos que tendem a restaurar o sistema para
o equiĺıbrio.

Se essa afirmação não fosse verdadeira, qualquer pequena flutuação levando
a um desvio do equiĺıbrio resulta em um aumento desse desvio de modo que
o sistema seria claramente instável. Para ilustrar o prinćıpio no exemplo
presente, supomos que a temperatura T do subsistema A aumenta acima da
temperatura da vizinhança A′, como resultado de uma flutuação espontânea.
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Então o processo causa uma transferência de calor do sistema A a alta tem-
peratura para a vizinhança A′, e um resultante decréscimo da energia Ē de
A, isto é, ∆Ē < 0. Mas a condição de estabilidade expressa pelo prinćıpio
de Le Châtelier requer que esse processo, induzido pelo aumento original de
temperatura, é tal que a temperatura novamente é diminúıda, isto é, ∆T < 0.
Segue então que ∆Ē e ∆T devem possuir o mesmo sinal, isto é, ∂Ē/∂T > 0
de acordo com (39).

Estabilidade em relação a flutuações de volume. Supomos que a
temperatura do subsistema A é considerada fixa em T = T0, mas seu volume
V seja permitido variar. Então podemos escrever,

∆mG0 ≡ G0 −Gmin =

(

∂G0

∂V

)

T

∆V +
1

2

(

∂2G0

∂V 2

)

T

(∆V )2 + . . . , (41)

com ∆V ≡ V − Ṽ , e a expansão é em torno do volume V = Ṽ onde G0 é
mı́nimo. A condição de G0 estacionário é,

(

∂G0

∂V

)

T

= 0 . (42)

Usando a definição (31),

(

∂G0

∂V

)

T

=

(

∂Ē

∂V

)

T

− T0

(

∂S

∂V

)

T

+ p0 .

Mas, devido a (36),

T

(

∂S

∂V

)

T

=

(

∂Ē

∂V

)

T

+ p̄ .

Portanto,

(

∂G0

∂V

)

T

= T

(

∂S

∂V

)

T

− p̄− T0

(

∂S

∂V

)

T

+ p0 ,

ou,

(

∂G0

∂V

)

T

= −p̄+ p0 , (43)

pois T = T0. A condição (42) implica que, no equiĺıbrio, ondeG é mı́nimo e
V = Ṽ , o valor correspondente da pressão p̄ é tal que,

p̄ = p0 . (44)

14



Novamente esse é um resultado óbvio que afirma simplesmente que no equiĺıbrio
a pressão do subsistema A deve ser igual ao meio vizinho.

A condição de que G seja um mı́nimo é que ∆mG0 ≥ 0. Ou, por (41),
que a segunda derivada de G0 seja positiva. Por (43) isso nos dá a condição,

(

∂2G0

∂V 2

)

T

= −
(

∂p̄

∂V

)

T

≥ 0 . (45)

Em termos da compressibilidade isotérmica,

κ = − 1

V

(

∂V

∂p̄

)

T

, (46)

a condição (45) é equivalente a,

κ ≥ 0 . (47)

A condição de estabilidade (45) é novamente um resultado fisicamente
bastante razoável, consistente com o prinćıpio de Le Chatêlier. Supomos
que o volume do subsistema A aumentou por uma quantidade ∆V como
resultado de uma flutuação. A pressão p̄ de A deve então diminuir abaixo
da pressão da vizinhança, isto é, ∆p̄ < 0, para garantir que a força ĺıquida
exercida sobre A pela vizinhança seja em uma direção tal que tende a reduzir
o volume para o valor inicial.

Flutuações de densidade. As considerações precedentes permitem cal-
cular a flutuação no volume V de um pequeno subsistema A. A situação mais
provável é que, onde V = Ṽ e G0 é um mı́nimo, G0(Ṽ ) = Gmin. Seja P (V )dV
a probabilidade de que o volume de A esteja entre V e V +dV . Então temos,
por (30),

P (V )dV ∝ e−G0(V )/kT0dV . (48)

Mas quando ∆V ≡ V − Ṽ é pequeno, a expansão (41) é aplicável. Por (42)
e (45) temos,

G0(V ) = Gmin −
1

2

(

∂p̄

∂V

)

T

(∆V )2 = Gmin +
(∆V )2

2Ṽ κ
,

em que usamos a definição (46). Portanto, (48) fica,

P (V )dV = B exp

[

−(V − Ṽ )2

2kT0Ṽ κ

]

dV , (49)
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em que absorvemos Gmin na constante de proporcionalidade B. Essa con-
stante pode, é claro, ser determinada pela condição de normalização, fazendo
a integral da expressão acima em V ser igual a um.

A probabilidade (49) é simplesmente uma distribuição Gaussiana com um
máximo no volume V = Ṽ . Portanto Ṽ é também igual ao volume médio V̄
e o resultado geral para uma distribuição Gaussiana implica que (49) nos dá
uma dispersão do volume igual a,

(∆V )2 ≡ (V − Ṽ )2 = kT0Ṽ κ . (50)

A presença dessas flutuações no volume em uma pequena quantidade de
material com um número fixo N de moléculas implica que, é claro, corre-
spondentes flutuações no número n = N/V de moléculas por unidade de
volume, e portanto também na densidade da substância. As flutuações em
n estão centradas em torno do valor ñ = N/Ṽ , e para valores relativamente
pequenos de ∆n ≡ n− ñ temos ∆n = −(N/Ṽ 2)∆V = −(ñ/Ṽ )∆V . Portanto
(50) implica para a dispersão na densidade em número n o resultado,

(∆n)2 =

(

ñ

Ṽ

)2

(∆V )2 = ñ2

(

kT0

Ṽ
κ

)

. (51)

Note que a expressão acima depende do tamanho do volume Ṽ em consid-
eração.

Um caso interessante surge então quando,

(

∂p̄

∂V

)

T

→ 0 . (52)

Então κ → ∞ e as flutuações na densidade se tornam muito grandes. As
condições de temperatura e pressão tais que (∂p̄/∂V )T = 0 definem o chamado
“ponto cŕıtico” da substância. As flutuações de densidade muito grandes
nesse ponto levam a um espalhamento da luz muito grande. Como resultado,
uma substância que é ordinariamente transparente, adquirirá uma aparência
opaca no ponto cŕıtico, por exempo CO2 ĺıquido quando se aproxima do seu
ponto cŕıtico em uma temperatura de 304 K e pressão de 73 atm. Esse
fenômeno impressionante é conhecido como “opalescência do ponto cŕıtico”.

Observação. O resultado (49), provado sob condições de temperatura
constante, pode ser mostrado ser válido mesmo se V e T podem variar simul-
taneamente. Portanto essa discussão das flutuações de densidade é aplicável
ao caso real de interesse experimental.

�
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5 Condições de equiĺıbrio e a equação de Clausius-

Clapeyron

Consideremos um sistema de um componente consistindo de duas fases que
denotamos por 1 e 2. Por exemplo, essas podem ser sólido e ĺıquido, ou
ĺıquido e gás. Supomos que o sistema está em equiĺıbrio com um reservatório
na temperatura constante T e pressão constante p, de modo que o sistema
possui sempre uma temperatura T e uma pressão média p. Mas o sistema
pode existir em uma das duas fases posśıveis ou em uma mistura das duas.
Começamos encontrando as condições que devem ser satisfeitas para que as
duas fases possam coexistir em equiĺıbrio uma com a outra.

Como vimos anteriormente, a condição de equiĺıbrio é que a energia livre
de Gibbs G do sistema é um mı́nimo,

G = E − TS + pV = mı́nimo. (53)

Fig. 7. Um sistema consistindo de duas fases mantidas a temperatura e
pressão constantes.

Seja νi o número de moles da fase i presentes no sistema, e gi(T, p) a
energia livre de Gibbs por mol da fase i na temperatura T e pressão p.
Então G pode ser escrita como,

G = ν1g1 + µ2g2 . (54)

A conservação da matéria implica que o número total ν da substância per-
manece constante, isto é,
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ν1 + ν2 = ν = constante. (55)

Podemos então considerar ν1 o parâmetro independente que é livre para
variar. No equiĺıbrio (53) requer que G seja estacionário para mudanças em
ν1. Assim,

dG = g1dν1 + g2dν2 = 0 ,

ou,

(g1 − g2)dν1 = 0 ,

pois dν2 = −dν1 por (55). Obtemos portanto como uma condição necessária
para o equiĺıbrio que,

g1 = g2 . (56)

Claramente, quando essa condição é satisfeita, a transferência de um mol de
substância de uma fase para outra não muda G em (54). Portanto G é então
estacionário como requerido.

Observação. Podemos prosseguir e investigar as condições para G ser de
fato um mı́nimo, mas isso não nos dá nenhuma informação interessante além
das condições de que a capacidade térmica e a compressibilidade de cada fase
sejam positivas para garantir a estabilidade de cada fase, como vimos.

�

Vamos olhar a situação mais de perto. Para dados T e p, g1(T, p) é uma
função bem definida caracteŕıstica das propriedades da fase 1; da mesma
forma, g2(T, p) é uma função bem definida caracteŕıstica da fase 2.

Se T e p são tais que g1 < g2, então o valor mı́nimo de G em (54) é
alcançado se todos os ν moles da substância se transformam na fase 1 de
modo que G = νg1. A fase 1 é então a fase estável.

Se T e p são tais que g1 > g2, então o valor mı́nimo de G é alcançado se
toda a substância se transforma na fase 2 de modo que G = νg2. A fase 2 é
então a fase estável.

Se T e p são tais que g1 = g2, então a condição (56) é satisfeita e qual-

quer quantidade ν1 da fase 1 pode coexistir em equiĺıbrio com a quantidade
restante ν2 = ν − ν1 da fase 2. O valor de G permanece invariável quando
ν1 é mudado. O local dos pontos em que T e p são tais que a condição (56)
é satisfeita então representa a “linha de equiĺıbrio de fase”, ao longo da qual
as duas fases podem coexistir em equiĺıbrio. Essa linha, ao longo da qual
g1 = g2, divide o plano pT em duas regiões: uma onde g1 < g2, de modo que
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a fase 1 é a fase estável, e a outra onde g1 > g2, de modo que a fase 2 é a
fase estável.

É posśıvel caracterizar a linha de equiĺıbrio de fases por uma equação
diferencial. Na figura 8 consideremos qualquer ponto, como A, que esteja
sobre a linha de equiĺıbrio de fases e corresponda à temperatura T e pressão
p. Então a condição (56) implica em,

g1(T, p) = g2(T, p) . (57)

Fig. 8. Gráfico p × T mostrando as regiões de estabilidade relativa de duas
fases e a linha de equiĺıbrio de fases.

Consideremos agora um ponto vizinho, como B, que também está sobre
a linha de equiĺıbrio de fases e corresponde à temperatura T + dT e pressão
p+ dp. Então a condição (56) implica em,

g1(T + dT, p+ dp) = g2(T + dT, p+ dp) . (58)

Subtraindo (57) de (58) obtemos a condição,

dg1 = dg2 , (59)

com,

dgi =

(

∂gi
∂T

)

p

dT +

(

∂gi
∂p

)

T

dp ,

é a variação na energia livre de Gibbs por mol para a fase i ao passarmos do
ponto A para o ponto B.

Mas a variação dg de cada fase pode ser obtida também usando a relação
termodinâmica fundamental,

dε = Tds− pdv ,

expressando a variação na energia por mol ε dessa fase. Portanto,
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dg ≡ d(ε− Ts+ pv) = −sdT + vdp . (60)

Portanto (59) implica em,

−s1dT + v1dp = −s2dT + v2dp ,

(s2 − s1)dT = (v2 − v1)dp ,

ou,

dp

dT
=

∆s

∆v
, (61)

com ∆s ≡ s2 − s1 e ∆v ≡ v2 − v1. Essa é a chamada “equação de Clausius-
Clapeyron”. Consideremos qualquer ponto sobre a linha de equiĺıbrio de fases
na temperatura T e pressão p. A equação (61) relaciona então a inclinação
da linha de equiĺıbrio de fases nesse ponto com a variação de entropia ∆s e
variação de volume ∆v da substância ao “cruzarmos a linha” nesse ponto, isto
é, ao ocorrer uma mudança de fase nessa temperatura e pressão. Notemos
que as quantidades no lado direito de (61) não precisam se referir a um mol
da substância. O numerador e o denominador podem ser multiplicados pelo
mesmo número de moles, e dp/dT obviamente deve permanecer constante.

Como há uma variação de entropia associada com a transformação de
fase, calor deve ser absorvido. O “calor latente de transformação” L12 é
definido como o calor absorvido quando uma dada quantidade da fase 1 é
transformada para a fase 2. Como o processo ocorre a temperatura constante
T , a correspondente variação de entropia é simplesmente,

∆S = S2 − S1 =
L12

T
, (62)

em que L12 é o calor latente nessa temperatura. Assim a equação de Clausius-
Clapeyron (61) pode ser escrita como,

dp

dT
=

∆S

∆V
=

L12

T∆V
. (63)

Se V se refere ao volume molar, então L12 é o calor latente por mol. Se V se
refere ao volume por grama, então L12 é o calor latente por grama.

Vamos discutir algumas ilustrações importantes.
Transformações de fase de uma substância simples. Substâncias

simples são capazes de existir em fases de três tipos: sólido, ĺıquido e gás. Po-
dem haver também várias fases sólidas com estruturas cristalinas diferentes.
As linhas de equiĺıbrio de fases separando essas fases aparecem tipicamente
como mostrado na figura 9.
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Fig. 9. Diagrama de fase para uma substância simples. O ponto A é o ponto
triplo, o ponto C é o ponto cŕıtico.

Essas linhas separam o sólido do ĺıquido, o ĺıquido do gás, e o sólido
do gás. A fase de gás é algumas vezes chamada de “fase de vapor”. A
transformação de sólido para ĺıquido é chamada “fusão”, de ĺıquido para gás
é chamada “vaporização”, e de sólido para gás é chamada “sublimação”. As
três linhas se encontram no ponto comum A, chamado de “ponto triplo”.
Nessa temperatura e pressão única quantidades arbitrárias de todas as três

fases podem portanto coexistir em equiĺıbrio uma com a outra. Essa é a
propriedade que faz o ponto triplo da água tão conveniente como um ponto
reprodut́ıvel padrão de temperatura. No ponto C, chamado “ponto cŕıtico”,
a linha de equiĺıbrio ĺıquido-gás termina. A variação de volume ∆V entre
ĺıquido e gás se aproxima então de zero. Além de C não há transformação
de fase, pois existe apenas uma única fase “fluida”. A fase bastante densa
de gás se torna indistingúıvel do ĺıquido.

Ao passarmos de sólido (s) para ĺıquido (l) a entropia da substância,
ou grau de desordem, quase sempre aumenta (um caso excepcional ocorre
para He2 sólido em uma certa faixa de temperatura onde os spins nucleares
no sólido estão aleatoriamente orientadas, enquanto aqueles no ĺıquido estão
alinhados de forma antiparalela, de modo a satisfazer a estat́ıstica de Fermi-
Dirac da mecânica quântica). Portanto o calor latente correspondente Lsl é
positivo e calor é absorvido na transformação. Na maior parte dos casos o
sólido se expande na fusão, de modo que ∆V > 0. Nesse caso a equação
de Clausius-Clapeyron (61) afirma que a inclinação da linha de equiĺıbrio
sólido-ĺıquido, isto é a curva de fusão, é positiva. Há algumas substâncias,
como a água, que se contraem na fusão, de modo que ∆V < 0. Para essas
substâncias a inclinação da curva de fusão deve ser negativa, como mostrado
na figura 9.

Cálculo aproximado da pressão de vapor. A equação de Clausius-
Clapeyron pode ser usada para obtermos uma expressão aproximada para a
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pressão de um vapor em equiĺıbrio com o ĺıquido (ou sólido) na temperatura
T . Essa pressão é chamada de “pressão de vapor” do ĺıquido (ou sólido)
nessa temperatura. Por (63),

dp

dT
=

l

T∆v
, (64)

em que l ≡ l12 é o calor latente por mol e v é o volume molar. Seja 1 a fase
ĺıquida, ou sólida, e 2 a fase de vapor. Então,

∆v = v2 − v1 ≈ v2 ,

pois o vapor é muito menos denso que o ĺıquido, logo v2 >> v1. Também
supomos que o vapor pode adequadamente ser tratado como um gás ideal,
de modo que sua equação de estado é simplesmente,

pv2 = RT .

Então ∆v = RT/p e (64) fica,

1

p

dp

dT
=

l

RT 2
. (65)

Supomos que l é aproximadamente independente da temperatura. Então
(65) pode ser imediatamente integrada,

ln p = − l

RT
+ constante,

ou,

p = p0e
−l/RT , (66)

onde p0 é uma constane. Essa expressão mostra que a pressã de vapor p é
uma função de T rapidamente crescente, a dependência com a temperatura
sendo determinada pela magnitude do calor latente de vaporização.

6 Transformações de fase e a equação de es-

tado

Consideremos um sistema de um componente. Supomos que a equação de
estado para um mol dessa substância,

p = p(v, T ) , (67)
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é conhecida, por considerações teóricas ou empiricamente, para o domı́nio
das variáveis em que a substância é um gás ou um ĺıquido. Por exemplo, a
equação de estado pode ser a equação de van der Waals,

(

p+
a

v2

)

(v − b) = RT .

A equação de estado (67) pode ser representada em um diagrama bidimen-
sional pv para vários valores da temperatura T , como ilustrado esquemati-
camente na figura 10.

Fig. 10. Diagrama esquemático mostrando curvas de temperatura constante
para uma equação de estado (67) descrevendo os estados fluidos de uma
substância. O ponto C é o ponto cŕıtico. Na região interior à linha tracejada
misturas das duas fases podem coexistir ao longo das linhas horizontais.

Consideremos o sistema descrito por (67) em contato com um reservatório
a temperatura T e pressão p. Os parâmetros intensivos T e p podem então
ser considerados como as variáveis independentes do problema. Consider-
emos uma curva particular de temperatura constante T , ou isoterma, da
equação de estado (67). Uma curva desse tipo é ilustrada na figura 11 e
contém bastante informação. Se em uma dada temperatura T a pressão é
suficientemente baixa de modo que p < p1, a curva nos dá um único valor
de v. Existe então uma única fase bem definida. Aqui a inclinação da curva
∂p/∂v ≤ 0 como é necessário pela condição de estabilidade (45). Também,
|∂p/∂v| é relativamente pequeno, de modo que a compressibilidade dessa fase
é relativamente grande, como é o caso para uma fase gasosa.
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Fig. 11. Gráfico da equação de estado (67) para uma temperatura particular
T .

Se em uma dada temperatura T a pressão é suficientemente alta de modo
que p > p2, então existe novamente uma única fase com um único valor
de v. A condição de estabilidade ∂p/∂v ≤ 0 é novamente satisfeita, mas
|∂p/∂v| é relativamente grande. Portanto a compressibilidade dessa fase é
relativamente pequena como é o caso para uma fase ĺıquida.

Consideremos agora o domı́nio de pressão intermediário p1 < p < p2.
Em uma dada temperatura T existema agora, para cada pressão p, três
valores posśıveis do volume v. A questão é qual valor de v corresponde à
situação mais estável. Vemos imediatamente que a condição de estabilidade
∂p/∂v ≤ 0 é violada na região v1 < v < v2 onde a curva possui inclinação
positiva. Portanto, valores de v nessa região são certamente exclúıdos, pois
eles levam a uma situação intrinsecamente instável. Mas isso ainda deixa
dois posśıveis valores de v entre os quais temos que decidir com base na
estabilidade relativa. No diagrama indicamos pontos sobre a curva por letras,
e temos a tarefa de descobrir qual é a situação mais estável, onde v = vA
ou onde v = vB. Essa questão então se reduz, devido à discussão anterior,
à investigação da magnitude relativa das energias livres por mol gA(T, p) e
gB(T, p).

Mudanças da função g ≡ ε − Ts + pv podem ser calculadas ao longo
da curva de temperatura constante na figura 11. Da relação termodinâmica
geral,

Tds = dε+ pdv ,

segue imediatamente que, para uma variação de pressão com T constante,
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dg = d(ε− Ts+ pv) ,

= dε− Tds− sdT + pdv + vdp ,

= Tds− pdv − Tds− sdT + pdv + vdp ,

= −sdT + vdp ,

= vdp , T constante. (68)

Diferenças de g entre um ponto qualquer da curva na figura 11 e um ponto
padrão O são então dadas por,

g − gO =

∫ p

p0

vdp . (69)

O lado direito representa geometricamente a área entre a curva e o eixo
p na região entre pO e P . Notemos que, partindo do ponto O sobre a curva
e calculando a integral acima ao longo dela, o valor dessa integral primeiro
cresce até chegar ao ponto N , e então decresce até o ponto J , e então cresce
novamente até o ponto M . Portanto, uma curva de g(T, p) em função de
p ao longo da curva de temperatura constante, possui a forma mostrada na
figura 12. Os pontos sobre essa curva correspondem aos pontos da figura 11.

Fig. 12. Gráfico esquemático mostrando o comportamento de g(T, p), como
função de p, implicado pela curva na figura 11.

Desse diagrama podemos ver o que acontece para vários valores da pressão.
Em O apenas a fase de alta compressibilidade, no nosso exemplo o gás, ex-
iste. Quando a pressão aumenta para a região p1 < p < p2, há três valores
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posśıveis de g. Os valores de g ao longo da curva OKXN correspondem a val-
ores grandes de v > v2 na região de alta compressibilidade. Isso corresponde
à fase de gás. Os valores de g ao longo da curva JXMR correspondem
a valores pequenos de v < v1 na região de baixa compressibilidade. Isso
corresponde à fase de ĺıquido. Os valores de g ao longo da curva JDN cor-
respondem ao domı́nio intrinsecamente instável v1 < v < v2. Se p é apenas
ligeiramente maior que p1, então a figura 12 mostra que a fase de gás, com
volume próximo de vK , possui o menor valor de g e é portanto o ponto mais
estável. Essa situação prevalece até que p aumenta até p = pX , correspon-
dente ao ponto X onde as curvas KXN e JXM na figura 12 se interceptam.
Nesse ponto as energias livres g do gás e do ĺıquido são iguais. Essa é então
a pressão na qual proporções arbitrárias das duas fases podem coexistir em
equiĺıbrio. Se a pressão aumenta além de pX , a curva JXM correspondente à
fase ĺıquida possui o menor valor de g, de modo que essa fase é a mais estável.
No ponto X o sistema muda, então, da curva OKXN , correspondente à fase
de gás, para a curva JXMR, correspondente à fase de ĺıquido. Portanto pX
corresponde à pressão em que ocorre a transformação de fase do gás para o
ĺıquido.

Vamos considerar a transformação de fase em grande detalhe. Supomos
que na figura 11 a pressão da transformação de fase é pA = pX . Então A e
B ambos correspondem ao ponto X na figura 12. Além disso, vB é o volume
molar do gás e vA do ĺıquido na pressão e temperatura da transformação de
fase. Se nessas circunstâncias uma fração ξ de moles da substância na fase
de gás, então o volume molar total vtot é dado por,

vtot = ξvB + (1− ξ)vA . (70)

Durante a transformação de fase o volume molar total muda continuamente,
do valor vB do gás para o valor vA do ĺıquido, enquanto a fração ξ muda
continuamente de 1 a 0. Nesse processo haverá, é claro, uma mudança de
entropia e um calor latente associado. Na figura 11 a linha horizontal BDA
ao longo da qual a transformação de fase ocorre é caracterizada por,

gB = gA , (71)

ou, por (69), pelo fato de a integral,

∫

BNDJA

vdp = 0 , (72)

quando calculada ao longo da curva BNDJA na figura 11. Essa integral
pode ser dividida em várias partes dando contribuições de sinais diferentes,
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∫ N

B

vdp+

∫ D

N

vdp+

∫ J

D

vdp+

∫ A

J

vdp = 0 ,

(
∫ N

B

vdp−
∫ N

D

vdp

)

+

(

−
∫ D

J

vdp+

∫ A

J

vdp

)

= 0 ,

ou,

área (DNB) - área (AJD) = 0 ,

em que área (DNB) denota a área entre a linha retaDB e a curvaDNB, e da
mesma forma, área AJD denota a área entre a linha reta AD e a curva AJD.
Portanto, temos o resultado que a localização da linha de transformação de
fase ADB na figura 11 é determinada pela condição que,

área(AJD)− área(DNB) . (73)

Observação. A variação molar de entropia ∆s e o calor latente asso-
ciado l da transformação podem também ser determinados da equação de
estado. Como T é constante na transformação de modo que dT = 0, temos
simplesmente,

ds =

(

∂s

∂v

)

T

dv =

(

∂p

∂T

)

v

dv , (74)

em que usamos uma das equações de Maxwell. Ao irmos de A para B na
figura 11, a correspondente variação molar de entropia pode então ser encon-
trada calculando a integral,

∆s = sB − sA =

∫

AJDNB

(

∂p

∂T

)

v

dv . (75)

Consideremos a curva dada para uma temperatura T , e uma vizinha para
temperatura T + δT . Em um dado volume v, seja δp a diferença de pressão
entre as duas curvas. Então () pode ser escrita como,

∆s =
1

δT

∫

AJDNB

δpdv ,

ou,

∆s = 1/δT [área entre isotermas no intervalo vA < v < vB] . (76)

Essa área é mostrada na figura 13.
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Essa área é positiva, de modo que ∆s > 0 ou sB > sA, isto é, a entropia
do gás é maior do que a do ĺıquido. O calor latente por mol absorvido na
transformação do ĺıquido para o gás é simplesmente dado por,

l = T∆s . (77)

A variação na energia interna molar da duas fases é dada pela relação fun-
damental Tds = dε+ pdv como,

∆ε = l − p∆v , (78)

pois T e p são constantes. Aqui, ∆v = vB − vA e ∆ε = εB − εA.
�

Fig. 13. Dependência da pressão p com o volume molar v para duas temper-
aturas ligeiramente diferentes.

À medida que consideramos temperaturas maiores os dois pontos ex-
tremos onde (∂p/∂v)T = 0, indicados na figura 11 por v = v1 e v = v2, se
aproximam. Isso também implica que a variação de volume ∆v na trans-
formação de fase diminui. Prosseguindo com o aumento da temperatura
atingimos a situação em que os dois pontos extremos v1 e v2 coincidem, de
modo que não há mais uma mudança de sinal de (∂p/∂v)T , isto é, a derivada
de (∂p/∂v)T se anula também. Nesse ponto temos (∂2p/∂v2)T = 0 bem como
(∂p/∂v)T = 0. Esse ponto é assim um ponto de inflexão da curva pv. Esse
ponto único é o “ponto cŕıtico”, ponto C n figura 10, e corresponde a valores
de T , p e v que são chamados temperatura cŕıtica, pressão cŕıtica e volume
cŕıtico. A transição de fase desaparece, com a variação de volume ∆v se
aproximando de zero. Em temperaturas ainda maiores temos (∂p/∂v)T < 0
em toda a curva, logo não temos mais a transformação de fase. Temos sem-
pre uma única fase fluida sem distinção entre ĺıquido e gás. Com o aumento
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da pressão passamos continuamente da situação de volume molar v grande
e alta compressibilidade para a situação de volume molar v pequeno e baixa
compressibilidade.

7 Relações gerais para um sistema com vários

componentes

Consideremos um sistema homogêneo, de energia E e volume V , que consiste
de m diferentes tipos de moléculas. Seja Ni o número de moléculas do tipo
i. Então a entropia do sistema é uma função das seguintes variáveis,

S = S(E, V,N1, N2, . . . , Nm) . (79)

Essas variáveis podem, é claro, todas mudarem em um processo geral. Por ex-
emplo, o número de moléculas de cada espécie pode mudar como resultado de
reações qúımicas. Em um completamente geral infinitesimal quase-estático
processo a variação de entropia é dada por,

dS =

(

∂S

∂E

)

V,N

dE +

(

∂S

∂V

)

E,N

dV +
m
∑

i=1

(

∂S

∂Ni

)

E,V,N

dNi . (80)

O ı́ndice N denota o fato de que todos os números {N1, . . . , Nm} são manti-
dos constantes no cálculo da derivada parcial. No caso de uma derivada como
(∂S/∂Ni), o ı́ndiceN denota o fato de que todos os números {N1, . . . , Ni−1, Ni+1, . . . , Nm}
, exceto o número Ni em relação ao qual a derivada é calculada, são man-
tidos constantes no cálculo da derivada parcial. O sistema, em geral, está
interagindo com outros sistemas. As variáveis em (80) e em relações sub-
sequentes são calculadas para a situação de equiĺıbrio, ou mais provável,
quando os valores dessas variáveis são essencialment iguais aos seus valores
médios, Ē, V̄ , N̄i, p̄, e assim por diante. Omitiremos a barra correspondente
a valores médios.

A equação (80) é uma afirmação puramente matemática. Mas no caso
simples em que todos os números Ni são fixos, a relação termodinâmica
fundamental afirma que,

dS =
d−Q

T
=
dE + pdV

T
. (81)

Nessas circunstâncias dNi = 0 para todo i em (80). Comparando os coefi-
cientes de dE e dV em (80) e (81) nos dá,
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(

∂S

∂E

)

V,N

=
1

T
,

(

∂S

∂V

)

E,N

=
p

T
. (82)

Introduzimos a abreviação,

µj ≡ −T
(

∂S

∂Nj

)

E,V,N

. (83)

A quantidade µj é chamada “potencial qúımico por molécula” da espécie
qúımica j, e é definido de modo que possui dimensões de energial. Então
(80) pode ser escrita na forma,

dS =
1

T
dE +

p

T
dV −

∑ µi

T
dNi , (84)

ou,

dE = TdS − pdV +
m
∑

i=1

µidNi . (85)

Essa é uma generalização da relação fundamental dE = TdS − pdV para o
caso em que o número das part́ıculas pode variar.

Notemos que o potencial qúımico µj pode ser escrito em muitas formas
equivalentes a (83). Por exemplo, supomos que todas as variáveis indepen-
dentes além de Nj são mantidas constantes em (85). Então dS = dV = 0,
dNi = 0 para i 6= j, e (85) nos dá a relação,

µj =

(

∂E

∂Nj

)

S,V,N

. (86)

Alternativamente, podemos escrever (85) na forma,

d(E − TS) = dF = −SdT − pdV +
m
∑

i=1

µidNi . (87)

Se todas as variáveis independentes além de Nj são mantidas constantes,
segue imediatamente que,

µj =

(

∂F

∂Nj

)

T,V,N

. (88)

Também podemos escrever (85) em termos da energia livre de Gibbs,
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d(E − TS + pV ) = dG = −SdT + V dp+
m
∑

i=1

µidNi . (89)

Portanto podemos escrever também,

µj =

(

∂G

∂Nj

)

T,p,N

. (90)

Se temos apenas uma espécie qúımica presente, por exemplo a espécie j,
então,

G = G(T, p,Nj) . (91)

A função G deve ser uma quantidade extensiva. Portanto, se todos os
parâmetros extensivos independentes são multiplicados por um fator de es-
cala α, isto é, se Nj é multiplicado por α, então G deve ser multiplicado pelo
mesmo fator α. Assim G deve ser proporcional a Nj e pode ser escrito na
forma,

G(T, p,Nj) = Njg
′(T, p) ,

em que g′(T, p) não depende de Nj. Então,

µj =

(

∂G

∂Nj

)

T,p

= g′(T, p) , (92)

isto é, o potencial qúımico por molécula é igual à energia livre de Gibbs
g′ = G/Nj por molécula.

Quando vários componentes estão presentes, entãoG = G(T, p,N1, . . . , Nm)
e em geral,

µj =

(

∂G

∂Nj

)

T,p,N

6= G

Nj

.

Observação. A condição de que quantidades extensivas depedam pro-
priamente da escala leva às seguintes conclusões gerais. Consideremos, por
exemplo, a energia total,

E = E(S, V,N1, N2, . . . , Nm) . (93)

Se todas as variáveis extensivas aumentam pelo mesmo fator de escala, a
equação (93) deve permanecer válida. Então, se,

S → αS , V → αV , Ni → αNi

31



devemos ter também E → αE. Portanto,

E(αS, αV, αN1, . . . , αNm) = αE(S, V,N1, . . . , Nm) . (94)

Em particular fazemos,

α = 1 + γ ,

com |γ| << 1. Então o lado esquerdo de (94) fica E(S + γS, V + γV,N1 +
γN1, . . .), que pode ser expandido em torno do seu valor E(S, V,N1, . . .), onde
γ = 0. Portanto (94) implica a condição,

E +

(

∂E

∂S

)

V,N

γS +

(

∂E

∂V

)

S,N

γV +
m
∑

i=1

(

∂E

∂Ni

)

S,V,N

γNi = (1 + γ)E ,

ou,

E =

(

∂E

∂S

)

V,N

S +

(

∂E

∂V

)

S,N

γV +
m
∑

i=1

(

∂E

∂Ni

)

S,V,N

Ni . (95)

Esse resultado puramente matemático a partir de (94) é comumente chamado
de “teorema de Euler para funções homogêneas”.

Como as derivadas em (95) são precisamente dadas pelos respectivos co-
eficientes de dS, dV , e dNi em (85). Portanto (95) é equivalente à relação,

E = TS − pV +
∑

i

µiNi , (96)

ou,

G = E − TS + pV =
∑

i

µiNi . (97)

Se apenas um tipo j de molécula está presente, (97) reduz-se à relação prévia

µj =
G

Nj

.

A equação (96) implica em,

dE = TdS + SdT − pdV − V dp+
∑

i

µidNi +
∑

i

Nidµi .

Mas como (85) também deve ser válida, obtemos o resultado geral,
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SdT − V dp+
∑

i

Nidµi = 0 . (98)

Essa expressão é conhecida como “relação de Gibbs-Duhem”.
�

8 Discussão alternativa do equiĺıbrio entre fases

Na seção 5 consideramos o problema de equiĺıbrio entre duas fases sob condições
em que o sistema está em equiĺıbrio com um reservatório a temperatura e
pressão constante. É instrutivo tratar esse problema de um ponto de vista
um pouco mais geral, considerando o sistema total isolado. Nossa discussão
será uma extensão da que fizemos no caṕıtulo 3.

ConsideremosN moléculas formando uma substância que consiste de duas
fases, denotadas por 1 e 2. O sistema total é isolado, de modo que sua energia
total E e seu volume total V são fixos. Seja Ni o número de moléculas da
substância na fase i, sua energia nessa fase Ei, e seu volume Vi. Temos então
as condições de conservação,

E1 + E2 = E = constante,

V1 + V2 = V = constante,

N1 +N2 = N = constante. (99)

Fig 14. Equiĺıbrio entre duas fases formando um sistema isolado, com energia
total e volume total constante.
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A entropia do sistema total, ou o número total de estados acesśıveis ao
sistema completo, é uma função desses parâmetros. A condição de equiĺıbrio
correspondente à situação mais provável é que a entropia seja um máximo,
isto é, que,

S = S(E1, V1, N1;E2, V2, N2) = máximo. (100)

Mas,

S = S1(E1, V1, N1) + S2(E2, V2, N2) ,

em que Si é a entropia da fase i. A condição de máximo (100) nos dá,

dS = dS1 + dS2 = 0 , (101)

com as condições (99), que ficam, em forma diferencial,

dE1 + dE2 = 0 ,

dV1 + dV2 = 0 ,

dN1 + dN2 = 0 . (102)

Usando a relação (84) para cada fase, (101) nos dá,

dS =

(

1

T1
dE1 +

p1
T1
dV1 −

µ1

T1
dN1

)

+

(

1

T2
dE2 +

p2
T2
dV2 −

µ2

T2
dN2

)

= 0 ,

ou,

dS =

(

1

T1
− 1

T2

)

dE1 +

(

p1
T1

− p2
T2

)

dV1 −
(

µ1

T1
− µ2

T2

)

dN1 = 0 , (103)

em que usamos as condições de conservação (102). Como (103) deve ser
válida para variações arbitrárias dE1, dV1, dN1, segue que os coeficientes
dessas variações devem se anular separadamente. Obtemos ent̃ao,

1

T1
− 1

T2
= 0 ,

p1
T1

− p2
T2

= 0 ,

µ1

T1
− µ2

T2
= 0 ,
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ou,

T1 = T2 ,

p1 = p2 ,

µ1 = µ2 . (104)

Essas são as condições necessárias para equiĺıbrio entre duas fases. Elas
refletem as respectivas equações de conservação (99). As relações (104) afir-
mam que as temperaturas e pressões médias das fases devem ser iguais, como
esperado. A condição de igualdade dos potenciais qúımicos pode ser menos
familiar. Mas como cada fase consiste apenas de um único componente, segue
de (92) que µi = g′i é o potencial qúımico por molécula da fase i. A última
relação em (104) é então equivalente a,

g′1 = g′2 . (105)

Obtemos novamente a condição (56).
Observação. Na seção 5 usamos a energia livre de Gibbs g por mol,

logo gi = Nag
′

i, em que Na é o número de Avogadro. Da mesma forma,
algumas vezes é útil definir um potencial qúımico por mol. Este é dado por
(∂G/∂νi). Como νi = Ni/Na, ele é Na vezes maior que o correspondente
potencial qúımico por molécula (∂G/∂Ni).

�

Podemos estender os argumentos acima para tratar o equiĺıbrio entre fases
contendo vários componentes, ou para calcular as flutuações no número de
part́ıculas presente em cada fase.

Finalmente notamos as implicações microscópicas da nossa discussão.
Podemos considerar a condição de equiĺıbrio (104) ou (105) e escrevê-la na
forma,

µ1(T, p) = µ2(T, p) , (106)

em que expressamos os potenciais qúımicos em termos de T e p. Agora sabe-
mos, pelo menos em prinćıpio, como usar a mecânica estat́ıstica para calcu-
lar funções termodinâmicas como a entropia S de cada fase. Podemos então
prosseguir e calcular para cada fase o potencial qúımico µ, como definido em
(83), por exemplo, e expressá-lo em termos de T e p. O resultado é uma
equação da forma (106), que pode ser resolvida para encontrarmos p como
uma função de T . Desse forma podemos, por exemplo, partir de primeiros
prinćıpios par calcular a pressão de vapor de uma substância em uma dada
temperatura. A única dificuldade nesse cálculo é calcular a função de partição
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para cada fase. Vamos ilustrar esse cálculo da pressão de vapor no próximo
caṕıtulo.

9 Condições gerais para o equiĺıbrio qúımico

Consideremos um sistema homogêneo, consistindo de uma única fase, con-
tendo m tipos diferentes de moléculas. Vamos designar os śımbolos qúımicos
dessas moléculas por B1, B2, . . ., Bm. Supomos que pode existir a possi-
bilidade de uma reação qúımica ocorrendo entre essas moléculas, em que
moléculas podem ser transformadas uma na outra. Essa transformação
qúımica deve ser consistente com a conservação do número total de átomos

de cada espécie. Uma equação qúımica propriamente balanceada expressa
precisamente essas condições de conservação.

Exemplo. Supomos que o sistema consiste de moléculas de H2, O2 e
H2O na fase gasosa. Há a possibilidade de transformação de moléculas uma
na outra através da reação qúımica,

2H2 +O2 ⇋ 2H2O .

Essa equação qúımica está propriamente balanceada, de modo que o número
total de átomos H é o mesmo no lado esquerdo e no lado direito, assim como
o número total de átomos O.

�

Seja bi o coeficiente de Bi na equação qúımica.Então bi é algum inteiro
pequeno designando o número de moléculas Bi envolvidas na transformação
qúımica. Por conveniência adotamos a convenção que, se a reação qúımica é
considerada arbitrariamente como procedendo em uma dada direção, consid-
eramos bi positivo para qualquer molécula “produto” formada como resul-
tado da reação qúımica, e consideramos bi negativo para qualquer molécula
“reagente” desaparecendo como resultado da reação. Por exemplo, a reação,

2H2 +O2 → 2H2O ,

seria escrita de forma padrão como,

−2H2 −O2 + 2H2O = 0 . (107)

Uma equação qúımica geral pode então ser escrita na forma,

m
∑

i=1

biBi = 0 . (108)
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Seja Ni o número de moléculas Bi no sistema. Os números Ni podem
mudar como resultado da reação qúımica entre moléculas. Mas eles não
podem mudar de forma arbitrária, porque a conservação de átomos exige
que a equação qúımica (108) seja satisfeita. As mudanças nos números Ni

devem portanto ser proporcionais aos números de moléculas aparecendo na
equação qúımica (108), isto é,

dNi = λbi para todo i , (109)

em que λ é uma constante de proporcionalidade. Temos dNi > 0 para
moléculas formadas como resultado da reação, e dNi < 0 para moléculas
desaparecendo como resultado da reação.

Exemplo. Na reação (107) o número de moléculas NH2O, NH2 , NO2 pode
variar apenas de modo que as mudanças nesses números estão na proporção,

dNH2O : dNH2 : dNO2 = 2 : −2 : −1.

Consideremos agora uma situação de equiĺıbrio com moléculas confinadas
em um volume V , que podem reagir quimicamente entre si de acordo com a
reação (108). Seja E a energia total do sistema. A condição de equiĺıbrio é
então que,

S = S(E, V,N1, . . . , Nm) = máximo, (110)

ou,

dS = 0 . (111)

Nas condições de V e E constantes, essa condição fica, por (84),

m
∑

i=1

µidNi = 0 . (112)

Usando o fato de que as variações dNi devem satisfazer a equação qúımica
(108), isto é, a restrição (109), a condição (112) fica então simplesmente,

m
∑

i=1

biµi = 0 . (113)

Essa é a condição geral para equiĺıbrio qúımico.
Observação. Se supomos que a reação ocorre sob condições de temper-

atura T e volume V constante, então a condição de F ser um mı́nimo ou
dF = 0 sob essas circunstâncias, por (87), leva novamente às equações (112)
e (113). Da mesma forma, para uma reação a temperatura T e pressão p
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constante, a condição de G ser um mı́nimo ou dG = 0, por (89), também
leva a (112) e (113).

�

Os potenciais qúımicos µi são funções das variáveis descrevendo o sis-
tema. Por exemplo, µi = µi(E, V,N1, . . . , Nm), se E e V são consideradas
como variáveis independentes, ou µi = µi(T, V,N1, . . . , Nm), se T e V são
consideradas como variáveis independentes. Portanto a condição (113) im-
plica em uma situação de equiĺıbrio uma conexão definida entre os números
médios Ni de moléculas de cada tipo. Como a estat́ıstica termodinâmica nos
permite calcular funções termodinâmicas como a entropia S, também nos
permite calcular os potenciais qúımicos µi e então deduzir explicitamente a
conexão entre os números N1, . . . , Nm implicada pela condição (113). Vamos
ver uma ilustração desse cálculo na próxima seção.

10 Equiĺıbrio qúımico entre gases ideais

Consideremos que a reação qúımica (108) pode ocorrer entre m diferentes
tipos de moléculas. Supomos que essas moléculas formam gases que podem
ser consideradas ideais, e que estão confinadas em um volume V na temper-
atura absoluta T . Qual é a relação entre os números médios das moléculas
reagentes na situação de equiĺıbrio?

A questão é facilmente respondida considerando a condição (113) explici-
tamente. Em outras palavras, supomos que conhecemos a energia livre,

F = F (T, V,N1, . . . , Nm) ,

dessa mistura de gases. Se nessa temperatura constante especificada T e
volume V , imaginamos uma transformação na qual, de acordo com a equação
qúımica (108), |bi| de cada uma das moléculas reagentes são transformados
em bi de cada uma das moléculas produto, então a correspondente pequena
variação na energia livre ∆F na reação é dada por,

∆F =
∑

i

(

∂F

∂Ni

)

T,V,N

=
∑

i

µibi . (114)

Nessa expressão,

µi ≡
(

∂F

∂Ni

)

T,V,N

, (115)

é, de acordo com a relação (88), o potencial qúımico de uma molécula do tipo
i e é, como F , uma função das variáveis T, V,N1, . . . , Nm. No equiĺıbrio a
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energia livre F é um mı́nimo, de modo que (114) nos dá a condição familiar
(113),

∆F =
∑

i

biµi = 0 . (116)

A tarefa restante é então apenas calcular F , e portanto os potenciais qúımicos
µi, dessa mistura de gases.

Cálculo do potencial qúımico. Consideramos novamente os gases a
temperatura suficientemente alta e densidade suficientemente baixa, de modo
que seu movimento translacional pode ser tratado classicamente.

Sejam os estados posśıveis da molécula k do gás denotados por sk, e seja
εk(sk) o estado de energia da molécula nesse estado. Como a interação entre
as moléculas é despreźıvel, a energia total do gás em um dos seus estados
posśıveis pode sempre ser escrita como uma soma,

E = ε1(s1) + ε2(s2) + ε3(s3) + . . . ,

com um número de termos igual ao número total de moléculas. Portanto a
função de partição fica, tratando todas as moléculas como distingúıveis,

Z ′ =
∑

s1,s2,s3,...

e−β[ε1(s1)+ε2(s2)+ε3(s3)+...] ,

em que a soma é sobre todos os estados de cada molécula. Como usual essa
expressão fatora na forma,

Z ′ =

(

∑

s1

e−βε1(s1)

)(

∑

s2

e−βε2(s2)

)

. . . (117)

Nesse produto há Ni fatores iguais para todas as moléculas do tipo i, cada
um desses fatores sendo igual a,

ζi ≡
∑

s

e−βε(s) , (118)

com a soma sendo feita sobre todos os estados s e energias correspondentes
de uma molécula do tipo i. Portanto (117) fica simplesmente,

Z ′ = ζN1
1 ζN2

2 . . . ζNm

m . (119)

Contamos como estatos distintos do gás aqueles que diferem apenas por per-
mutações de moléculas idênticas. Como vimos na seção 7, é errado (paradoxo
de Gibbs) e inconsistente com a indistinguibilidade essencial das moléculas
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em mecânica quântica contar esses estados do gás como distintos. Para obter-
mos a função de partição correta Z, a expressão (119) deve portanto ser di-
vidida pelas (N1!N2! . . . Nm!) permutações posśıveis das moléculas idênticas
entre elas mesmas. Obtemos então,

Z =
ζN1
1 ζN2

2 . . . ζNm

m

N1!N2! . . . Nm!
. (120)

Essa expressão pode ser escrita também como,

Z = Z1Z2 . . . Zm , (121)

com,

Zi =
ζNi

i

Ni!
, (122)

sendo a função de partição de um gás de Ni moléculas ocupando o volume
V na ausência de todos os outros gases.

Uma variedade de resultados importantes segue de (121), isto é, da relação,

lnZ =
∑

i

lnZi . (123)

Esses resultados todos refletem o fato de as moléculas serem fracamente in-
teragentes, de modo que as funções termodinâmicas são aditivas. Por ex-
emplo, como a energia média de um sistema é dada de forma geral por
Ē = (−∂ lnZ/∂β), segue de (123) que,

Ē(T, V ) =
∑

i

Ēi(T, V ) , (124)

com Ēi sendo a energia média do gás i ocupando o volume dado. Também,
como a pressão média de um sistema é dada de forma geral por p̄ = β−1(∂ lnZ/∂V ),
segue de (123) que,

p̄ =
∑

i

p̄i , (125)

em que p̄i é a pressão média que seria exercida pelo gás i se ele ocupasse o
volume V dado. A quantidade p̄i é chamada de “pressão parcial do gás i”.

Obtivemos agora a equação de estado para um único gás, isto é, para o
gás i ocupando o volume V ,

p̄i = nikT , ni ≡
Ni

V
. (126)
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Portanto (125) nos dá imediatamente a equação de estado para a mistura de
gases,

p̄ = nkT , n ≡
m
∑

i=1

ni . (127)

Como a energia livre de Helmholtz é dada de forma geral pela relação F =
−kT lnZ, segue de (123) que,

F (T, V ) =
∑

i

Fi(T, V ) , (128)

com Fi sendo a energia livre do gás i. Como F = Ē − TS, (124) e (128)
estabelecem também a aditividade das entropias,

S(T, V ) =
∑

i

Si(T, v) , (129)

com Si sendo a entropia do gás i ocupando o volume dado.
Vamos agora calcular o potencial qúımico. Por (122),

lnZi = Ni ln ζi − lnN ! ,

com ζi = ζi(T, V ) sendo a função de partição (118) para uma única molécula
e não envolve Ni. Usando F = Ē − TS = −kT lnZ e (123) obtemos,

F = −kT lnZ = −kT
∑

i

(Ni ln ζi − lnNi!) ,

ou,

F = −kT
∑

i

Ni(ln ζi − lnNi + 1) , (130)

em que usamos a fórmula de Stirling lnN ! = N lnN −N . Como,

∂ lnN !

∂N
= lnN ,

segue de (115) que o potencial qúımico do tipo j de molécula é simplesmente
dado por,

µj =

(

∂F

∂Nj

)

T,V,N

= −kT (ln ζj − lnNj) ,

ou,

41



µj = −kT ln
ζj
Nj

. (131)

Lei da ação das massas. Por (114), a variação da energia livre na
reação é então igual a,

∆F = −kT
∑

bi(ln ζi − lnNi) = ∆F0 + kT
∑

i

bi lnNi , (132)

com,

∆F0 ≡ −kT
∑

i

bi ln ζi , (133)

sendo a “variação de energia livre padrão da reação”, que depende apenas
de T e V , mas não dos números Ni de moléculas presente. A condição de
equiĺıbrio (116) fica então,

∆F = ∆F0 + kT
∑

i

bi lnNi = 0 ,

∑

i

lnN bi
i = ln(N b1

1 N
b2
2 . . . N bm

m ) = −∆F0

kT
,

ou,

N b1
1 N

b2
2 . . . N bm

m = KN(T, V ) , (134)

com,

KN(T, V ) ≡ e−∆F0/kT = ζb11 ζ
b2
2 . . . ζbmm . (135)

A quantidade KN é independente do número de moléculas presente e é
chamada “constante de equiĺıbrio”. É uma função apenas de T e V através
da dependência das funções de partição moleculares ζi nessas quantidades.
A equação (134) é a relação expĺıcita desejada entre os números médios de
moléculas presentes em equiĺıbrio. É chamada “lei de ação das massas” e é
familiar da qúımica elementar.

Exemplo. Considere a reação (107) na fase gasosa,

−2H2 −O2 + 2H2O = 0 .

A lei de ação das massas (134) então fica,
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N−2
H2
N−1

O2
N2

H2O
= KN ,

ou,

N2
H2O

N2
H2
NO2

= KN(T, V ) .

�

Notemos que (135) nos dá uma expressão expĺıcita para a constante
de equiĺıbrio KN em termos das funções de partição ζi para cada tipo de
molécula. Portanto KN pode ser calculado de primeiros prinćıpios se as
moléculas são suficientemente simples, de modo que ζi em (118) pode ser
calculado do conhecimento dos estados quânticos de uma única molécula.
Mesmo que as moléculas sejam mais complexas, ainda é posśıvel usar dados
espectroscópicos para deduzir seus ńıveis de energia, e portanto calcular ζi e
a constante de equiĺıbrio KN .

Observação. Notemos que o fator Ni! presente em (122) que considera
propriamente a indistinguibilidade das moléculas, é absolutamente essencial
para a teoria completa. Se esse fator não estivesse presente, teŕıamos simples-
mente lnZ =

∑

Ni ln ζi, de modo que o potencial qúımico fica µi = −kT ln ζi,
independente de Nj. Portanto (116) não nos dá nenhuma relação entre os
números. Portanto as dificuldades clássicas exemplificadas pelo paradoxo de
Gibbs levam a dificuldades sem solução.

�

Notemos a propriedade simplificadora que ζi(V, T ) é proporcional a V . A
equação (118) pode ser escrita,

ζi ∝
∫

d3r

∫

d3pe−βp2/2m
∑

s

e−βε
(int)
s ,

em que calculamos a parte translacional da função de partição classicamente.
A soma restante é sobre os estados de movimento interno, vibração e rotação,
se a molécula não é monoatômica. Aqui a posição do centro de massa r ocorre
apenas na integral

∫

d3r que nos dá o volume V . Podemos então escrever,

ζi(V, T ) = V ζ ′i(T ) , (136)

em que ζ ′i depende apenas de T . Portanto o potencial qúımico (131) fica,

µj = −kT ln
ζ ′j
nj

, (137)

com nj = Nj/V sendo o número de moléculas do tipo j por unidade de
volume.
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A condição de equiĺıbrio fundamental (116) pode então ser escrita mais
simplesmente como,

∑

i

bi lnni =
∑

i

bi ln ζ
′

i ,

ou,

nb1
1 n

b2
2 . . . n

bm
m = Kn(T ) , (138)

com,

Kn(T ) = ζ ′b11 ζ ′b22 . . . ζ ′bmm , (139)

e a constante de equiĺıbrio Kn(T ) depende apenas da temperatura.
Por (135) e (139) temos a relação,

KN(T, V ) = V bKn(T ) , b ≡
m
∑

i=1

bi . (140)

Observação. A lei de ação das massas (138) pode ser interpretada ci-
neticamente de forma detalhada. Escrevemos (108) na forma,

b′1B1 + b′2B2 + . . .+ b′kBk ⇌ bk+1Bk+1 + . . .+ bmBm , (141)

em que i = 1, . . . , k refere-se à espécie k de moléculas reagentes (com b′i ≡
−bi > 0) e i = k+1, . . . ,m refere-se aos restantes (m−k) tipos de moléculas
produtos. A probabilidade P+ por unidade de tempo de que a reação (141)
ocorra da esquerda para a direita deve ser proporcional à probabilidade de
encontro simultâneo em um dado elemento de volume de b′1B1 moléculas,
b′2B2 moléculas, . . ., b′kBk moléculas. Como as moléculas em um gás ideal
são estatisticamente independentes, a probabilidade da molécula i estar no
elemento de volume é simplesmente proporcional a ni, e a probabilidade P+

fica,

P+ = K+(T )n
b′1
1 n

b′2
2 . . . n

b′
k

k ,

com K+(T ) sendo uma constante de proporcionalidade que pode depender
de T . Da mesma forma, a probabilidade P− por unidade de tempo de que a
reação (141) ocorra da direita para a esquerda deve ser proporcional à proba-
bilidade de encontro simultâneo de b′k+1Bk+1 moléculas, . . ., b′mBm moléculas,
isto é,

P− = K−(T )n
bk+1

k+1 n
bk+2

k+2 . . . n
bm
m .
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No equiĺıbrio devemos ter,

P+ = P− .

Portanto segue que,

n
bk+1

k+1 n
bk+2

k+2 . . . n
bm
m

n
b′1
1 n

b′2
2 . . . n

b′
k

k

=
K+(T )

K−(T )
,

que é idêntica na forma a (138).
�

Dependência da constante de equiĺıbrio com a temperatura. A
relação (135) nos dá explicitamente,

lnKN(T, V ) = −∆F0

kT
. (142)

Portanto,

(

∂ lnKN

∂T

)

V

= −
(

∂

∂T

)

V

(

∆F0

kT

)

= −
(

∂

∂T

)

V,N

(

∆F

kT

)

. (143)

A última expressão segue de (132), pois ∆F e ∆F0 diferem apenas por uma
expressão envolvendo os números Ni, e como essas números são supostos
constantes, como indicado, na diferenciação de ∆F/kT . Portanto,

(

∂ lnKN

∂T

)

V

=
1

kT 2
∆F − 1

kT

(

∂∆F

∂T

)

V,N

. (144)

Mas,

−
(

∂

∂T

)

∆F = −
∑

i

(

∂

∂T

)(

∂F

∂Ni

)

bi ,

= −
∑

i

(

∂

∂Ni

)(

∂F

∂T

)

bi =
∑

i

∂S

∂Ni

bi ≡ ∆S .

Aqui usamos a relação geral, implicada por (87), que,

(

∂F

∂T

)

V,N

= −S ,

e denotamos por ∆S a variação de entropia da reação quando |bi| de cada
uma das moléculas reagentes é transformada em bi de cada molécula produto.
Portanto (144) fica,
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(

∂ lnKN

∂T

)

V

=
1

kT 2
(∆F + T∆S) =

∆E

kT 2
, (145)

pois F ≡ E − TS. Assim, ∆E = ∆(F + TS) é simplesmente o aumento
de energia média na reação. Como a reação ocorre a volume constante, ∆E
também é o calor absorvido na reação quando |bi| de cada uma das moléculas
reagentes é transformada em bi de cada molécula produto.

Como Kn difere de KN apenas por um fator envolvendo o volume V ,
(145) implica equivalentemente que,

d lnKn

dT
=

∆E

kT 2
. (146)

Se ∆E > 0, (145) afirma que KN aumenta se T aumenta. Esse resultado
novamente está de acordo com o que é esperado do prinćıpio de Le Chatelier.
Se E > 0, calor é absorvido como resultado da reação. Se a temperatura T
aumenta, mais moléculas devem ser produzidas para absorver calor e por-
tanto restaurar a temperatura original. Portanto KN deve aumentar.

11 Transições de fase de segunda ordem

Seguimos aqui principalmente o excelente livro de Landau [9].

Transições de fase de segunda ordem

Transições de fase entre fases de simetrias diferentes (cristal e ĺıquido; modi-
ficações de diferentes cristais) não podem ocorrer de maneira cont́ınua, como
é posśıvel para um ĺıquido ou um gás (Landau, [9], parágrafo 83). Em cada
estado o corpo possui uma simetria ou outra, e portanto podemos sempre
atribuir a ele uma das duas fases.

A transição entre diferentes modificações do cristal é usualmente feita
por meio de uma transição de fase, na qual há um súbito rearranjo da rede
cristalina, e o estado do corpo muda descontinuamente. Assim como essas
transições descont́ınuas, outro tipo de transição envolvendo uma mudança de
simetria também é posśıvel.

Para esclarecermos a natureza dessas transições, consideremos um exem-
plo espećıfico. Em altas temperaturas, BaTiO3 possui uma rede cúbica com
célula unitária mostrada na figura 15. (os átomos de bário estão nos vértices,
os átomos de oxigênio nos centros das faces, e os átomos de titânio nos cen-
tros das células). À medida que a temperatura diminui abaixo de um certo
valor, os átomos de titânio e oxigênio começam a se mover em relação aos
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átomos de bário paralelamente a uma borda do cubo. É claro que, assim que
esse movimento começa, a simetria da rede é afetada, e se torna tetragonal
em vez de cúbica.

Fig. 15.

Esse exemplo é t́ıpico do caso em que não há mudança descont́ınua no
estado do corpo. A configuração dos átomos no cristal muda continuamente.
Contudo, um deslocamento arbitrariamente pequeno dos átomos de suas
posições originais simétricas, é suficiente para mudar a simetria da rede.
A transição resultante de uma modificação do cristal para outra é chamada
uma transição de fase de segunda ordem, em contraste com transições de fase
ordinárias, que nesse caso são chamadas de transições de fase de primeira or-
dem.

Portanto uma transição de fase de segunda ordem é cont́ınua no sentido
em que o estado do corpo muda continuamente. Deve ser enfatizado, contudo,
que a simetria, é claro, muda descontinuamente no ponto de transição, e em
qualquer instante podemos dizer a qual das duas fases o corpo pertence. Mas
enquanto em um ponto de uma transição de fase de primeira ordem corpos
em diferentes estados estão em equiĺıbrio, os estados das duas fases são os
mesmos em um ponto de uma transição de segunda ordem.

Assim como os casos em que a mudança de simetria do corpo ocorre por
um deslocamento dos átomos (como no exemplo dado acima), a mudança
na simetria em uma transição de fase de segunda ordem pode resultar de
uma mudança no ordenamento do cristal. Já mencionamos que o conceito de
ordenamento surge se o número de pontos da rede que podem ser ocupados
por átomos de um dado tipo excede o número de tais átomos (Landau [9],
parágrafo 61). Usaremos a palavra “próprio” para os locais ocupados por
átomos do tipo em questão em um cristal completamente ordenado, em con-
traste aos “outros” locais que são ocupados por alguns dos átomos quando
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o cristal se torna desordenado. Em muitos casos, que serão de interesse
em transições de segunda ordem, ocorre que os locais “próprios” e “outros”
da rede são geometricamente idênticos, e diferem apenas no fato de pos-
suirem diferentes probabilidades de conter átomos do tipo em questão. Se
essas probabilidades se tornam iguais, todos os śıtios ficam equivalentes, e
portanto novos elementos de simetria aparecem, isto é, a simetria da rede
aumenta. Um cristal desse tipo é chamado desordenado.

Consideremos um exemplo. A liga completamente ordenada CuZn possui
uma rede cúbica com os átomos de zinco nos vértices, e os átomos de cobre
nos centros das células cúbicas (fig. 16, uma rede simples cúbica de Bravais).
Quando a liga é aquecida e se torna desordenada, os átomos de cobre e de
zinco trocam de lugar, isto é, probabilidades não nulas de encontrar átomos
de qualquer tipo existem em qualquer local da rede. Até as probabilidades de
encontrar átomos de cobre ou zinco nos vértices e nos centros das células se
tornarem iguais (isto é, enquanto o cristal é ordenado mas não completamente
ordenado), esses śıtios permanecem não equivalentes, e a simetria da rede
não muda. Mas quando as probabilidades ficam iguais, todos os śıtios ficam
equivalentes, e a simetria do cristal aumenta: uma nova vetor da rede aparece,
de um vértice do centro da célula, e o cristal adquire uma rede cúbica de
Bravais de corpo centrado (fig. 16).

Fig. 16.

Para cada estado de ordenamento podemos definir uma caracteŕıstica
quantitativa, o grau de ordenamento η, de modo que seja zero em uma fase
desordenada, e tenha valores positivos ou negativos não nulos em cristais
com vários graus de ordenamento. Por exemplo, no exemplo acima da liga
CuZn, essa quantidade pode ser definida como,

η =
wCu − wZn

wCu + wZn

, (147)

em que wCu e wZn são as probabilidades de encontrar um átomo de cobre e
um átomo de zinco, respectivamente, em um dado śıtio.
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Deve ser enfatizado novamente que a simetria do cristal é alterada (au-
mentando) apenas quando η se torna exatamente zero. Qualquer grau de
ordenamento não-nulo, ainda que pequeno, gera a mesma simetria de um
cristal completamente ordenado.

Se, quando a temperatura aumenta, o grau de ordenamento se torna zero
descontinuamente de algum valor finito, a mudança de um cristal ordenado
para um estado desordenado será uma transição de fase de primeira ordem,
mas se o grau de ordenamento se torna zero continuamente, temos uma
transição de fase de segunda ordem. Em prinćıpio são posśıveis casos onde a
ocorrência de ordenamento não causa uma mudança na simetria do cristal.
Uma transição de fase de segunda ordem é então imposśıvel. Mesmo se a
transição do estado ordenado para o estado desordenado do cristal ocorresse
continuamente, não haveria nenhuma descontinuidade no calor espećıfico.
Nesses casos uma transição de fase de primeira ordem é, é claro, posśıvel.

Há uma afirmação na literatura que existe uma relação entre transições de
fase de segunda ordem e o surgimento de moléculas em rotação, ou radicais,
no cristal. Essa visão é incorreta, pois em um ponto de transição de segunda
ordem o estado do sistema deve mudar continuamente, e não pode haver
mudança brusca na natureza do movimento. Se uma transição de fase que
envolve rotações das moléculas no cristal é considerada, a diferença entre as
duas fases deve ser que na fase mais simétrica as probabilidades de diferentes
orientações das moléculas são iguais, enquanto na fase menos simétrica elas
são diferentes.

Até agora temos discutido apenas transições entre diferentes modificações
do cristal, mas transições de fase de segunda ordem não precisam necessari-
amente envolver uma mudança na simetria da configuração dos átomos na
rede. Uma transição de segunda ordem também pode fazer surgir uma trans-
formação entre duas fases diferindo em alguma outra propriedade da simetria,
como por exemplo nos pontos de Curie de substâncias ferromagnéticas, os
pontos em que elas se tornam paramagnéticas. Nesse caso há uma mudança
na simetria do arranjo dos momentos magnéticos elementares no sistema, ou
mais precisamente um desaparecimento das correntes j nele (ver par. 128 em
Landau [9]). Outras transições de fase de segunda ordem são a transição de
um metal para o estado supercondutor, na ausência de um campo magnético,
e do hélio ĺıquido para o estado superfluido. Em ambos os casos o estado do
sistema muda continuamente, mas adquire uma nova propriedade qualitativa
no ponto de transição.

Como os estados das duas fases são os mesmos em um ponto de transição
de segunda ordem, é claro que a simetria do sistema no ponto de transição
deve conter todos os elementeos de simetria de ambas as fases. Veremos
abaixo que a simetria no ponto de transição é a mesma em qualquer lugar
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de um lado desse ponto, isto é, a simetria de uma das fases. Portanto a
mudança na simetria do sistema em uma transição de fase de segunda or-
dem possui a seguinte propriedade geral muito importante: a simetria de
uma fase é maior que a da outra. O termo “maior simetria” se refere a uma
simetria que inclui todos os elementos de simetria, como rotações, reflexões e
peŕıodos translacionais, da simetria menor, junto com elementos adicioinais.
A condição mencionada é necessária mas não é suficiente para uma transição
de fase de segunda ordem ser posśıvel. Veremos que as posśıveis mudanças
de simetria em uma transição desse tipo são sujeitas a restrições adicionais.
Devemos enfatizar que em uma transição de fase de primeira ordem a mu-
dança na simetria do sistema não é sujeita a qualquer restrição, e as simetrias
das duas fases podem estar não relacionadas.

Na grande maioria dos exemplos conhecidos de transições de fase de se-
gunda ordem, a fase mais simétrica corresponde a temperaturas maiores, e a
fase menos simétrica a temperaturas menores. Em particular, uma transição
de segunda ordem de um estado ordenado para um estado desordenado sem-
pre ocorre com um aumento na temperatura. Essa não é uma lei da ter-
modinâmica, e exceções são portanto posśıveis. Uma exceção, por exemplo,
é o “ponto de Curie menor” do sal de Rochelle, abaixo do qual o cristal é
ortorrômbico, mas acima do qual é monocĺınico.

A ausência de qualquer mudança descont́ınua de estado em um ponto de
uma transição de fase de segunda ordem, tem o resultado que as funções
termodinâmicas do estado do sistema, sua entropia, energia, volume, etc.,
mudam continuamente quando o ponto de transição é percorrido. Assim,
emparticular, uma transição de fase de segunda ordem, diferentemente de
uma transição de primeira ordem, não é acompanhada pela absorção ou
rejeição de calor. Veremos, contudo, que as derivadas dessas funções ter-
modinâmicas, como a capacidade térmica, o coeficiente de expansão térmica,
a compressibilidade, etc., são descont́ınuas em um ponto de transição de
segunda ordem.

Devemos esperar que matematicamente um ponto de uma transição de
segunda ordem é uma singularidade das quantidades termodinâmicas, e em
particular do potencial termodinâmico Φ (Landau usa a notação Φ para o
potencial termodinâmico, ou energia livre de Gibbs). A natureza dessa sin-
gularidade não é ainda conhecida. Para vermos isso, primeiro lembramos que
(Landau [9], parágrafo 83) um ponto de uma transição de fase de primeira
ordem não é uma singularidade. É um ponto no qual os potenciais ter-
modinâmicos Φ1(p, T ) e Φ2(p, T ) das duas fases são iguais, e cada uma das
funções Φ1 e Φ2 em cada lado do ponto de transição corresponde a um estado
de equiĺıbrio, possivelmente metaestável, do sistema. Em uma transição de
segunda ordem, contudo, o potencial termodinâmico de cada fase, se formal-
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mente considerado longe do ponto de transição, não corresponde a nenhum
estado de equiĺıbrio, isto é, a nenhum mı́nimo de Φ. Veremos adiante que
o potencial termodinâmico da fase mais simétrica corresponde de fato a um
máximo de Φ além do ponto de transição.

O último resultado implica que efeitos de super-resfriamento e super-
aquecimento são imposśıveis em transições de fase de segunda ordem, embora
possam ocorrer em transições de fase ordinárias. Nesse caso nenhuma fase
pode existir além do ponto de transição. Aqui ignoramos, é claro, o tempo
necessário para estabelecer a distribuição de equiĺıbrio dos átomos, que em
cristais sólidos pode ser considerável.

A descontinuidade no calor espećıfico

Para darmos uma descrição matemática de uma transição de fase de segunda
ordem, definimos uma quantidade η que representa a extensão em que a
configuração dos átomos na fase menos simétrica difere daquela na fase mais
simétrica. Na última fase η = 0, e na fase menos simétrica η pode ser positivo
ou negativo. Por exemplo, em transições que envolvem uma mudança no
ordenamento do cristal, η pode ser tomado como o grau de ordenamento.
Em transições em que há um movimento dos átomos, como no BaTiO3, η
pode ser tomado como a quantidade de deslocamento, e assim por diante.
Para evitarmos um mal entendido podemos notar que no caso particular do
BaTiO3, o deslocamento dos átomos possui uma descontinuidade pequena
mas finita no ponto de transição, e assim a transição é de fato de primeira
ordem.

Por brevidade chamamos arbitrariamente a fase mais simétrica simples-
mente de a fase simétrica, e a fase menos simétrica de fase assimétrica.

Considerando as quantidades termodinâmicas do cristal para dados desvios
do estado simétrico, isto é para um dado η, podemos representar o potencial
termodinâmico Φ como uma função de p, T e η. Aqui devemos lembrar, é
claro, na função Φ(p, T, η) a variável η não é do mesmo tipo que as variáveis p
e T . Enquanto a pressão e a temperatura podem ser especificadas arbitrari-
amente, o valor de η que de fato ocorre deve ser determinado da condição de
equiĺıbrio térmico, isto é, a condição que Φ seja um mı́nimo, para dados p e
T .

A continuidade da mudança de estado em uma transição de fase de se-
gunda ordem é expressa matematicamente pelo fato de que a quantidade
η toma valores arbitrariamente pequenos próximos do ponto de transição.
Considerando a vizinhança desse ponto, expandimos Φ(p, T, η) em potências
de η,
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Φ(p, T, η) = Φ0 + αη + Aη2 + Bη3 + Cη4 + . . . (148)

em que os coeficientes α,A,B,C, . . . são funções de p e T .
Deve ser enfatizado, contudo, que a possibilidade de uma expansão desse

tipo não é por nenhum meio obviamente a priori. Além disso, como men-
cionado, um ponto de transição de segunda ordem deve ser uma singularidade
do potencial termodinâmico, há uma razão para supor que uma expansão
desse tipo não pode ser continuada para termos de ordem arbitrariamente
superior, e os coeficientes de expansão podem ter singularidades como funções
de p e T . Uma completa explicação da natureza da singularidade do poten-
cial termodinâmico no ponto de transição oferece grandes dificuldades, e não
tem sido ainda obtida. Daremos aqui uma teoria baseada na suposição que a
presença da singularidade não afeta os termos da expansão que é usada. Até
que uma teoria completa seja desenvolvida é dif́ıcil dizer qual dos resultados
obtidos pode ser modificado, e em que extensão.

Veremos adiante que, se os estados com η = 0 e η 6= 0 são de simetrias
diferentes, como supomos, o termo de primeira ordem na expansão acima é
identicamente zero: α ≡ 0. O coeficienteA(p, T, ) no termo de segunda ordem
é facilmente visto se anular no ponto de transição, pois na fase simétrica o
valor η = 0 deve corresponder a um mı́nimo de Φ, e para ser assim é evidente
que devemos ter A > 0, enquanto do outro lado do ponto de transição, na
fase assimétrica, valores não nulos de η devem corresponder ao estado estável,
isto é, a um mı́nimo de Φ, e isso é posśıvel apenas se A < 0. A figura 17
mostra a forma da função Φ(η) para A < 0 e A > 0. Como A é positivo
em um lado do ponto de transição e negativo do outro, ele deve se anular no
ponto de transição,

Ac(p, T ) = 0 , (149)

em que o sufixo c se refere ao ponto de transição.
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Fig. 17.

Mas se o ponto de transição é um estado estável, isto é, se Φ como uma
função de η é um mı́nimo em η = 0, é necessário que o termo de terceira
ordem deve ser zero, e o termo de quarta ordem positivo,

Bc(p, T ) = 0 , Cc(p, T ) > 0 . (150)

O coeficiente C, sendo positivo no ponto de transição, é obviamente positivo
na vizinhança desse ponto.

Dois casos podem ocorrer. Em um, o termo de terceira ordem é identi-
camente zero devido à simetria do cristal: B(p, T ) ≡ 0. Então permanece
no ponto de transição apenas a condição A(p, T ) = 0, que determina p como
uma função de T ou vice versa. Assim, no plano pT há uma linha de pontos
de transição de fase de segunda ordem. A condição que não haja termo em
η3 na expansão acima é de fato necessária mas não suficiente para transições
de fase de segunda ordem serem posśıveis.

Se, contudo, B não é identicamente zero, os pontos de transição são
determinados pela duas equações A(p, T ) = 0, B(p, T ) = 0. Nesse caso,
portanto, as transições de fase cont́ınuas ocorrem apenas em pontos isolados.

O caso mais interessante é, obviamente, onde há uma linha de pontos
de transição cont́ınuas. Consideramos agora transições de fase de segunda
ordem apenas desse tipo. Isto é, supomos que B(p, T ) ≡ 0 e a expansão do
potencial termodinâmico é da forma,

Φ(p, T, η) = Φ0(p, T ) + A(p, T )η2 + C(p, T )η4 + . . . (151)

Temos C > 0, enquanto A > 0 na fase simétrica e A < 0 na fase assimétrica.
Os pontos de transição são determinados pela equação A(p, T ) = 0. Pode
ser mostrado que uma transição de fase de segunda ordem entre um ĺıquido e
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um sólido (cristal) é sempre imposśıvel, pois há uma termo de terceira ordem
na expansão do potencial termodinâmico.

Se consideramos uma transição em um dado valor da pressão, então
próximo do ponto de transição, com temperatura denotada por Tc, pode-
mos escrever,

A(T ) = a(T − Tc) , (152)

com a = (∂A/∂T )T=Tc
é uma constante. O coeficiente C(T ) pode ser tomado

como uma constante C(Tc).
A dependência de η com a temperatura próximo do ponto de transição, na

fase assimétrica, é determinada da condição que Φ seja um mı́nimo como uma
função de η. Igualando a derivada ∂Φ/∂η a zero, obtemos η(A+ 2Cη2) = 0,
e portanto,

η2 = − A

2C
=

a

2C
(Tc − T ) . (153)

A solução η = 0 corresponde à fase simétrica. Devemos notar que para A < 0
o valor η = 0 corresponde a um máximo de Φ.

Em seguida, vamos determinar a entropia do sistema próximo do ponto
de transição. Desprezando potências superiores de η, temos,

S = −∂Φ
∂T

= S0 −
∂A

∂T
η2 ,

com S0 = −∂Φ0/∂T . O termos contendo a derivada na temperatura de η
é zero, porque ∂Φ/∂η = 0. Na fase simétrica η = 0 e S = S0. Na fase
assimétrica η2 = −A/2C, e,

S = S0 +
A

2C

∂A

∂T
= S0 +

a2

2C
(T − Tc) . (154)

No ponto de transição a expressão se torna S0, e a entropia é portanto
cont́ınua, como deve ser.

Finalmente, vamos determinar os calores espećıficos Cp = T (∂S/∂T )p das
duas fases no ponto de transição. Para a fase assimétrica temos, diferenciando
(154),

Cp = Cp0 + a2
Tc
2C

. (155)

Para a fase simétrica S = S0, e portanto Cp = Cp0. Portanto conclúımos
que o calor espećıfico é descont́ınuo em um ponto de uma transição de fase
de segunda ordem. Como C > 0, Cp > Cp0 no ponto de transição, isto é, o
calor espećıfico é maior na fase assimétrica do que no caso simétrico.
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Outras quantidades além de Cp são descont́ınuas: CV , o coeficiente de
expansão térmica, a compressibilidade, etc. Não é dif́ıcil obter relações entre
as descontinuidades de todas essas quantidades. Primeiro de tudo notamos
que o volume e a entropia são cont́ınuas no ponto de transição, isto é, suas
descontinuidades ∆V e ∆S são zero,

∆V = 0 , ∆S = 0 .

Derivamos essas equações em relação à temperatura ao longo da curva dos
pontos de transição, isto é, supondo a pressão ser a função da temperatura
dada por essa curva. O resultado é,

∆

(

∂V

∂T

)

p

+
dp

dT
∆

(

∂V

∂p

)

T

= 0 ,

∆Cp

T
− dp

dT
∆

(

∂V

∂T

)

p

= 0 , (156)

pois (∂S/∂p)T = −(∂V/∂T )p. Essas duas equações relacionam as descon-
tinuidades do calor espećıfico Cp, o coeficiente de expansão térmica e a com-
pressibilidade em um ponto de uma transição de fase de segunda ordem.

Derivando ao longo da curva dos pontos de transição as equações ∆S = 0
e ∆p = 0, com temperatura e volume como variáveis independentes. A
pressão é, obviamente, inalterada na transição. Obtemos,

∆

(

∂p

∂T

)

V

+
dV

dT
∆

(

∂p

∂V

)

T

= 0 ,

∆CV

T
+
dV

dT
∆

(

∂p

∂T

)

V

= 0 . (157)

De (156) e (157) podemos expressar as descontinuidades de Cp, CV ,
(∂p/∂T )V e (∂V/∂T )p em termos da descontinuidade de (∂V/∂p)T ,

∆

(

∂V

∂T

)

p

= − dp

dT
∆

(

∂V

∂p

)

T

,

∆Cp = −T
(

dp

dT

)2

∆

(

∂V

∂p

)

T

,

∆

(

∂p

∂T

)

V

= −dV
dT

∆

[

1

(∂V/∂p)T

]

,

∆CV = T

(

dV

dT

)2

∆

[

1

(∂V/∂p)T

]

. (158)
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Podemos notar que, de acordo com essas fórmulas, as descontinuidades
no calor espećıfico Cp e a compressibilidade possuem o mesmo sinal. Segue
portanto, da afirmação prévia sobre a descontinuidade do calor espećıfico,
que a compressibilidade diminui descontinuamente ao passarmos da fase as-
simétrica para a fase simétrica.

A teoria termodinâmica acima, com a ressalva feita no ińıcio, responde
o problema da natureza das mudanças nas quantidades termodinâmicas, em
uma transição cont́ınua entre fases de simetrias diferentes. Vemos que as
derivadas primeiras de quantidades como a entropia e o volume devem ser
descont́ınuas em uma transição desse tipo. Isso torna sem sentido uma dis-
cussão de transições envolvendo descontinuidades apenas das derivadas de
ordem superior.

Mudança de simetria em uma transição de fase de se-

gunda ordem

Na teoria acima consideramos uma transição de fase de segunda ordem com
algumas mudanças definidas na simetria do sistema, supondo a priori que
uma tal transição é posśıvel. Uma teoria desse tipo, contudo, não nos diz
se uma dada mudança de simetria pode de fato ocorrer por uma transição
de segunda ordem. A teoria desenvolvida aqui é feita para responder essa
questão. Ela começa de diferentes afirmações do problema, enquanto uma
certa simetria do sistema no ponto de transição é especificada, e perguntamos
qual simetria é posśıvel nos lados desse ponto.

Para tratarmos um exemplo espećıfico, consideramos transições de fase
envolvendo uma mudança na estrutura de uma rede cristalina, isto é, uma
mudança na simetria da configuração dos seus átomos. Seja ρ(x, y, z) a
“função densidade” (definida no parágrafo 128 de Landau [9]), que nos dá
a distribuição de probabilidade de várias posições dos átomos no cristal. A
simetria da rede cristalina é o conjunto ou grupo de todas as transformações
das coordenadas para as quais a função ρ(x, y, z) é invariante. Inclúımos aqui
a simetria completa da rede, como rotações, reflexões e também o conjunto
infinito (discreto) de todos os posśıveis deslocamentos paralelos (translações),
isto é, consideramos um dos 230 grupos espaciais.

Seja G0 o grupo de simetria do cristal no ponto de transição. Como
sabemos da teoria de grupos, uma função arbitrária ρ(x, y, z) pode ser repre-
sentada como uma combinação linear de várias funções φ1, φ2, . . ., possuindo
a propriedade de serem transformadas em combinações umas das outras por
todas as transformações do grupo considerado. Em geral, o número dessas
funções é igual ao número de elementos no grupo, mas quando a função ρ
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possui uma certa simetria as funções φi podem ser menores em número.
Com isso em mente, escrevemos a função densidade ρ(x, y, z) do cristal

como a soma,

ρ =
∑

i

ciφi ,

com as funções φi são transformadas em combinações umas das outras por
todas as transformações no grupo G0. As matrizes dessas transformações
formam uma representação do grupo G0. A escolha das funções φi não é
única. Elas podem ser obviamente substitúıdas por qualquer combinação
linear delas mesmas. As funções φi podem sempre ser escolhidas de modo a
formar um número de conjuntos independentes contendo o número mı́nimo
de funções, as funções em cada conjunto sendo transformadas apenas em
combinações umas das outras por todas as transformações no grupo G0.
As matrizes das transformações das funções em cada um desses conjuntos
formam representações irredut́ıveis do grupo G0, e as funções são a base
dessas representações. Podemos portanto escrever,

ρ =
∑

n

∑

i

c
(n)
i φ

(n)
i , (159)

n sendo o número das representações irredut́ıveis e i o número da função
na sua base. No que segue supomos as funções φ

(n)
i serem normalizadas em

algum maneira definida.
As funções φ

(n)
i sempre incluem uma que é invariante sob todas as trans-

formações no grupo G0, e nos dá o que é chamado representação unitária do
grupo. Assim essa função, que denotamos por ρ0, possui a simetria de G0.
Denotando a parte restante de ρ por δρ, podemos escrever,

ρ = ρ0 + δρ , δρ =
′
∑

n

∑

i

c
(n)
i φ

(n)
i , (160)

em que agora a representação unitária é exclúıda da soma, como indicado
pela linha no sinal de soma. A função δρ possui uma simetria menor que a de
G0, pois δρ também pode permanecer invariante sob algumas transformações
nesse grupo, mas certamente não sob todas. Podemos notar que a simetria
G da função ρ, que claramente é a simetria de δρ, tem, estritamente falando,
sido suposta desde o ińıcio ser menor do que a de G0, pois de outro modo a
soma (159) incluiria apenas um termo, a função ρ, que dá a representação
unitária.

Algumas das representações irredut́ıveis do grupo espacial podem ser com-
plexas, isto é, as transformações do grupo transformam as funções da base em
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combinações lineares umas das outras com coeficientes complexos. Cada uma
dessas representações é acompanhada por sua representação conjugada com-
plexa, dada pelas funções conjugadas complexas. Como a densidade f́ısica
δρ deve ser real e deve permanecer real sob todas as transformações, é claro
que duas representações irredut́ıveis conjugadas complexas devem ser fisica-
mente consideradas como uma representação do dobro de dimensões, número
de funções da base. A densidade δρ deve ser uma combinação linear real de
todas essas funções complexas conjugadas. Em toda a discussão seguinte
supomos isso e que as funções φ

(n)
i são consideradas como reais.

O potencial termodinâmico Φ de um cristal com função densidade ρ dada
por (160) é uma função da temperature, pressão e coeficientes c

(n)
i , e depen-

dem, é claro, da forma espećıfica das funções φ
(n)
i . Os valores reais de c

(n)
i

como funções de p e T são determinados termodinamicamente das condições
de equiĺıbrio, isto é, as condições para Φ ser um mı́nimo. Isso determina
também a simetria G do cristal, pois é claro que a simetria da função (160),

com funções φ
(n)
i cujas leis de transformação são conhecidas, é determinada

pelos valores dos coeficientes na combinação linear dos φ
(n)
i .

Se o cristal é para ter a simetria de G0 no ponto de transição, é necessário
que todos os c

(n)
i devem ser zero ali, isto é, δρ = 0, ρ = ρ0. Como a mudança

no estado do cristal em uma transição de fase de segunda ordem é cont́ınua,
δρ deve tender continuamente a zero no ponto de transição, não descontin-
uamente, isto é, os coeficientes c

(n)
i devem tender a zero através de valores

arbitrariamente pequenos próximo do ponto de transição. Assim, podemos
expandir o potencial Φ(p, T, c

(n)
i ) em potências de c

(n)
i próximo do ponto de

transição.
Primeiro de tudo notamos que, como as funções φ

(n)
i , pertencentes à base

de cada representação irredut́ıvel, são transformadas em combinações umas
das outras pelas transformações no grupo G0, essas transformações podem
ser consideradas como transformando, na mesma forma, os coeficientes c

(n)
i

em vez de as funções φ
(n)
i . Em seguida, como o potencial termodinâmico do

sistema deve obviamente ser independente da escolha das coordenadas, deve
ser invariante sob qualquer transformação do sistema de coordenadas, e em
particular sob as transformações do grupo G0. Portanto, a expansão de Φ
em potências dos c

(n)
i pode conter em cada termo apenas uma combinação

invariante dos c
(n)
i que é da potência apropriada.

Nenhum invariante linear pode ser formado de quantidades que são trans-
formadas de acordo com uma representação irredut́ıvel, não unitária, de um
grupo. Apenas um invariante de segunda ordem existe para cada repre-
sentação: uma forma positiva definida nos c

(n)
i , que pode sempre ser reduzida

a uma soma de quadrados.
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Assim os termos dominantes na expansão de Φ são da forma,

Φ = Φ0 +
′
∑

n

A(n)
∑

i

[c
(n)
i ]2 , (161)

em que os A(n) são funções de p e T .
No ponto de transição, o cristal deve ter a simetria G0, isto é, os valores

de equiĺıbrio dos c
(n)
i devem ser zero. É evidente que Φ pode ter um mı́nimo

quando todo c
(n)
i = 0 apenas se todos os A(n) são não negativos.

Se todos os A(n) são positivos no ponto de transição, também são positivos
próximos do ponto, de modo que os c

(n)
i permanecem zero e não haverá

mudança de simetria. Para algum c
(n)
i ser não nulo, isto é, para a simetria

do sistema não variar, um dos coeficientes A(n) deve mudar de sinal, e esse
coeficiente deve se anular no ponto de transição. Dois coeficientes A(n) podem
se anular simultaneamente apenas em um ponto isolado no plano pT , que seja
a interseção de mais de uma linha de transições de segunda ordem.

Assim, em um lado do ponto de transição todos os A(n) são positivos, e
no outro lado um dos A(n) é negativo. Assim, todos os c

(n)
i são sempre zero

em um lado do ponto de transição, e no outro lado c
(n)
i não nulos aparecem.

Conclúımos, portanto, que em um lado do ponto de transição o cristal possui
a simetria maior G0, que é mantida no ponto de transição, enquanto no
outrto lado do ponto de transição a simetria é menor, e então o grupo G é
um sub-grupo do grupo G0.

A mudança no sinal de um dos A(n) causa o surgimento de c
(n)
i não nulos

pertencentes à representação n. Assim o cristal com simetria G0 se torna um
com densidade ρ = ρ0 + δρ, com,

δρ =
∑

i

c
(n)
i φ

(n)
i , (162)

sendo uma combinação linear das funções da base de qualquer uma das rep-
resentações irredut́ıveis do grupo G0, outra que a representação unitária.
Assim omitiremos o ı́ndice n que dá o número da representação, significando
sempre a que corresponde à transição considerada.

Usamos a notação,

η2 =
∑

i

c2i , ci = ηγi , (163)

com
∑

i γ
2
i = 1, e escrevemos a expansão de Φ como,
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Φ = Φ0(p, T ) + η2A(p, T ) + η3
∑

α

Bα(p, T )f
(3)
α (γi)

+η4
∑

α

Cα(p, T )f
(4)
α (γi) + . . . ,

(164)

em que f
(3)
α , f

(4)
α , . . . são invariantes de terceira, quarta etc. ordem formados

das quantidades γi. Nas somas sobre α há tantos termos quanto invari-
antes independentes da ordem apropriada, que podem ser formados dos γi.
Nessa expansão do potencial termodinâmico, o coeficiente A deve se anular
no ponto de transição. Para que o ponto de transição seja um estado estável,
isto é, para que Φ tenha um mı́nimo no ponto em que ci = 0, os termos
de terceira ordem devem se anular, e os termos de quarta ordem devem ser
positivo definidos. Como mencionamos antes, uma linha de transições de
fase de segunda ordem no plano pT pode existir apenas se os termos de ter-
ceira ordem na expansão de Φ se anulam identicamente. Essa condição pode
ser agora formulada como requerendo que seja imposśıvel construir dos ci
invariantes de terceira ordem, que sejam transformados de acordo com a rep-
resentação irredut́ıvel correspondente do grupo G0. Na linguagem da teoria
de representações, isso significa que o cubo simétrico [Γ3] da representação Γ
em questão não deve conter a representação unitária.

Supondo essa condição sendo satisfeita, escrevemos a expansão até os
termos de quarta ordem na forma,

Φ = Φ0 + A(p, T )η2 + η4
∑

α

Cα(p, T )f
(4)
α (γi) . (165)

Como o termo de segunda ordem não envolve os γi, os últimos são determina-
dos simplesmente da condição para um mı́nimo dos termos de quarta ordem,
isto é, do coeficiente de η4 em (165). Pode ocorrer que há apenas um invari-
ante de quarta ordem, (

∑

c2i )
2 = η4. Nesse caso, o termo de quarta ordem

é independente dos γi, e termos de ordem superior devem ser usados para
determinar os γi. Denotando o valor mı́nimo desse coeficiente simplesmente
por C(p, T ), que deve ser positivo, como vimos, voltamos à expansão de Φ
na forma (151), η sendo determinado da condição que Φ seja um mı́nimo
considerado como uma função de η apenas, como anteriormente. Os valores
de γi são então determinados da simetria da função,

δρ = η
∑

i

γiφi , (166)

60



isto é, a simetria G do cristal que é formado na transição de segunda ordem
de um cristal de simetria G0. Consideramos antes uma transição com uma
dada mudança de simetria. Usando os conceitos definidos aqui, podemos
dizer que as quantidades γi são supostas possuirem valores dados, de modo
que a função δρ possui uma dada simetria. Com o problema enunciado nesses
termos, a ausência do termo de terceira ordem na expansão (151) pode não
ser uma condição suficiente para a existência de uma linha de pontos de
transição de segunda ordem, pois isso não exclui a possibilidade de que haja
termos de terceira ordem na expansão geral com respeito aos vários ci, se a
representação irredut́ıvel não é unidimensional. Por exemplo, se há três ci e
o produto γ1γ2γ3 é invariante, a expansão de Φ contém um termo de terceira
ordem, enquanto esse termo se anula se a função δρ possui uma certa simetria
que requer que um ou dois γi devem ser zero.

As condições obtidas acima, contudo, ainda não são suficientes para
garantir a possibilidade de uma transição de fase de segunda ordem. Uma
condição essencial adicional é obtida se consideramos um fato, até agora ig-
norado, relacionando as propriedades de classificação das representações de
grupos espaciais. Vimos que essas representações podem ser classificadas não
apenas por um parâmetro discreto, como o número da representação menor,
mas também pelo parâmetro k, que possui uma série cont́ınua de valores. Os
coeficientes A(n) na expansão (161) devem portanto depender não apenas do
número discreto n mas também da variável cont́ınua k.

Seja uma transição de fase correspondente ao coeficiente A(n)(k) igual a
zero, como função de p e T , com um dado número n e um dado k = k0.
Para que a transição de fato ocorra, é necessário que A(n) como uma função
de ktenha um mı́nimo para k = k0, e portanto para todos os vetores k0

conjugados, isto é, a expansão de A(n)(k) em potências de k − k0 em torno
de k0 não deve conter termos lineares. De outra forma, alguns coeficientes
A(n)(k) necessariamente se anulam antes de A(n)(k0) e uma transição do tipo
em questão não pode ocorrer. Uma formulação conveniente dessa condição
pode ser obtida com base nos argumentos seguintes.

O valor de k0 determina a simetria translacional das funções φi, e por-
tanto da função δρ, eq. (166), isto é, determina a periodicidade da rede
na nova fase. Essa estrutura deve ser estável em comparação com aquela
que corresponde aos valores de k próximos de k0. Mas uma estrutura com
k = k0 + κ (com κ pequeno) difere daquela com k = k0 por uma “mod-
ulação” espacial na periodicidade da última, isto é, pelo surgimento de não
uniformidade sobre distâncias ∼ 1/κ que são grandes comparadas com os
peŕıodos, ou dimensões da célula, da rede. Uma tal não uniformidade pode
ser macroscopicamente descrita considerando os coeficientes ci como funções
lentamente variantes das coordenadas, enquanto as funções φi oscilam sobre
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distâncias interatômicas. Portanto obtemos a condição de o estado do cristal
ser estável com respeito à perda da homogeneidade macroscópica.

Quando as quantidades ci não são constantes no espaço, o potencial ter-
modinâmico por unidade de volume do cristal depende não apenas dos ci mas
também de suas derivadas com respeito às coordenadas, em uma primeira
aproximação, sobre as derivadas de primeira ordem. Portanto Φ, por unidade
de volume, deve ser expandida em potências de ci e de seus gradientes ∇ci
próximo do ponto de transição. Se o potencial termodinâmico do cristal é
um mı́nimo para ci constante, é necessário que os termos de primeira ordem
nos gradientes nessa expansão devem se anular identicamente. Os termos
quadráticos nas derivadas devem ser positivo definidos, mas isso não impõe
restrições sobre os ci, pois uma forma quadrática dessa forma existe para ci
que são transformados por qualquer representação irredut́ıvel.

Entre os termos lineares nas derivadas, os únicos que podem ser de in-
teresse são aqueles simplesmente proporcionais a ∂ci/∂x, . . ., e aqueles con-
tendo os produtos ci∂ck/∂x, . . .. Os termos de ordem superior são claramente
sem importância. O potencial termodinâmico do cristal, isto é, a integral
∫

ΦdV sobre o volume total, deve ser um mı́nimo. A integração de todas
as derivadas totais em Φ dão uma constante, que não afeta a determinação
do mı́nimo da integral. Podemos portanto omitir todos os termos em Φ que
são simplesmente proporcionais às derivadas dos ci. Entre os termos con-
tendo produtos ci∂ck/∂x, . . . podemos omitir todas as combinações simétricas
ck∂ci/∂x+ ci∂ck/∂x = ∂(cick)/∂x, . . ., deixando as partes antisimétricas,

ck
∂ci
∂x

− ci
∂ck
∂x

, . . . (167)

A expansão de Φ pode conter apenas combinações lineares invariantes das
quantidades (167). Portanto a condição para uma transição de fase ser
posśıvel é que tais invariantes não apareçam.

As componentes dos gradientes ∇ci são transformadas como produtos
das componentes de um vetor e das quantidades ci. As diferenças (167) são
portanto transformadas como produtos das componentes de um vetor e dos
produtos antisimétricos das quantidades ci. Consequentemente a condição de
nenhum escalar linear poder ser formado das quantidades (167) é equivalente
à condição de nenhuma combinação que se transforma como as componentes
de um vetor pode ser formada dos produtos antisimétricos,

χik = φiφ
′

k − φkφ
′

i . (168)

Aqui φi e φ
′

i são as mesmas funções base da representação irredut́ıvel rele-
vante, que consideramos como sendo tomadas em dois pontos diferentes x, y, z
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e x′, y′, z′, de modo que a diferença não seja identicamente zero. Na linguagem
da teoria de representações, podemos dizer que o quadrado antisimétrico (Γ2)
da representação Γ em questão não deve conter as representações irredut́ıveis
pelas quais as componentes de um vetor são transformadas. Identificando as
funções da base pelos sufixos kα, escrevemos a diferença (168) na forma,

χkα,k′β = φkαφ
′

k′α − φ′

kαφk′β , (169)

com k,k′, . . . são vetores da mesma estrela (complexo conjugado ou não).
Seja o vetor k ocupando a posição mais geral e não tendo nenhuma pro-

priedade de simetria. O conjugado de k contém n vetores de acordo com o
número de elementos rotacionais no grupo, ou 2n se o grupo espacial não
inclui inversão, cada k sendo acompanhado pelo vetor diferente −k. A cor-
respondente representação irredut́ıvel é dada pelo mesmo número de funções
φk, uma para cada k, e omitimos o sufixo α. As quantidades,

χk,−k = φkφ
′

−k
− φ′

k
φ−k , (170)

são invariantes sob translações. Sob os elementos rotacionais, essas n, ou
2n, quantidades são transformadas em combinações umas das outras, dando
uma representação do correspondente grupo puntual, classe de cristal, com
dimensão igual à ordem do grupo. Mas essa representação, chamada uma
representação regular contém todas as representações irredut́ıveis do grupo,
incluindo aquelas pelas quais as componentes de um vetor são transformadas.

Considerações semelhantes mostram que é posśıvel formar um vetor das
quantidades χkα,−kβ em casos onde o grupo do vetor k contém um eixo e
planos de simetria passando por esse eixo.

Essa discussão se torna inaplicável, contudo, se o grupo do vetor k contém
eixos que interceptam um ao outro ou interceptam planos de simetria, ou
contém inversão. Tais grupos são ditos possúırem um ponto central. Nesses
casos a questão de construir um vetor das quantidades (169) requer trata-
mento separado em cada caso particular. Em particular, um tal vetor cer-
tamente não pode ser constrúıdo se o grupo de k contém inversão, de modo
que k e −k são equivalentes, e apenas uma função φk corresponde a cada
k na estrela. Nesse caso não há χkk′ invariante sob translações, como as
componentes de um vetor devem necessariamente ser.

Portanto a condição formulada acima grandemente restringe as posśıveis
variações de simetria em uma transição de fase de segunda ordem. Da in-
finidade de diferentes representações irredut́ıveis do grupo G0, precisamos
considerar apenas um número comparativamente pequeno para o qual o
grupo do vetor k possui um ponto central.
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Uma simetria própria desse tipo pode, é claro, ocorrer apenas para vetores
k/2π que ocupam certas posições excepcionais na rede rećıproca, suas com-
ponentes sendo iguais a certas frações simples (1

2
, 1
3
, 1
4
) dos vetores da base

da rede. Isso significa que a mudança na simetria translacional do cristal,
isto é, na sua rede de Bravais, em uma transição de fase de segunda ordem
deve consistir em um aumento por um fator pequeno em alguns dos vetores
da base da rede. Uma investigação mostra que na maioria dos casos a única
mudança posśıvel na rede de Bravais é uma duplicação dos vetores da rede.
Além disso, nas redes ortorrômbicas de corpo centrado, tetragonal e cúbica e
redes cúbicas de face centrada, alguns vetores da rede podem ser quadrupli-
cados, e em uma rede hexagonal triplicada. O volume da célula unitária pode
aumentar por um fator de 2, 4 ou 8, em uma rede cúbica de face centrada
também por 16 ou 32, e em uma rede hexagonal por 3 ou 6.

Transições são também posśıveis, é claro, sem mudança da rede de Bra-
vais, correspondendo a representações irredut́ıveis com k = 0. A mudança
na simetria então consiste em uma diminuição no número de elementos rota-
cionais, isto é, uma variação na classe do cristal.

Podemos notar o seguinte teorema geral. Uma transição de fase de se-
gunda ordem pode ocorrer para qualquer mudança na estrutura que divide
pela metade o número de transformações de simetria. Uma tal mudança
pode ocorrer por uma duplicação da célula unitária para uma dada classe de
cristais, ou dividindo por dois o número de rotações e reflexões para uma dada
célula unitária. A prova é baseada no fato de que, se o grupo G0 possui um
subgrupo G com metade da ordem, então as representações irredut́ıveis de
G0 sempre incluem uma representação unidimensional dada por uma função
que é invariante sob todas as transformações do subgrupo G, e mudanças de
sinal sob todas as transformações restantes do grupo G0. É claro que nesse
caso não há invariantes de ordem ı́mpar, e nenhuma quantidade do tipo (169)
pode ser formada de uma função.

O seguinte teorema também parece ser válido. Transições de fase de
segunda ordem não podem ocorrer para mudanças na estrutura que reduzem
para um terço o número de transformações de simetria, devido à presença de
termos de terceira ordem na expansão de Φ.

Finalmente, para ilustrar as aplicações práticas da teoria geral dada
acima, vamos considerar a ocorrência de ordenamento em ligas que, no es-
tado desordenado, possuem uma rede cúbica de corpo centrado com átomos
nos vértices e centros das células cúbicas, como na figura 18. O problema
é determinar os posśıveis tipos de ordenamento, chamados super-redes em
cristalografia, que podem aparecer em um rede desse tipo em uma transição
de fase de segunda ordem.

Para uma rede cúbica de corpo centrado, a rede rećıproca é cúbica de face
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centrada. Se a aresta da célula da rede cúbica de corpo centrado é tomada
como 1/2, e nessa rede os seguintes vetores k/2π possuem grupos de simetria
intŕınseca com um ponto central:

(a) (000) Oh ,

(b) (1
2
1
2
1
2
) Oh ,

(c) (1
4
1
4
1
4
) , ( 1̄

4
1̄
4
1̄
4
) Td ,

(d) (01
4
1
4
) , (1

4
01
4
) , (1

4
1
4
0) ,

(01
4
1
4
)[ , (1

4
01
4
) , (1

4
1̄
4
0) , D2h . (171)

Esses śımbolos mostram as componentes dos vetores k/2π ao longo das
arestas da célula cúbica, eixos x, y, z, como frações dos comprimentos das
arestas; uma barra sobre uma quantidade indica um valor negativo. Para
obtermos os vetores k nas unidades especificadas acima, esses números devem
ser multiplicados por 2 � 2π = 4π. Em (171) apenas vetores não equivalentes
são mostrados, isto é, os vetores de cada estrela.

A discussão subsequente é grandemente simplificada pelo fato de que
nem todas as representações pequenas precisam ser consideradas ao resolver
o problema em questão. A razão é que estamos preocupados apenas com
as posśıveis mudanças de simetria que podem ocorrer pela formação de uma
super-rede, isto é, por um arranjo ordenado de átomos nos śıtios da rede
sem deslocamento relativo. Nesse caso a célula unitária da rede desordenada
contém apenas um átomo. Portanto o aparecimento da super-rede pode sig-
nificar apenas que os pontos da rede em diferentes células tornam-se não
equivalentes. A variação δρ na função distribuição de densidade deve por-
tanto ser invariante sob todas as transformações rotacionais do grupo de k,
sem translação simultânea. Portanto apenas a representação unitária pe-
quena é admisśıvel, e assim uα deve ser substitúıdo pela unidade nas funções
da base, φkα = uαψk.

Vamos considerar agora as estrelas listadas em (171).
(a) A função com k = 0 possui invariância translacional completa, isto é,

nesse caso a célula unitária fica invariável, e como cada célula contém apenas
um átomo nenhuma mudança de simetria pode acontecer.

(b) A função e2πi(x+y+z) corresponde a esse k. A combinação linear dessa
função e as funções obtidas dela por todas as rotações e reflexões, que possui
a simetria Oh do grupo de k é,

φ = cos(2πx) cos(2πy) cos(2πz) . (172)

A simetria da fase formada é a da função densidade ρ = ρ0 + δρ = ηφ. Isso
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não significa, é claro, que a mudança δρ em um cristal real seja dada pela
função (172). Apenas a simetria da expressão (172) é importante. A função
φ é invariante sob todas as transformações da classe Oh e sob translações
ao longo de qualquer aresta da célula cúbica, mas não sob uma translação
por metade da diagonal espacial, (1

2
, 1
2
, 1
2
). Portanto a fase ordenada possui

uma rede cúbica simples de Bravais com dois pontos não equivalentes na
célula unitária, (000) e (1

2
, 1
2
, 1
2
). Esses serão ocupados por átomos diferentes.

As ligas que podem ser completamente ordenadas nessa maneira possuem a
composição AB, por exemplo, a liga CuZn mencionada anteriormente.

(c) As funções correspondentes a esses k que possuem a simetria Td são,

φ1 = cos(πx) cos(πy) cos(πz) ,

φ2 = sen (πx)sen (πy)sen (πz) . (173)

Dessas funções podemos formar dois invariantes de quarta ordem: (φ2
1+φ

2
2)

2

e (φ4
1 + φ4

2). A expansão de Φ (165) possui portanto a forma,

Φ = Φ0 + Aη2 + C1η
4 + C2η

4(γ21 + γ22) . (174)

Aqui dois casos devem ser distinguidos. Seja C2 < 0. Então Φ como uma
função de γ1 e γ2, com a condição adicional γ21 + γ22 = 1, possui um mı́nimo
para γ1 = 1, γ2 = 0. Ou γ1 = 0. γ2 = 1. Mas a função δρ = ηφ2 possui a
mesma simetria de ηφ1, diferenciando dela apenas no deslocamento da origem
por um vetor de rede. A função δρ = ηφ1 possui a simetria da classe Oh com
uma rede de Bravais de face centrada, com célula cúbica com volume 8 vezes o
volume da célula cúbica original. A célula unitária contém 4 átomos. A célula
cúbica, 16 átomos. Colocando átomos iguais em śıtios equivalentes da rede
vemos que essa super-rede corresponde a uma liga ternária de composição
ABC2 com átomos nas seguintes posições:

4A (000), (0,
1

2
,
1

2
) & ćıclica,

4B (
1

2

1

2

1

2
), (0, 0,

1

2
) & ćıclica,

8C (
1

4

1

4

1

4
), (

3

4
,
3

4
,
3

4
) (

1

4
,
3

4
,
3

4
) & ćıclica, (

1

4
,
1

4
,
3

4
) & ćıclica ;

(175)

aqui as coordenadas dos átomos são dadas em unidades do comprimento da
aresta da nova célula cúbica da rede, que é duas vezes o da célula original
(fig. 18); ”& ćıclica” denota permutação ćıclica. Se os átomos B e C são
idênticos obtemos uma rede ordenada de composição AB3.
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Fig. 18.

Agora fazemos C2 > 0. Então Φ possui um mı́nimo em γ21 = γ22 = 1/2,
de modo que δρ = η(φ1 + φ2)/

√
2, ou η(φ1 − φ2)/

√
2, que leva ao mesmo

resultado. Essa função possui a simetria da classe Oh com a mesma rede de
Bravais de face centrada, como no caso precedente, mas apenas dois conjuntos
de pontos equivalentes, que podem ser ocupados por átomos de dois tipos A
e B (fig. 18; as estruturas nessa figura pertencem aos grupos espaciais O5

h e
O7

h; o primeiro é a estrutura das ligas de Heusler):

8A (000), (
1

4

1

4

1

4
), (

1

4

3

4

3

4
) & ćıclico, (0,

1

2
,
1

2
) & ćıclico ,

8B (
1

2

1

2

1

2
), (

3

4

3

4

3

4
), (

1

4

1

4

3

4
) & ćıclico, (0, 0,

1

2
) & ćıclico . (176)

(d) As seguintes funções com a simetria requerida D2h correspondem aos
vetores k:

φ1 = cos π(y − z) , φ3 = cos π(x− y) , φ5 = cos π(x− z) ,

φ2 = cos π(y + z) , φ4 = cos π(x+ y) , φ6 = cos π(x+ z) .

Dessas podemos formar um invariante de terceira ordem e quatro invariantes
de quarta ordem, logo a expansão (164) fica,

Φ = Φ0 + Aη2 + Bη3(γ1γ3γ5 + γ2γ3γ6 + γ1γ4γ6 + γ2γ4γ5) +

+C1η
4 + C2η

4(γ41 + γ42 + γ43 + γ44 + γ45 + γ46) +

+C3η
4(γ21γ

2
2 + γ23γ

2
4 + γ25γ

2
6) +

+C4η
4(γ1γ2γ3γ4 + γ3γ4γ5γ6 + γ1γ2γ5γ6) .

Porque termos cúbicos estão presentes, uma transição de fase de segunda
ordem é imposśıvel nesse caso. Para examinarmos se pontos isolados de
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transições cont́ınuas podem existir, e as propriedades de tais pontos, é necessário
investigar o comportamtneo da função Φ próximo do seu mı́nimo.

O exemplo acima mostra que limitações ŕıgidas são impostas pela teoria
termodinâmica sobre a possibilidade de transições de fase de segunda ordem.
Por exemplo, nesse caso elas podem existir apenas quando super-redes de
três tipos são formadas.

O fato seguinte pode também ser notado. No caso (c), quando C2 < 0, a
mudança real na função densidade, δρ = ηφ1, corresponde a apenas um dos
dois parâmetros γ1, γ2 que aparecem no potencial termodinâmico (174). Isso
ilustra uma caracteŕıstica importante da seguinte teoria: ao considerarmos
uma mudança particular na rede em uma transição de fase de segunda ordem,
pode ser necessário considerar outras mudanças “virtualmente posśıveis”.

Pontos isolados e pontos cŕıticos de transições cont́ınuas

A curva de transições de fase de segunda ordem no plano pT separa fases
de diferentes simetrias, e não pode, é claro, simplesmente terminar em um
ponto, mas pode passar para uma curva de transições de fase de primeira
ordem. Um ponto onde isso ocorre pode ser chamado um ponto cŕıtico de
uma transição de segunda ordem. De algum modo é análogo a um ponto
cŕıtico ordinário.

A natureza da dependência com a temperatura das quantidades ter-
modinâmicas próximo ao ponto cŕıtico pode, em prinćıpio, ser investigada
pelo método visto, mas esse problema é ainda mais sujeito às observações
feitas que os resultados são de validade incerta. Não veremos a investigação
correspondente em detalhe, mas simplesmente descreveremos brevemente os
resultados.

Na expansão (151) o ponto cŕıtico é dado pela anulação dos dois coefi-
cientes A(p, T ) e C(p, T ). Se A = 0 mas C > 0 temos uma transição de
segunda ordem, e a curva dessas transições termina apenas onde C muda de
sinal. Portanto, para examinar a vizinhança do ponto cŕıtico, devemos discu-
tir a expansão do potencial termodinâmico até termos de sexta ordem. Pode
ser mostrado que a curva de transições de fase de segunda ordem passa suave-
mente para uma curva de transições de primeira ordem, isto é, a derivada
dT/dp não possui uma descontinuidade sobre a curva, embora a derivada se-
gunda d2T/dp2 possua. No ponto cŕıtico, o calor espećıfico cp da fase menos
simétrica se torna infinito, com o inverso da raiz quadrada da distância do
ponto cŕıtico.

Finalmente, resta considerar o caso em que os termos de terceira or-
dem na expansão do potencial termodinâmico não se anulam identicamente.
Nesse caso a condição para a existência de um ponto de transição de fase
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cont́ınua requer que os coeficientes Bα(p, T ) dos invariantes de terceira or-
dem na expansão (164) se anulem, bem como A(p, T ). É evidente que isso é
posśıvel apenas se há não mais que um invariante de terceira ordem, pois de
outro modo obteŕıamos mais que duas equações para as duas variáveis p e
T (aparentemente é verdade, embora não tenhamos obtido uma prova geral,
que nunca pode haver mais do que um invariante de terceira ordem para
as representações dos grupos espaciais). Quando há apenas um invariante
de terceira ordem, as duas equações A(p, T ) = 0, B(p, T ) = 0 determinam
pares de valores de p e T , isto é, existem pontos isolados de transições de
fase cont́ınuas.

Como esses pontos são isolados, devem repousar de certa forma na in-
terseção de curvas, no plano pT , de transições de fase de primeira ordem.
Como esses pontos isolados de transições cont́ınuas ainda não foram obser-
vados experimentalmente, não faremos aqui uma discussão detalhada, mas
apenas mencionaremos os resultados.

Fig. 19.

O tipo mais simples é mostrado na figura 19. A fase I possui a maior
simetria, e as fases II e III a mesma menos simetria, essas duas fases diferindo
apenas no sinal de η. No ponto de transição cont́ınua, O na figura, as três
fases se tornam idênticas.

Em casos mais complexos duas ou mais curvas de transições de fase de
primeira ordem, como duas na figura 19, se encontram no ponto de transição
cont́ınua. A fase I possui a maior simetria, as fases II e III a menor simetria,
fases IV e V outra simetria menor, esses pares de fases diferindo apenas no
sinal de η (há razão para supor que mesmo pontos isolados de uma transição
de fase cont́ınua são imposśıveis para transições entre um ĺıquido e um cristal
sólido).
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