7 - A equacao do calor
em coordenadas cilindricas

A equacgao do calor é,

i kV2u, (1)

em que u € a temperatura e k é a difusividade, que consideraremos aqui ser
constante. Em coordenadas cilindricas,

10u 10 [ Ou 1 0%u  O*u
—— = |t 55+ s (2)
kOt pdp \' dp p? 0p 0z
Primeiro separamos o tempo das coordenadas espaciais, escrevendo a solucao
como,

u(t,r) =T(t)F(r). (3)
Substituindo em (1) obtemos,
dTr
F— = KTV?F,
dt
ou,
1 dI'  V*F
kT dt  F
Igualando a equagao acima a uma constante,
1dr _ ViF _ oy
KT dt F ’
obtemos as equagoes,
dr
— + NKT =0 4
¢,
V2F 4+ N°F =0. (5)

Essa equacao é chamada equacao de Helmholtz. A equagao para T possui
solucao,

T(t) = Aexp(—\’kt). (6)

Temos agora que resolver a equacao para F'.



1 Considerando F(p)

A equacao para F,
V2F 4+ N°F =0,
fica na forma,

10 [ OF
—— | p=— | +NF=0.
pOp (pap)

Como F' depende apenas de p,
(pF') + NpF =0,
em que ' = dF/dp. Temos assim a equagao,
pF" + F' + NpF =0,
ou,
P’ F" 4+ pF + Np°F =0, (7)
que ¢é a equacao diferencial de Bessel, com solucao,

F(p) = a1Jo(Ap) + a2Yo(Ap) - (8)

A solugao geral é entao,

u(t,p) = T(t)F(p) = exp(—=N’kt)[ar Jo(Ap) + a2Yo(Ap)] (9)

em que fizemos A = 1. O valor das constantes depende das condigoes de
contorno, e usando o principio da superposicao escrevemos,

u(t,p) =T)F(p) = Z exp(=AZrt)[ar; Jo(A;p) + az;Yo(Ajp)] - (10)

J

No caso estaciondrio temos a equagao de Laplace, com solucao wu.(p). A
solucao mais geral é entao,

u(t, p) = ue(p) + Z exp(—=Ajut)|ar;Jo(A;p) + azYo(Nip)] . (11)

J

Portanto, se t — oo, a solucao ¢ estacionaria, dada pela solucao da equacao
de Laplace. Esse caso corresponde a A = 0.



2 Problemas

1. Considere a regiao 0 < p < a. Calcule a temperatura u(t, p) sendo

u(t,a) = uq e u(0,p) = f(p).
A solugao geral €,

u(t,p) =co+dolnp+ Z Ajexp(=N3kt) Jo(Ajp) ,
J
em que u. = co + dolnp é a solucao da equacao de Laplace, dependendo
apenas de p, satisfazendo as condigoes de contorno apropriadas. Nao temos
o termo em Yy para que a solugcao seja finita em p = 0. Pelo mesmo motivo
podemos fazer do = 0.
As condicoes de contorno nos dao,

u(t,a) = co+ »_ Ajexp(=Axt)Jo(A\ja) = uq

J

u(0,p) = co + ZAJJO()‘jp) = f(p)-

J

Satisfazemos as equacoes acima escolhendo,
Co = Uq,
JQ()\]‘CZ) :0, j: 1,2,... .

A solucdo estaciondria, ou seja a solucdo da equacao de Laplace, € assim
ur(p) = ug constante. A condi¢ao de contorno para f fica entao,

f(p) = ug + Z A;Jo(Nip) |
ou, ]

Fp) —ua=Y_A;Jo(Np).
J
A expressao acima é uma expansao em série de funcoes de Bessel, logo,

Aj = #(Aja) /0 pJo(N;ip)[f (p) — waldp -

A solucgao € entao,



u(t,p) = uqs+ Zexp(—)\?/{t)Jo()\jp) X
el I (sp)Lf (p) — ualdp.

Consideremos o caso particular u, = 0 (Spiegel [7], probl. 6.28). Nesse
caso temos,

u(t,p) = ZeXp(—A%t)JO(Ajp)m/OapJO(Ajp)f(p)dp.

J

Se temos f(p) =0 e u, # 0 (Spiegel [7], probl. 6.91), entdo,

u(t,p) = uq— uaZeXp(—)\fﬁt)Jo()\jp) X

J
2 a
XQQle()\ja)/o pJO(A]p) P

Como,

e a
/ pJo(Ajp)dp = —Ji(Aja)
0 Aj
vem,

2J0()\ p)
t == — Uqg )‘2 :
ult:p) " ZGXP )\ aJl(A a)
Considerando ainda u, = 0, com f(p) = ug(a® — p*) (Spiegel [7], probl.
6.92),

ultp) = Zexp<—A§m>Jo<Ajp>m / " pdo(\o)f(0)dp
2U0

= ZGXP(—)\%t)Jo(AjP)m /Oa pJo(Aip)(a® = p?)dp,

J

Jo(Ajp)2(Aa)
= 4u exp(— 2 ,
° Z N2 (\ja)
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em que usamos,

/xJo(m)da: =aJi(x),
/CESJO(ZE)d.fE = 2°J1(z) + 2202 Jo(2) — 4]y (z),

To(z) = %Jl(a:) ~ Jo(x).

2. Consideremos a regiao a < p < b. Calcule a temperatura u(t, p) sendo

u(t,a) = uq, u(t,b) = up e u(0, p) = f(p).
A solugao agora inclui lnp e Yo(x),

u(t,p) = co+dolnp + Z exp(—Ajkt)[A;Jo(Ajp) + B;Yo(Ap)] -

J

Escrevendo as condicoes de contorno,

u(t,a) = wuy,=co+dolna+ Z exp(—A?mt)[Aon()\ja) + B;Yy(Aa)],

J

u(t,b) = wy=co+dolnb+ Y exp(=Akt)[A;Jo(\d) + B;Yo(A;b)],

J

u(0,p) = f(p)=cotdolnp+ Z[Aﬂo(/\jp) + B;Yo(A;p)] -

J

Podemos satisfazer as equacoes acima escolhendo,
Ajjo()\ja) + Bon(/\ja) = 0,
AjJO()\jb> + BJ}/b()\jb) - O,
logo,

U, = o+ dolna,
ub:co+dolnb.

Das equacoes actma temos,
J()()v@)%()\ﬂ?) — J()()\]b)yz)()\]a) =0.

b}



Essa equagdo determina os valores possiveis de \;. Definindo,

Us(Ajp) = Jo(Njp)Yo(Aja) — Jo(Nja)Yo(Aip)

temos,

UQ()\jb):O, j:1,2,

Calculando as constantes cq e dy obtemos,

uplna — u,Inb

Co =

Ina/b ’
Ug — Up
dy = ——.
7 na/b

A condi¢ao para f fica,

flp) = co = dolnp = [4;o(Nip) + BiYo(Nip)].

J
Substituindo,

B Jo(Aja)
Pi= Ay 0a)

temos,

flp) —co—dolnp = Z AjlJo(Nip)Yo(Nja) — Jo()‘ja)yo()‘jp)]m )

J

A equagdo acima € uma expansao em série em funcoes de Bessel, logo,

b
o e - @ = dmpltieds

Yo(ja) Sy plUo(Nip) 2dp

A solucao do problema € entao,




u(t,p) = co+dolnp

b
/ plf(p) — co — doIn p]Uo(A;p)dp

—i—Zexp(—)\?nt)Uo()\jp) 3
; | oo

A solugao estaciondria €,

ue(p) = co+dolnp.
Em p=a,

ue(a) = co+dolna = u,,

eemp=~>o,

Ue(b) :cg—l—dolnb:ub,

como deve ser.
Consideremos o caso particular u, = u, = 0 (Spiegel [7] probl. 6.34).
Temos entao co = dy = 0 e,

pf(p)Us(Njp)dp
u(t>p) = Zexp(_)‘?/{t)UO()‘jp) ¢ b :
J plUo(Ajp)|*dp

a

3. Calcule u(p,t) para a equagao do calor,

% = kV2u,

ot

com,

0<p<a, t>0,
up(a,t) = —hlu(a,t) —u], u(p,0)=¢(p).

4. Calcule u(p,t) para a equagao do calor,

% = kV?u,

ot



com,

a<p<b, t>0,
up(a7 t) = (t),
up(b, ) = pa(t)
u(p,0) = ¢(p) .

5. Calcule u(p,t) para a equagao do calor,

com,

up(b, t) = —holu(b,t) — ue],
u(p,0) = ¢(p).

6. Calcule u(t, p) para:

~—

u

2
T =kVu+ F(p),

O0<p<a,
u(t,a) = ug ,

u(0,p) = »(p) .

7. Considere o problema 6 com F(p) = —I—a constante.
8. Considere o problema 6 com F(p) = —a? constante.
9. Considere o problema 6 com u(t,a) = pu(t).

10. Considere o problema 6 com F'(t, p).

11. Considere o problema 6 com u(t,a) = u(t) e F(t, p).
12. Considere o problema 6 com,

a<p<b,
u(t,a) = uq, u(t,b) =uy,
u(0,p) = g(p) -

8



13. Considere o problema 12 com,

a<p<b,
u(t7 a) = :u(t) ) u(t7 b) - V(t)
u(0,p) = g(p).

14. Calcule u(t, p) para:

0
T~ kV2u+ oPu+ F(p),
ot
com,

O0<p<a,
u(t,a) = ug, ,
u(0, p) = ¢(p) -

15. Considere o problema 14 com,

a<p<b,
u(t,a) = uq, u(t,b) = uy,
u(0,p) = (p) .

16. Considere os problemas 14 e 15 com —a? em lugar de +a?.

3 Considerando F(p, z)

A fungao F(p, z) satisfaz a equacao,

%a% <pgl;) +8827§+)\2F:0. (12)
Substituindo F(p,z) = R(p)Z(z),
2y "2
;(pR) +RZ"+ NRZ =0,
ou,
p;(pR/)/ + 27” +A2=0.

9



Escrevemos a equacao acima como,

1 A
—(pRY )\2:__5 2‘
pR(p ) + 7 =H

A equacao para R é entao,
pZR//+pR/+ ()\2 —,UZ),OQR:O,
e a equacao para Z é,

Z”—l—,uQZ:O.

A funcao R é,

R(p) = erJo(ap) + ca¥olap), o=/ N —p2, N> p?,
R(p) = cilolop) + coKolap), a=/p2 =2, N <2,

e a funcao 7 é,

Z(z) = by cos juz + besen uz .

A solugao F(p, z) ¢é assim,

F(p,z) = [ado(ap) + c2Yo(ap)][br cos pz + basen puz]
a=/A2— 2, N> 2,
F(p,z) = [aalo(ap)+ caKo(ap)][by cos pz + basen pz],

a= 2= N2, N <P
Se =0 temos Z(z) = ag+ bpz e a« = A, e a solugao é,
F(p,z) = [e1Jo(Ap) + c2Yo(Ap)] (a0 + bo2) ,
Consideremos agora a outra possibilidade para (13),

1 Z//
- R// )\2:__5_ 2.
pR(p ) + 7 I

A equacao para R é agora,
PR+ pR + (N + pH)p*R =0,

com solucao,

10

(13)

(14)

(15)



R(p) = erdolap) + e2Yolap), a= /N + 2.
A equacdo para Z é,
Z// . /J/QZ _ O7
com solucao,

Z(z) = bycoshpz + bysenhypiz .
A solucao F(p, z) é agora,

F(p,z) = [ado(ap)+ c2Yo(ap)][bicoshuz + basenhypiz] ,

a=\/N+pu.
Se =0 temos Z(z) = ag+ bpz e @ = A, e a solugao é,

F(p.2) = [ Jo(Ap) + as¥o(Mp)] (a0 + bo2) (16)

como na equagao (14).

4 Problemas

1. Consideremos a regiao 0 < p < ae 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo,

u(t,a,z) = f(2),
u(t, p,0) = g(p) .
u(t, p, L) = h(p)

u(0,p,2) =v(p, 2) .

Vamos escrever a solugao das trés formas possiveis.
(a) Escrevemos a solu¢ao como,

X2k
u(t, p,z) = ue(p, z) + Ze AR (p, 2),
Al
com,

11



F(p.z) = Jo(Ap)(aox + borz)
+Jo(ap)[by cos pz + besen uz],

o=/ =2, N>t

e u, € a solucao estaciondria. Portanto,

utrp,2) = uelpr )+ 3 € LI (dor + borc)
Ap
+Jo(ap)[by cos puz + basenuz]} .

As condicoes de contorno sao,

u(t,a,z) = [f(z) =uc(a,z) + Z e {Jo(Aa) (a0 + boaz)
Ap
+Jo(aa)[by cos pz + bysen puz]} |

ult,p,0) = g(p) = ue(p,0) + Y _ e {Jo(Ap)aoy

+J0(Oéﬂ)b1} s
'Lb(t, P L) = h(p> = ue(pu L) + Z e*)\Qlit {JO()‘p)(CLO/\ + bO/\L)
At

+Jo(ap)[by cos pL + basen L]} ,
u(0,p,2) = v(p,2) =uelp,2) + > {Jo(Ap)(aor + borz)

Ap
+Jo(ap)[by cos pz + basen pzl}

a=/A2— 2, N>t

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

agy = boy = b1 =0,
Jo(oja) =0, j=1,2,...
[LkL:]WT,, k:1,2,

o? + 4t = X,

Com isso temos,

12



P Z) Ue pa +ZJO a;p bZSGanZ
Jk

a§+ui=kik-

A condi¢ao para v nos da uma série de funcoes de Bessel,

U(p, Z) - ue(p> Z) = Z Jo(ajp)bZSen,ukZ>

jk

logo,

2 a
Zbgsenukz (o )/0 zJo(ojz)[v(z, 2) — ue(x, 2)]dz .

A expressao acima € uma série de Fourier de senos, assim,

b= ) senthn/ Dy | wtesafots) = (oo,

1o

A série para v € portanto,

op,2) = welp,2) = 3 dolagp)senyuz x
X%/o sen (kmy/L) dym /Oa zdo(ayx)v(x,y) — ue(x, y)|dx .

Se v — u, = vy constante,

13



vy = ZJo(ocjp)senukzx
ik

2 [* 2 “
- kmy/L) dy————— Jo(ajz)d
XL/O sen (kmy/L) ya2J12<aja)vo/0 zJo(ojz)de,

= ZJo(ajp)senukzx
ik
2 2 [*
Yo —/ sen (kmy/L)dy ,
0

ac;Ji(oja) L

2 Jo(o; 4 sen|(2k — 1)wz/L
- (P)_Z [( )72/ L]

a ajJi(aja) T - 2k —1

=17,

como esperado.
A solugao € portanto ([7], probl. 6.29 e 6.115 com u, =0),

2 Jo(a;
u(t 0, Z) — ue(p7 Z) + _2 Z e(a?+(k7r/L)2)HtMsen (kfﬂ'Z/L) X
a? < P a)

x%/o sen (kmy/L) dy /Oa zdo(ajz)[v(x,y) — ue(x, y)|de .

Se v —u, = vy constante ([7], probl. 6.30 com u, =0),

2 (A2 2 Jo(ajp)
u(t,p,z) = uep,z)+—= Y e tEm/LIt I son (knz/L) x
a? %: Ji(aja)

2 L a
Xf/ sen (kmy/L) dyvo/ zJo(a;z)de,
0 0

2 (a2 2, Jo(a,p)
_ “ (a24(km/L)?)st YO\ k L) x
ue(p, z) + - ]Ek e % AT sen (kmz/L)

o L
><—/ sen (kmy/L) dy vy ,
L Jo

8ug a2 +(h—1)r/L)2 et Jo(ajp)
= ue(pu Z) +— e — X
am %: a;Ji(aja)
. sen [(2k — 1)mz/L]
2k —1 '

Para f =0, g =go e h = hg temos o problema 6.114 em [7].

14



(b) Escrevemos agora,

ult, p,2) = uulp,2) + 3 e M F(p,2),

Ap
com,
F(p,z) = Jo(Ap)(ao + boz)
+1o(ap)[by cos pz + basen uz] ,
o = VMQ_A27 )\2<,U2,
logo,

ult,p,z) = ue(p.z) + Y e {Jo(Ap)(ao + boz)

+1o(ap)[by cos pz + basen uz|}
o + N = N <t

As condicoes de contorno sao,

u(t,a,z) = f(z) =1ue(a,z)+ Z e {Jo(Aa) (ag + byz)
A

+1Io(aa)[by cos pz + basenpz]} |
u(t;p,0) = g(p) = uelp,0) + e {Io(Ap)ao

+Io(ap)bi} ,
ut.p, L) = hip) =uclp, L)+ e " {Jo(Ap)(ao + boL)
A

+1Io(ap)[by cos pL + bysen L]} |
u<07 P, Z) = U(p, Z) = Ue(ﬂ, Z) + Z {JU(AP)(&O + boz)

Ap
+1o(ap)[by cos pz + basenuz]}
AN =P, N <t
Como Iy nao possui raizes, nao podemos satisfazer as condi¢oes acima.
(¢) Escrevemos a solugdo como,

A2k
ult, p,2) = uelp,2) + e " F(p, ),
Ap
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com,

F(p,z) = [erJo(Ap) + c2Yo(Ap)](ao + bo2)
+[c1Jo(ap) + caYo(ap)][by coshpuz + basenhpiz] ,

a= A+,

assim, a solucao finita em p =0 €,

ult,p,2) = uelp,2)+ > e {Io(Ap)(ao + bo2)

Al
+Jo(ap)[bicoshuz + basenhuz]}

o VT,

As condigoes de contorno sao,

u(t,a,z) = f(z) =uela,z)+ > e {Jo(Aa)(ao + boz)

Ap
+Jo(aa)[by coshiiz + basenhuz]}

u(t,p,0) = g(p) =u(p,0)+ > e {Io(Ap)ag

Ap
+Jo(ap)bi}
ult,p, L) = h(p) = uelp, L) + > e {Jy(Ap)(ao + boL)

+Jo(ap)[bycoshuL + bysenhy L]}
uw(0,p,2) = v(p,z) =uep,z)+ Z {Jo(Ap)(ap + bo2)

Ap
+Jo(ap)[bycoshiz + basenhuz]}

a =N+ pu’.

Como nao podemos expandir as funcoes em z, a solucdo nessa forma nao €
possivel.

2. Consideremos a regiao 0 < p < a e 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.113 com f =g = h =0),
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ou(t, a, z)
dp
ult, p,0) = g(p

u(t, p, L) = h(
u(0,p, z) = v(p, 2) .

3. Consideremos a regiao 0 < p < ae 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo,

u(t7 a, Z) = f(Z) )

—8u(gzp, ) 9(p)

u(t, p, L) = h(p),
w(0,p, 2) = v(p, 2).

4. Consideremos a regiao 0 < p <ae (0 <z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.112 com f =g = h =0),

u(ta a, Z) = f(Z) s
u(t, p,0) = g(p),
—au(ta’f’ b_ h(p) .

u(0,p,2) = v(p, 2).

5. Consideremos a regiao 0 < p < ae 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) para os seguintes casos:
(a) u.(t,p,0) = g(p), u.(t.p,L) = h(p), ult,a,z) = f(2), w(0,p,2) =
v(p, 2).
(b) ux(t,p,0) = g(p), ult,p,L) = h(p), up(t,a,z) = f(z), u(0,p,z) =
v(p, 2).
(c) ult, p,0) = g(p), us(t,p, L) = hip), uy(t,a,z) = f(z), u(0,p,2) =
v(p, 2).
(d) u.(t, p,0) = g(p), us(t,p, L) = hip), up(t,a,z) = f(z), w(0,p,2) =
v(p, 2).
6. Consideremos a regiao 0 < p < ae 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) para os seguintes casos:

W
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(a)

uz(tvpv O) = _hl[u<t7p7 0) - uO] ’ uz(t7p7 L) = _h2[u(t7p7 L) - UO] )
u(t’a> Z) = f(Z) ) U(O,p, Z) = U(pv Z) :

(c)
uz(tv p; O) = _hl[u(t’ P O) - UO] ) u<t7 Ps L) = h(ﬂ) )
u,(t,a, z) = —hofu(t,a,z) —uol, w(0,p,2)=10v(p,2).
()
u(tv P O) = g(p) 9 uz(ta P L) = _hl[u(ta P L) - UO] ’
u,(t,a,z) = —holu(t,a,z) —uol, w(0,p,2)=1v(p,2).
(e)

uz(tv P O) = _hl[u<t7 P 0) - uO] ’ uz(t7p7 L) = _h2[u(t7p7 L) - UO] )
u,y(t,a,z) = —hsu(t,a,z) —uol, w(0,p,2)="1v(p,2).

7. Consideremos a regiao 0 < p < a e 0 < z < L. Calcule a temperatura
U(t, Ps Z) com,

u(t7 a, Z) = f<t7 Z) ) u<t7 P, O) = g<t7 p) )
u(t>p> L) = h(tv P) ) U(O,p, Z) = U(ﬂ? Z) :

8. Consideremos um cilindro infinito de raio a. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo,

u(t7 a, Z) = f(tv Z) )
w(0,p,2) = g(p,2) .

9. Considere a regiao a < p < be 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.118 com f=g=h=v =0),

u(t,a, Z) = f(Z), u<t7b7 Z) :g(Z),
u(tv Py O) = h(p) > ’LL(?f, P, L) = U(ﬂ) s
u(0,p, z) = w(p, z).
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10. Consideremos a regiao a < p < be 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.118 com f =g =h=v=0),

u(t,a,z) = f(t,z), u(t,b,z)=g(t, 2),
(tvpv ) (tap)7 (t p? ) - U(t,p),
w(0,p,2) =w(p,2).

11. Consideremos a regiao a < p < be 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.120(a) com f=g=h=v=0),

u(t7 a, Z) = f(tv Z) )
u(t, b, z) = g(t, 2),

du(t, p,0)

az - h(t7p)a
Qu(t,p, L)

az - U(tap)a

u(0, p, z) = w(p, z) .

12. Consideremos a regiao a < p < be 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.120(b) com f =g =h=v =0),

ou(t,a,z)
2L fes),
ou(t,b,z)
o g(t,2),

u(tv P; O) = h(t7 P) )
u(t,p, L) =v(t, p),
u(0, p, z) = w(p, z) .

13. Consideremos a regiao a < p < be 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.120(c) com f =g =h=v=0),
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ou(t,a, z)

5, = f(t,z),
%pb’z) =g(t, 2),
W = h(t,p),
W =(t, p),

u(0,p,2) = w(p, 2).

14. Consideremos uma casca cilindrica infinita de raio interno a e raio
externo b. Calcule a temperatura u(t, p, z) sendo,

u(tv a, Z) = f(t7 Z) )
u(t> b, Z) = g(tv Z) )
u(0,p, 2) = h(p, 2) .

15. Considerando,

0<p<a, 0<z<Z1L,
u(t>a7 Z) = N(’Z) ) u(t> P 0) = Vl(ﬂ)a
u(t, p, L) = va(p), u(0,p,2) = g(p, 2),

calcule u(t, p, z) para:

(a)

0
a—z; = kV2u+ F(p,2),
(b)
% = kV?u + o?,
com « constante.
(c)
% = kVu + d*u,

com « constante.
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16. Considerando,

0<p<a, 0<z<1L,
u(t,a,z) = plt, z), u(t, p,0) =it p),
u(tapa L) = V2<t7p)7 U(O7P7 Z) - g(p7 Z)?

calcule u(t, p, z) para:
(a)
ou

a:/ivzu—l—F(t,p,z),

(b) 5
g _ kV?u,

ot
(c)

com « constante,

()

com « constante.
17. Considerando,

a<p<b, 0<z<L,

u(tv a, Z) = :ul(z) ) u(ta b, Z) = :uQ(Z) )
u(t,p,0) = vi(p), ult,p,L) =rs2(p),
u(0,p,2) = g(p,2) -

calcule u(t, p, z) para:

(a)

U _ o2
5 =rkVu+ Fl(p, z),

(b)

— =kVu+a?,

ot
21



com « constante,

(c)

— = kViu 4+ d*u,
ot

com « constante.
18. Considerando,

a<p<b, 0<z< 1L,

u(t,a,z) = ui(t, z), u(t,b, z) = ps(t, 2),
u(t,p, 0) = Vl(ta :0) ) u(tv Ps L) = V2(t7 p) )
u(0,p,2) = g(p,2) .

calcule u(t, p, z) para:

(a)

%ZRVQU—FF(t,p,Z),

(b)

(c)

com « constante,

(d)

com « constante.

5 Considerando F(p, p)
Temos agora a equagao,
10 [ OF\ 1 8°F

—— p=— )+ ==—+NF=0. 1
pOp (p ,0>+p28902+ ! an

Substituindo F(p,¢) = R(p)®P(¢) obtemos,
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R// R/ @//
PPt p—=+—+Ap*=0,

R R 9
ou,
R// R/ @Il
o v e _ZF 2
P e A g =M
A equagao para R é,
P*R" + pR' + (\?p* — i )R =0, (18)
com solucao,
R(p) = c1Ju(Ap) + c2Yu(Ap) - (19)
A equacao para @ é,
" + 1*® =0, (20)
com solucao,
O () = by cos jp + besen . (21)

A solugao u(t, p, ) é entao,

u(t,p, @) = ue(p,p) + Y exp(—Akt) x
Ap
+ X [e1du(Ap) + Y, (Ap)][br cos g + bosen pup] .

6 Problemas
1. Consideremos a regiao 0 < p < a. Calcule a temperatura u(t, p, ¢) sendo

u(t,a,) = f(p), w(0,p,9) = g(p, ¥).
A solugdo finita em p =10 €,

u(t,p, ) = ue(p, @) + Y exp(—=Akt) x
Ap

X J,(Ap)[b1 cos pp + basen pyp)

Escrevendo as condicoes de contorno,
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ult,a. @) = flp)=ruela,9) + Y exp(=Nnt) x
Ap
X J,(Aa)[by cos pp + basen ]

u(0,p,0) = g(p,p) = uelp, ) +

+ Z J(Ap)[b1 cos pp + basen pp) .
Ap

Satisfazemos as equagoes acima escolhendo,

Ju(Aya) =0, j=1,2,...,

assim,

fle) = uela, p)
9(p0) = telp,0) + > Ju(Njup) by cos pup + boysen pug]

Jh

A sequnda equacao acima € uma expansao em série de Fourier e uma série
de funcoes de Bessel. Temos entao,

S Tl = 5= [ Lot ) = we(p.a)) o,

™

Z Ju(Aup)bry = % / [9(p, z) — ue(p, )] cos pzx du

—T

™

> Suielbs =+ [ lolp.a) = w(p,a)senpia .

—Tr

As expressoes acima sao séries de funcoes de Bessel, portanto,

T

2 “ 1
bip = W/O PJO()\OjP)dpg/ [9(p, ) — ue(p, z)] dz,

—T

2 @ 1 [7
bip = 55— [ PIu(Nuip)dp= — uo(p, dz
i a2‘]3+1(>\w-a)/0 PJu(Ausp) P /ﬂ[g(p,x) ue(p, )] cos px dx
2 a 1 [7
b:—/J)\'d—/g,:c—ue,xsenxdx.
24 G2J3+1()‘uja) ; PJu(Ajip) Pﬂ_ _W[ (p, ) (p,w)]sen

24



Obtemos assim a sequinte série,
9(pe) = uelpp) + > Jo(Xojp) X
x#/a JoOosp)d i/ﬂ[ (p,2) — uo(p, o)) dz
CL2J12(>\0]'(I) 0 PJo 0])0 /)27T _Wg P, e\P,
+ Z Ju(Aujp) cos pp X
1

Xﬁ / ' /)JuO‘uj/))dpl / ﬂ [9(p, x) = ue(p, )] cos pa dx

CLQJEL+1 a) Jo T ) .
—i—ZJ p)Sen pup X

2 /a 1 U
7 | Plu(Awip)dp— / [9(p, ) — uc(p, x)]senpx du .
a2J3+1(>‘uja) 0 S L -

A solugdo é, dessa forma,

u(t,p, @) = ue(p, @) + Y exp(—Ag;kt) Jo(hojp) X

J

XW /a pJOO\Oj/))dp% /_7r lg9(p, ) — ue(p, x)] dz

+ Z exp( )\2 Kt)J(Aysp) cos pp X

2 @ 1 [T
BT ) / PIu(Aujp)dp— / [9(p, ) — ue(p, x)] cos px d

a Jqul j 0 —7
+ Z exp(—)\ij/-it)J“()\mp)sen [ X

2()\ . /“ pJuO\ujP)dpl /7r [g9(p,x) — ue(p, x)]sen px dz .

2 72 .
a‘]u+1 ] 0 ™ J_x

Se g(p,x) = go constante e u.(p, ) = u. também constante,

u(t,p, ) = ue+ Zexp —N5;kt)Jo(Xojp) X

2 a
—_ Jo(Aoip)d — Ug) ,
Xa2J12()\0ja)/0 pJo(Aojp)dp (go — ue)

2(g0 — ue) 2 JO()\ij)
= Yy, + ——2 exp(—Agkt) ———————.
a Z p( 0j ))\ijl()\oja)

J
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Emt=0,

Jo )\ij B
0>
0]J1 )\0]

g _ue
u<0’pa90) = g0 = Ue + ’ Z)\

como esperado.
2. Consideremos a regiao a < p < b. Calcule a temperatura u(t, p, @)

sendo u(t,a, p) = f(p), u(t,b,¢) = g(p), u(0, p, ) = h(p, ¢).
A solucgao €,

u(t,p,p) = ue(p, @)+ Y exp(—Akt) x
A

X[eixdu(Ap) + eanYu(Ap)][biy cos o + baysen pep]

e as condigcoes de contorno,

u(t,a,0) = f(p) =te(a,0) + > exp(—Akt) x
X [c1a ], (/\a) + corY,(Aa)][b1, cos pep + byysen pg]

U‘(t? ba QO) = g( - ue + Z eXp )\ Iit

X (1, (AD) + 02>\Yu<>\b)] b1, cos pp + by sen ]
w0,p,0) = h(p,p) = uelp, ¥)

+ Z[Cl)\J#()\p) + o\ Y, (Ap)][b1, cos pp + ba,sen p) .
A

Escolhemos portanto,

cindu(Aa) + Y, (Aa) =0,
CD\J;L(/\b) + CQAYM(Ab) =0.

Os valores de A\ sao determinados assim por,

Ju(Ap@)Yu(Auib) — Ju(A0)Yu(Aya) =0, j=1,2,...

ou,
U(A\yib) =0, j=1,2,...

26



Podemos escrever entao,

_ Ju(/\a)
Cox = —C1x Yu()\a) .
Temos entao, fazendo ciy =1,
ult,p,p) = +ZeXp —\2kit)
Up(Ai )
X [b1,, cos i + by, sen )
Yu(Ayja) 1“ .
f(e) = ue(a, ¢)
9(0) = ue(b, ),

(A,
h(p, ) = ue(p, p) + Z Ws[bl“ cos fup + by, sen pp) .

K

A dltima expressao € uma série de Fourier, logo,

X gon = g7 [ 10) = el
Z g:((f\\:jg)) by = %/_ [h(p, ) — ue(p, z)] cos px dx
Z }U/:((;:js)) boy = %/j [h(p, z) — ue(p, x)]sen px dx .

As expressoes acima sao séries de funcoes de Bessel, portanto,

K

Yo(A b 1
blO = b 0] / yUO Aojy o / [h(y7 ZE) - ue(ya J])] dZL‘,
/ p[Uo(Aojp)]? o

™

b
by — — / Wiy [ [by) = uy,2)) cos o o,
/ PlUL ) -

s

b
boy = — / (Aujy)dy— /[h(y,x)—ue(y,x)]sewxdrc-
/P[ wp -
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A solucao € assim,

Uo(Aoj
u(t,p,p) = ue(p7@)+zexp(—)\3j/ft) - 0(Ao;p) o

; | otaasndp

a

< [ iz [ (hiy.a) o) da

—T

U,( Ay
—i—ZeXp — Nkt — 1 Aus) CoS f1p X

/ ol Ngo)dp

a

b 1 T
< [ Uy [ (bl 2) - ) s da

—I—Zexp(—)\ij/it) - UnAust)
i | U

sen g X

b 1 T
< [ Oy [ (bl ) = (. ))sen s da

—T

Se h(p,p) = hy constante e u.(p, ) = u. constante,

u(l,p,p) = ue+ Zexp(—/\gjmt) Uo(Aojp) %
J

/ olUo(Mayo) 2dp

b
></ yUo(Aojy)dylho — ue),
¢ b
yUo(Aij)dy

= + (ho — ue Zexp )\ijf Us(Xojp) )
[U0<)\ojp)]2d/?

Em t =0 temos u(0, p, ) = go como esperado.

3. Consideremos a regiao 0 < p < a, 0 < p < . Calcule a temperatura
u(t, p, @), com (Spiegel [7], probl. 2.76 para o caso estaciondrio com wu; =
Ug = 0),

u(t,a,0) = f(9),
U(t,p, ) _u1<p) <t7p7ﬁ> ZU’?(:O)?
u(0,p,9) = 9(p, ).
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4. Calcule u(t, p, ) para,
(a) 5
ou 2
ot =KV U’+F(p7¢)7
(b)
ou

— =kViu+a?,

ot

com « constante,

(c)
ou

— = sV + d*u,
ot

com « constante e,

0<p<a, 0<¢p<2rm,
u(t,a, ) = plp), w0,p,¢)=gp,¢).
5. Calcule u(t, p, ) para,

(a)

0
8—1; = kV?u,
(b) 5
(9_1: = kV2u + o2,
com « constante,
() 5
a—ltt = kVu + d*u,
com « constante,
(d)
ou

o7 = FVut F(tp,e),

0<p<a, 0<p< 2,
u(t,a,0) = f(t, ), u(0,p,¢)=glp.¢).

6. Calcule u(t, p, ) para,
(a)
ou

EZWQUJrF(p,sO),
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(b)
ou

— =kVu+a?,
ot
com « constante,
(c) )
u 2 2
— = rVu+ a‘u,
ot

com « constante e,

a<p<b, 0<¢<2r,
u(t,a, o) = f(e), u(t,b,e)=g(p),
u(0, p, ) = hip,¢).

7. Calcule u(t, p, p) para,

(a) )

8—2; = kV2u+ F(t, p, ),

% = kV?u,
(b) )
8—1; = kV?u + ao?,
com « constante,
()
ou

= kV?u + ou,

ot

com « constante e,

a<p<b, 0<p<2rm,
u(t,a, o) = f(t, o), u(t,b,e) =gt p),

u(0,p,¢) = h(p, ).
7 Considerando F'(p,y, z)
A equacao para F' é agora,
pop \"op) " o2 T 02
30
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Substituindo F'(p, ) = R(p)®(¢)Z(z) obtemos,

1 1
;@Z(pR/)' + ERZ<1>” +ROZ" + N*ROZ =0,

ou,

1 (1)// Z//

p_R< /)/+_26+)\2__7:+a2
Temos assim,
@//
B(R) + 5 + (¥ = %) =0,

ou,

p @//

A equacao para R é entao,

PR+ pR +[(\ —a®)p® = ][R =0,

com solucao,

R(p) = cu(Bp) + c2Yu(Bp)
)\2_042:627 )\2>042’

R(p) = alu(Bp) + c2Ku(Bp)
o =N =02 N <ol

Para Z obtemos,

7"+a*Z =0,

com solucao,

Z(z) = dycosaz + desen az .

A equacao para ® é,

@/1_‘_#2@:07

com solucao,

O () = by cos pup + besen pp .
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Consideramos agora a outra possibilidade para (23),

1 19" z"
_R(pR,)/—F—Qa—FAQ =T, = —a?, (24)
P P
portanto,
1 @//
p—R<pR/)/+ 25+A2+a2 =0,
ou,
ﬁ @//

A equacao para R é agora,

PR+ pR + [\ +a®)p® — ] R =0,

com solucgao,

R(p) = adu(Bp) +2Yu(Bp),
Nta?=p52, N >a’.

A equagao para Z é,

7" —a’Z =0,

com solucao,

Z(z) = dycoshaz + desenh vz .
Para & obtemos,

1

2
- -0
®+ILL ?

com solucao,

D () = by cos jp + besen iy .
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8 Problemas

1. Consideremos a regiao 0 < p < a, 0 < z < L. Calcule a temperatura
u(t, p, ¢, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.116 com f =g = h =0),

u(t,a,p,z) = f(p,2), u(t,p,0,0)=g(p, ),
u(t, p, o, L) = hip, ), u(0,p,p,2)=w(p,¢,z2).

Escrevemos a solugcao como,

u(t,p,p,2) = ue(p,p,2) + Y exp(—=A*kt)Ju(Bp) x
Bap
X [d1q cOS 2 + dags€n az] X
X [b1y cos pup + baysen pep]
)\2—042:ﬁ27 /\2>052,
em que u.(p, @, z) € solu¢ao da equacao de Laplace, como antes. As condigoes
de contorno ficam,

u(t,a,0,2) = flp,2) =uela,p,z)
+Zexp(—/\2/<at)J#(Ba) X

Bap
X [d1o cOs az + dagsenaz] X
X by, cos pp + by sen ]
u(t, p,0,0) = glp, ) = ue(p, ¢, 0)
+ Z exp(—Nkt)J,(Bp)dia x
Boups
X [b1,, cos pup + by sen pupl
ult, p,p, L) = hip,¢) = ue(p, ¢, L)
+ Z exp(—N?kt)J,(Bp) x
Bap
X [d1o cos L 4 dagsen L] x

X by, cos pp + by sen ]

u(0,p,0,2) = wlp,p,2) =uclp,@.2)+ Y _ Ju(Bp) X
Bap
X [d14 CcOS 2 + dags€n 2] X

X [by,, cos pp + boysen pip] .
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Satisfazemos as equagoes acima escolhendo,

Ju(Buja) =0, p=0,1,2,..., j=1,2,...
dlazoa
oL =kr, k=1,2,...

Portanto, escolhendo dy, = 1,

f(SO; Z) = UC(CL, 12 Z)
9(p,0) = uc(p,,0)
hp, o) = uelp,p, L)
w(p,,2) = uelp,,2) + Y Ju(Bjup)sen (kmz/L) x
Jku
X by, cos pp + by sen pup]

N =+ 52,

A solucao fica assim na forma,

ult,p,p,2) = uelp,p,2)+ Y exp{—[(km/L)* + B;,]kt}Ju(Buip) ¥
wik
xsen (kmz/L)[by, cos pp + boysen pip]
>\2—Oé2252, )\2 >O(2,

A condicao para w € uma série de Fourier de senos, uma série de Fourier
usual e uma série de funcoes de Bessel. Considerando primeiro a série de
Fourier temos,

jzk JO(Bij)Sen (kWZ/L)blo = % /_:rr[w(pa P, Z) - ue(pv ®, Z)]d(p )

T

> Ju(Buip)sen (krz/L)by, = % / [w(p, ¢, 2) = uelp, i, 2)] cos pp dip

ik —

1 s
> Ju(Busp)sen (kmz/L)by, = — / [w(p, ¢, 2) — ue(p, @, 2)|sen o de .
i =

Considerando agora a série de Fourier de senos,
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™

2 L 1 (7
;Jo(ﬁo]-p)bm = Z/o sen (kmz/L) ng/ [w(p, ¢, z) — ue(p, ¢, z)]de,
9

L 1 T
= L/ sen (kmz/L) dz—/ [w(p, ¢, 2) = uc(p, ¢, 2)] cos pp dep,
0 ﬂ-

™

2 [t I
> Ju(ﬂmp)bm:z/ sen(/mZ/L)dZ;/ [w(p, ¢, 2) — ue(p, p, 2)|sen pp dip .
- 0
J

—T

Temos agora uma série em fungoes de Bessel, logo,

2 “ 2 [*
bio = W/o PJO(BOjP)dpE/O sen(kmz/L)dz X

1 s
<o [ 100002 = w2
2

a 9 L
—_— pd . (Buip dp—/ sen(kmz/L)dz X
a2J5+1(ﬁuja)/o Prif) L Jo (kmz/L)

1 s
X;/ [w(p, ¢, z) — ue(p, @, z)] cos pp de,

2 o 2 [k
boy, = —/ pJ. (5 -p)dp—/ sen(kmz/L)dz x
o a2<]3,+1(ﬂuja) 0 S L J,
1 ™
X;/ [w(p, ¢, 2) = uelp, ¢, 2)]senpp dyp.

-7

b, =

A solucdo € portanto,
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u(t,p,p,2) =

ue(p, ¢, 2) + Z exp{—[(km/L)* + Bo,]kt}Jo(Bojp) *

xsen (krz/L) X
w2 / ol )d2/L (kr2/L) dz x
P (fuga) Jy PP, | sentme/ L)z
1 ™
X_
2m
3 expl (/L + Bt o)
uik
xsen (krz/L) cos pp X
w2 /aj(ﬂ )d2/L (/L) d= x
— | p p)dp— | sen(kmz z
a2Jp2L+1(ﬁMja’) o M L J,

X%/W[ (py s 2) — ue(ps p, 2)] cos pup dip

+ 3 exp{—[(km/L)* + B kt}Ju(Buip) X
uik
x sen (kmz/L)sen g X

2 “ 2 [*
W/ pJ“(B“jp)de/o sen (kmz/L)dz X

Tiw(

[w(p, ©,2) = uc(p, p, 2)|dy

1 ™
X;/ [w(p, ¢, 2) — uclp, p, 2)]senpp dep .

—T

Se w(p,p,z) =wy e u(p,p,z) = u. constantes,
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’U,(t, P P, Z) = Ue T Zexp{ kﬂ-/L + BOJ]Ht}JO(BOJp)
Xsen(lmrz/L) X

a L
Jo( )d /senszLdzw—ue,
aJ2ﬁoj /Opoﬁojpp ; ( /L) dz(wo )

= U+ onue) > " exp{—[((2k — 1)m/L)* + B3;] 5t} Jo(Bojp)
K

sen[(2k — 1)wz/L] 2 “
AT a2J12<60ja>/0 Pl fusp)dp:

= Ut W > exp{—[((2k — L)m/L)* + Bt}

Jo(Bojp) sen[(2k —1)mz/L]
50j=]1(ﬁoja) 2]{3 —1 .

Emt=0,

8(wo — Ue) Jo(Bojp) sen[(2k — 1)mz/L]

u(t,p,p,2) = ue+

aTm - BOjJI (ﬁoj@) 2k — 1 7
. 8(wp — ue) Z Jo(Bojp) Z sen[(2k — 1)wz/L]
‘ BojJ1(Boja) 2k -1 7

= Wy,

como esperado.
2. Consideremos um cilindro infinito de raio a. Calcule a temperatura

u(t, p, ) sendo u(t, a, p) = u(t, ), u(0, p, ) = @(p, ).
3. Consideremos a regiao a < p < b, 0 < z < L. Calcule a temperatura

u(t, p, ¢, z) sendo (Spiegel [7], probl. 6.119 com f=g=h=v =0),

u(t,a,p,2) = flp,2), u(t,b e, z2)=g(p, 2),
u(t, p,,0) = h(p, ), u(t,p,p,L)=v(p,p),
U(Ov PP, Z) = w(p, 1) Z) :

Escrevemos a solug¢ao como,
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ult, p,p,2) = uelp, @, 2)
+ Z exp(—A?kt)[c1 ], (Bp) + caYu(Bp)] X

Bap
X [dy cos az + dysenaz] x

X [b1 cos pp + basen ]
)\2_a2:ﬁ2’ )\2>a2,

e as condicoes de contorno,

u(t,a,,2) = f(p,2) =uela,p,2)
+ > " exp(=A%at)[e1 . (Ba) + e2Y,(Ba)] x

Bap
X [dy cos az + dysenaz] x

X [by cos pp + basen iyl
u(t,b,p,2) = g(p,2) = ue(b, ¢, 2)
+ > exp(—A%at)[e1Ju(Bb) + c2Y,,(BD)] x

Bop
X [dy cos az + dasenaz] X

X [by cos pp + basen )
u(t7 Py ¥ O) = h(p7 SO) = U’E(p’ ¥, O)
+ Z exp(—Akt)[c1 . (Bp) + c2Y(Bp)]dy %

Bap
X [b1 cos pp + basen )

U(ta P P L) = U(pv ‘:0) = ue(p> 12 L)
+ Z exp(—Akt)[c1 . (Bp) + Y (Bp)] X

Bop
x[dy cos L + dysenaL] x

X [by cos pp + basen ],
U(O, PP, Z) = w(p, 12 Z) = ue(p’ ¥, Z)
+> lerJu(Bp) + c2You(Bp)] X

Bap
x[dy cos az + dasenaz] X

X [by cos pp + basen ) .

Satisfazemos as condi¢oes acima escolhendo,
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caidu(Ba) + Y, (Ba) =0,
c1J,(Bb) + Y, (Bb) =0,
dy =0,

oarL=Fkr, k=1,2,...

Os wvalores de [ sao determinados assim por,

Ju(ﬁuja>yu(ﬁujb) - Ju(ﬁujb)yu(ﬁuja) =0, 7=12,...

ou,

Us(Bub) =0, p=0,1,2,..., j=12,...

Também podemos escrever,

Cy = —(C1

A solucdo fica entao, fazendo ¢ = dy =1

(5;” p)
Y (Buja)

ult,p.2) = uelp.p.2) + ) exp{=[(km/L)* + B)nt}F2H S

uik
xsen (kmz/L)[by cos pp + basen ) .

As condicoes de contorno ficam entao,

F#.2) = ula2),
g(p,z) = uc(b,p,2),
hp. @) = ue(p,0),
v(p.9) = uelpe, L),
wlp,¢,2) = uelp,p,2) + . %ﬁjpg

X sen (lmrz/L) [b1 cos up + basen pp] .

Temos séries de Fourier, séries de Fourier de senos e de Bessel, logo, con-
stderando primeiro uma série de Fourier temos,
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Uo(Bojp) —
- WS@TL (kﬂ'Z/L)blo =
1

= /W[w(pa ¥, Z) _ue<p790>z)} d(Pa

Msen (kmz/L)by, =

J
1
= 7;/ [w(p, ¢, 2) — ue(p, @, 2)] cos pp dp,

Uu(Buip)
Y. (Buja)
= l/ [wlp, ¢, 2) — uelp, p, 2)]senpp dep.

T J-n

sen (kmz/L)by, =

Considerando agora séries de Fourier de senos,

Z Uo(Bojp) b B
10 =
}/E) ﬂO]

/0 sen s/ Lz [ [upri.2) w2 d.

UsBp), B
YulBuga)

b«ll\?

L T

1
sen(kn/ )z [ 0o, .2) = o 2)) cos g dio
H(Bﬂjp)bz —
Y,.(B,5a) !

L 1 s
/ sen (kmz/L)dz— / [w(p, ¢, 2) = ue(p, ¢, 2)]sen pp dp .
0 m

—T

|
~M \M

1o

Por fim, temos agora séries de funcoes de Bessel, logo,
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, b
bio = Yolosa) / pUo(Bosp)dp %

b

| ot Gupdp ™
2 [* I
T sen(lmrz/L)dz— [w(pa 9072) _ue<:07 9072)] dy,
L J, 2m

—T

Y.(B,.,a b
by = — ACAL) /pUu(ﬁmp)de
AT
2 v
Xz/ sen (kmz/L)dz / w(p, ¢, 2) — uc(p, p, 2)] cos pp dip,
0
B b
boy = ALED / pUL(Byujip)dp ¥

b
/ PU(Buip)dp

L 1 T
/ Sen(/fm/L)dz—/ [w(p, p, 2) = uelp, ¢, 2)]sen pup dep .
0 T

—Tr

1o

A solugado € entao,
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ult:pp,2) = uelp,p,2) + ) exp{=[(km/L)* + B3]t} x

b
sen (/) — 2L [t o)y
I

a
™

x%/ sen(knrz/L)dz— [w(p, p, 2) — ue(p, p, 2)] dp

+ Z exp{—|[(kw/L)* + 32 ]kt }sen (kwz/L) cos pep x
pujk
Upu(Byi ’
X—3 i) / PU(Bujp)dp X
AR

9 L T
Xz/ Sen(km/L)dz—/ [w(p, p, 2) — uelp, ¢, )] cos pp dy

+Zexp{ [(km/L)? + B,]Kt}sen (kmz/L)sen g x

ujk

U,(B.,; b
X b u(ﬁwp) /pU,u(ﬁujp)dpx
/ pU2(Bip)dp

2 [ 1 [
Xz/ Sen(km/L)dz—/ [w(p, ¢, 2) = uc(p; ¢, 2)]sen pp dp .
0 m

—T

Se w = wy € u, sao constantes,
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u(t, p,p,2) = ue—i—ZeXp{ [(km/L)? +ﬁ0]]/<;t}><

b
xsen (kmz/L) bUO(Bij) pUo(Bojp)dp x
pUs (Bojp)dp ™"

a

o L
X7 / sen (kmz/L)dz(wo — ue),
0

— ot M %: exp{—[((2k — 1)/L)* + A2,]nt} x
 sen [(2k — )7z /L) Uo(Bojp) /b pUs(Bo;p)dp
2k —1 b
/ pU3 (Bojp)dp ™"
Emt=0,
ltpo?) = u Wo — Ug) Zsen [(2k — 1) 7TZ’/L]X

2k —1
k

b
X Z Uo(Bosp) /a pUo(Bojp)dp = wo
7 / pUs (Bogp)dp

como esperado.
4. Calcule u(t, p, ¢, z) para,

(a)

g—? = kV2u+ F(p, ¢, 2),
(b)
0
8—1: = kV?u + a2,
com « constante,
() )
8_1; = kVu + d*u,

com « constante, e,
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0<p<a, 0<p<2r, 0<z<L,

U(t, a, p, Z) - lul(gpﬁ Z) )
U’(t7p7§0a 0) = Vl(pa Sp)a u(tapa @, L) = VQ(p7 QO)7

U(O, Py P, Z) = f(,O, @, Z) .

5. Calcule u(t, p, ¢, z) para,

(a) 5
a—:f = kViu+ F(t,p,p,z),
(b) )
8_16 = kVu,
com « constante,
() )
8—7: = kV?u + o?,
com « constante,
(d) 5
a—ltt = kVu + d*u,

0<p<a, 0<p<2r, 0<z<L,

u(tv a, v, Z) = M1<t7 @, Z) )
U(t,p, 9070) = Vl(tapa 90) ) U(t,ﬂ, 907[/) = VQ(tapa 90) )

u(0, p,,2) = f(p,p,2).

6. Calcule u(t, p, , z) para,

(a) 5
a—? = kVu+ F(p,¢,2),
(b) 5
8—1: = kV?u + o?,
com « constante,
() 5
8—1; = kV2u + ou,
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com « constante, e,

a<p<b, 0<p<2r, 0<2<1L,
ut,a,0,2) = pi(p,z), ult,b,p,z) = pa(p, 2),
u(t, p, p,0) = vi(p, ), ult,p, 0, L) =1a(p,9),
u(0,p,0,2) = f(p,,2) .

7. Calcule u(t, p, o, z) para,

@ 0
u 2
2 kV F
o VU (t.p, 0. 2),

(b) 5
g kV?u,

ot

()
% = kV2u + o?,
com « constante,
(d)
ou
ot

= kVu + d*u,

com « constante, e,

a<p<b, 0<p<2r, 0<2<1L,

u(t,a,0,2) = palt, 0, 2), ult,b,p,2) = pa(t, ¢, 2),
u(t, p.p,0) = vi(t, p.p), ult,p, 0, L) = wa(t, p, ),
u(0,p,0,2) = f(p,p,2).
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