7 - Aplicacoes simples
da mecanica estatistica (Reif [1])

A discussao do capitulo anterior tratou com alguns aspectos microscépicos
detalhados da teoria geral do capitulo 3. Como resultado adquirimos algumas
ferramentas muito poderosas para calcular as propriedades macroscépicas de
qualquer sistema em equilibrio, a partir do conhecimento de seus constitu-
intes microscépicos. O dominio de aplicacao dessas ferramentas conceituais é
bastante amplo. Neste capitulo vamos ilustrar sua utilidade discutindo algu-
mas situacgoes fisicas simples, mas muito importantes. Seguimos como antes
o excelente livro de Reif [1].

1 Funcoes de particao e suas propriedades

O procedimento para calcular propriedades macroscopicas com a mecanica
estatistica ¢, em principio, muito simples. Se o sistema em consideragao esté
a uma temperatura especificada T, isto €, esta em contato térmico com algum
reservatério de calor a esta temperatura, entao temos apenas que calcular a
funcdo de partigao Z = > e PP, Outras quantidades fisicas como E, p, S,
ou mesmo as dispersoes como (AE)?2, podem entao ser imediatamente obtidas
das relacoes do capitulo anterior, simplesmente calculando derivadas conve-
nientes de In Z. A situagdao nao é significativamente diferente se o sistema
nao estd em contato com um reservatorio térmico. Mesmo se o sistema esté
isolado e tem energia fixa, os valores médios dos parametros macroscopicos
do sistema sao ainda relacionados a sua temperatura 7', como se estivesse em
contato térmico com um reservatério térmico a esta temperatura. Portanto
o célculo é novamente reduzido ao calculo da funcao de particao Z.

Chegamos portanto a prescricao quase universal para o calculo de pro-
priedades macroscdpi-cas com a mecanica estatistica: calculamos a funcao
de particao

7 = Z e BB (1)

Esta é uma soma sem restricoes sobre todos os estados do sistema. Se con-
hecemos as particulas que constituem o sistema e as interagoes entre elas, é
possivel encontrar os estados quanticos do sistema e calcular a soma acima. O
problema da mecanica estatistica esta entao resolvido. Em principio nao hé
dificuldade em formular o problema, nao importa o quanto o sistema possa ser
complexo. As dificuldades sao reduzidas aos aspectos matematicos de seguir
o procedimento indicado. Assim, é muito facil encontrar os estados quanticos



e a funcao de particao para um gas ideal de dtomos nao-interagentes; mas
¢ um problema formidavel fazer o mesmo para um liquido onde todas as
moléculas interagem fortemente umas com as outras.
Se podemos tratar o sistema na aproximagao classica, sua energia E(qi, ..., qf,p1,---,Df)
depende de f coordenadas generalizadas e f momentos. Se o espaco de fase
¢é subdividido em células de volume hg , a fungao de partigao (1) pode ser cal-
culada primeiro somando sobre o niumero (dq,...,dqs, dp1,...,dpys)/ hg de

células do espago de fase que se encontram no elemento de volume (dgqy, . . ., dgys, dp, . . ., dpy)
no ponto {qi,...,qr,p1,--.,Pr}, € que tém aproximadamente a mesma en-
ergia E(qu,...,qr,p1,...,pf); entdo somamos (ou integramos) sobre todos
estes elementos de volume. Obtemos assim na aproximacao classica,
7 — / ' ./e—ﬁE(q1,---7Qf7p17---7pf)dql e dqf(;pl - dpy ‘ (2)
hy

E importante fazermos algumas observagoes sobre a funcao de particao.
Primeiro no que se refere a escala de energia usada para calcular Z. A
energia de um sistema é definida com uma constante arbitraria aditiva. Se
mudamos por um valor constante ¢y o estado de referéncia com respeito ao
qual a energia é medida, a energia de cada estado r fica £ = F, +¢p. Assim
a funcao de particao fica

T* — Z e P(Erteo) _ ,—Beo Z e PEr — 675602, (3)

ou

InZ*=InZ — Peg .
Assim a funcao de partigao também é alterada. A nova energia média é dada
por
dlnz*  0lnZ
o OB

e é propriamente alterada pelo valor €. Ja a entropia permanece inalterada,
pois

E*: —|—60:E+€0,

S*=k(nZ* + BE*) = k(lnZ + BE) = S..

Da mesma forma, todas as expressoes para as forgas generalizadas (todas as
equagoes de estado) permanecem inalteradas, pois envolvem apenas derivadas
de In Z com respeito a um parametro externo.

A segunda observacao diz respeito a decomposicao da funcao de partigao
para um sistema A que consiste de duas partes A’ e A” que interagem apenas



fracamente um com o outro. Denominando os estados de A" e A” por r e
s respectivamente, entao um estado de A pode ser especificado pelo par de
nimeros r, s, e sua energia correspondente F,, é simplesmente aditiva,

E..=FE +E!. (4)

Aqui A" e A” podem se referir a dois grupos diferentes distinguiveis de
particulas que interagem fracamente um com o outro (por exemplo, moléculas
de He e Ne em uma mistura de gases ideais). Também podem se referir a
dois conjuntos diferentes de graus de liberdade do mesmo grupo de particulas.
Em um géas diatomico, por exemplo, podem se referir aos graus de liberdade
descrevendo o movimento de translacao do centro de massa das moléculas,
e os graus de liberdade descrevendo a rotagao destas moléculas sobre seus
respectivos centros de massa.

O ponto importante é apenas a aditividade das energias em (4); neste
caso a funcao de particao Z para o sistema completo A é uma soma sobre
todos os estados rs,

7 — Z e BEFE]) _ Z e BB o—BE{ _ (Z e*'BE;)(Z efﬂEé’) _
r,s T, r s
Portanto,

Z7=27" (5)

mZ=mmZ+InZ", (6)

em que Z' e Z" sao as funcgoes de particao de A’ e A”, respectivamente. Por-
tanto vimos que se um sistema consiste de partes nao-interagentes distintas,
a funcao de particao fatora em um produto simples. Este é um resultado
bastante 1til, e também é véalido quando consideramos mais de duas partes
fracamente interagentes.

2 Calculo de quantidades termodinamicas

Consideremos um gas de N moléculas monoatomicas idénticas de massa m,
em um volume V. O vetor posicao da molécula i é r;, e o momento é p;.
Entao a energia total do gas é dada por,



2

N
E=Y 2 U v ). (7)
=1

2m

O primeiro termo do lado direito representa a energia cinética total de todas
as moléculas. O termo U representa a energia potencial de interacao entre as
moléculas. Se o gas é suficientemente diluto a interacao entre as moléculas é
desprezivel, U — 0 e obtemos o caso simples de um gas ideal. Na expressao
acima todos os vetores posicao r; estao dentro do volume V.

Consideremos o problema classicamente. A validade dessa aproximacao
serd examinada adiante. Entao podemos usar (2) imediatamente para escr-
ever a funcao de particao classica, denotada por Z’,

7 = /eXp{—ﬂ {i<p§+...p§v)+U(r1,...,rN)]} «

2m
y dri ... Pryd®p; ... Ppy

BV !
ou,
1
Z, = ha—N 6_(ﬂ/2m)p%d3p1 Ce / 6_(B/2m)p?vd3p]\[ X
0
X /e‘ﬁU(“"“’rN)d?’rl dPry (8)

Como a energia cinética é uma soma de termos, um para cada molécula,
a parte correspondente da funcao de particao torna-se um produto de N
integrais, cada uma idéntica e igual a,

/ o~ (B/2m? gy

Como U nao é da forma de uma soma simples de termos para moléculas
individuais, a integral sobre as coordenadas ry, ..., ry é muito dificil de fazer.
Por isso o tratamento de gases nao ideais é complicado. Mas se o géas ¢
suficientemente diluido para ser ideal, entao U = 0 e a integral fica trivial,

isto é,
/d3r1...d3rN:/dgrl/dgrz--./d?’I‘N:VN,

pois cada integral se estende sobre o volume total. Entao Z’ fica um produto
simples,



z'= (N, (9)

ou,
InZ' =N, (10)
com,
Vo[ 2
= ﬁ/ e~ (B/2mr” 3y (11)
0 J—o0

sendo a funcao de particao para uma tnica molécula.

Observacao. E possivel formular esse problema em uma forma ligeira-
mente diferente, sem impor a condicao de que o vetor posicao r de cada
molécula esteja dentro do recipiente. Nesse caso, para escrever uma ex-
pressao para a energia total valida em todo o espaco, temos que adicionar a
(7) um termo,

U/ = E U(I’Z) N
i
em que u(r;) representa a energia potencial de uma molécula devido ao re-
cipiente, isto é,

u(r) =

0, r dentro do recipiente,
oo, rfora do recipiente.

Nesse caso a funcio de particio (8) contém um fator e #V" que serd igual a
um sempre que todas as moléculas estao dentro do volume do recipiente e
zero sempre que qualquer molécula esteja fora do recipiente. Assim a integral
sobre todas as coordenadas sem restrigao reduz-se a (8) de integracao sobre
o volume do recipiente apenas.

A integral em (11) é,

/OO e—(ﬁ/zm)p2d3p _ /// (B/2m)(p2+py+p2) dps dpydpz,

~ %m) (12

Portanto,
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InZ'=N|lnV — =1 —In—— || . 14
7= v g g () w0
Dessa funcao de particao podemos calcular imediatamente varias quanti-
dades fisicas. A pressao média do gés é,

_ 10mZz" 1N
P=% v ~3v-
Portanto,
pV = NkT, (15)

e obtemos novamente a equacao de estado obtida no capitulo 3 sob condigoes
mais gerais (gds nao necessariamente monoatéomico).
A energia total média do gas é,

— 0 3N
=——1 "'— - = Ne& 1
E=—gzinZ =55 = Ne, (16)

com,

£= ng, (17)

sendo a energia média por molécula. A capacidade térmica a volume con-
stante do gas é entao dada por,

OF 3 3
Cy=|=—) ==Nk=-vN,k, 18
v (aT)V 2 2" (18)
em que v ¢ o numero de moles e N, é o numero de Avogadro. Portanto o
calor especifico molar a volume constante de um gas monoatomico é,

o = %R, (19)

com R = N,k sendo a constante dos gases ideais. Esses resultados concordam
com os obtidos no capitulo 5.

Observacgao sobre flutuacgoes. A flutuacao na energia total do gés
em contato com um reservatorio térmico a temperatura 7' pode também ser
calculado. Como vimos no capitulo 6 a dispersao na energia é,



O volume V' é mantido constante no calculo da derivada. Substituindo g =
(kKT)~! temos,

OE\ 0T OF
or ), 08 or ),
ou,
(AE)?2 = kT?Cy . (20)

Portanto a flutuacao na energia de qualquer sistema é em geral relacionada
a sua capacidade térmica a volume constante. No caso particular de um gas
ideal monoatoémico de N moléculas obtemos, por (18),

AT _ O Arp22

(AE)? = §Nk . (21)

—1/2

A flutuagdo quadratica média na energia A*E = [(AE)?] / pode ser com-
parada com a energia média E do gas. Assim,

A*E_\/%Nk2T2_\/T )
F) V3N

E  3NkT

Essa quantidade é bastante pequena quando N é da ordem do numero de
Avogadro.
Calculando a entropia (capitulo 6) temos, usando (14) e (16),

— 2
S=k(lnZ + BE) = Nk {IHV—glnﬁ—i—gln( Wm) +§} ,

h3 2
ou,
3

S =Nk {an—l—ilnT—i—a} , (23)

com,

3 2rmk 3

=-1 = 24
= ()4 2y

sendo uma constante independente de 7', V' e N. Essa expressao para a
entropia, contudo, nao é correta.



3 O paradoxo de Gibbs

A afirmagao questionadora acima sugere que a expressao (23) para a entropia
merece uma discussao. Primeiro, notemos que nosso calculo foi feito dentro
da estrutura da mecanica classica, que certamente nao ¢é valida a temperat-
uras muito baixas, onde o sistema esta nos relativamente poucos estados de
baixa energia proximos do estado fundamental da mecanica quantica, e onde
uma descricao quantica é certamente necessaria. Portanto a circunstancia
que (23) nos dd S — —oo se T — 0, em aparente contradigdo com a ter-
ceira lei da termodinamica, nao ¢ motivo para alarme. De acordo com sua
derivacao classica, (23) nao deve ser valida nessas temperaturas muito baixas.

Apesar disso, a expressao (23) para S é claramente errada, pois implica
que a entropia nao ¢ uma quantidade extensiva. De maneira bastante geral,
devemos requerer que todas as relacoes termodinamicas permanecam validas
se o tamanho do sistema é simplesmente aumentado por um fator de escala
a, isto é, se todos os parametros extensivos sao multiplicados pelo mesmo
fator . No nosso caso, se os parametros extensivos independentes V' e N sao
multiplicados por «, a energia média £ em (16) aumenta propriamente pelo
mesmo valor, mas a entropia em (23) ndo aumenta por « devido ao termo
NInV.

De fato, (23) afirma que a entropia S de um volume fixo V' do gés é
simplesmente proporcional ao niimero N de moléculas. Mas essa dependéncia
com N nao é correta, como podemos ver da seguinte forma. Imaginemos que
uma particao é introduzida dividindo o volume em duas partes. Este é um
processo reversivel que nao altera a distribuicao de sistemas sobre os estados
acessiveis. Portanto a entropia total deve ser a mesma com ou sem a partigao,

S=8+5", (25)

com S e S’ sendo as entropias das duas partes. Mas a expressao (23) ndo nos
dd uma expressao aditiva como (25). Isso é facilmente verificado. Supomos,
por exemplo, que a particao divide o gas em duas partes iguais, cada uma
contendo N’ moléculas de gas em um volume V’. Entao a entropia de cada
parte é dada por (23) como,

3
S/ = S// = N/k {an’ + §1HT—|—O':| y
enquanto a entropia do géas todo sem particao é,

S =2N'k {ln(?V’) + glnT + 0':|



Portanto,

S—28 = 2Nk ln(2V’)—|—§lnT—i—o}—2N’k {an’—i—glnT—l—a :
— 2N'kIn2, (26)

e nao é igual a zero como requerido por (25).

Fig. 1. Um recipiente com gas dividido em duas partes iguais por uma
particao.

Esse paradoxo foi primeiramente discutido por Gibbs, e é comumente
chamado de “paradoxo de Gibbs”. Algo esta obviamente errado na nossa
discussao, a questao é o qué. Nao mostramos de forma bastante geral no
capitulo 6 que as entropias de dois sistemas fracamente interagentes sao adi-
tivas? Como nao conseguimos satisfazer a condigao (25)? A resposta é bas-
tante simples. Nosso argumento geral do capitulo 6 foi baseado na premissa
de que os parametros externos de cada subsistema permanecem os mesmos.
Se colocamos os dois gases no nosso exemplo juntos e os deixamos separados
por uma particao, entao o volume V' de cada subsistema permanece o mesmo
e suas entropias satisfazem a condicdo de aditividade (25). Mas fizemos mais
do que isso, removemos a particao. Nesse caso a relacao,

B = B+ B,

nao é valida porque as energias E. e E” sao ambas calculadas com o volume
V' como o parametro externo, enquanto para o sistema combinado, com a
particao removida, os estados possiveis de energia F,; devem ser calculados
com o volume total 2" como o parametro externo.

O ato de remover a particao possui portanto consequéncias fisicas muito
definidas. Enquanto antes de removermos a particao uma molécula de cada
subsistema pode apenas estar em um volume V', apds a particao ser re-
movida ela pode estar em qualquer local dentro do volume V' = 2V’. Se os



dois subsistemas consistem de gases diferentes, o ato de remover a particao
leva a difusao das moléculas através de todo o volume 2V’ e consequente-
mente a mistura das diferentes moléculas. Esse é claramente um processo
irreversivel. Simplesmente recolocando a particao nao desfazemos a mistura
dos gases. Nesse caso o aumento da entropia em (26) faria sentido como sendo
simplesmente uma medida do aumento irreversivel de desordem resultando
da mistura de gases diferentes.

Mas se os gases nos subsistemas sao idénticos, um tal aumento de en-
tropia nao faz sentido fisico. A raiz da dificuldade no paradoxo de Gibbs
é que tratamos as moléculas de gases como individualmente distinguiveis,
como se trocando as posicoes de duas moléculas levasse a um estado fisica-
mente distinto do gés. Esse nao é o caso. De fato, se tratamos o gas com
a mecanica quantica, como veremos no capitulo 9, as moléculas devem ser
consideradas como completamente indistinguiveis. Um calculo da funcao de
particao leva entao automaticamente ao resultado correto, e o paradoxo de
Gibbs nao aparece. Nosso erro foi tomar o ponto de vista classico muito
seriamente. Mesmo que tenhamos uma temperatura e densidade em que
o movimento das moléculas pode ser tratado com boa aproximacao pela
mecanica classica, nao podemos ir tao longe e desconsiderar a indistinguibil-
idade essencial das moléculas. Nao podemos observar e nomear particulas
atomicas individuais como se fossem esferas macroscépicas. Se queremos
usar a aproximacao classica, entao a indistinguibilidade das moléculas deve
ser considerada explicitamente no célculo da funcao de partigao (8). Isso
pode ser feito notando as N! possiveis permutacoes das moléculas entre elas
nao leva a situacoes fisicamente distinguiveis, de modo que o ntimero de es-
tados distintos sobre o qual somamos em (8) é bastante grande por um fator
de N!. A funcao de partigao correta Z, que considera a indistinguibilidade
essencial das moléculas e nao leva as dificuldades do paradoxo de Gibbs, é
dada entao dividindo (9) por esse fator, isto é,

7! CN

Notemos que em uma descricao estritamente classica seria permitido con-
siderar cada particula como distinguivel. Se concordamos em considerar
moléculas idénticas como essencialmente indistinguiveis para evitarmos o
paradoxo de Gibbs, entao surge a seguinte questao: o quanto diferentes de-
vem ser as moléculas para elas deverem ser consideradas distinguiveis (isto
é, antes de sua mistura levar a um aumento finito da entropia, em vez de
nenhum)? Em uma visao cldssica da natureza duas moléculas podem, é
claro, diferir por quantidades infinitesimais (por exemplo, os ntcleos de dois
atomos podem ter massas infinitesimalmente diferentes). Em uma descri¢ao
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quantica essa questao nao surge devido a quantizagao discreta da natureza
(por exemplo, os nicleos de dois is6topos diferem pelo menos pela massa de
um ntcleon). Portanto a distingao entre moléculas idénticas e ndo idénticas
é completamente nao ambigua em uma descricao pela mecanica quantica.
O paradoxo de Gibbs assim trouxe no ultimo século dificuldades conceitu-
ais que foram resolvidas satisfatoriamente apenas pela chegada da mecanica
quantica.
Por (27) obtemos entéo,

InZ=NIn(—-InN!,

ou,

InZ=NIn(— NN+ N, (28)

em que usamos a férmula de Stirling. A equagao (28) difere da expressao cor-
respondente (10) apenas pelo termo aditivo (—N In N + N). Como a pressao
P e a energia E dependem apenas das derivadas de In Z em relacdo a V ou
B, os resultados prévios (15) e (16) para essas quantidades permanecem inal-
terados. Mas a expressao para S, que envolve In Z em vez de suas derivadas,
¢ mudada por um termo aditivo. Entao (28) nos d&, em vez de (23), o
resultado,

S =Nk {an—i—glnT—Fa} +k(—NInN+ N),

ou,
vV 3
S:Nkllnﬁ+§lnT+ag} y (29)
com,
3 2mmk 5

Podemos ver que o termo extra envolvendo In N evita as dificuldades do
paradoxo de Gibbs. A entropia S em (29) comporta-se propriamente como
uma quantidade extensiva, isto é, fica multiplicada por o se V e N sao
multiplicados por N.

Como hg é uma constante arbitraria no presente calculo classico, g €
alguma constante aditiva arbitrdria na entropia. Notemos que (29) con-
corda exatamente com a expressao para a entropia obtida na abordagem
macroscopica no capitulo 5. Apenas é necessario fazer N = vN,, em que v é
o numero de moles do gés, e usar (19), de acordo com a qual ¢y = (3/2)N,k
para um gas monoatomico ideal.
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4 Validade da aproximacao classica

Vimos que a indistinguibilidade essencial de moléculas idénticas nao pode ser
desconsiderada, mesmo se o movimento das moléculas pode ser tratado pela
mecanica classica. Mas até onde esse procedimento é valido? Isto é, até onde
¢ permitido calcular a funcao de partigao (8) em termos de coordenadas r; e
momentos p; que podem ser especificados simultaneamente?

Um critério aproximado para a validade dessa descricao cléssica pode ser
obtido a partir do principio de incerteza de Heisenberg,

AgAp > k. (31)

Essa expressao relaciona as incertezas Ag e Ap introduzidas por efeitos
quanticos em qualquer tentativa de especificagao simultanea da posic¢ao q e
momento correspondente p de uma particula. Supomos que queremos descr-
ever o movimento das moléculas do gds com a mecanica cldssica. Denotamos
a magnitude do momento médio de uma molécula por p, e a separacao média
entre moléculas por R. Esperamos entdo uma descricio cldssica ser aplicavel
se,

Rp >> h, (32)

quando (31) implica que efeitos de mecéanica quantica nao sao importantes.
Equivalentemente, (32) expressa a condigao que,

R>> )\, (33)

isto é, a separacao média entre particulas é muito maior do que seu compri-
mento de onda de de Broglie médio,

St

X:zw—:ﬁ. (34)

p D
Quando (33) ¢ satisfeita, de modo que R >> ), a descri¢do quantica deve
ser equivalente ao movimento de pacotes de onda descrevendo particulas in-
dividuais que se movem independentemente em uma maneira quase-classica.
No limite oposto, quando R << X, um estado do gas completo serd descrito
por uma fung¢ao de onda unica, que nao pode ser decomposta em qualquer
forma simples, como veremos no capitulo 9. Isso resulta em correlacoes entre
o movimento das particulas mesmo se nenhuma forca existe entre elas.

A separacdo intermolecular média R pode ser estimada imaginando cada
molécula no centro de um cubo de lado R, esses cubos preenchendo o volume
disponivel V. Entao,
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ou,

R= (%)1/3 : (35)

O momento médio p pode ser estimado da energia média conhecida € de uma
molécula no gas na temperatura 7. Por (17),

1 3
—~ &= kT,
2m 2
Portanto,
D~ V3ImKT,
e7
< h
A —. 36
V3mkT (36)
Assim a condigao (33) fica,
AN h
— >> —. 37
<N) vV 3mkT (37)

Essa relacao mostra que a aproximagao classica deve ser aplicavel se a concen-
tracao N/V de moléculas no gas é suficientemente pequena, se a temperatura
T é suficientemente alta, e se a massa das moléculas nao é muito pequena.

Estimativas numéricas. Consideremos, por exemplo, gas de hélio (He)
na temperatura e pressao ambiente. Temos entao,

pressdo média P = 760 mmHg ~ 10° Pa,
temperatura T ~ 300 K; entao kT ~ 4,14 x 1072 J,

4
massa molecular m = W ~ 6,64 x 10727 kg.
A equagcao de estado nos da,
N P
v kT 2,45 x 10* moléculas/m> = 2,45 x 10" moléculas/cm?.
Portanto,

R~ 3,44 x 1072 m = 3,44 x 10" em, (38)
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A=73x10"m=7,3x10"cm. (39)

Aqui o critério (33) é bastante bem satisfeito, e o calculo classico da fungao
de particao deve ser uma aproximacao muito boa, se a indistinguibilidade das
particulas é considerada. A maioria dos gases possui altas massas moleculares
e portanto pequenos comprimentos de onda de de Broglie; o critério (33) é
entao bastante bem satisfeito.

Por outro lado, consideremos os elétrons de condugao em um metal tipico.
Em uma primeira aproximagao, interagoes entre esses elétrons podem ser
desprezadas, de modo que eles podem ser tratados como um gas ideal. Mas
os valores numéricos dos parametros significantes sao bastante diferentes.
Primeiro, a massa do elétron é muito pequena, 9,11 x 1073 kg, ou 7291
vezes menor do que a massa de um atomo de hélio. Isso faz o comprimento
de onda de de Broglie do elétron muito maior,

A~ 6,23 x 1079 m.
Temos aproximadamente um elétron de condugao por atomo no metal. Con-
sideremos o cobre por exemplo. Temos um atomo em um cubo de aresta,
R~2,27x109m.

Esse valor é muito menor do que para o caso do gas hélio. Os elétrons em
um metal formam portanto um gds muito denso. O critério (33) entdo nao
é satisfeito. Assim nao ha justificativa para discutir elétrons em um metal
com a mecanica estatistica classica. De fato, um tratamento completamente
com mecanica quantica ¢ essencial.

5 O teorema da equiparticao

Em mecanica estatistica cldssica ha um resultado geral muito 1til que vere-
mos agora. Como é usual, a energia do sistema é uma funcao de f coorde-
nadas generalizadas ¢ e f correspondentes momentos generalizados py, isto
¢,

E=FE(q,...,q5p1,---,Df)- (40)

A situacao seguinte é de ocorréncia frequente:
(a) A energia total é aditiva na forma,

Ezai(pi)—i-E/(ql,...,pf), (41)
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em que €; envolve apenas a variavel p; e a parte restante £’ ndo depende de
Di-
(b) A fungdo ¢; é quadrética em p;, isto é, é da forma,

ei(pi) = by, (42)
em que b é uma constante.

A situagdo mais comum é com p; sendo um momento. A razao é que
a energia cinética é usualmente uma funcao quadratica de cada momento,
enquanto a energia potencial nao envolve os momentos.

Se nas hipdteses (a) e (b) a varidvel ndo é um momento p; mas uma co-
ordenada g¢;, satisfazendo as mesmas duas condic¢oes, o teorema que veremos
é exatamente o mesmo.

Formulamos a questao: qual é o valor médio de &; no equilibrio térmico
se as condicoes (a) e (b) sao satisfeitas?

Se o sistema estd em equilibrio na temperatura absoluta T = (k3)~,
obedece a distribuicao canonica. O valor médio &; é entao, por definigao,
expresso em termos de integrais sobre todo o espago de fase,

o ffooo e PE@Predq, ... dp; (43)
t ffooo e PE@Pr)dgy ... dp;

Pela condicao (a) temos,

[% emPlEtEedq, ... dpy

- [ e BEtE dgy . dpy

[ e Peigdp; [T e PP eidqy ... dpy
[ e Oedp; [T e=PFdgy .. dpy
em que usamos a propriedade multiplicativa da funcao exponencial, e as
ultimas integrais no numerador e no denominador sao sobre todos os termos

q e p exceto p;. Essas integrais sao iguais e se cancelam. Portanto apenas a
integral unidimensional permanece,

J7o e Feidp;

JosePedps o
Essa expressao pode ser simplificada mais ainda escrevendo,
a oo
—Be;i

- e "Fidp;

0B "
g’L = o0 Y

f—oo e—Bei dpz
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ou,

= 0 ~ —Bei g
g = —%ln (/ooe dpz) : (45)

Até agora usamos apenas a hipotese (41). Vamos usar agora a segunda
hipétese, eq. (42). Entao a integral em (45) fica,

/oo eiﬁeidpi _ /OO eiﬁbp?dpi _ ﬁfl/z /OO e,byzdy’

em que definimos y = %/?p;. Entao,

o0 1 oo
ln/ e Peidp, = —§lnﬁ+ln/ e’bdey.

—0o0 —00

A integral acima no lado direito ndo envolve §. Portanto (45) fica simples-

mente,
a1 1
w5 (-3m) <55

1

ou,

Notemos a grande generalidade desse resultado, e que o obtivemos sem cal-
cular uma unica integral.

A equagao (46) é chamada “teorema da equiparti¢ao” da mecanica es-
tatistica classica. Em palavras temos que o valor médio de cada termo
quadrético independente na energia é igual a kT'/2.

Devemos enfatizar que o teorema da equiparticao é vélido apenas em
mecanica estatistica classica. Na descricao quanto-mecanica um sistema pos-
sui um conjunto de possiveis niveis de energia, como indicado na figura 2,
em que Fj é a energia do estado fundamental, e os niveis para energia maior
tornam-se, em geral, mais préoximos. Quando a temperatura absoluta é su-
ficientemente alta, e portanto a energia média do sistema é suficientemente
alta, o espacamento AFE entre os niveis em torno da energia média E ¢é pe-
queno comparado com a energia térmica k7', isto é, A << kT. Nesse caso
o fato de haverem niveis de energia discretos nao é particularmente impor-
tante, e a descrigao classica, com o teorema da equiparticao onde aplicavel,
é uma boa aproximacao. Por outro lado, quando a temperatura é suficiente-
mente baixa de modo que kT < AFE, a descrigao cldssica certamente nao é
aplicavel.
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Fig. 2. Diagrama esquemaético dos niveis de energia de um sistema.

6 Aplicagoes simples

Energia cinética média de uma molécula em um gas. Consideremos
uma molécula em um gas, nao necessariamente ideal, na temperatura T'. Se
essa molécula possui massa m e momento do centro de massa p = mv, sua
energia cinética de translacao é,

1
K= —@+p,+p2). 47
5 (s + 0, + p2) (47)

A energia cinética das outras moléculas nao envolve o momento p dessa
molécula particular. A energia potencial de interacao entre moléculas de-
pende apenas das coordenadas de posi¢ao, e certamente nao envolve p.
Portanto as condigoes essenciais do teorema da equiparticao sao satisfeitas.
Como (47) contém apenas trés termos quadréticos, o teorema da equipartigao
nos permite concluir imediatamente que,

_ 3
K = -kT (48)
2 bl
se o movimento do centro de massa pode ser tratado classicamente.
Para um géas ideal monoatomico a energia inteira é cinética, de modo que

a energia média por mol do gés é simplesmente,

_ 3 3
(+7) =2

O calor especifico molar a volume constante é entao,
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= (), -3 o

Movimento Browniano. Consideremos uma particula macroscépica de
massa m em um liquido a temperatura 7. Escolhemos o eixo z na direcao
do campo gravitacional, e consideremos v,, a componente x da velocidade
do centro de massa da particula. O valor médio de v, deve se anular por

simetria,

Uy = 0.

Mas é 6bvio que v, nao se anula sempre; ocorrem flutuacoes na velocidade.
De fato, o teorema da equiparticao pode ser aplicado aos termos da energia
do centro de massa como no exemplo precedente. Concluimos portanto que,

%mv%:%k‘T, ou U_%:%
A dispersao v_fc nessa componente da velocidade é portanto desprezivel quando
m é grande. Por exemplo, quando a particula é do tamanho de uma bola
de golfe, flutuacoes na velocidade sao essencialmente nao observaveis, e a
particula parece estar em repouso. Mas quando m é pequena, por exemplo,
quando a particula possui um diametro de cerca de um micron, v_g se torna
apreciavel e flutuacoes na velocidade podem facilmente ser observadas em um
microscopio. O fato de pequenas particulas desse tipo se moverem perpetua-
mente de forma aleatdria, foi observado primeiro por Brown, um botanico, no
ultimo século. O fendmeno é, portanto, chamado “movimento Browniano”.
Foi explicado teoricamente por Einstein em 1905 com base nas flutuacoes
térmicas intrinsecas resultantes da interacao da particula pequena com o
banho térmico, isto é, das colisoes aleatorias da particula com as moléculas
do liquido. O fenémeno foi historicamente importante na aceitagao da teoria
atomica de toda a matéria e da sua descricao estatistica.

Oscilador harmoénico. Consideremos um oscilador harmonico unidi-
mensional em equilibrio com um reservatério térmico na temperatura abso-
luta T'. A energia de um tal oscilador é dada por,

2
B = p— + 1:‘101’2 s
2m 2

em que o primeiro termo do lado direito é a energia cinética envolvendo o
momento p e a massa m, e o segundo termo é a energia potencial envolvendo
a coordenada da posicao = e a constante da mola k. Cada um desses termos

(50)
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é quadratico na respectiva variavel. Portanto o teorema da equiparticao leva
imediatamente as seguintes conclusoes, validas na aproximagao classica:

1 —
energia cinética média = —p? = kT,
2m 2
— 1
energia potencial média = émoxz = §kT.

Assim a energia total média é,

_ 1
E = kT + kT = kT . (51)

E instrutivo tratar esse exemplo por mecanica quantica como uma ilus-
tracao dos limites de validade da descricao classica. De acordo com a mecanica
quantica os possiveis niveis de energia do oscilador harmonico sao dados por,

B, =(n+1/2)hw, (52)

em que os possiveis estados do oscilador sao nomeados pelo niimero quantico
n, que pode assumir todos os valores inteiros,

n=20,1,2,3,...

Aqui A é a constante de Planck dividida por 27 e,

Ko
w=4/—, (53)
m
é a frequéncia angular classica de oscilacao. A energia média do oscilador é

entao dada por,

E=1= = ——=—-"1InZ, (54)
S Z 0p 0B
n=0
com,
Z=) o tn=) e, (55)
n=0 n=0
ou,
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7 = e—ﬁﬁw/2 Z e—n,Bﬁw — e—ﬂhw/2(1 + e—ﬁhw + e—25hw + .. ) )
n=0

Essa soma é uma série geométrica infinita, em que cada termo é obtido do
precedente como resultado da multiplicacdo por e #™. A soma pode ser
portanto calculada imediatamente,

1
_ —Bhw/2
Z=e [Ep—r (56)
ou,
InZ = —§Bhw—ln(1 —e ). (57)
Obtemos portanto,
_ 0 1 e P hey
E=—hZ=—-(—hw— ———
28 ( Tl 1—66M)’
ou,
_ 1 1
E=h|lz4+——].
(2+eﬁﬁw—l) (58)
Vamos investigar alguns casos limites. Quando,
hw
fhw=— << 1, (59)

kT
a temperatura ¢é tao alta que a energia térmica k7T é grande comparada com
a separacao hw entre niveis de energia. Esperamos entao que a descricao
cléssica seja uma boa aproximagao. De fato, se (59) é uma vilida, a ex-
ponencial pode ser expandida em uma série de Taylor, de modo que (58)
fica,

_ 1 1 1 1
E= [5+<1+5m+...>_1]“m[5+5—m]’
1
~ {g_m}
ou,
Fel_yr (60)
==,

de acordo com o resultado classico (51).
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Por outro lado, em baixas temperaturas,

BM:%>> 1, (61)

e temos ¢’ >> 1, de modo que (58) fica,

E = hw(1/2 4 ey (62)

Essa expressao é muito diferente do resultado da equipartigao (51), e se aprox-
ima propriamente da energia de “ponto zero” hw/2 do estado fundamental
quanto T" — 0.

7 Calores especificos dos sdélidos

Consideremos qualquer sélido simples, como cobre, ouro, aluminio ou dia-
mante. Seus dtomos sao livres para vibrar em torno de suas posicoes de
equilibrio. Essas vibragoe sao chamadas “vibragoes da rede”. Cada atomo
¢ especificado por trés coordenadas de posicao e trés coordenadas de mo-
mento. Como supomos vibracoes pequenas, a energia potencial de interacao
entre atomos pode ser expandida em torno das suas posicoes de equilibrio,
e é portanto quadratica nos deslocamentos atomicos das suas posicoes de
equilibrio. O resultado é que a energia total das vibracoes da rede pode
ser escrita, quando expressa em termos de “coordenadas de modos normais”
apropriadas, na forma simples,

3N, p? 1
E= N 63
> (3 5m) (63)

em que consideramos um mol de substancia, com N, sendo o numero de
Avogadro. O primeiro termo é a energia cinética total envolvendo os 3N,
momentos dos modos normais dos atomos, enquanto o segundo termo é a
energia potencial total envolvendo as 3N, coordenadas dos modos normais.
Os coeficientes k; sao constantes positivas. Portanto a energia total é a
mesma de 3N, osciladores harmonicos unidimensionais independentes. Se a
temperatura T € alta o bastante para que a mecanica classica seja aplicavel, e
a temperatura ambiente é em geral suficientemente alta para isso, a aplicacao
do teorema da equiparticao nos permite concluir imediatamente que a energia
total média por mol é,

E = 3N,[(kT/2) x 2],

ou,
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E = 3N,kT = 3RT . (64)

Portanto o calor especifico molar a volume constante é,

- () “an @

Esse resultado afirma que a temperaturas suficientemente altas todos os
sélidos simples possuem o mesmo calor especifico molar, igual a 3R (25
J/mol.K). Historicamente, a validade desse resultado foi primeiro descoberta
empiricamente e é conhecido como lei de Dulong e Petit. A tabela 1 mostra
valores medidos diretamente do calor especifico molar a pressdo constante
¢p, para alguns sélidos a temperatura ambiente. O calor especifico molar a
volume constante ¢y ¢ um pouco menor, cerca de 5%, como calculado no
exemplo numérico do capitulo 5.

Sélido Cp Sélido Cp
Cobre | 24,5 Aluminio 24.4
Prata | 25,5 | Estanho (branco) | 26,4
Chumbo | 26,4 | Enxofre (rombico) | 22,4
Zinco | 25,4 | Carbono (diamante) | 6,1

Tabela 1. Valores de ¢,, em J/mol.K, para alguns sélidos a 7' = 298 K.

Os argumentos acima nao sao, é claro, validos para sélidos a temperaturas
apreciavelmente baixas. De fato, a terceira lei leva ao resultado geral (cap.
5),

Cy —0, C,—0,

quando T — 0. Podemos obter uma ideia aproximada do comportamento de
cy em todas as temperaturas fazendo a suposicao, primeiro introduzida por
Einstein, de que todos os atomos no sélido vibram com a mesma frequéncia
angular w. Entdo k; = mw? para todos os termos em (63), e um mol do sélido
é equivalente a um conjunto de 3N, osciladores harmonicos unidimensionais
independentes. Esses podem ser tratados pela mecanica quantica, de modo
que sua energia total média é 3N, vezes a de um unico oscilador, eq. (58),

_ 1 1
E=3Nw(=+——).
3N, (2+eﬁhw_1) (66)

Portanto, o calor especifico molar do sélido com base nesse modelo simples
de Einstein é dado por,
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_ (9B _(9BY 05 _ 1 (0B
v (aT)V‘(w)VaT‘_kﬂ(aﬁ)v’

~ 3Naw {_ e h
( Y

kT? efhw — 1)2
ou,
Op\> O8/T
cy = 3R <?> m, (67)
com R = N,k e escrevemos,
hw ©
Phw = = .

introduzindo a “temperatura de Einstein” caracteristica,

Se a temperatura é tao alta que temos KT >> hw ou T >> Of, entao
Op/T << 1 e a expansao das exponenciais em (67) nos dd novamente o
resultado classico para T >> Op,

cv — 3R. (69)

Por outro lado, se a temperatura é tao baixa que temos kT << hw
ou T << Op, entao O/T >> 1 e o fator exponencial se torna muito
grande comparado com a unidade. O calor especifico se torna entao bastante
pequeno. Mais precisamente, para T' << O,

Op ’ —-0g5/T
CV—>3R T (& . (70)

Portanto o calor especifico deve se aproximar de zero exponencialmente
quanto 7" — 0. Experimentalmente o calor especifico se aproxima de zero
mais lentamente do que isso, de fato ¢y o< T quanto 7' — 0. A razao para
essa discrepancia é a aproximacao drastica de que todos os atomos vibram
com a mesma frequéncia caracteristica. Na realidade esse nao é o caso, mesmo
se todos os dtomos sao idénticos. A razao é que cada atomo nao vibra sep-
aradamente como se experimentasse uma forca devido aos dtomos vizinhos
estacionarios. Em vez disso, existem muitos modos diferentes de movimento
nos quais varios grupos de atomos oscilam em fase na mesma frequéncia. E
portanto necessario conhecer as varias possiveis diferentes frequéncias desses
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modos de oscilagao, isto é, os valores de todos os coeficientes k; em (63). Esse
problema sera considerado em grande detalhe no capitulo 10. Mas é quali-
tativamente claro que, embora T possa ser muito pequena, existem sempre
muitos modos de oscilagao, aqueles correspondentes a grupos de atomos sufi-
cientemente grandes movendo-se juntos, com uma frequéncia w tao pequena
que hw << kT. Esses modos ainda contribuem apreciavelmente para o calor
especifico e assim impedem ¢y de diminuir tao rapidamente como indicado
em (70).

Apesar disso, a bastante simples aproximacao de Einstein nos dd uma
descricao razoavelmente boa do calor especifico dos solidos. Ela também
torna clara a existéncia de um parametro caracteristico O g, que depende das
propriedades do sélido em consideragao. Por exemplo, se um sélido possui
atomos de pequena massa molecular e é relativamente incompressivel, isso
implica que cada oscilador possui uma massa pequena m e uma constante
eldstica ko grande, isto é, a mola é dura. Entao (53) mostra que a frequéncia
angular de vibragdo w dos dtomos é grande, ou que Op definido por (68)
¢ grande. Devemos entao ter temperaturas altas antes de o limite classico
cy = 3R ser alcancado. Isso explica porque um sélido como diamante, que
consiste de atomos de carbono relativamente leves e é bastante duro, possui a
temperatura ambiente um calor especifico ¢y que ainda é consideravelmente
menor do que o valor cldssico 3R (tabela 1). Portanto, para o diamante
um ajuste razoavelmente bom o experimento pode ser obtido escolhendo
Op = 1320 K (figura 3).
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Fig. 3. Dependéncia de ¢y com a temperatura de acordo com o modelo
de Einstein. Os pontos sao valores experimentais de ¢y para o diamante, o
ajuste com a curva sendo obtido para ©p = 1320 K. Para a maioria dos outros
solidos O ¢é proximo de O ~ 300 K. Isso corresponde a uma frequéncia de
vibragao w/2m &~ kOg/(27h) de cerca de 6,24 x 10'? ciclos/s, isto é, a uma
frequéncia da regiao do infravermelho do espectro eletromagnético.

Antes da introducao das ideias quanticas nao era possivel entender porque
os calores especificos molares dos sélidos ficam abaixo do valor da equiparticao
classico 3R em baixas temperaturas. Em 1907 a teoria de Einstein explicou
o mistério e ajudou a ganhar aceitacao para os novos conceitos quanticos.

8 Calculo geral da magnetizacao

Vimos um exemplo simples de paramagnetismo no capitulo 6. Aqui vamos
discutir o caso geral de spin arbitrario.

Consideremos um sistema de N atomos nao interagentes em uma substancia
a temperatura 7', e colocado em um campo magnético externo H na direcao
z. Entao a energia magnética de um atomo pode ser escrita como,

e=—pom.H. (71)
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Aqui m é o momento magnético do atomo. Ele é proporcional ao momento
angular total AJ do atomo, e é convencionalmente escrito na forma,

m = g/pJ | (72)

em que p, ¢ uma unidade padrao de momento magnético, usualmente o
magnéton de Bohr, u, = eh/2m = 9,27 x 1072* J/T, m sendo a massa do
elétron, e onde g é um nimero da ordem de um, o chamado fator g do atomo.

Observagao. Estritamente falando, o campo magnético H em (71) é o
campo magnético local agindo sobre o atomo. Nao é o mesmo que o campo
magnético externo, pois inclui também o campo magnético produzido por
todos os outros atomos. Correcoes convenientes para a diferenga podem ser
feitas por argumentos usuais da teoria eletromagnética. A distin¢ao entre
campo externo e local torna-se menos importante quando a concentracao
dos atomos magnéticos é pequena.

Combinando (71) e (72) obtemos,

e = —gpopwd « H = —gpouHJ,, (73)

pois H aponta na direcao z. Em uma descrigao mecanico-quantica os valores
que J, pode assumir sao discretos, e dados por,

J,=m,
com m podendo ter os valores entre —J e +.J, variando em nimeros inteiros,
isto é,
m=—-J,—-J+1,—-J+2,....J—-1,J. (74)

Portanto existem 2.J + 1 valores possiveis de m correspondentes aquelas
muitas possiveis projecoes do vetor momento angular ao longo do eixo z.
Devido a (73), as possiveis energias magnéticas do dtomo sao entao,

Em = —glopHM . (75)

Por exemplo, se J = 1/2, como seria o caso para um a4tomo com um unico spin
de elétron resultante, existem apenas duas possiveis energias correspondentes
am = +1/2. Esse caso simples foi tratado no capitulo 6.

Fig. 4. Orientacao relativa do momento angular J em relacao a H.

A probabilidade P,, de que um atomo esteja no estado m é dada por,

26



P, e Pem — oPgpoppHm

A componente z do momento magnético nesse estado é, por (72), igual a,

[ = gHpm .

A componente z do momento magnético médio de um atomo é portanto,

J
Z eB9rops Hm (gubm)

_ m=—J

A, = . . (76)

eﬁguoume

m=—J
Aqui o numerador pode convenientemente ser escrito como uma derivada em
relacao ao parametro externo H, isto é,

J

1 0Z
BypoppHm — a
E e m) = — ,
=, (gpmm) B ouoH
com,
J
7, = E ’ eﬁguoume7 (77)

m=—J

sendo a funcao de particao de um &tomo. Portanto, (76) fica,

1 9Z, 10z,

[, = =— ) 78
T BZ, 0t B ool (7%)
Para calcularmos Z, introduzimos a abreviacao,
gropwH
= H="—— 79
n = Bypotis T (79)

que é um parametro adimensional que mede a razao da energia magnética
glopsH , que tende a alinhar o momento magnético, para a energia térmica
kT, que tende a manter o momento alinhado aleatoriamente. Entao (77) fica,

J
Ly, = Z e = f e 4 e
m=—J
que ¢é simplesmente uma série geométrica finita, onde cada termo ¢ obtido
do precedente multiplicando por e®. Isso pode ser imediatamente somado
para nos dar,
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e—nJ _ en(J—H)

o

Isso pode ser escrito de forma mais simétrica multiplicando o numerador e o
denominador por e~"/2. Entéo,

Ly =

6*77(J+1/2) _ en(J+1/2)

a =

Y

6_77/2 — 677/2
ou,

_ senh[n(J +1/2)]

7, = , 80
senh [n/2] (80)
onde usamos a definicao de seno hiperbdlico,
Y _ e
senhy = % (81)
Portanto,
In Z, = Insenh [n(J + 1/2)] — Insenh [n/2]. (82)
Por (78) e (79) obtemos entao,
_ OlnZz, (J +1/2) coshn(J +1/2)] 1 coshln/2]
He = OuoH I senh [n(J + 1/2)] 2senh [n/2] ]’
ou,
fz = g,UbJBJ<77) ) (83)
com,
1 1
Bj(n) = 5 {(J +1/2) cothn(J + 1/2)] — 3 Coth[n/Q]} . (84)

A fungao Bj;(n) é chamada “funcdo de Brillouin”. Vamos investigar seus
limites para grandes e pequenos valores do parametro 7.
A cotangente hiperbdlica é definida por,

cothy = coshy eV+e™

senhy eV —e ¥

Para y >> 1,
eV <<e’, e cothy=1. (86)
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Por outro lado, para y << 1, tanto e¥ e e”¥ podem ser expandidas em séries
de poténcia. Retendo todos os termos quadraticos em y,

coshy e’ +e™

cothy = senhy eV —e ¥’

I4+y+2+.. )+ 1 —y+iy*+..)
I+y+i+. ) —(1—y+32+..)"
242+ ... 14374
2+ 3P+ g+ i+

1 1 1 -1
= (14+=>+... )= (1+=0%+...
(rgree )y (e )

1 1 1
= (144 )= (1= +...
(ezte )5 (=)
1
Y

Assim, para y << 1,

cothy = — +

wlw
—~
(0]
~J
~—

1
Y
Aplicando esses resultados a fun¢ao By(n),

Bj(n) = %_(J+1/2)—%]:1, n>>1,
[ 1 n(J +1/2) 1/ 1 n/2

mn = 5|0+ () s (et )]

L1 (T +1/2)? 1 7

Sy

_ 1'W+_1/2>2_£}

- J | 3 12

= %ny n<<l,

(88)

A figura 5 mostra como Bjy(n) depende de n para varios valores de J.
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Fig. 5. Dependéncia da func¢do de Brillouin B;(n) no argumento n para
diversos valores de J.

Se ha N, atomos por unidade de volume, o momento magnético médio
por unidade de volume, ou magnetizagao, fica, por (83),

M, = Noji. = NogpwJBs(n) . (89)

Sen<<1,

| 1 2uoH

e temos M, x n o< H/T. Podemos escrever essa relagao na seguinte forma,

(90)

- gpotnH
M, =y, o 91
X T (91)

A constante de proporcionalidade, a susceptilidade y, é dada por,

1 (ghp)* 1o
= —N, 1) —.
X 3 oJ(J+ 1) T

Portanto, temos y oc 77!, um resultado conhecido como lei de Curie.
Por outro lado, se n >> 1,

(92)
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J Ghops H
kT
Obtemos o comportamento de saturacao, em que cada atomo possui o maximo
valor possive.l da componente z do momento magnético, gpupJ.
Embora os resultados gerais (89) e (91) sejam muito importantes, todas
as ideias fisicas sao exatamente as mesmas discutidas no capitulo 6 para o
caso simples especial de J = 1/2. Notemos que nossa discussao é igualmente
valida se o momento angular total J e o momento magnético pu do dtomo sao
devidos a elétrons nao pareados do atomo, como no gadoinio e no ferro, ou se
o atomo nao possui elétron nao pareado e J e pu dao devidos unicamente ao
nticleo do 4tomo, como em He? ou no fond F~. A diferenca é de magnitudes.
No primeiro caso p é da ordem do magnéton de Bohr. Mas no segundo caso o
momento magnético é menor aproximadamente pela razao das massas entre o
elétron e o nicleon. Isto é, da ordem de um magnéton nuclear, cerca de 1000
vezes menor que o magnéton de Bohr. Nuclear paramagnetism é portanto
cerca de 1000 vezes menor que o paramagnetismo eletronico. Assim, ele
requer uma temperatura absoluta cerca de 1000 vezes menor para obtermos
o mesmo valor da orientacao preferencial do spin nuclear, ao longo de um
campo magnético aplicado, do que precisamos no caso do spin eletronico.

M., = Nygpu >> 1. (93)

7 T | T | T | T

<|,1Z>/pb

w N
1
L

— 3/2

IH 7/2 _




Fig. 6. Grafico do momento magnético médio fi, de um fon, em unidades do
magnéton de Bohr py,, em fungao de poH/T em Tesla/K. As curvas sélidas
sao funcgoes de Brillouin. Em todos os casos, J = S, o spin eletronico total
do ion, e g = 2.

9 A distribuicao de velocidades de Maxwell

Consideremos uma molécula de massa m em um gas diluido. O gés pode
possivelmente consistir de varios tipos diferentes de moléculas. A molécula
em consideracao pode também ser poliatomica. Denotamos a posi¢ao do
centro de massa da molécula por r, e o momento do seu centro de massa por
p- Se forcas externas, como a gravidade, podem ser desprezadas, a energia
dessa molécula ¢ igual a,

P’ (int)
— int 94
€ v + e , (94)

em que o primeiro termo no lado direito é a energia cinética do movimento
do centro de massa. O segundo termo estd presente apenas se a molécula
nao é monoatomica, e designa a energia interna de rotacao e vibragao dos
atomos em relacao ao centro de massa da molécula. Como o gés é suposto ser
suficientemente diluido para ser considerado ideal, qualquer energia potencial
de interacao com outras moléculas é suposta ser desprezivel. Portanto € nao
depende de r.

Os graus de liberdade translacionais podem ser tratados classicamente
com excelente aproximacao, se o gas é diluido e se as temperaturas nao sao
muito baixas. Os graus internos de liberdade devem usualmente ser tratados
por mecanica quantica. O estado da molécula pode ser descrito especificando
que a posi¢ao do centro de massa da molécula esta no intervalo entre r e r+dr,
isto é, em um elemento de volume de magnitude d°r = dxdydz préximo da
posicao r. Entao o momento do seu centro de massa esta no intervalo entre
P ¢ p + dp, isto é, dentro do elemento de volume no espago de momento
d’p = dp,dp,dp, préximo do momento p. O estado de movimento interno
da molécula é denotado por um numero quantico s que corresponde a ener-
gia interna ™ Essa molécula particular estda em interacao fraca com todas
as outras moléculas que atuam, portanto, como um reservatorio de calor na
temperatura T do gas. Se o gés é suficientemente diluido, podemos também
pensar em termos classicos e focar nossa atengao sobre a molécula particu-
lar como uma entidade distinguivel. Portanto a molécula satisfaz todas as
condicoes de um sistema pequeno distinto em contato com um reservatorio
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térmico, e assim obedece a distribuicao canonica. Obtemos enao para a prob-
abilidade P;(r, p)d®rd®p de encontrar a molécula com varidveis do centro de
massa nos intervalos entre r e r+dr e entre p e p+dp, e com energia interna
especificada por s,

Pk p (int)y o
P,(r,p)dPrd’p o e Pl?/2mtes t ldPrd®p |
(int)

x e Pme= B Prp (95)

A probabilidade P(r,p)d°rd®p de encontrar a molécula com varidveis do
centro de massa nos intervalos entre r e r + dr e entre p e p + dp, inde-
pendentemente do seu estado interno, é obtida somando (95) sobre todos os

. , . _pelint) o ~
estados internos possiveis s. A soma sobre o fator e #% ~ contribui entdo
apenas com uma constante de proporcionalidade, de modo que o resultado
de somar (95) é simplesmente,

P(r, p)dPrd®p o e PP’ Prdp . (96)

Isso é idéntico, é claro, ao resultado obtido no capitulo 6, sob condi¢oes menos
gerais.

Se multiplicamos (96) pelo ntimero total N de moléculas do tipo em con-
sideracao, obtemos o niimero médio de moléculas nesse intervalo de posicao
e momento. Vamos expressar o resultado em termos da velocidade v =
bp/m do centro de massa da molécula. Para o tipo de molécula em consid-
eracao definimos,

f(r,v)d®rd®>v = nimero médio de moléculas com posigao do centro de
massa entre r e r + dr, e velocidade entre v e v + dv.

Entao (96) nos da,

F,v)dPrd®v = Ce P2 Prady | (97)

em que C' é uma constante de proporcionalidade que pode ser determinada
pela condi¢ao de normalizagao,

T 3]:' 3 = .
/(r) /(U)f( Vdrdv = N (98)

Assim, somando sobre as moléculas com todas as velocidades possiveis v de
—00 a 00, € com todas as possiveis posi¢oes r no volume V' do recipiente, de-
vemos obter o nimero total de moléculas. Substituindo (97) em (98) obtemos
entao,
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C/ / e PP Pridy = N (99)
(r) J(v)

Como f ndo depende de r, a integragao sobre essa variavel nos da simples-
mente o volume V. O resto da integragdo é semelhante a que leva a (13).
Logo (99) nos d4,

* 2 3 om \ %2
cVv ( / e_ﬁ(m%/?)dvx) =CV (—) =N,
o pm

3/2
C:n(ﬁ—m) : nzg, (100)

ou,

27

em que n é o numero total de moléculas desse tipo por unidade de volume.
Portanto (97) fica,

Bm 3/2 ,
f(V)dPrd*v =n (2—> e P2 Brddy | (101)
T
ou,
3 13es m_\3/2 —mw?/2kT 33.. 73
f(v)d’rd’v =n S kT e d’rd’v . (102)
T

Omitimos a variavel r no argumento de f, pois f nao depende de r. Essa
condicao deve, é claro, ser verdadeira a partir de consideracoes de simetria,
pois nao ha posicao preferencial no espaco na auséncia de forcas externas.
Além disso, vemos que f depende apenas da magnitude de v, isto é,

f(v) = f(v), (103)

com v = |v|. Novamente isso é ébvio por simetria, pois ndo ha diregao
preferencial eum uma situagdo em que o recipiente, e portanto também o
centro de massa do géas, é considerado estar em repouso.

Se (102) é dividido pelo elemento de volume d®r, obtemos,

f(v)d*>v = nimero médio de moléculas por unidade de volume, com ve-
locidade do centro de massa no intervalo entre v e v 4 dv.

A equagao (102) ¢ a distribui¢ao de velocidades de Maxwell para uma
molécula de um gas diluido em equilibrio térmico.
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10 Distribuicoes de velocidade relacionadas e
valores médios

Distribuicao de uma componente da velocidade. Virias outras dis-
tribuicoes de interesse fisico seguem imediatamente de (102). Por exemplo,
podemos estar interessados na quantidade,

g(vy) = dv, = nimero médio de moléculas por unidade de volume com
componente x da velocidade no intervalo entre v, e v, + dv,, independente-
mente dos valores das outras componentes da velocidade.

Claramente, obtemos isso somando todas as moléculas com componente
x da velocidade nesse intervalo, isto é,

g(vw)dvx:/( ) )f(v)d3v, (104)

em que somamos sobre todas as possiveis componentes y e z da velocidade

das moléculas. Por (102),
3/2
/ / efmv2/2de3V’
(vy) /(v2)

3/2 / / e—m(vg+v§+v§)/2devzdvydvz’
(vy) J (vz)

_ n( m )3/2 e_mv‘%/QdeUx/ / e—m(vg—&-vg)/%sz]ydvz7
(vy) /(vz)

2
V2 ity < 27rk:T) |

g(vg)dv, = n

m

ou,

1/2 )
g(vg)dv, =n <27:7§T) e~m/ 2T gy (105)

Obviamente, essa expressao é normalizada, logo,

—00
A equagao (105) mostra que cada componente da velocidade é distribuida
com uma distribuicao Gaussiana simétrica em torno do valor médio,

7, =0. (107)
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E fisicamente claro que v, = 0 por simetria, pois a componente x da ve-
locidade de uma molécula possui a mesma probabilidade de ser positiva ou
negativa. Matematicamente esse resultado segue de,

1 o0
Vg = — ) VadUy .
0 n/ g(vg)vzdv

—00
O integrando é uma funcao impar de v,, isto é, muda de sinal quando v,
muda de sinal, porque g(v,) é uma fungao par de v,, isto é, ndo muda de
sinal sob essa operacdo, pois depende apenas de v2. Portanto, contribuigoes
para a integral de +v, a —v, cancelam-se entre si. Um argumento semelhante
mostra imediatamente que,

vk =0, Fkinteiro fmpar. (108)

Obviamente, v2 é intrinsecamente positivo e é, por (107), a dispersao de
v,. Por integragao direta, usando (105), ou lembrando as propriedades da
distribuicao Gaussiana estudadas no capitulo 1, segue que,

<

— 1 /°° kT
2 2 _
== g(vy)vidv, = —. (109)
Toon ) T m

O mesmo resultado segue, é claro, também imediatamente do teorema da
equiparticao, de acordo com,

1 1

—mv? = —kT.

2 2

Portanto a largura quadratica média da Gaussiana (105) é dada por A*v, =
VET/m. Quanto menor a temperatura, mais estreita serd a largura da
funcao de distribuigao g(v.).

Nao ¢é necessario dizer, mas exatamente o mesmo resultado segue para v,
e v,, pois todas as componentes da velocidade sao, pela simetria do problema,
completamente equivalentes.

Notemos também que, como v? = v? + UZ + %, a equagao (102) pode ser
escrita na forma,

Loty — {g(vmdvx] {g(vwdvy} {g(v»dvz] |

n n

Isso significa que a probabilidade de a velocidade estar no intervalo entre v e
v—+dv éigual ao produto das probabilidades de as componentes da velocidade
estarem nos respectivos intervalos. Portanto, as componentes individuais da
velocidade comportam-se quantidades estatisticamente independentes.
Distribuicao da velocidade. Outra quantidade de interesse fisico é,
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F(v)dv = nimero médio de moléculas por unidade de volume com veloci-
dade v = |v| no intervalo entre v e v + dv.

Claramente obtemos essa quantidade somando todas as moléculas com
velocidade nesse intervalo, independentemente da direcao da velocidade. Por-
tanto,

F(v)dv = //f(v)d?’v,

em que a integral ¢é feita sobre todas as velocidades, satisfazendo a condicao,

v<|v]<v+dv,

isto é, sobre todos os vetores velocidade que terminam no espago de veloci-
dades dentro de uma casca esférica de raio interno v e raio externo v + dwv.
Como f(v) depende apenas de |v|, essa integracao é igual a f(v) multiplicada
pelo volume 47v2dv dessa casca esférica. Portanto,

F(v)dv = 4 f(v)vido . (110)
Usando (102), essa expressao fica,
m 3/2 2
F — 4 < ) 2 _—mwu /QkT ) 111
(v)dv = 4mn 5T, V¢ dv (111)

Esta é a distribuicao de Maxwell das velocidades. Notemos que ela possui
um maximo pela mesma razao responsavel pelo maximo encontrado em nossa
discussao geral de mecanica estatistica. Se v aumenta, o fator exponencial
diminui, mas o volume do espago de fase disponivel para a molécula é propor-
cional a v? e aumenta. O resultado ¢ um maximo mais suave. A expressao
(111) é, obviamente, normalizada,

/OO F(v)dv=mn. (112)

Fig. 7. Distribuicao de Maxwell de uma componente da velocidade molecu-
lar.

Fig. 8. Representacao em duas dimensodes da casca no espago de velocidades,
contendo todas as moléculas com velocidade v no intervalo v < |v| < v+ dv.
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Fig. 9. Distribuigado de Maxwell das velocidades moleculares, F'(v)/n em
fungao de v/v. A velocidade v é expressa em termos da velocidade v =

(2kT/m)'/? em que F é méximo. Consideramos o gas Hy, com massa molec-
ular 2 g/mol, e T'= 300 K.

Valores médios. E novamente de interesse calcular alguns significantes
valores médios. A velocidade média é claramente positiva, pois v = |v| é
intrinsecamente positiva. E dada por,

:%///f(v)vd?’v, (113)

em que a integracao é feita sobre todas as velocidades, ou equivalentemente

por,
1=
v:—/ F(v)vdv,
nJo

em que a integracao é sobre todas as velocidades. Obtemos entao,

vo= / f(v v47w2dv——/ fv)vido,
3/2 )
— Arx ( ) —mu? /2K, 3
onkT /0 ‘ @,
= (i) i)
- \omkr) 2 \2%kT)
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Portanto,

@:\/%—T. (114)
™m

Por outro lado, a velocidade quadratica média é,

V2= %/f(v)degv = 4% /000 fv)vido. (115)

Podemos novamente integrar usando os resultados do capitulo 1, mas uma
forma mais rapida lembrando que,

1
émzﬂ = §m(v§ + 02 +v2).

Assim, pelo teorema da equipartigao, ou usando o argumento de simetria
v2 = vZ =02, de modo que v? = 3vZ, uma quantidade ji calculada em (109),
temos,

1 —
—mu? = §kT,
2
ou,
— kT
o= (116)
m

A velocidade quadratica média é entao,

— kT
Vgm = V2 = 3— (117)

m

Finalmente, podemos perguntar pela velocidade mais provéavel v da molécula,
isto é, a velocidade para a qual F'(v) em (111) é um méaximo. Esta é dada
pela condicao,

dF
— =0,
dv
isto é,
Que M /2KT 4 2 (_kﬂTU> oMV /2KT _ 0,
ou,
2kT
V="
m

Portanto v é dada por,
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b= \/? (118)

Todas essas diversas velocidades sdo proporcionais a (kT /m)'/2. Por-
tanto a velocidade molecular aumenta com a temperatura. E para uma dada
temperatura, uma molécula com massa maior possui velocidade menor. As
varias velocidades que calculamos sao tais que suas razoes,

Ugm 1010,
sao proporcionais a,
8
V3= V2,
s
ou a,
1,224 : 1,128 : 1.

Para nitrogénio (N2) a temperatura ambiente (300 K) encontramos por (117),
usando m = 28/(6 x 10%) g,

Vgm = 5 x 10*cm/s ~ 500m/s,

um nmero da ordem da velocidade do som no gas.

11 Numero de moléculas atingindo uma su-
perficie

E possivel discutir um nimero de situagoes fisicas interessantes considerando
o movimento de moléculas individuais em detalhe. Argumentos detalha-
dos desse tipo constituem o assunto do que usualmente chamamos “teoria
cinética”. Como vamos por enquanto nos restringir a situagoes de equilibrio,
nossas consideragoes serao bem simples.

Vamos focar nossa atengao em um gas diluido em um recipiente e fazer
a seguinte questao: Quantas moléculas por unidade de volume atingem uma
unidade de area da parede dese recipiente? Essa questao estd muito préxima
de outra questao de interesse fisico: Se ha um pequeno orificio na parede do
recipiente, quantas moléculas irao passar pelo orificio por unidade de tempo?

Calculo aproximado. Para entendermos as caracteristicas essenciais
da situacao, é adequado adotar um ponto de vista aproximado bastante sim-
plificado. Imaginemos que o recipiente é uma caixa na forma de um par-
alelepipedo, com a area de uma das paredes sendo A. Quantas moléculas
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por unidade de tempo atingem essa parede? Supomos que existem nesse
gads n moléculas por unidade de volume. Como todas elas se movem em
direcoes aleatorias, podemos dizer aproximadamente que um tergo delas, ou
n/3 moléculas por unidade de volume, possuem suas velocidades em uma
direcao predominantemente ao longo da direcao z, escolhida como sendo
normal a parede em consideracao na figura 10. Metade dessas moléculas,
isto é, n/6 moléculas por unidade de volume, possuem sua velocidade na
direcao +z, de modo que elas podem atingir a parede em consideragao. Se a
velocidade média das moléculas é v, essas moléculas percorrem em um tempo
infinitesimal dt uma distancia média vdt. Portanto todas as moléculas com
velocidade v na direcao z que estao na distancia vdt da parede, irao em um
tempo dt atingir a parede. Aquelas que estao a uma distancia maior do que
odt ndo irdo. Obtemos portanto o resultado que [o nimero de moléculas que
atingem a parede de drea A no tempo dt] é igual a [0 nimero de moléculas
que possuem velocidade v na direcao z e estao contidas no cilindro de volume
Awdt], isto é, é dado por,

(%) (Avdt) . (119)

O nrhero total &y de moléculas que atingem uma unidade de area da parede
por unidade de tempo, isto é, o “fluxo” molecular total, é entao obtido di-
vidindo (119) pela drea A e pelo intervalo dt. Portanto,

1
g~ (120)

Fig. 10. Moléculas colidindo com uma parede.

Enfatizamos que esse resultado foi obtido por um argumento muito aprox-
imado, no qual nao consideramos em qualquer detalhe a distribuicao de ve-
locidade das moléculas, nem em magnitude nem em diregao. Apesar disso, ar-
gumentos desse tipo sao muito uteis porque podem mostrar as caracteristicas
essenciais de um fenomeno, sem a necessidade de fazer calculos exatos que
provavelmente sdo muito mais trabalhosos. Portanto o fator 1/6 em (120) néo
é para ser considerado muito seriamente. Deve haver algum fator numérico
da ordem de 1/6, mas seu valor exato certamente deve depender da forma
particular em que as varias médias sao calculadas. De fato, o calculo exato
nos déd um fator 1/4 em vez de 1/6. Por outro lado, a dependéncia essen-
cial de ®y com n e v deve ser correta, isto é, ®y o< nv. Portanto (120) faz
a afirmacao bastante plausivel de que ¢, aumenta proporcionalmente se a
concentracao de moléculas aumenta ou se sua velocidade aumenta.
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A dependéncia de &y com a temperatura T e a pressao média p do gas
segue imediatamente de (120). A equagao de estado nos dé,

_ p
= nkT ==, 121
p=nkT, onn=L (121)
Além disso, pelo teorema da equiparticao,
1 3
—muv? = kT,
2
de modo que,
o kT
0 0 Vg 0\~ (122)
Portanto (120) implica em,
By oc —L— . (123)

vmT

Calculo exato. Consideremos um elemento de area dA da parede do
recipiente. Escolhemos o eixo z ao longo da normal a esse elemento de area
(figura 11) Consideremos primeiro aquelas moléculas na vizinhanga imediata
da parede, cuja velocidade se encontra no intervalo entre v e v + dv. Isto é,
a velocidade é tal que sua magnitude esta no intervalo entre v e v 4+ dv, sua
diregao esta especificada pelo angulo polar # em relagao a normal, ou o eixo
z, no intervalo entre 6 e 6 + df, e seu angulo azimutal ¢ esta no intervalo
entre ¢ e ¢ + dy.

Fig. 11. Moléculas com velocidade entre v e v + dv, colidindo com um
elemento de area de uma parede. Notemos que a altura do cilindro vai a zero
se dt — 0.

Moléculas desse tipo sofrem um deslocamento vdt no intervalo de tempo
infinitesimal dt. Portanto todas as moléculas desse tipo que estao em um
cilindro infinitesimal de area transversal dA e de comprimento vdt, fazendo
um angulo ¢ com o eixo z, irdo atingir a parede no intervalo dt. As moléculas
fora desse cilindro nao. O volume desse cilindro é dAvdt cos @, enquanto o
nimero de moléculas por unidade de volume nesse intervalo de velocidades
é f(v)d3v. Portanto, [0 nimero de moléculas desse tipo que atingem a 4rea
dA da parede no tempo dt] = [f(v)d®v][dAvdt cos §]. Dividindo pela drea dA
e pelo intervalo dt obtemos para,
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®(v)d*>v = niimero de moléculas com velocidade entre v e v + dv, que
atingem uma unidade de drea da parede por unidade de tempo,

a expressao,
O(v)d*v = d*v f(v)vcosh. (124)

Seja Py = o numero total de moléculas que atingem uma unidade de area
da parede por unidade de tempo.

Isto é simplesmente dado pela soma de (124) sobre todas as possiveis
velocidades que uma molécula pode ter e que podem fazer com que ela colida
com o elemento de area. Isto significa que temos que somar sobre todas as
possiveis velocidades 0 < v < 0o, todos os angulos azimutais 0 < ¢ < 27, e
todos os angulos # no intervalo 0 < 6 < 7/2. As moléculas com 7/2 < 0 <7
possuem velocidade dirigida para longe da parede e portanto nao colidem
com ela. Em outras palavras, temos que somar sobre todas as velocidades
possiveis v com a restricao de que a componente da velocidade v, = vcosf >
0, pois moléculas com v, < 0 ndo colidem com o elemento de area. Temos
portanto,

o) = / d*vf(v)vcosf. (125)
vy >0

Os resultados (124) e (125) sao geralmente validos mesmo se o gas nao esta
em equilibrio, embora f possa entao também ser uma funcao de r e t. Mas
se consideramos um gés em equilibrio térmico, f(v) = f(v) é uma fungao
apenas de |v|. O elemento de volume no espago de velocidades pode ser
expresso em coordenadas esféricas,

d*v = v*dv(sen 0dOdy)

com sen 0dfdyp = dS) sendo o elemento de angulo sélidio. Portanto (125) fica,

oy = / v*dvsen 0dfdy f (v)v cos @,
vz >0

0o w/2 2r
= / f(v)v3dv/ sen 6 cos QdQ/ dp.
0 0 0

A integragdo em ¢ nos da 27, e a integragao em 6 nos dé 1/2. Portanto,

by = W/OOO f)wido. (126)

43



Isso pode ser expresso em termos da velocidade média jé calculada em (113).

Assim,
- 1 . 1 o) T 2m )
v=— | dvflv)v=— (vdvsen 0dOdyp) f (v)v ,
n nJjo Jo Jo

’—4—7T h v)vido
- rwpa, (127)

pois a integragao sobre € e ¢ é igual ao angulo sélido total 47 em torno do
ponto. Portanto (126) pode também ser escrita como,

ou,

1
P = Jno. (128)
Esse resultado rigoroso pode ser comparado com nossa estimativa anterior
bastante aproximada em (120). Vemos que essa difere apenas por um fator
2/3.
A velocidade média ja foi calculada da distribui¢ao de Maxwell em (114).
Combinando com a equagao de estado (121) obtemos para (128),

p

by = ——.
2mmkT

(129)

12 Efusao

Se um orificio, ou fenda, suficientemente pequeno é feito na parede de um
recipiente, o equilibrio do gas dentro do recipiente é perturbado de uma
forma desprezivel. Nesse caso o niimero de moléculas que atravessa o orificio
pequeno é o mesmo que o nimero de moléculas que atingiria a area ocupada
pelo orificio se ele estivesse fechado. O processo em que moléculas atravessam
um pequeno orificio é chamado “efusao”.

Podemos perguntar qual deve ser o valor do diametro D do orificio, ou
da largura D da fenda, para que nao haja efeito apreciavel no estado de
equilibrio do gas. A dimensao tipica com que devemos comparar D é o “livre
caminho médio” [, isto ¢, a distancia média que uma molécula no gas percorre
antes de de sofrer uma colisao com outra molécula. O conceito livre caminho
médio serd discutido em grande detalhe no capitulo 12. Aqui é suficiente
fazer o comentario 6bvio que, em uma dada temperatura, [ é inversamente
proporcional ao nimero de moléculas por unidade de volume. A temperatura
ambiente e pressao atmosférica, [ ~ 107° cm em um gés tipico. Se D << I,
o orificio pode ser considerado como muito pequeno. Nesse caso, moléculas
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irao atravessar o orificio se suas velocidades estao na direcao correta. Quando
poucas moléculas escapam pelo orificio, as moléculas restantes no recipiente
sao pouco afetadas, pois [ é grande. Esse é o caso da “efusao”.

Por outro lado, se D >> [, moléculas sofrem colisoes frequentes umas com
as outras dentro de distancias da ordem da dimensao do orificio. Quando
algumas moléculas atravessam o orificio (figura 12), as moléculas atrds delas
estao em uma situacao apreciavelmente diferente. Elas nao continuam mais
colidindo com as moléculas a direita, que atravessaram o orificio, mas contin-
uam colidindo com as moléculas a esquerda. O resultado é que as moléculas
proximo do orificio experimentam, em virtude desses impactos moleculares
continuos, uma forca resultante para a direita que faz com que elas adquiram
uma velocidade de deriva na direcao do orificio. O movimento coletivo resul-
tante de todas essas moléculas movendo-se juntas é andlogo ao fluxo de agua
através do orificio em um tanque. Nesse caso nao temos efusao, mas “fluxo
hidrodinamico”.

Vamos considerar a situacao em que o orificio é suficientemente pequeno
para que as moléculas atravessem o orificio por efusao. Se um vacuo é man-
tido fora do recipiente, as moléculas em efusao podem ser colimadas por
fendas adicionais, de modo que obtemos um “feixe molecular” bem definido.
Esses feixes moleculares tém sido extensivamente usados em investigacoes em
fisica experimental, pois fornecem uma possibilidade de estudar moléculas in-
dividuais sob circunstancias em que as interagoes entre elas sao despreziveis.
O numero de moléculas que possuem velocidade no intervalo entre v e v+dv, e
que emergem por segundo de um pequeno orificio de drea A, em um intervalo
de angulo sélido df) na dire¢ao 6 ~ 0 é dado por (124) como,

AD(V)dPv ~  A[f(v)vcosb](vidvdSQ),
~ f)0PdvdQ ~ e ™ T3 duds) . (130)

Notemos que essa expressao envolve o fator v3, em vez do fator v? que ocorre

na distribuigao de velocidades de Maxwell (111).

Experimentos com um feixe molecular desse tipo podem fornecer um teste
direto da distribuicao de velocidades de Maxwell, verificando a predicao
(130). A figura 13 mostra um arranjo experimental que tem sido usado.
Atomos de prata sao produzidos por evaporacao em um forno, e emergem
através de uma fenda estreita para formar um feixe molecular. Um tambor
cilindrico oco girando, com uma fenda, gira rapidamente em torno do seu eixo
e ¢é localizado na frente do feixe. Quando moléculas entram pela fenda no
tambor, uma molécula rapida requer menos tempo que uma molécula lenta.
Como o tambor estd permanentemente girando, os atomos de prata deposi-
tados na superficie interior oposta do tambor, distribuem-se nessa superficie
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de acordo com sua distribuicao de velocidades. Portanto, uma medida da
espessura do depdsito de prata como uma funcao da distancia ao longo da
superficie do tambor, fornece uma medida da distrituicao de velocidades
moleculares.

Um método mais preciso para determinar a distribuicao de velocidades en-
volve o uso de um seletor de velocidades semelhante em principio de operacao
com os usados na espectroscopia de tempo de voo de neutrons, ou pela de-
terminacao da velocidade da luz na roda de Fizeau. Nesse método o feixe
molecular emerge de um orificio e é detectado por um equipamento conve-
niente na outra extremidade do aparelho. O seletor de velocidades é colocado
entre a fonte e o detector, e consiste no caso mais simples, de um par de discos
montados sobre um eixo comum, que pode ser girado com velocidade angular
conhecida. Os discos sao idénticos e possuem varias aberturas na sua perife-
ria, de modo que os discos em rotacao agem como duas venezianas que estao
alternadamente abertas e fechadas. Quando os discos estao propriamente
alinhados e nao estao girando, todas as moléculas podem alcancar o detector
passando pelas aberturas correspondentes nos discos. Mas quando os discos
estao em rotagao, moléculas que passam por uma abertura no primeiro disco
podem atingir o detector apenas se sua velocidade é tal que [o tempo de vdo
necessario para alcangar o segundo disco] é igual a [0 tempo necessério para
a proxima abertura no disco girar até a localizacdo da abertura originall.
De outro modo elas atingem a parte sélida do segundo disco e sao paradas.
Portanto, diferentes velocidades angulares de rotacao dos discos permitem
moléculas de diferentes velocidades alcancar o detector. Medidas do ntimero
relativo de moléculas chegando por segundo permitem uma verificagao di-
reta da distribui¢ao de velocidades moleculares. A validade da distribuicao
de Maxwell tem sido bem confirmada por esses experimentos.

Fig. 12. Formagao de um feixe molecular por moléculas em efusao.

Fig. 13. Um equipamento de feixe molecular para estudar a distribuigao
de velocidades de atomos de prata (Ag). Os dtomos de prata grudam na
superficie apds o impacto.

A equacgao (123) mostra que a taxa de efusao de uma molécula depende
da massa da molécula, moléculas mais leves sofrendo mais efusao do que
moléculas pesadas. Isso sugere a aplicacao da efusao como método de sep-
aracao de isétopos. Supomos que um recipiente é fechado por uma membrana
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com muitos orificios pequenos, através dos quais moléculas podem passar por
efusao. Se esse recipiente é rodeado por vacuo no exterior e é preenchido
com uma mistura de gases de dois isotopos em um valor inicial, entao a con-
centracao relativa do isétopo de maior massa molecular aumentara com o
tempo no recipiente. Da mesma forma, o gas que sai sera mais concentrado
no isétopo leve. A separacao em larga escala bem sucedida por esse método,
de isétopos de uranio na forma de gés UFg, foi um passo fundamental no
desenvolvimento de equipamentos de fissao nuclear, reatores e bombas.
Outro exemplo interessante é ilustrado na figura 15. Aqui um recipiente
¢ dividido em duas partes por uma particao contendo um pequeno orificio.
O recipiente é preenchido com gés, mas uma parte é mantida a temperatura
Ty, e a outra parte a temperatura 7;. Podemos perguntar a seguinte questao.
Qual ¢é a relagao entre a pressoes médias dos gases p; e po nas duas partes
quanto o sistema esta em equilibrio, isto é, quando é alcangada uma situacao
em que p; e po, ou a quantidade de gas em cada parte, varia com o tempo?
Se a dimensao linear D do orificio é grande (D >> ), entdao a condigao
é simplesmente p; = py, pois de outro modo a diferenga de pressao daria
origem ao movimento do gés de um lado para outro até que a pressao nos
dois lados fosse igual. Mas se D << [, temos efusao através do orificio em
vez de fluxo hidrodinamico. Nesse caso a condigao de equilibrio requer que
a massa do gés de cada lado permaneca constante, isto é, que [0 nimero
de moléculas que passa por segundo através do orificio da esquerda para a
direital seja igual [ao ntiimero de moléculas que passa por segundo através do
orificio da direita para a esquerdal. Por (128) isso leva a relacao simples,

n1U; = Nols . (131)

Por (123) essa condigao fica,

D1 D2
—_— == (132)
vIi VI
Portanto as pressoes nao sao iguais, mas a pressao maior ocorre na parte do
recipiente a temperatura maior.

Fig. 14. Arranjo para estudar a distribuicao de velocidades moleculares por
um seletor de velocidades. Um seletor de velocidades mais efetivo é obtido
se mais de dois discos semelhantes sao montados no mesmo eixo.
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Fig. 15. Um recipiente ¢ dividido em duas partes por uma partigao contendo
um pequeno orificio. O gas nas duas partes esté a diferentes temperaturas e
pressoes.

Essa discussao possui consequéncias praticas no trabalho experimental.
Supomos, por exemplo, que desejamos medir a pressao de vapor p,, isto é,
a pressao de vapor em equilibrio com o liquido, do hélio liquido a 2 K. O
arranjo experimental estd ilustrado na figura 16, o manometro de mercirio
a temperatura ambiente sendo usado para fazer a medida da pressao. Um
tubo pequeno de diametro D conecta o manometro com a pressao de vapor a
ser medida, e a diferenga nos niveis de mercurio nos dois lados do manoémetro
mede a diferenca de pressao p. Mas em 2 K a pressao p, ainda é muito grande,
isto é, a densidade de vapor de hélio é grande o bastante para que o caminho
livre médio [ das moléculas no vapor seja muito menor do que o diametro
D do tubo conectando-os. Entao a pressao p leita no manometro é de fato
igual a pressao de vapor p, de interesse. Mas supomos que desejamos medir
D, a temperaturas menores, como 0,5 K. Entao p, é pequeno e a densidade
de vapor de He é tao pequena que [ é comparavel com, ou maior em relacao
ao diametro D do tubo de conexao. Se supomos que a pressao p que lemos
no manometro ainda ¢é igual a pressao de vapor p, de interesse, estamos
cometendo um erro. As chamadas “corregoes termomoleculares” sao entao
necessarias para relacionar p, a pressao medida p. No limite em que D << [,
a equagao (132) é novamente valida, de modo que,

Pv D

V0,5 /300"

se a temperatura ambiente é considerada ser 300 K. Entao p pode diferir de
P, por um fator de /600 ~ 25, que é um fator substancial de correcao.

Fig. 16. Arranjo experimental para medir a pressao de vapor do hélio liquido.

13 Pressao e transferéncia de momento

E de interesse considerar de um ponto de vista cinético detalhado como um
gés exerce pressao. O mecanismo basico é claro. A forca média exercida so-
bre uma parede do recipiente é devida a muitas colisoes de moléculas com a
parede. Vamos examinar esse mecanismo em grande detalhe. Consideramos
novamente uma forma grandemente simplificada antes de fazer o calculo ex-
ato.
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Caélculo aproximado. Podemos considerar um argumento semelhante
ao usado no inicio da secao 11. Na figura 10 novamente imaginamos que
aproximadamente um terco das moléculas movem-se na direcao z. Quando
uma tal molécula atinge a parede no lado direito, sua energia cinética per-
manece a mesma. Isso deve ser verdade, pelo menos em principio na média.
De outra forma nao terfamos uma situacao de equilibrio. A magnitude do
momento da molécula deve entao permanecer a mesma, isto é, a molécula
aproximando-se da parede do lado direito com momento mv na direcao z,
deve ter momento —muv apds colidir com a parede. A componente z do
momento da molécula varia entao por uma quantidade Ap, = —2mwv como
resultado da colisao com a parede. Correspondentemente, segue pela con-
servacao do momento, que a parede ganha nessa colisao uma quantidade de
momento —Ap, = 2mv. Mas a forca média exercida sobre a parede é, pela lei
de Newton, igual a taxa média de variacao do momento da parede. Portanto
a forga média sobre a parede pode ser obtida simplesmente multiplicando [o
momento médio 2mv ganho pela parede por colisao] pelo [nimero médio de
colisdes (nvA/6) por unidade de tempo com a parede]. A forga média por
unidade de area, ou pressao média p sobre a parede, é entao dada por,

1 1 1
p=—(2m0) [ —nvA | = —nmv*. 1
D A( mo) (6nv ) 5" (133)

Calculo exato. Supomos que queremos calcular a forca média F do gés
sobre um pequeno elemento de area dA da parede, como na figura 17, onde
escolhemos o eixo z normal ao elemento de area. Devemos entao calcular
a taxa média de variacao do momento desse elemento da parede, isto é, o
momento médio fornecido ao elemento de area dessa parede por unidade de
tempo pelas moléculas incidentes. Se focamos aten¢ao sobre um elemento
de area dA dentro do gas a uma distancia infinitesimal da parede, entao
o calculo acima é equivalente a encontrar o momento molecular médio que
¢é transportado por unidade de tempo através da superficie, da esquerda
para a direita enquanto as moléculas atravessam essa superficie de ambas as
direcdes. Denotamos por G(+) 0 momento molecular médio atravessando essa
superficie dA por unidade de tempo, da esquerda para a direita, e por G(~)
o momento molecular médio atravessando essa superficie dA por unidade de
tempo, da direita para a esquerda. Temos entao simplesmente,

F=GWH -G, (134)

Para calcularmos G(*), consideramos o elemento de superficie dA no gés e
focamos atengao nas moléculas com velocidade entre v e v + dv (ver figura
18, que é semelhante a figura 11). O ntimero médio dessas moléculas que
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atravessam essa area em um tempo infinitesimal dt, é novamente o nimero
médio dessas moléculas contidas no cilindro de volume [dAvdt cos 0], isto é,
igual a f(v)d*v[dAvdt cosf]. Multiplicando esse nimero pelo momento mv
de cada molécula, e dividindo pelo tempo dt, obtemos o momento médio
transportado através da area dA por unidade de tempo, por moléculas com
velocidade no intervalo entre v e v + dv. Somando sobre todas as moléculas
que atravessam essa area da esquerda para a direita, isto é, sobre todas
as velocidades moleculares com v, > 0, obtemos entao para o momento
molecular total médio G*) transportado através dessa drea da esquerda
para a direita o resultado,

G = (v)d*v|dAv cos 0| (mv),
v, >0
ou,

G =dA F(V)dv|v.|(mv), (135)
v, >0
em que escrevemos v, = v cosf, e onde a integracao é sobre todas as veloci-
dades com v, > 0. Uma expressao semelhante nos d4 o momento molecular
médio total G(-) transportado através dessa drea da direita para a esquerda,
exceto que a integragao agora deve ser feita sobre todas as moléculas com
v, < 0. Portanto,

G =dA (V)d3v|vg|(mv), (136)

v, <0

Fig. 17. Um elemento de area dA da parede do recipiente e uma superficie
de area dA dentro do gas, proxima da parede.

Fig. 18. Moléculas atravessando uma superficie dA em um gés da esquerda
para a direita (+) e da direita para a esquerda (—). Notemos que a altura
dos cilindros tende a zero se dt — 0.

A forga (134) é entao dada pelo momento médio resultante transportado
através da superficie, isto é, subtraindo (136) de (135). Mas em (135), onde
a integracao é apenas sobre os valores positivos de v,, podemos simplesmente
colocar |v,| = v, no integrando. Em (136), onde a integracao ¢ apenas sobre
valores negativos de v,, podemos colocar |v,| = —v, no integrando. Portanto,
(134) nos da simplesmente,
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F=GMH -G = dA/ f(V)dvu,(mv) + dA f(V)dP*vo,(mv),

v, >0 v,<0

ou,

F—dA / FO) Vo (mv) | (137)

em que as duas integrais sao combinadas para fornecer uma unica integral
sobre todas as velocidades possiveis. A equagao (137) é uma expressao bas-
tante geral e é valida mesmo se o gés nao esta em equilibrio, isto é, mesmo
se f é completamente arbitraria.

Se o gas esta em equilibrio, entdao f(v) é apenas uma funcdo de v = |v|.
Notemos primeiro que,

F, = dAm/dSVf(v)’uzvx =0, (138)

pois o integrando é impar, possuindo sinais opostos para +v, e —v,. A
equagao acima expressa o fato ébvio que nao pode haver forca tangencial
média sobre a parede em uma situagao de equilibrio. A for¢a média normal,
é claro, nao se anula. Medida por unidade de area nos da a pressao média,
que é entao por (137), igual a,

p=E [ivstome,

ou,
P =nmuv?. (139)
Aqui usamos a definicao,
—_ 1 3 2
= d*vf(v)vs.
Por simetria, v_?c = @ = v_g, logo,
v? =02 + g + v =33,

Portanto (139) pode ser escrita como,

1 —
D= §nmv2 . (140)

Isso concorda substancialmente com nossa estimativa (133), exceto que a
média agora ¢é feita mais cuidadosamente, de modo que aparece v? em vez de
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v2. Como v? é relacionado com a energia cinética média K de uma molécula,
(140) implica a relagao geral,

2 3

isto é, a pressao média é igual a 2/3 da energia cinética média por unidade
de volume do gas.

Até agora ainda nao fizemos uso do fato de a densidade em niimero média
de moléculas f(v)d®v ser dada pela distribuicao de Maxwell. As expressoes
(139) a (141) sao portanto validas mesmo se f é dada pelas distribuigoes de
equilibrio quanto-mecanicas de Fermi-Dirac ou de Bose-Einstein, que serao
discutidas no capitulo 9. Essa informacao nos permite calcular explicitamente

v2 e é equivalente a usar o resultado do teorema da equiparticio que K =
3kT'/2. Entao (141) fica,

2 (1 — 2
D==zn (—va) =-nk, (141)

p=nkT, (142)

de modo que obtemos novamente a equagao de estado de um gas ideal
classico.
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