6 - A equacao do calor
em coordenadas cartesianas

A equagao da conducgao do calor é,

0
(9_:: = kV?u. (1)
Substituindo u(r,t) = F(r)T'(t),
FT' = kTV*F,
T V2F
— = = -\,
T "F
Obtemos assim a equagao para T,
T+ NT =0, (2)
com solugao,
T(t) = Ce ™. (3)
A equacao para F' fica,
VAF +kK*F =0, (4)
com,
)\2
= 5
- 5)

1 Considerando u(x,t)

Em uma dimensao, em coordenadas cartesianas, a equacao do calor fica,

ou 0*u
E = ﬁ@ ) (6)
Substituimos,
u(z,t) =T(t)X(z), (7)
obtendo,



T'X = kTX",
T/ X//
—_— =k = —AQ s

T X

em que A é uma constante. A equacao para T fica,

T +NT =0, (8)
e a funcao T é,

T(t) = Ce ™. (9)
A equacao para X é,

X"+ WX =0, (10)

com w? = \?/k. A funcao X é assim,

X(z) = Asen wz + Bcoswz . (11)

A solucao geral é portanto, usando o principio de superposicao,

u(z,t) = Z(Al sen w;x + B cosw;r)e Mt (12)
i=1

Se A = 0 a solugao é,
T = constante, X(z)= Az + B, (13)

logo,

u(z,t) = Az + B. (14)

Vemos que esse caso corresponde ao caso estaciondrio.

2 Problemas

1. Encontrar a solugdo continua na regiao fechada (Tijonov [12], p. 227;
Churchill [13], p. 104, probl. 1),

0<az<L, 0<t<T,

da equacao do calor homogénea,



ou J*u

ot "ox2
O<zx<L, 0<t<T,

que satisfaz a condicao inicial,

u(z,0) =p(x), 0<z<L,

e as condigoes de contorno homogéneas,

uw(0,t) =u(L,t) =0, 0<t<T.

A solucgdo €,

u(z,t) = Aoz + By + Z(Az sen w;x + B; cos wix)e‘kft ,
i=1

com w? = \?/k. As condigées de contorno e inicial nos dio as equagaes,

u(z,0) = Apzr+ By + Z(AZ sen w;x + B cosw;x) = ¢(x),

i=1

U(O, t) = B[) + Z BiB_A?t =0 s

=1

u(L,t) = AoL+ By + Z(Al sen w;L + B; coswiL)e*)‘zzt =0.

i=1

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Bi=0, i=0,1,2,...
A0:07
w;=1ir/L, i=1,2,...

Y

Com isso temos,

A = kwi = k(in/L)*.

A condi¢ao para ¢ fica entao,

Z A; sen (imz /L) = ¢(x) .
i=1
Uma série de Fourier de senos para uma funcdo f €,
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x) = ij sen (jmx /L),

9 (L
= —/ f(2') sen (jma’ /L) dx’
L Jo
Comparando com a série para @ obtemos,

o L
A; = z/ (') sen (irx’ /L) da’
0

_ %; sen (imc/L)/O () sen (ima’ /L) da’

A solucao u € entao,

L
Zsen (imx/L)e /L) / o(2") sen (ima' /L) dx’
0

Se ¢ =0, a solucao € identicamente nula.
Vamos verificar que a solu¢ao acima satisfaz de fato a equacao do calor.
Temos,

ou 2 (m)Q L .
— = —ZN k(=) sen (imx/L)e "/ / o(2') sen (irz’ /L) dx’,
5 = 1 (F) sen e [ o0 sen (am' /1

ou 2 s ; 2 L
— = =N —cos(imz/L)e /D) t/ o(x') sen (irz' /L) dx’
ox L&~ 1L o

@ — —zz —7r sen (imx/L)e “(M/L)%/L (2') sen (irz' /L) da'’
02 L L 7

Portanto,

ou 0%u
- = /{1_2 ,
ot ox
como deve ser.
Podemos escrever a solucao de outra forma. Fazemos,

u(x,t):/o G(z,2'; t)p(x") da’,



com a funcao de Green definida por,

2 .
Gz, 2';t) = = Z e sen (imx/L) sen (ima’ /L) .
L=
2. Considere o problema anterior com ¢(z) = uy =constante. Notemos
que nesse caso temos condigoes iniciais descontinuas (Tijonov [12], p. 234;

Churchill [13], p. 104, probl. 2).
Fazendo p(x) = up no problema anterior, a solu¢do fica,

2 P
u(z,t) = 7 Z sen (imax/L)e"tm/L) t/ﬂ o(x') sen (ima’ /L) dx’,
i=1

2 : L
u(z,t) = 7 Z sen (i7rw/L)e‘“<m/L)2t/ ug sen (iwx' /L) dx’,
i=1 0

2 : g
u(z,t) = % sen (iﬂx/L)e_"’”(”r/L)Qt/ sen (imz' /L) da’ .

i=1 0

Usando a integral,

/ sen (im€ Ja)dé = { in’ LImpar
0

0, <par,

obtemos,

2L

2 ,
u<£[), t) = % Z SEN [(22 - 1)7T£L'/L]€(211)27T2Kt/L2m y
i=1

ou,

4uy sen [(20 — V) /L] o 1202012
1) = § : i mikt/L )
u(,t) T 2 — 1 ‘

i=1
3. Considere uma barra em 0 < x < m, com condi¢oes de contorno
homogeéneas e condigao inicial ¢(x) = senz. Calcule u(x,t) (Churchill [13],

p. 104, probl. 3).
A solucgdo €,

u(z,t) = Aoz + By + Z(Az sen w;x + B; cos wim)@—/\?t 7

i=1



com w? = N\?/k. As condigoes de contorno e inicial nos dio as equagaes,

w(z,0) = Apr+ By + Z(Az sen w;x + B;cosw;r) = sen x,

=1

u(0,t) = Bo+ > Be M =0,
i=1
u(m,t) = Aom+ By + Z(AZ sen w;m + B; cos wm)e"\?t =0.

=1

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Bi=0, i=0,1,2,...
A0:07
wi=i, i=12,..

Com isso a condi¢ao inicial fica,

u(z,0) = Z A; sen w;x = sen x,

=1

0 que nos dd,

A solucao € entao,

Kt

—)\2 _
e M = senze ™,

u(z,t) = Ay sen (wix)

pois \? = rkw? = K.

4. Considere uma barra em 0 < x < L com condi¢oes de contorno
homogéneas e condigao inicial descontinua, (Churchill [13], p. 104, probl. 4,
com B =0),

A, 0<z<L/2
u(z,0) = ’ o /2,
B, L/2<z<L.
A solugao é,
u(z,t) = Aoz + By + Z(Az sen w;x + Bj cos w;z)e Nt
i=1

com w? = N\?/k. As condigoes de contorno e inicial nos dio as equagaes,



A, 0<zx<L/2,

u(z,0) = on—l—Bo—l—Z(Aisenwix+Bicoswix)—{B’ Lj2<z<L.

i—1

u(0,t) = Bo+ Y Bie Mt =0,
=1

u(L,t) = AgL+By+ > (A;senw;L+ Bjcos wiL)e ™Mt =0.

=1

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Bi=0, i=0,1,2,...
A0:07
wi=ir/L, i=12,...

A condi¢ao inicial fica assim,

A, 0<zx<L/2,

u(z,0) = ZAisen (irx/L) = {B L/2<x<L.

Multiplicando por sen (jmx/L) e integrando em x,
L
ZAZ-/ sen (irx/L) sen (jrx/L)dr =
i=1 0

L

L/2
= A/ sen (jmx/L)dx + B/ sen (jmx/L)dx .
0 L/2

Usando os resultados,

v | o, i,
/0 sen (irx/L) sen (jmx/L)dx = {L/Q, iz
1 — cos(jm/2)

L/2
sen (jmx/L)dx = :
| sentima/n) =

sen (jrx/L)dx =

/L cos(jm/2) — cos(jm)
L/2 jm/L 7

obtemos,



L 1—cos(jm/2) cos(jm/2) — cos(jm)
To T A jm/L * jm/L '

Os coeficientes A; sao portanto,

A

A = 2A1 — co§(]ﬂ/2) N 2Bcos(j7r/2)' — cos(jm) .

Jjm Jjm
Usando 2 sen?z = 1 — cos 2z no primeiro termo do lado direito,
cos(jm/2) — cos(jm)

+2B .
JT JT

A solucdo € portanto,

2 . 4 . 2 _ . )
w( ) = Z [4/1 sen Z(:r/ ) N 2Bcos(m/ 27T cos(im) sen (ima/L)e="m /07

i=1

5. Duas barras de ferro de 20 ¢m, uma a temperatura 100°C e a outra a
temperatura 0°C, sao colocadas em contato, e as faces externas sao mantidas
a 0°C. Sendo xk = 0,15 (unidades CGS), calcule a temperatura 10 min apds
as barras terem sido colocadas em contato, na face comum e em pontos a 10
cm dela (37°C, 33°C, 19°C; Churchill [13], p. 105, probl. 5).

Usando o resultado do problema anterior obtemos, com A = 100, B =0,

u(10,600) = 25,838 + 6,9097 + 0,10146 + ... = 32,849°C',
w(20,600) = 36,541 +...2 36,541°C,
w(30,600) = 25,838 — 6,9097 + 0,10146 + ... = 19, 03°C".

Escrevemos apenas os termos significativos, os restantes sao despreziveis.

6. Se as barras do problema anterior sao de concreto, com xk = 0,005
(unidades CGS), em quanto tempo teremos as mesmas temperaturas nos
mesmos pontos? (Churchill [13], p. 105, probl. 6).

Usando k = 0,005 (unidades CGS), teremos as mesmas temperaturas nos
mesmos pontos se o produto kt for o mesmo. Assim,

Ki1t1 = Kata,
logo,
K1ty 0,15 x 600 .
ty = = = 18000 s = 300 =5h.
2 0,005 s e



7. Encontrar a solu¢ao da equagao do calor homogénea (Tijonov [12], p.
245),

ou 0%u
—_— = ke
ot Ox?’
no intervalo (0, L), que satisfaz a condigao inicial,
u(@,0) =¢(x), 0<z <L,

e as condigoes de contorno nao-homogéneas constantes,

uw(0,t) =uy, u(L,t)=us.

Escrevemos a solugao como uma soma da solu¢ao para o caso estaciondrio
e da solucao dependente do tempo. Fazemos a solucao estaciondria satisfazer
as condig¢oes de contorno nao homogéneas,

u(z,t) =v(x,t) +uy + %(UQ —uy) .

As condicdes de contorno e inicial nos dao,

u(,0) = v(@,0) +uy + 7 (uz = w) = p(a).
u(0,t) = v(0,t) +uy = uq,
w(L,t) =v(L,t) + uy = us.

As condicoes para v ficam,

x
o, 0) = pla) w1 — (s~ ),
v(0,t) =0,
v(L,t)=0.
A solucao para v € dada no problema 1,
v(z,t) = 2 Z sen (imz/L)e™ 0T/
7 L i=1

x /0 ’ {W') —uy — “"f’(u? — )| sen (ima’/L)da’ .



A solucdo u € entao,

x
u(z,t) = wup+ Z(Ug —up) + v(m t),
T 24
= w+ Z(UQ — ) Z sen (imx/L)e 0T/

x /0 ’ {w(w oy — %(W - ul)] sen (irz' /L) do’

Calculando as duas ultimas integrais obtemos (ver apéndice),

s
U(.CC,t) = up+ Z(

L
+— Z sen (irx/L)e™" ”/L)Qt/ o(2) sen (ima’ /L) da’
0

4u1 sen [(2i — 1)7T95/L] —k[(2i—1)m/L)%¢

T 4 2t —1
=1

U9 —ul) +

2 Ug — Ul —1)i-t
Az =) E sen (imx/L)e /L)%t Q
1
=1
Vamos wverificar se a funcao acima € a solugao correta. As condicoes de
contorno e inicial nos dao,

U(O,t) = Uy,
w(L,t) = wuy,
uw(z,0) = w+ %(Ug —up) +
2 L
+ Z sen (irx/L) / o(x') sen (ira' /L) da’
py 0

A sen [(2i — 1)mx /L]

s 21— 1
=1

2(u2—u1 Z sen ( zmc/L)( )i_l

A expansao de o em séries de Fourier de senos €,
2 L
ey ; sen (im?/L)/O () sen (ima’ /L) da’

10



Usando a expansao acima e as séries de Fourier,

. % ‘ sen (z;m/L) (1)1
- 4 Z sen[(2i — 1)mz /L]

U 21 —1 ’

i=1

a condicao inicial fica,

uw(z,0) = wu+ E(ug —up) +

L
+p(z)
—(uz - Ul)% )
= o(z),

como esperado. Calculando agora as derivadas de u, verificamos que,

ou 0%u
—_— = Kk— ,
ot 0x?
que € a equacao do calor homogénea.
Podemos escrever a solucao em termos da funcao de Green definida no
problema 1,

u(z, t) = up+ %(ug —uy) +v(x,t),

T
= up+ E(Ug — ul)
L !
+/ G(x,2';t) {go(x’) —uy — f(u2 — )| do’,
0

com,

2 )
Gz, 2';t) = 7 Z e "L’ son (imx/L) sen (ina’ /L) .
i=1

Se ¢ =0,

11



x
u(z,t) = up+ =(ug —uy) +

L
Ay sen [(2i — )ra /L] o—rl@i-D)r /Lt
e 20— 1
Q(UQ — Ul) . (i 2 (_1)1'71
. L k(im /L)%t )
— ZZI sen (imx/L)e —

8. Considere o problema anterior com L = 7, u; = 0, ug = A (Churchill
[13], p. 108).
Usando o resultado do problema anterior obtemos,

2 .
u(z,t) = %A +— E sen (iz)e "t x
i=1

X /0 ' [(p(x') - %A} sen (ir') da’

= EAJF
T

2 o, [T
+— Z sen (ix)e ™ t/ o(x') sen (iz') da’
i=1 0

T =

2A 2 (—1)
—i-? ZZI sen (ix)e "™ t% :

9. Consideremos agora a equagao do calor nao-homogénea (Tijonov [12],
p. 241),

ou 0%u
e —H@Jrf(%t),

no segmento,

O<zx<l, t>0,

com a condi¢ao inicial,

w(z,0)=0, 0<x<I,

e as condigoes de contorno homogéneas,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0.

12



Expandimos u e f em séries de Fourier de senos,

Zul sen (imx/L),
Zfz ) sen (imx/L) .

Temos,

u;(t) = —/0 w(z', t) sen (ima'/L)dx’
— Z/0 f(&'t) sen (imx’/L)da’

Substituindo na equagao diferencial temos,

Zul(t) sen (imx/L) =
= —k Z(ZW/L)2UZ( sen (imx/L) + Zf’ sen (imx/L) .

Da relacao acima obtemos uma equacao diferencial linear, de primeira or-
dem, ndo homogénea, para w;(t),

wi(t) + (i /D 2ui(t) = fi(t).

A solugao dessa equagao é (cap. 22),

z(t _ HZﬂ'/L / f IiZﬂ'/L ’

ou,

/f 7!{(7,#/[4 tt)dt

Notemos que u;(0) = 0, logo u(z,0) = 0, como deve ser. A solu¢io u €
entao,

¢
u(z,t) = Z sen (mx/L)/ fi(t)e r /L=t gy
0

i=1
Substituindo f;(t'),

13



2 L
Z sen (imx /L) / —(im/L)* (= )L/ f(@' ") sen (imx’/L)dz'dt" .
0
Escrevemos a solugao na forma,

t L
(e, t) = /0 /0 Gla, ot — ) (', ¥)da'dt,

com a funcao de Green definida por,

G(x, o't — 1) =7 Z e "/ sen (imx /L) sen (ima’ /L) .

Lembremos que a solugao mais geral da equacdao do calor nao homogénea é
a solugao acima, mais uma solug¢ao da equagao do calor homogénea. Como
temos ¢ = 0 agora, a solugao homogénea é identicamente nula.

Vamos verificar a solugcao acima. As condigcoes de contorno e inicial nos
dao,

u(0,t) =0,
u(L,t) =0,
u(z,0) =0,

como esperado. Calculando agora as derivadas de u,

ot Fd@ﬁ

9 L
= —/@Z in/L)* sen (mx/L)/ —lim/L)* (- )L / f(@' 1) sen (ira’ /L)dx'dt!
0

+ Z sen (imt/L)E/O f(&',t) sen (imx'/L)dx’

t ) ) L
+K Z(m/L)Q sen (mx/L)/ g Rlm/ L) (=t )Z/ f(2',t) sen (ima’/L)dz'dt",

—Z sen (imx/L)— / f(2',t) sen (imx'/L)dx
—f($ t).
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A dltima expressao € a expansao de f(x,t).
10. Considere o problema anterior, isto é, a equagao do calor nao ho-
mogénea, com condi¢ao inicial ndo nula, u(x,0) = ¢(z),

no segmento,

O<z<l, t>0,

com a condi¢ao inicial,

u(z,0) =p(x), 0<z<I,

e as condigoes de contorno homogéneas,

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0.

Ezxpandimos u e f em séries de Fourier de senos,

Zuz ) sen (irx /L),
Zf, sen (imx/L) .

Temos,

/L w(x',t) sen (ima’/L)dx'

0

/L f(2',t) sen (imx'/L)dx’
0

A condigao inicial nos dd,

Zul sen (imx/L) = p(z),

com,

L L
2
u;(0) = —/ w(x’,0) sen (ira'/L)dx’ = Z/ () sen (imz'/L)da'
0 0
A expansdo para @ € entdo,

15



o L
Z sen (irx/L) L/ o(x') sen (ira'/L)dx’
0

=1
e para u e f temos,

t) = Z sen (imc/L)%/O w(z',t) sen (ima'/L)dx'

flz,t) = Z sen (’Mm/L)%/O f(2',t) sen (imx'/L)dx’

i=1

Substituindo as séries para u e f (com os coeficientes u;(t), fi(t) explici-
tamente) na equagao diferencial temos,

Zuz(t) sen (imx/L) =
E—_— Z(M/L)2u’( sen (imx/L) + Zf’ sen (imx/L) .

Da relacdo acima obtemos uma equacao diferencial linear, de primeira or-
dem, nao homogénea, para w;(t),

i (t) 4+ k(im /L) u(t) = fi(t),
como no problema anterior. Agora, no entanto, temos u;(0) # 0. A solugao
dessa equacao €

wlt) = exp [ ~stin/ 7 | t w|{f “exp /1 [ ar] fopas v

ou,

uslt) = oxp [—(im/ D)%) { /texp[ i/ D)%) f. ()dsm}.

A condigao inicial nos dd,

u;(0) = /: exp [k(im/L)*s| fi(s)ds + ¢;,

9 L
= —/ o(x') sen (irx' /L)dx’
L Jo
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logo,

¢ = —/: exp [r(im/L)%s] fi(s)ds

9 L
+Z/ o(x') sen (ira’/L)dx’
0

Obtemos entao,

wlt) = e [=ntin/ %) { [ o tin/1%s] sy
_ / ™ exp [k(im/LYs] fi(s)ds
+2 /D C () sen (iwx’/L)dx/} |
— exp [—rlin/L)X] { /0 exp [R(im/L)2s] fi(s)ds
+2 /O " o) sen (mx’/L)dx’} .

A solucdo u € entao,
u(z,t) = z:uZ sen (irz/L),

- 3 e lon/ }{ /Otexp (ki /L)) fi(s)ds

+% /0 " o) sen (mzp’/L)dz’} sen (inw/L).

Substituindo f;(s),

u(x,t) = Zexp [—k(im/L)*t] x

=1

« {/Otexp[ (in /L)%t / £ 1) sen (ina! ) L)dal ¥

_1_% /OL o(x") sen (imz’ /L)da’ } sen (imx /L),

17



em que trocamos s por t'. Vamos verificar que a func¢do acima € de fato
solucao da equagao diferencial dada. Temos,

u(0,t 0,
u(L,t) = 0,
9 L
u(x,0) = T Z sen (mx/L)/O o(x") sen (irz’/L)dx",

=1
= (),

como esperado. A dltima relagio é a expansao de p(x). As condigoes de

contorno e inicial sao portanto satisfeitas. Calculando as derivadas de u
obtemos,

18



ou 82

ot "o
= —/{Z (im/L)? exp [—r(im/L)*t] x

« {/Otexp[ (in L)%t / F@ ¥ sen (ina! ) L)dal d¥

+% / o) sen (ima! /L)’ } sen (imx/L)

+Zexp k(im/L)*t] x

« {exp[ (in /L)%t / (@ 1) sen (ina! /L)dx} sen (imz/L)
+ﬁ;(m/L )2 exp [—r(im/L)*t] x

« {/Otexp[ (in /L)%t / £ 1) sen (in! /L)dal ¥

+%/0 gO(I,) sen (i7T$ /L)dq; } sen (Z7T$/L),
Zexp r(im/L)? }

=1

« {exp[ (in /L)%t / £ t) sen (ina! /L)d:c} sen (inz /L),

{ / P 1) sen (ina! /L)dx}sen (inz /L)
flo.).

como esperado. A ultima relagao € a expansio em série de f(x,t).
Escrevemos a solugao na forma,

u(z,t)

= Zexp [—k(im/L)*t] x

i=1
t . 2,/ 2 L !y . ! 34/
X {/0 exp [k(im/L)*t'] E/o f(a',t") sen (imx’/L)dx'dt

N /Ot exp [k(im/L)*] 5(t’)% /UL p(a') sen (mx'/L)dx’dt’} X

x sen (irz/L),
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ou,

u(z,t) = /0 /0 Gz, t =) f(2' )+ 0(t)p(a)]da'dt’

com a func¢ao de Green definida como no problema anterior,

2 , /
Gz, o't —t') = T Z e/t gon, (ima! /L) sen (ima/L) .

=1

11. A funcao u(x,t) estd determinada na regiao fechada (Tijonov [12], p.
218),
O<ae<L, to<t<T,

e satisfaz a equacgao do calor na regiao aberta,
ou 0%u
—_— = k— ,
ot Ox?
O<z<L, ty<t.

As condigoes inicial e de fronteira sao,

u(z,to) = (),
w(0,t) = pa(t),
U(L’ t) = M?(t) )

que satisfazem as condigoes de conjuncao,

©(0) = p(to) = u(0,0),
(L) = pa(to) = u(L, tg) .

Escrevemos a solug¢ao como,

u(z,t) =Ul(x,t) +v(x,t),
com (Tijonov [12], p. 120),
x

U(l‘,t) = ,ul(t> + I

[112(t) — pa ()]

20



A fungao U satisfaz as condigoes (fazendo to = 0),
U(a.0) = i (0) + F[u2(0) = 1 (0)]
U<O’ t) = (t) 3
U(L,t) = pa(t) -

As condigcoes de contorno para u ficam,

ule,0) = (0) + 7 [12(0) = 1 (0)] + v(w, 0) = ()

U(O, t) = M1<t> + U<O’ t) = Ml(t) )

u(L,t) = pa(t) + v(L,t) = palt) .

Portanto, para v temos,

v(@,0) = e(2) = (0) = F2(0) = (0)].
v(0,t) =0,
v(L,t) =0

Temos assim condigcoes de contorno homogéneas para v. A equacdao diferen-
cial fica,

ou 0%u
o o
ov oU 0%v 02U
o o "o T o

o T, , 0%
e + py (1) + Z[Pa(t) — i (t)] = Forz:
Obtemos entao a equacdao para v,
v 0% , T, ,
e /‘f@ = —p(t) - Z[Nz(t) — (8]

que € a equacdo do calor nao-homogénea, com condi¢oes de contorno ho-
mogeéneas. Usando o resultado do problema anterior temos,

v(x,t) = /Ot/OLG(:E,x',t—t'){f(m’,t')

Xz

#O0) |o(a) = m(0) = Toa0) - )] b,
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com a funcao de Green definida por,

2 ’ /
Gz, 2t —1') = 7 Z e /L) gon (imx /L) sen (ima' /L),

i=1

e f dada por,

Fa,t) = =4 () = Fla(8) — i (1))

A solucdo u € portanto,

u(z,t) = U(x,t)—l—v(:v t),
= m(t)++ [Mz(t) pa (1))

// G(x, 2’ t—t){ wy () — l;[,u/2<t/)_,u’/1(t/)]

T

#O0) (e = (0) = Floa0) - )] b,

= w(t)+ z pa(t) — pa (t)]

7l
t L 9 ] 5 ,
+/O I Zzl e/ L) sen (imx /L) sen (imx’ /L) x
!/ / x/ !/ / /! /
o A Ts)

x/

#O0) [(a') = (0) = Floa0) = )] b

Podemos calcular algumas das integrais acima. Obtemos,
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u(e,t) = () + Zln(t) = m ()]

. t
_f Z sen [(20 — )ma /L] / 6—/4[(2i—1)7r/L}2(t—t’)lu/1(t/)dt/
m 0

2 2i— 1
2 sen (tmx/L i IV (et
2y 2 ) gy [* e ) —
i=1 0
2 /L2 g
+z Z e~/ sen, (imx /L) / o(x) sen (imz’/L)dx'
i=1 0

4 sen [(2i — 1)7rx/L] [(2i—1)7/L]2t
7TM1 (0) Z 2% — 1

2 pa(0) (o) Y e e el “f gy

Vamos verificar que a solugao acima esta correta. Temos,

w(0,t) = (),
U(L’t) = ,UQ(t)
u(z,0) = u(0)+ [ 2(0) — p1(0)]

+2 Z sen (z’mz/L)/O o(x) sen (imz'/L)dx'

h

_%Ml(o) Z sen [(22ii—_11)7rx/L]
2 0) - () 3 T

=1

As condicoes em v = 0 e x = L sao satisfeitas. Para a condi¢do inicial
usamos o0s resultados,

o(x) = %Z sen (imc/L)/o (') sen (ira'/L)dx’

i=1
. 2L sen (irx/L) (1)1
T i
4 sen[(2i — 1)wz /L]
1== .
T Z 21—1
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Portanto,

u(@,0) = jua(0) + 7 [u2(0) — jua(0)]
Fp(a) = 1 (0) = 7 1a(0) = i (0],

= o(z),

como esperado. Vamos verificar agora que u de fato satisfaz a equacdao do
calor homogénea. Calculando as derivadas obtemos, apds alguns cancelamen-
tos,

ou 9%u , x. /
o5 K@ = ui(t) + E[Mz(t) — iy (1)]

_% ' sen[(22ii—_11)77$/L] 1 (1)
_g S e Ume /L) gy — ).

- 1
=1

Substituindo as séries acima,

T kT = )+ Tluhln) — ()
—py(t)
— s (t) = (1)) = 0.

como deve ser.
12. Considere a equagao do calor nao homogénea,

ou 9*u

E:fﬁ@‘i‘f(%t),

no intervalo,

O<zx<l, t>0,

com a condicao inicial,

u(z,0) =p(x), 0<z<I,

e as condigoes de contorno nao homogéneas constantes,
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w(0,t) =uy, u(l,t) =wug, t>0.

Como no problema anterior, escrevemos a solugao na forma,

u(z,t) =U(x,t) +v(z,t),

com,

U(z,t) :U(.T)ZU/l—’_%(UQ_U/l).

Notemos que U nao depende do tempo. A funcdao U satisfaz as condigoes,

U(ZL‘,O) = U1 + %(Ug — u1>,
U(Oat) = U,

U(L,t) = Uz .

As condicoes de contorno para u ficam,

u(z,0) = uy + %(UQ —uy) +v(x,0) = p(z),
uw(0,t) = uy +v(0,t) = uy

uw(L,t) =us+v(L,t) =usy.

Portanto, para v temos,

0(,0) = ple) —uy — T (uz — ),
v(0,t) =0,
v(L,t) =0.

Temos assim condigcoes de contorno homogéneas para v. A equacao diferen-
cial fica,

8U+8_U— 8_21)4_ 82_U+f( t)
ot "ot Moz T Vo T

ov 0%v
9% K@ﬂLf(xﬂf)-
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Obtemos entdo a equacdo do calor nao homogénea para v, com condigoes de
contorno homogéneas. A solug¢ao é (problema 10),

Z exp [—k(im/L)%t] x

y {/Otexp[ (in /L) / £ t) sen (ima' /L)daldt

2

+ /O ’ {s@(m’) —uy — %(uz - ul)} sen (ira'/ L)dx’} sen (imz/L).

A solucdo u € portanto,

u(z,t) = Ulx,t)+o(z,t),

X
= U1‘|‘Z[

+Zexp k(im/L)%t] x

Uy — U1]

« {/Otexp[ (in /L) / Pt sen (ina! ) L)daldv

+2 /0 " {90@;') - %(UQ - ul)} sen (m'/L)dx'} sen (imz/L).

Vamos verificar que a solu¢ao acima estd correta. As condigcoes de contorno
sao,

u<07t) = U,
u(L,t) = ug,

como esperado. A condicao inicial nos dd,

uw(z,0) = w + %[U/Q — U]
+Z sen (imx/L) X
i=1

« {% /0 " {(p(x') Sy - %(UQ — )| sen (m'/L)dx'} |

Calculando as duas ultimas integrais,
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u(z,0) = wu + %[UQ — uq

+% ZZI sen (z'mc/L)/O o(x') sen (imz’ /L) dz’
4 sen |(2¢ — 1)mx /L
T I )rz/L]

Ta 2 —1

2y -] 30 T e

]

i=1

=1

Substituindo as séries acima,

u(z,0) = wu + E[uQ — uq

L
—1—% Zl sen (Mx/L)/O o(x') sen (imz’ /L) dz’

_ul
e

_Z(U/Q —uy).

A sequnda linha € a expansao de p(x), logo,

x
u(z,0) = wu+ Z(UQ —uy)

+p(z)

—%(UQ —up) = ¢(x),

como esperado.

Vamos verificar agora que u satisfaz a equacao diferencial dada. Calcu-
lando as derivadas de u temos,
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= —K Z(m/L)2 exp [—k(im/L)%t] x

« { /0 "exp [k(im /L)) % /0 Y Ha ) sen (ima /L) ddE

T

+% /OL [90(;5/) —uy — ZI(W — ul)} sen (m:c//L)da:’} sen (irx/L)

+ Z exp [—k(im/L)%t] x

=1

X {exp [k(im/L)*t / f(2' ) sen (imx'/L)dx’ } sen (imx/L)
—mZ(iW/L) exp [—k(im/L)%t] x

y { /0 "exp [k(im /)] % /0 Y Ha ) sen (ima /L)'t
2

2 /L [90(:[;’) o %(UQ _ ul)} sen (m'/L)d:c'} sen (imz/L),

= Z exp [—k(im/L)*t] x
X {exp [k(im/L)*t / f(2',t) sen (imx'/L)dx’ } sen (imx/L),
- %ZZI sen (iwx/L)/O f(a t) sen (irz'/L)da’

A expressao acima € a expansdo de f(x,t), logo,

ou 0%u
— — k= = [(z,1),
ot ox? fl,t)
como esperado.
Podemos reescrever u calculando explicitamente as duas ultimas integrais

na expressao para u. Obtemos,
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ur + %(Uz —uy)
+ Z e "L’ sen (imx /L) X
i=1

S I
X / erim/ L)%t Z/ f(x' ") sen (ima' /L)dx'dt/
0 0

P 2 [*
n Zefn(m/[z) tsen (mx/L)Z/ () sen (imz'/L)dx’
i=1 0

4 Ze—n[(%—l)w/L]Qt sen [(20 — )mx /L]

——U -
T = 21— 1

—g(u o )Ze‘“(”/”zt sen (imx/L) (= 1)+
LU 1 2 — :

Vamos verificar que a forma acima estd correta. Temos,

u(0,t) = uq,
U(L,t) = Uz,

como esperado. A condicao inicial €,

u(z,0)

xT
= U1+E<

Uy — Uy)

+ Z sen (imz/L)%/O () sen (imz' /L)dx’
4 sen (2t — 1)ma /L
3 [( )wz /L]

I 2 —1

=1

2 sen (zm:/L i1
—% Ug — Up ; 1) .

Substituindo as duas ultimas séries acima,

u(z,0)

a
= U1+E<

Ug — Ul)

+ Z sen (imz/L)%/O o(x') sen (imz’/L)dx'

X
——(UQ — Ul) .

L
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A segunda linha € a expansao em série de p(x), logo,

U(ZL‘, 0) = (,D(ZL') )
como esperado. Vamos verificar agora se u satisfaz a equacao diferencial
dada. Calculando as derivadas de u,

o o

ot "oz

=—K Z(iw/L)ze_“(i”/L)Qt sen (imx /L) X
i=1

t ) ) L
X / e /D)% E/ f(@' t") sen (ima’/L)dz'dt’
0 0

+ Z e "D gen (imz /L) x

i=1
2 [F
w eiim/L) tz/ f(q;/,t) sen (iﬂ'l’,/L)dl’/
0

2
—Iiz im /L) "D gen, (ira /L) =

L/o o(x") sen (ima’/L)dz’

1 : % — 1) /L
—r—uy Y [(20 = D/ LT/ K — 1W"/ ]

i=1
2 . ' L .
—H,;(UQ . ul) ;(Z‘W/L)Ze—n(m/m?tw(_1)z+1
+kK Z(iﬂ/L)Qe_“(”/L)Qt sen (imx/L) X
i=1

t ) ) L
X / e/ L)% —/ f(@' ") sen (ima’/L)dz'dt’
0 L Jo
2 L
—|—/€Z i) L)%e /1% gep, (zmc/L)z/ () sen (imz'/L)da'
0

4 (2i—1)n/rp2e Sen [(20 — D)/ L]
+R7Tu1izl[(22 /L)% T

62 g — ) 3 (i e LT (g

- 7
i=1
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= Z e ="t gen, (ima /L) x

i=1

, 2 L
x e/ L)Qtz / f(' 1) sen (ima'/L)da’,
0

9 L
=7 Z sen (mx/L)/ f(a',t) sen (imz'/L)dx',
i=1 0
= f(z,t).
Portanto,

ou 9*u
E_Hﬁ_f(xvt)a

como deve ser.
Em termos de funcdo de Green temos,
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u(z,t)

X
U1+z[

+Zexp k(im/L)*t] sen (imx/L) X

Ug — Ul]

« {/Otexp[ (in /L)%t / £ t) sen (ina! ) L)da/d¥

. % /OL {@ (+') — g — %(W = m} sen (ima’ | L)da! } ,

x
Uy + E[UQ — ul]
—I—Zexp k(im/L)*t] sen (imx/L) X

« {/Otexp[ (in /L)% / F@t) sen (ina! ) L)dald¥

# [ e fntim/220) 607 [ ot = = o -
sen (imx'/L)dx'dt'} |

X
U + E[UQ - ul]

+ Zl sen (inz/L) X
« /0 exp [—k(im /LYt — O] % /0 TR
+5(1) {gp(as') - %(UQ - ul)] } sen (inz' /L)dz'dt’ .
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T
= u + Z[Ug — Ul]

t L
2 IV (et
+/ / — E e/ L) sen (ima /L) sen (ima’ /L) x
o Jo L3

xl

X< fa' )+ o) [p(x) —uy — f(u2 —uy)| pda'dt’,
{ | )

xT
= U + Z[UQ — ’LLl]

—i—/ot/OLG(a:,x’;t—t’) X
X< fa' )+ o) [p(x) —u — %(UQ —uy)| pda'dt’,
{ | )

com a funcao de Green,

2 , /
Gz, 2t —t') = T Z e/t gon (ima /L) sen (ima' /L) .

=1

13. Considere o problema anterior com condigao inicial nula, isto é, a
equacao do calor nao homogénea com condigoes de contorno constantes e

p(r) =0,

ou 0*u

E:fﬁ@‘i‘f(%t),

no intervalo,

O<z<L, t>0,

com a condi¢ao inicial,

w(z,0)=0, 0<zx <L,

e as condigoes de contorno nao homogéneas constantes,

w(0,t) =uy, u(L,t)=us, t>0.

Fazendo ¢ = 0 no problema anterior temos,
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T
u(x,t) = u;+ Z[

—l—Zexp k(im/L)?t] X

Uy — U1]

« {/Otexp[ (in /L)% / £t sen (in! /L)dald¥

T

+% /O ' {—ul - Z/(uQ —ul)] sen (m'/L)dx'} sen (imz/L).

Usando a expressao explicita, mas menos compacta, temos,

xXr
U(;U,t) = U+ z(

—i—Z —Hm/L* sen (imx /L) X

U — 'LL1>

t ) ) L
X / e /D)% Z/ f(&'t") sen (imx’/L)dz'dt’
0 0

4 (% 2, sen [(2i — 1)max /L]
= k[(2¢—1)m/L])*¢
Tt ;6 2i— 1
2 —lin sen (tmx/L ;
—;(uQ—w)Ze ( /L)Qt—(i / >(—1) =

i=1

14. Considere a equagao do calor nao homogénea (Tijonov [12], p. 227),

no intervalo,

com a condicao inicial,

u(z,0) =¢(x), 0<z <L,

e as condigoes de contorno nao homogéneas,

w(0,t) = pa(t), w(L,t) = pus(t), t>0.

Escrevemos a solu¢ao como,

34



u(z,t) = Uz, t) +v(z,t),
com,

Ule,t) = ma(t) + Zla(t) = (0],

analogamente ao problema 11. A funcao U satisfaz as condicoes,
x

U(,0) = i (0) + 7 [12(0) — i (0],

U(07 t) = (t) )
As condicoes de contorno para u ficam,
x
u(@,0) = 1 (0) + 7 p2(0) — pu(0)] + vz, 0) = p(2),
u(0,8) = () + 0(0,1) = pu (1),
U(L7t) = :u2(t) + U(Lat) = ,u2<t> :

Portanto, para v temos,

T

v(2,0) = p(2) = 1(0) = F[12(0) = 12 (0)],
v(0,t) =0,
v(L,t) =0.

Temos assim condicoes de contorno homogéneas para v. A equacdao diferen-
cial fica,

ou 0%u

E_%@‘i‘f(%t),

v U _ O iij( )

ot "ot oz Vo2 T\

o T , 0%

0 1 h(0) + LU (0) - (0] = K23 + .

Obtemos entao a equacdo para v,

) 0?
55 = W+ Ft) — () = Fl() — i (0],



que € a equacao do calor nao-homogénea, com condigoes de contorno ho-
mogéneas e condi¢ao inicial nao nula. Usando o resultado do problema 10

temos,

v(x,t) =

Z e "/ gen (imx /L) x
i=1
¢ ; 2, 2 L .'lf/
] [t [P ) = (e - L) - 0]
0 0
x sen (irx'/L)dx'dt’

+2 ) [m') —m(0) ~ Zlpa(0) - m(@ﬂ] <m’/L>da:'} .

A solucdo u € portanto,

u(z,t) =

Uz, t) +v(z,t),

)+ lint) = 1)

+ Z e "L son (imx /L) X

< { / ertin/ 2 2 / [ﬂx’,t') AGEEATAG —u&(t’)}] x
x sen (imx'/L)dz'dt’

+2 [ [o6) = (0 = Z1ua0) = 0] sem 1}

Vamos verificar que a solucdo acima estd correta. As condicoes de contorno

nos dao,

u<07 t) = Ml(t) )
u(L,t) = pa(t),

como esperado. A condicao inicial nos dd,
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T

u(@,0) = m(0) + =[p2(0) = (0)]

L
—l—Z sen (imx/L) X
= P@U—m@%—%MﬂD—mmﬂSMOMUDWﬁ

= m(0) + F[12(0) i (0)

+ Z sen (z’mc/L)%/O o(x") sen (iwa’/L)da’
_ Z sen (imc/L)%m(O)/O sen (irx’/L)dx’

=3 sen (m/L)%[M(O) — 1 (0)] /O o sen (ina' | L)da’ .

A sequnda linha € a expansao de p(z). Calculando as duas ultimas integrais
vem,
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T

u(@,0) = m0)+ 7

+p(z)

[112(0) — 21 (0)]

— ; sen [(2i — 1)Wx/L]%M1(O)ﬁ

— Z sen (iww/L)%[ug(O) — Ml(())]f_ﬂ(_l)iﬂ )
= m(0) + F[12(0) i (0)

+ip(z) .

_%Ml(()) Z - [(2222'__11>7m/L]

=2 0) = () 0 T
= i (0)+ %[M(O) — p1(0)]

+o(x)

—11(0)

X

7 [12(0) = 1 (0)] = (2),

como esperado. Vamos verificar agora que u satisfaz a equacgao diferencial
dada. Calculando as derivadas de u,
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ou 0%u

ot "oz
= 1y (8) + Ts(t) — i (0]

—K Z(iﬂ/L)Qe_“(”/L)Qt sen (imx/L) X

=1

A el [ ) 1) = i) = T - (0]

x sen (irx'/L)dx'dt/

+2 [ [o) =10 = 2 10a0) = (0] sen G 21
+> e B e, (i /L) x

i:1- 2,2 [F '
s erilin/L) tf/o {f(x’,t) — ) (t) — E[M’Q(z&) — /,Lll(t)]:| sen (imz’ /L)da’

+k(im/L)? Z e~ "L gen, (ima /L) x
i=1
t ; 2, 2 L x
] [etmmr 2 [ ety = i) = S liste) - 0]
0 0
x sen (irx'/L)dx'dt/

/

+2 [ [o) =10 = 2 10a0) = (0] sen G2y}
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T

= 4 (0)+ Ll (t) — g 0]
—l—Z sen (imx/L) X
= [f(:v’, )= h(0) — lpsle) - <t>]] sen (ina! [ L)da’

= (1) + Flua(t) — i (1))

+ Z sen (z’mc/L)%/o f(a',t) sen (ima'/L)da'
— (1) Z sen (mx/L)%/O sen (ima'/L)dx'

— (5 (t) — 1) (t)}% Z sen (z'm:/L)%/O x' sen (ima’/L)dx' .

A segqunda linha € a expansdo de f(z,t). Calculando as duas iltimas inte-
grais,
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ot K@xz
i L
+f(z,1)
, , 2 2L

~alt) — ()] D sen Gimr /L) 2 (~1)1

i—1 17T

[ () = i (2)]

=1, (t) + %[ué(t) — 1y (1))
+/f(x,1) ,
()~ > [(222i:11)7T$/L]

=1

pylt) — ()2 30 SO gy

- 7
=1

como esperado. Usamos os resultados,

f(z) = %Z sen (z'mc/L)/O f(x') sen (irx'/L)dx’,

xr =

2L Z sen (mx/L) (1)1
T i

4 7S€TL 2t — wx/L
1=22 [(2¢—1) -

=1

Em termos de funcdo de Green temos,
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u(a,t) = m(t)+ %['MQ( )l
+Z mw/L)tsen (irx/L) x

t L T
X{Awwm 2 e = i) - o) - il
x sen (irx'/L)dx'dt/

+2 [ [oe) =m0 = 2 110 = 0] sem G 1}

= ut) + Flpa(t) = (8)
+Z ’”“/L)tsen (imx /L) %

tnmL ' 2 r !’y ! (! ' 1(ql 1 (g
X{Ae(/) 3 e = i) - Soie) - il
x sen (irx'/L)dx'dt/
# [ s [ o) = ml0) - L - )] »
x sen (imx' /L)dx'dt'} |
= (1) + Flalt) = pa (1)

t L
2 , /
+/ / - E e/ gen (ima /L) sen (iwa' /L) x
o Jo Lz

l'/

{0 - i) = L) - ] =

+&w[<f»—mww—%mxm—umm@}mwu

= [uz() pa(t)]

/ / (o2t — )

T

X{V@t)ﬁﬂw—ﬂ%W—MWﬂx
#O0) [(e) = a0) = T ia(0) = (0)]| f o'
com a funcio de Green,
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2 T2 (bt
Y A —k(im/L)*(t—t") . .
G(z,2',t —1t') = 7 E e sen (imx/L) sen (irz'/L) .

i=1

Vamos escrever a solug¢ao de forma um pouco mais simples. Usando (ver
apéndice),

L 2L
/ sen (imz/L)dr = { in LA
0 0, par,
L L2 )
/ x sen (imx/L)dr = E(—l)ZJrl :

obtemos,

ulat) = ua(t) + () = ()
+ Z e "L sen (imx /L) x

=1

2! el [ ) 1) = ) = T = (0]
« sen (ina’/L)da'dt
2 06 = (0) = Za(0) = )] sem im L) |

= () + %[,ng(t) — pua (t)]
+ Z e FUm/L* geop (imx/L) x

=1

t ; 2 2 L I/
X {/ e /L)t Z/ [f(x',t') — () = T lua(t) —u’l(t’)]} X
0 0
x sen (irx'/L)dx'dt/

o L
+—/ (') sen (ima'/L)dx’
L),
o L
—,ul(O)—/ sen (irx'/L)dx’
Z),

s 0) = i) [ sen ('}
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u(z,t)

Xz

pa(t) + i [12(t) — pua(t)]
+ Z e " gen (imx /L) x

i=1
t : 2, 2 L X
X / ertim/ Z/ {f(x’, t) = () = Zua(t) — ;)] x
0 0
x sen (imx'/L)dz'dt’

o 2 [*
n Z o—rGm/Dt o (zm;/L)z/ o(x") sen (iwa’/L)dz’
i=1 0

; 2 2 2L
. —k[(2i—1)7 /L)%t - “
;:1 e sen [(2i 1>WI/L]M1(O)L—<2i e
» 1 2 L2 .
_ —k(im/L)%t : L= 0) — o)== (-1 i+1
e e (i /1) a0) = O (1

i

() + 7 [H2(t) = pu(?)]
+ Z e "L’ sen (imw /L) X

i=1

! k(im/L)%t 2 [* T 1iqt Loy gl

x| € 7 f(xat)—ﬂl(t)_E[M(t)_lh(t)] X

0 0
x sen (imx'/L)dz'dt’

. 2 [E
—w(im/L)%t . “ / S /

+ Z e sen (mrx/L)L /0 o(x") sen (irz'/L)dx

i=1

A (0) Y el sen (21 = Ve 1]

i 2 20— 1)
=2 lia(0) = p0) 3 e S EEEE gy,

i=1

15.Considere o problema 7 com ¢ = ug constante. isto é, resolva a equagao
do calor homogénea,

ou_ o
at_ﬁaxw

no intervalo (0, L), com a condicao inicial constante,

u(z,0) =ug, 0<ax <L,
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e as condigoes de contorno nao-homogéneas constantes,

w(0,t) =wuy, u(L,t)=
Usando o resultado do problema 7,
x
u(:z:,t) = u;+ z(
L
+r Z sen (ima/L)e /11ty / sen (irx' /L) da’

0

U9 —’LL1) +

4u1 sen [(2i — 1)7T£E/L] —k[(2i—1)7/L]?t

T 4 21— 1
=1

——2(u27: ) Z sen (imx/L)e™ " (im/ L)%t (= 1,)2'71 )

- 7
=1

Calculando a integral na sequnda linha (ver apéndice),

x
u(z,t) = up+ Z(UQ —up) +
4 sen [(2i — 1)7T:13/L] (2i—1)n /L]t
o (o —w) Zl % —1
2<UQ — Ul ( ].)iil

- Z sen (imx/L)e "0/ L)

?

Podemos wverificar que a funcao acima satisfaz a equacgao diferencial e as
condi¢oes de contorno. Para a condi¢do inicial temos,

U(.CE,O) = U + %(Ug — Ul) +
-y 3 G =

_2(U27T— uy) Z sen (imz/L) <_1.)Z_ ‘

1
=1

Substituindo as séries acima (ver apéndice),
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u(z,0) = wu + %(uz —up) +

+<U0 — ul)
(Ug Z U1)ZL‘ ’

= Uo,

como esperado.
16. Considere o problema 10 com ¢ = uy constante, isto é,

no segmento,

com a condicao inicial,

u(z,0) =ug, 0<ax <L,

e as condigoes de contorno homogéneas,

u(0,t) =0, u(L,t)=0, t>0.

Usando o resultado do problema 10, temos,
u(x,t) _ Zefﬁ(iﬂ/[/)% %
i=1

t ) .92 L
X {/ e im/ L)%t Z/ f(@' 1) sen (ima’ /L)dx'dt!
0 0

) L
+zu0/ sen (iﬂx’/L)d:U’} sen (imx/L).
0

Substituindo a ltima integral (ver apéndice),
u(z,t) = Ze‘”(i”/L)2t sen (irx/L) X
i=1

I
X / erlim/L)%t E/ f(&' 1) sen (ima’ /L)dx'dt!
0 0

4 el 2, sen [(20 — V)ma /L]
= k[(2i—1)m/L]*t
+7Tu0 ; e .

21 —1
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Vemos que a solugdo acima satisfaz as condi¢oes de contorno. A condi¢do
wmacial nos dd,

sen [(21 — 1) 7T:1:'/L]
_“02 2i— 1

Substituindo a série acima (ver apéndice),

u(z,0) = ug,

como esperado. Calculando agora as derivadas de u temos,

ot 0x?
= —K Z(iﬁ/L)ze_“(”/L)Qt sen (imx/L)
i=1

t ] .9 L
X / e (m/ L)%t —/ f(2' 1) sen (irx’/L)dx'dt!
0 L Jg
+ Z e~ " gen, (ima /L) x
i=1

2 [*
Xeﬁ(m/L)Qt_/ f(a' t) sen (ima’/L)dx'

21 —1 L
el Uo Z [(2i — 1)7/L)%e [(2i—1)m/L]2t SEN [( 222 - 1>7W/ ]

+/€Z i/ L)2e "0/ gen, (imx /L) X

, , 2
></ eﬁ(m/L)%z/ f(2' 1) sen (irx’/L)dx'dt!
0 0

sen [(2i — 1)mx/L]
21 —1 ’

4 . 2
- 2% — 1 L 2 _—k[(2i—1)w/L]*t
+/<L7Tu0 E [(2¢ )w/L]%e

= ; sen (i?T.?Z/L)%/O f(a',t) sen (ima'/L)da’

A expressao acima é a expansao de f, logo,

como esperado.
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17. Consideremos o problema 11 com ¢ = ug constante, isto é, a equagao
do calor na regiao aberta,

ou 0%u
ot 0x?
no intervalo,
0<z<L, ty<t<T,

O<zx<L, toy<t.

As condigoes inicial e de fronteira sao,

u(z,to) = g,
u(0,1) = (1),
u(L,t) = pa(t).

Usando o resultado do problema 11 temos,

u(e,t) = () + Fln(t) = m ()]

4 (20 — 1) L ) /
& sen [ 21 — 17T$/ ]/ e n[(2171)7r/L]2(t7t)'ull(tl)dt/
i =1 ! 0
2 L . t , ,
_% Z Sen (ZZT*T/ )(_1)z+1/ e—n(wr/L)2(t—t )[ng(t,) N ,u'l(t’)]dt’
i=1 0

2 /L2 g
+— Zef"(”/m sen (z’mz/L)uo/ sen (ima'/L)dx'
L i=1 0

_%Nl(o)z sen [(2222—_11)7rx/L] (@i 1)m /L2
%[Mz(o) — 111(0)] Z g—rtim/Ly?e SN UL/ 2) (z’;r:c/L) (=1)"1,

=1

Calculando a integral na quarta linha (ver apéndice),
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u(e,t) = () + Zln(t) = ()]
_% Z sen [(2i — )mz/L] /Ot e—n[(Qi—l)w/LP(t—t’)lu/l(t/)dt/

— 21— 1
2 sen (imx/L i IV (et
-2y 2 UEB gy [ e ) — el
i=1 0
4 (i 2, sen [(20 — V)ma /L]
= k[(2¢—1)m/L]*t
T ;e 2 — 1
4 sen [(2i — V)wx /L] 19 2
_ 0 k[(2e—1)m/L]*¢
w“ﬂ);; 2 — 1 ‘
2 Cwtiny2e Sen (imx /L) :
_“ 0) — 0 k(im/L)*t 2~ \" AT -1 i+1 )
—112(0) = 4 D e - (—1)

=1

Vamos wverificar a solugdo acima. As condigcoes de contorno e inicial nos
dao,

1(t)
2(t)
u(r,0) = p(0)+ [ 2(0) = 1 (0)]
4 sen (2t — 1)mwx/L]
2t—1

£
o
N~ S
|
= =

+U0
m

—é,ul(O) Z sen [(2i — 1)mwx/L]

o L 2i— 1
2 pa(0) — (o) 3 I gy

Substituindo as séries acima (ver apéndice),

u(@,0) = p(0)+ F[12(0) = 1 (0)
+ug
—11(0)

—Z[Mz(o) — (0],

= U,
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como esperado. Vamos verificar agora que u satisfaz a equacao diferencial.
Temos,

Ou 0w _
ot "ox?
! x ! !
= lh(t) + Z[l@(t) - Ml(t)]
4 , sen [(20 — D)7z /L] Y ot /L2 Gt 1 v
e R Y K O

sen [(2t — 1)wx /L]
——Z 2 — 1 11 (t)

+K%Z(m/L)2M(—1)i“ /0 Oy (1) — iy (t))a

2
=1

——ZM< 1 (1) — 4 (1)

2 - 2_—k[(2i—1)m/L]2t SEN [(2i — 1)mx/ L]
mﬁuo Z[(Qz 1)m/L]%e 51

g (0) 120~ /1P (20 = /L] —ii-tymine

— 2t —1
2 sen (imx/L) -
4 . —k(im/L)%t 1)+l
e e
4 , sen [(20 — D)7z /L] 1 o tn /L2ty 1 v 1t
2 Sl = a2 I [ etaim et i

1=1

_H% Z(m/L)z sen (iTI/L) (_1)¢+1/0 e—n(iw/L)Q(t—t’)[Mé(t’) — ()] dt’

1

+H%u0 Z[@Z - 1)7T/L]2e’”[(2i*1)ﬂ/L]2t sen [(22ii—_11)7rx/L]
2 (0) 32 = vy L = e
o 20s0)— ) Y2 D)

=1
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= 1y (8) + Zls(t) = i (0]

_% Z sen [(2t — 1)mx /L] ()

- % — 1 !
_%z:ﬁﬂ%@ﬁﬁgn”WM®—uKM-

Substituindo as séries acima (ver apéndice),

ou  Pu

ot "o

= 1 (0) + 7 lalt) — 4 (1)
—4 (1)
L) — @] =0,

como esperado.
18. Considere o problema 12 com ¢ = uy constante, isto é, a equagao do

calor nao homogeénea,

ou 0%u
o _m@—kf(x,t),

no intervalo,

O<z<L, t>0,

com a condicao inicial,

u(z,0) =ug, 0<ax <L,

e as condigoes de contorno nao homogéneas constantes,

w(0,t) =uy, u(l,t) =wug, t>0.

Usando o resultado do problema 12,
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u(z,t)

T
U + E(Ug — ul)

+ Z e "/ sen (imx /L) x

=1

t ) , 9 L
X / e im/ L)%t Z/ f(a' ") sen (ima'/L)dx'dt/
0 0

. , 2 [* .
+ Z e—n(zﬂ’/L)?t sen (Zﬂ—$/L)zu0 \/0 Sen (Zﬂ'[L’//L)d;L‘/

=1

—éul Z o—rl(2i-1)m/ L2t SEN [(2i — )7/ L]

™= 2t — 1
—z(u . )Ze‘”(”/L)Qt sen (irz/L) (1)
o i '

=1

Calculando a integral na quarta linha (ver apéndice),

u(z,t)

T
= u; + —(ug —uy)

L
+ Z e "/ gen (imw /L) x

i=1
S i

x/ erim/ L)%t E/ f(@' ") sen (imx’/L)dz'dt’
0 0

4 (2 2, sen [(2i — V)ma /L]
= k[(2i—1)m/L]*t
e z_; ‘ 2 — 1

4 el 2, sen [(20 — V)mx/ L]
= k[(2i—1)m /L)%t
. Z:; ‘ 2 — 1
_z(uz . Ul) Z e—n(iw/L)Qt Sen (Z?Tl"/L) (_1>i+1 '

™ - 7
=1

Vamos wverificar a solu¢do acima. As condigcoes de contorno e inicial nos

dao,
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UL, Uz ,
u(z,0) = w+ %(UQ — uy)
4 sen [(2i — 1)mx/L]
0

21 —1

4 sen |(21 — 1)wx /L
3 [( )ra/L]

21—1

——(ug —wy
T

2 Z sen (mx/L (1)

=1

Substituindo as séries acima (ver apéndice),

x
u(z,0) = wu + Z(ug —uy)
+ug
x
_Z(UQ —uy) =,

como esperado. Verificando agora a equacgao diferencial temos,
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ot "oa?
=—K Z(m/L)Ze_“(”/L)Qt sen (imx/L) X
t i 247 2 L
X / ertim/ L)%t Z/ f(&'t") sen (ima’/L)dz'dt’
0 0

+ Z e "/ gen (imx /L) x

i=1

0,2 [T
% i/ L) tz/ f(a:/,t) sen (’iﬁx//L)dx/

4 (2i—1)m/L)2t SEN (20 — )7/ L]
—h—g ;[(22 —1)7/L)%e yw/ L%t —
+f<o%u1 ;[(21 17/ L2erlimDm/Lpt 5T [(22ii—_ 11)7TI/L]
2y — ) Y et 2L D) (ZZ”/ L) (_qyn

=1

—Hiz i/ L)2e "0/ sen, (imx /L) X

R
y / w2 / £ V) sen (ina /D)de'dt’
0 0

‘Hféuo Z[(?z — 1)7r/L]26—H[(2i—1)7r/L]2t sen [(2i — 1)mwx/L]
T o=

21— 1
4 - k(2 2, sen [(20 — )/ L]
—K— 2 — 1 L 2 —k[(2i—1)m/L]*¢
K”m;[( PR 2 — 1
2 ' . I |
—k—(uz — u1) Z(iﬂ/L)Qe_”(”/L)%M(_1>z+1 ’
T i

i=1

. , 2 [F
= Ze_”(”/L)Qt sen (mx/L)e”(”/L)%z/ f(&' t) sen (imx’/L)da’

= Z sen (imx/L)— / f(2',t) sen (imx'/L)dx
= f(xat)

como esperado.
19. Considere o problema 14 com ¢ = ug constante, isto é, a equagao do

o4



calor nao homogeénea,

ou 9%u

azﬁerf(%t),

no intervalo,

O<ax<L, t>0,

com a condi¢ao inicial,

u(z,0) =ug, 0<z <L,

e as condigoes de contorno nao homogeéneas,

w(0,t) = p(t), w(L,t)=pua(t), t>0.
Do problema 14 temos,
x
u(et) = n(®)+ T - mb)
+ Z e "/ gen (imz /L) x

i=1
¢ it/ L)2 ¢ 2 L x
 [etmmre 2 [ty - @) - Sl - el
0 0
x sen (iwx'/L)dz'dt’

P 2 [*
n Z oK/ D2t o (mx/L)Z/ o(x') sen (irz'/L)dx’
i=1 0
4 el 2, sen [(2i — 1)max /L]
= K[(2i—1)m/L])*¢
Wlh(o) ; € (20 — 1)
2 insy2g S€n (imz /L) :
& . k(im/ L)%t _ 1)+l
W[Mz(o) 121(0)] Z € i (=17

i=1

Substituindo p(x) = uy =constante,
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u(z,t) =

pt) + lna(t) = (1)
+ Z e " gen (imx /L) x

t : 2, 2 L xl
X / e i/ Z/ {f(x’, t) = () = Zua(t) — ;)] x
0 0
x sen (imx'/L)dz'dt’

P 2 [F
n Ze%(m/m tsen (z’m;/L)zuo/ sen (ima’/L)dx’
=1 0

)37 it sen [~ a1

= (2i=1)
=2 lua(0) = o (0) Y e TR gy,
mw+%mw—m@1

+ Z —Hm /L sen (imx /L) X
t ; 2, 2 L !
x/emw”z/[ﬂ%ﬂ—%ﬁ%jﬂﬁﬂ—MWﬂx
0 0
x sen (imx'/L)dx'dt’

4 i—1yr/pp2e Sen [(20 — D)ma/ L]
Lo = (0 Ze e 2i— 1

2 1a(0) - EE“WM-EH?QQ<>M

20. Resolva a equacao do calor,

no intervalo,

ou_
Gt_ﬁaxz’

O<zx<L, t>0,

com as condigdes de contorno homogéneas (barra isolada em z = 0),

u.(0,t) =u(L,t) =0,
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e a condicao inicial,

u(z,0) = p(x).

A solucao €,

u(z,t) = Aoz + By + Z(Al sen wyx + Bj coswm)e Nt
i=1

com w? = \?/k. As condigoes de contorno e inicial nos dio as equagaes,

ux((), t) = AO + ZwiAie_)‘?t =0 s
i=1

u(L,t) = AoL+ By + Z(Al sen w; L + B; cos wiL)e*’\?t =0,
i=1

u(x,0) = Apx+ By + Z(A, sen w;x + Bjcosw;x) = ().
i=1

Satisfazemos as condi¢oes acima escolhendo,

A=0, i=0,1,2,...
BOZO7

wi= (2 —1)—

 =1,2,...
2L7Z » <

Com isso temos,
2 = kw! = k(2 — 1)27T— :
A condi¢ao para ¢ fica entao,
Z B cos|(2t — 1)mx/2L] = ¢(x).
i=1

Multiplicando a expressio acima por cos|(2j — 1)wx/2L] e integrando em x
(ver apéndice),
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ZBZ/ cos|(2i — 1)wx/2L] cos[(2) — 1)wx/2L]dx

:/0 o(x) cos[(2j — 1)mx/2L]dx
L
Big =

L
/ o(x)cos|[(2) — 1)mx/2L)dx
0

h

b'll\b

L
/gp cos|(2j — V)mx/2L)dx

0

A expansao para ¢ € entao,

= 3 cosl(2i — )ma/2L) /0 o(a') cos|(2i — 1)’ /2L)da’

i=1

A solucao € portanto,

u(a,t) = Y e "D cog(2i — 1) /2L) %
=1

X%/o () cos[(2i — 1)ma’ /2 L)dx’

Podemos escrever a solu¢ao de outra forma. Fazemos,

L

u(x,t) = / G(z,x';t)p(x) d2’

0

com a func¢ao de Green definida por,
G(z,2';t) Ze"‘@” DALY og[(2i — 1)ma /2] x
2 , ,
X7 cos[(2i — 1)ma’/2L)].

21. Considere o problema anterior com ¢ = ug constante, isto é,

Oou _ Pu
ot~ "ox2
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no intervalo,

O<z<L, t>0,

com as condigdes de contorno homogéneas (barra isolada em = = 0),

uz(0,t) =u(L,t) =0,

e a condicao inicial,

u(z,0) = ug .

22. Considere a equacao do calor,

ou 0%u

— = Kk— ,
ot 0x?
no intervalo,

O<z<L, t>0,

com as condigdes de contorno homogéneas (barra isolada em = = L),
u(0,t) = u,(L,t) =0,
e a condicao inicial,
u(z,0) = p(x).
23. Considere o problema anterior com ¢ = ug constante, isto é,

ou 0*u

—_— = ke ,

ot 0x?
no intervalo,

O<z<L, t>0,

com as condigoes de contorno homogéneas (barra isolada em = = L),

u(0,t) = u,(L,t) =0,

e a condicao inicial,

u(x,0) = ug .

24. Considere a equacao do calor,

29



ou 0*u

—_— = k— ,

ot 0x?
no intervalo,

O<z<L, t>0,

com as condigdes de contorno homogéneas (barra isolada em 2 =0 e x = L),
uz(0,t) = u, (L, t) =0,
e a condicao inicial,

u(z,0) = ¢(x).

25. Considere o problema anterior com ¢ = ug constante, isto é,

ou 0%u

—_— = Kk— ,
ot 0x?
no intervalo,

O<z<L, t>0,

com as condigoes de contorno homogéneas (barra isolada em z =0 e x = L),
Uz (0,t) = u, (L, t) =0,

e a condicao inicial,

u(z,0) = ug .

26. Resolva a equacao do calor nao homogénea,

ou J*u

E:Fé@‘i‘f@,t},

no intervalo,

O<zx<L, t>0,

com as condigdes de contorno homogéneas (barra isolada em z = 0),

uz(0,t) =u(L,t) =0,

e a condicao inicial,
u(z,0) = ¢(z).
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27. Considere o problema anterior com ¢ = ug constante, isto é,

ou 9%u
e —'warf(%t),

no intervalo,

O<ax<L, t>0,

com as condigdes de contorno homogéneas (barra isolada em z = 0),

uz(0,t) =u(L,t) =0,

e a condicao inicial,

u(z,0) = ug .

28. Considere a equacao do calor,

ou 9%u
E —H@+f(l“>t),

no intervalo,

O<ax<L, t>0,

com as condigoes de contorno homogéneas (barra isolada em z = L),

u(0,t) = u,(L,t) =0,
e a condicao inicial,
u(z,0) = p(z).
29. Considere o problema anterior com ¢ = ug constante, isto é,

ou 0%u
E —H@+f(l“>t),

no intervalo,

O<zx<L, t>0,

com as condigoes de contorno homogéneas (barra isolada em z = L),

u(0,t) = u,(L,t) =0,

e a condicao inicial,
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u(z,0) = ug .

30. Considere a equacao do calor,

ou 0%u
E —'f@+f(l“>t),

no intervalo,

O<x<L, t>0,

com as condigbes de contorno homogéneas (barra isolada em x =0 e x = L),

Uz (0,t) = u,(L,t) =0,

e a condicao inicial,

u(z,0) = ¢(x).

31. Considere o problema anterior com ¢ = ug constante, isto é,

ou J%u
e —/‘fw*'f(%t),

no intervalo,

O<z<L, t>0,

com as condigoes de contorno homogéneas (barra isolada em x =0 e x = L),

uz(0,t) = u, (L, t) =0,

e a condicao inicial,

u(z,0) = ug .

32. Considere a equacao diferencial,

no intervalo 0 < x < L, t > 0, com condig¢oes de contorno homogéneas,

u(0,t) =u(L,t) =0,

e condicao inicial,
u(z,0) = ¢(z).
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33. Considere o problema anterior com ¢ = u constante.

34. Considere o problema 32 com u(0,t) = uy, u(L,t) = us.

35. Considere o problema anterior com ¢ = u, constante.

36. Considere o problema 32 com u(0,t) = uy(t), u(L,t) = pa(t).

37. Considere o problema anterior com ¢ = u, constante.

38. Considere os problemas 32-37 com —a? em lugar de +a?.

39. Uma barra de comprimento L possui a superficie isolada, incluindo
as extremidades. A temperatura inicial é u(z,0) = f(z). Calcule u(z,t)
(Spiegel [7], probl. 2.27).

40. Uma barra de comprimento L com superficie isolada e extremidades
em x =0 e x = L, possui temperatura inicial f(z) (u;(0,t) = u,(L,t) = 0).
Calcule u(z,t) (Churchill [13] p. 111).

41. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 2.51; Churchill [13], p. 109),

ou  du
ot 0z’
com,

O<z<m, t>0, uy,(0,t) =u,(mt) =0, u(x,0)= f(x).
42. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 1.12),
ou 282u

ot "oz’
com,

O<zxz<m, t>0, u(0,t) =u(m,t) =0, u(x,0)= sen2z.

Mostre que se u(z,0) = sen x a solu¢ao é u(x,t) = e " sen x (Churchill [13],
p. 104).
43. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 1.23),

o _ 0
ot “ox2’

com,

0<z<3, t>0, u0,t)=u(3,t) =0,
u(z,0) = bsendnr — 3sen8nx + 2sen 107z, |u(z,t)| < M.

44. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 1.25),
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o _ 0
ot " ox2’

com,

O0<x<3, t>0, u(0,t) =u(3,t) =0, u(x,0)= f(x), |u(z,t)] <M.
45. Resolva a equagao (Spiegel [7], probl. 1.43(c)),

ou 0%u

420 <<
ot 8x2’0_m_7r’

com,

u(0,t) = u(m,t) =0, u(z,0) =2sen 3z —4sen 5zx.
46. Resolva a equagao (Spiegel [7], probl. 1.43(d)),

ou  0%u
o 0<z<2
o "o VSTEE

com,

uz(0,t) = u(2,t) =0, wu(z,0) =8cos(3mx/4) — 6cos (Imx/4).
47. Resolva a equagao (Spiegel [7], probl. 1.43(g)),

ou 0%u

% 92 0<x<4,
x

com,

u(0,t) =u(4,t) =0, wu(z,0) =6sen (7z/2) + 3sen (7x).

48. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 1.45),
oo,
ot Ox? ’

com,

O<z<3, t>0,

u(0,t) = u(3,t) =0,

u(z,0) = 2senmx — sendrnx,
lu(z,t)] < M.
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49. Considere o problema 3 com as condigoes u,(0,t) = 0, u(3,t) = 0,
u(z,0) = f(z), expandindo f(z) em uma série de cosenos (Spiegel [7], probl.
1.47).

50. Considere o problema 2 com temperatura inicial 25°C(Spiegel [7],
probl. 2.25).

51. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 2.26),

ou 282u
ot “ox2’
com,

O0<z<3, t>0, u0,t) =10, u(3,t) =40, u(z,0)=25, |u(z,t)| <M.
52. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 2.50),

oo
ot “ox2’
com,

O<z<4, t>0, u(0,t) =u(4,t) =0, u(x,0)=25x.

53. Resolva o problema anterior com u(0,t) = uy, u(L,t) = us, u(z,0) =
0 (Spiegel [7] probl. 2.63).

54. Resolva o problema 14 com u(0,t) = uy, u(L,t) = uq, u(z,0) = h(z)
(Spiegel [7], probl. 2.64). Considere o caso particular u; = us = 0 (Tijonov
[12], p.524).

55. Resolva o problema (Spiegel [7], probl. 2.69 com u; = uy = 0),

ou 0%
oo U —yz
o N T

com,

O<z<L, t>0, u0,t) =uy, u(l,t)=uz, u(z,0)=f(x), |ulz,t)] <M.

56. Resolva o problema anterior com [e~7* substituido por ugsen ax
(Spiegel [7], probl. 2.70).

57. Uma barra condutora com extremidades em x = 0 e x = L possui
temperatura zero em x = (0, e em = = L irradia em um meio a temperatura
zero. A superficie é isolada e a temperatura inicial é f(z). Calcule u(z,t)
(Spiegel [7], probl. 3.13).

58. Mostre que o problema de valores de contorno,
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ou 0 ou
g(x)aza—x {K(m)%] +h(z)u, O<z <L, t>0,

u(t,0) =u(t,L) =0, u(0,z)= f(z), |u(t,x)] <M,

¢ um problema de Sturm-Lioville. Calcule u(t,x) (Spiegel [7], probl. 3.14).
59. Considere o problema 18 com condigdes de contorno wu,(t,0) =
hau(t,0), u,(t, L) = hou(t, L) (Spiegel [7], probl. 3.37).
60. Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl. 3.40),

ou 0*u
— =k—, O<xz<L, t>0
ot o2 s ’

u(0,t) = uy(L,t) =0, u(z,0)= f(z), |u(z,t)] <M.

61. Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl. 3.43),

ou 0%*u
— =k—, O<a< L, t>0
ot~ g VST !

uz(0,t) = hu(0,t), wuy(L,t) = —hu(L,t), u(z,0)= f(x).
62. Mostre que a equagao (Tijonov [12], p. 220),

@— @4_5@_‘_
ot~ "oz TVor T

se reduz a equacao do calor,

ou 0%u
— = Kk— ,
ot 0x?
apos a transformacao de variaveis,
s B
v=elttNy = A=y —
a 2K 7 4k

63. Uma barra semi-infinita (x > 0) com superficie isolada possui tem-
peratura inicial u(x,0) = f(z). Uma temperatura u(0,t) = g(t) ¢ aplicada
na extremidade z = 0 e mantida. Calcule u(x,t).

64. Considere o problema anterior com u(0,t) = ¢(t) = 0 (Spiegel [7],
problemas 5.16 e 5.17).

65. Considere o problema 27 com u(z,0) = f(x) = ug constante (Spiegel
[7], probl. 5.18).
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66. Use a transformada de Fourier para resolver o problema de valores
de contorno (Spiegel [7], probl. 5.22; Tijonov [12], p. 248),

ou 0?u
ot~ Foar U
com —oo < x < oo, t > 0.
67. Uma barra infinita com superficie isolada possui temperatura inicial
dada por,

x>0) = f(x)’ ’u(x>t)‘ <M,

f(LU) _ {u07 |l’| < a,

0, |z|>a.

Calcule u(x,t) (Spiegel [7], probl. 5.42).

68. Um solido semi-infinito (x > 0) possui temperatura inicial dada por
f(x) = uge ™", Se a face em = = 0 é isolada, calcule u(z,t) (Spiegel [7],
probl. 5.43).

69. Considere o problema anterior com u(0,t) = wuy, u(L,t) = us,
u(z,0) = 0.

70. Considere o problema 33 com w(0,t) = wuy, w(L,t) = ug, u(x,0) =

71. Considere o problema 33 com u(0,t) = u(L,t) = 0, u(z,0) = h(x)
(Tijonov [12], p. 524).

72. Se as barras do problema anterior sao de concreto com x = 0,005
(unidades CGS), quanto tempo apés o contato as temperaturas nos mesmos
pontos serao as mesmas? (5 h; Churchill [13], p. 105).

73. Calcule a temperatura u(x,t) em uma barra com temperatura inicial

©(x), e as faces em x = 0 e x = 7 termicamente isoladas (Churchill [13], p.
109),

ou 9*u

E = Ii@, O<zx< ™,
ou(0,t)  Ou(m,t) B

74. Considere agora o problema com a face em x = 0 a temperatura zero,
a face em x = 7 isolada, e temperatura inicial ¢(x) (Churchill [13], p. 109).
75. Suponhamos um fio radiante com diametro pequeno o suficiente para
que a temperatura em qualquer secao reta seja constante. A superficie lateral

¢é exposta a temperatura zero, e ganha ou perde calor de acordo com a lei de
Newton (Churchill [13], p. 110),
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u 0*u
—_— = Kk—
ot Ox?
(a) Calcule u se as condigoes de contorno sao,

—hu, O0<zx<m.

uw(0,t) = u(m,t) =0, u(z,0)=p(x).

(b) Calcule u se as condigoes de contorno sao,

u(0,1 u(m,t
0 (gox’ ) = 0 éx’ ) =0, u(z,0)=¢(x).

76. Considere uma barra com a face em x = 0 a temperatura zero, a face
em x = L isolada, e temperatura inicial ¢(z). Calcule u(z,t) (Churchill [13],
p. 111).

77. Considere o problema 25 com 0 < =z < m, u(0,t) = u(m,t) = 0,
u(x,0) = f(z). Considere o caso particular f(x) = azx(m — x)/2x (Churchill
[13], p. 111).

78. Considere o problema anterior com a extremidade x = m isolada.

79. Um fio irradia calor para a vizinhanca a temperatura zero. Em x = 0
temos u = 0, e em x = 7 temos u = A. A temperatura inicial é zero. Calcule
u(z,t) (Churchill [13], p. 112).

80. Uma barra possui a face em = = 0 a temperatura zero, e a face
em x = 7 apresenta fluxo de calor constante, u,(m,t) = A. Calcule u se a
temperatura inicial é zero (Churchill [13], p. 112).

81. Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7] probl. 3.39),

ou 0%u
— =k—, O<axz< L, t>0
ot o2 TS ’

uz(0,t) = —hi[u(0,t) —uo], u.(L,t) = —ha[u(L,t) —uo}, u(z,0)=p(z).

82. Resolva o problema de valores de contorno,

ou 0*u
E—R@’ 0<3§'<Ij7 t>0,

83. Resolva o problema de valores de contorno,
ou 0%u

% =
U(O,t) = lul(t) ) ux(L7t) = #Q(t)v U(SE,O) = gO(iE) .

O<z< L, t>0,
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84. Resolva o problema de valores de contorno,

ou  Ju
% =
ul’(ovt) = :ul(t) ) U(Lvt) = MQ(t) ) u(x, O) = 90(1‘) .

85. Resolva o problema de valores de contorno,

O<z<L, t>0,

ou 0%u
E:/ﬁ@—l—f(z,t), O<xz<L, t>0,

u1<0>t> = :ul(t) ) uﬂf(L7t) = M2(t) ) u(:c,()) = (p(SE) .

86. Resolva o problema de valores de contorno,

ou 0%u
E:/{@—i—f(x,t), O<z<L, t>0,

w(0,4) = pn(t) wp(Lot) = pa(t) , u(,0) = ().

87. Resolva o problema de valores de contorno,

ou 0%u
E:H@—Ff(l’,t), O<z<L, t>0,

u1(07t> = :ul(t) ) u(L7t) = ﬂ2(t) ) u(x, O) = <p(.7c) .

88. Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7] probl. 1.27
com pu(t) =T, pia(t) = T2),

du 0*u
Ez/{@—ﬁ(u—uo), O<x<L, t>0,
U(O,t) = :ul(t) ) U(L7t) = “Q(t) ) u(x, 0) = 90(11) .
89. Resolva o problema anterior se (Spiegel [7] probl. 1.28), as extremi-
dades em x = 0 e x = L sao isoladas, isto é,

uz(0,t) =0, u,(L,t) =0;

90. Calcule a temperatura u(x,t) em uma barra se,
(a) as extremidades em z = 0 e # = L irradiam para o meio de acordo
com a lei de Newton do resfriamento, isto é,
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uz(0,t) = Blu(0,t) —ug|, u.(L,t) = —Blu(L,t) — uy].

(b) as extremidades em x = 0 e x = L irradiam para o meio de acordo
com a lei de Newton do resfriamento, isto é (Tijonov [12], p. 214),

e (0, 1) = Blu(0,8) — 0(1)], up(L,t) = —Blu(L,t) — 0(t)].

(c) as extremidades em x = 0 e x = L irradiam para o meio de acordo
com a lei de Stefan-Boltzmann, isto é (Tijonov [12], p. 217),

u,(0,1) = o[u*(0,t) — 640,1)], u.(L,t) = olu*(L,t) — 0*(L,1)].

3 Considerando u(x,y,t)

A equacao da conducao do calor em duas dimensoes, em coordenadas carte-

sianas, €,
ou Pu 0*u
Substituimos,
u(z,y,t) =T()X (@)Y (y), (16)
obtendo,

T'XY = w(TX"Y + TXY"),

T/ X// Y// 5
— = _ _— = —)\
D )

em que A é uma constante. A equacao para T fica,

T+ NT =0, (17)

e a funcao T é,

T(t) = Ce ™. (18)

Considerando a funcao X temos,
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S 42
nX~|—/-fY Y
X// )\2 Y//
—:————:—UJQ?
X K Y
logo,
X" +uw’X =0.

A funcao X é assim,

X(z) = Asen wz + Bcoswz .

Para Y temos a equagao,

)\2 Ve
- = _WQ’
K Y
ou,
2
Y” + (——wz) Y =0
K
A funcao Y é,
)\2
Y(y) = Dsen ay + Ecosay, o> =——w?>0,
K
)\2
Y(y) = Fsenh ay + Gcoshay, o> =w®—"— >0.
K

A solugao geral é portanto, usando o principio de superposicao,

u(z,y,t) = Z e M (Asen w;x + Bcosw;z) X
ij
x(Dsen a;jy + E cos a;y) ,
o _ N 2
K

ij
u(z,y,t) = Z e M (Asen w;x + B cosw;z) X
]

X (D senh QY + E cosh aijy) )

2
2 =wi— L >0.

Qij J K
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Podemos escrever a solucao de outra forma. Escrevemos,

A equagao para X fica agora,

X" —w?X =0,

com solucao,

X (x) = Asenh wx + B coshwz.

A equagao para Y fica,

)\2 Y// )
P A
ou,
o2 N
Y K

A fungao Y ¢ entao,

Y (y) = Dsen ay + F cosay,
)\2

o = w4+ —.
K

A solugao é assim,

u(z,y,t) = Z e M'(Asenh w;x + B coshw;z) x
ij

x(Dsen o,y + E cos a;;y) ,
2

J K J

4 Problemas

(26)

(27)

(28)

1. Uma placa retangular de lados a e b possui faces isoladas com lados a 0°.
Se a temperatura inicial é f(x,y), calcule u(z,y,t) (Spiegel [7], probl. 2.29,

coma=>b=1).
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2. Suponha que a placa do problema anterior possua a face em y = b na
temperatura u;. Calcule u(z,y,t) (Spiegel [7], probl. 2.30, com a = b = 1,
para o caso estaciondrio).

3. Suponha que a placa do problema 1 possua a face em y = b na
temperatura f(z). Calcule u(x,y,t) (Spiegel [7], probl. 2.56, com a = b = 1,
para o caso estaciondrio).

4. Suponha agora que a placa do problema 1 possua as faces nas temperat-
uras up, g, us, uy. Calcule u(x,y,t) (Spiegel [7], probl. 2.31, com a = b =1,
para o caso estaciondrio).

5. Suponha agora que a placa do problema 1 possua as faces nas temper-
aturas f(z) emy =0, g(z) em y = b, h(y) em x = 0, v(y) em = = a. Calcule
u(z,y,t) (Spiegel [7], probl. 2.57, com a = b = 1, para o caso estaciondrio).

6. Uma placa semi-infinita de largura a possui dois lados paralelos manti-
dos a temperatura 0, e o lado em y = 0 a temperatura constante uy. Calcule
u(z,y,t) (Spiegel [7], probl. 2.58, para o caso estacionério).

7. Considere o problema anterior com os trés lados a temperaturas uy em
y=0,upemz=0¢eu em z =a.

8. Considere o problema 6 com os trés lados a temperaturas f(z) em
y=0,¢9(y) emx=0eh(y) emx=a.

9. Resolva o problema de valores de contorno,

2 2
%— (6_4_3_)7 0<z<a, O<y<b, t>0,

or?  Oy?
U’(O Y, ) - ,ul(y7 ) ) (CL, y7t) = ,U/Q(yu t) )
u(z,0 t) (x t), u(xz,b,t) =wy(z,t),
(z,

10. Resolva o problema 9 com a condi¢ao em y = 0 dada por,

Uy (2,0,t) = vy (2, t).

11. Resolva o problema 9 com a condi¢ao em y = 0 dada por,

Uz (2,0,t) = —hy[u(z,0,t) — uy) .

12. Resolva o problema,

ou Pu  0*u
i <8_+8 2)+f($ y),

com,
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O<z<a, O<y<b, t>0,

U(Oa Y, t) = (ya t) ) U(CL, Y, t) = #2(% t) >
u(z,0,t) = v (x,t), u(x,b,t) =w(x,t),

u(z,y,0) = p(z).

13. Resolva o problema 12 com f = +a?.
14. Resolva o problema 12 com f = —a?.

15. Resolva o problema,

ou  (Pu  u 5
E_K(@+a_z/2> +ofu+ f(x,y),
com « constante e as condi¢oes do problema 12.

16. Resolva o problema 15 com —a? em lugar de +a?.

17. Uma placa infinita no plano zy possui temperatura inicial f(x,y).
Calcule u(zx,y,t).

18. Uma placa infinita de largura a no plano xy possui dois lados paralelos
mantidos a temperatura 0, em x = 0, e o lado em = = a a temperatura
constante u;. Calcule u(z,y,t).

19. Considere o problema anterior com a temperatura ug em x = 0 e u;
em r = a.

20. Considere o problema 18 com a temperaturas f(y) em = = 0 e g(y)
em r = q.

21. Considere o problema 12 com f também dependendo do tempo.

22. Considere o problema 15 com f também dependendo do tempo.

5 Considerando u(z,y, 2, 1)

A equacao da condugao do calor em duas dimensoes, em coordenadas carte-
sianas, €,

% B 0%u n 0%u n 0%u (34)
ot~ “\az "o 9:2)
Substituimos,
u(@,y,z,t) = TO)X(2)Y (y) Z(2), (35)
obtendo,
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T'XYZ =r(TX"YZ+TXY"Z+TXYZ"),

T/
?_

em que A é uma constante. A equacao para T fica, como antes,

e a funcao T é,

X// Y// Z// 5

=K—+h—+kK—=—-)\",

X Y A

T+ NT =0,

T(t) = Ce ™.

Considerando a funcao X temos,

logo,

A funcao X é assim,

X"+ WX =0.

X(z) = Asen wz + Bcoswz .

Para Y temos a equagao,

ou,

Portanto,

A funcao Y é entao,

)\2 Y// Z// B )
kY 7z Y
Y// )\2 ) Z// )
Y kY Tz~
Y'+a’Y =0.

Y(y) = Dsen ay + FE cosay.
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A equacao para Z é,

)\2 Z//
__+w2—7:—a27
K
ou,
Z// ) ) /\2
7—&) + « —;

Z(z) = Fsen 8z+ GcosfPz,
w2+a2—)\—2:—62<0,

Z(z) = Fsenhﬁz—chosh,@z,

w2+a2—%2:ﬁ2>0.

A solucgao geral é portanto, usando o principio de superposicao,

u(z,y,t) = Z e M (Asen w;x + B cosw;x) X
ijk
X (Dsen oy + E cos agy) X
X (Fsen Bz + G cos Bijiz) ,

2

2 2 i 2
wj—i-ozk—;—— ijk<07

u(z,y,t) = Z e M (Asen w;x + B cosw;z) X
ijk
x(Dsen agy + E cos agy) X
X (F senh B;jxz + G cosh fjx2) ,

N 9
2 2 i

Se escrevemos a equagcao para Y como,

Y-’y =0,

temos,

Y (y) = Dsenh ay + E coshay .
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Nesse caso a equacao para Z €,

ou,

Z(z) = Fsen z+ GcosfPz,
)\2
2

W= —a?=-p3<0,
K
Z(z) = Fsenh fz+ Gcoshpz,
)\2
W= —a?=5">0.
K

A solugao é portanto,

u(x,y,2,t) = Z e ! (Asen w;x + B cosw;z) X
ijk

X (D senh ayy + E cosh agy) X

X (F sen Bijkz + G cos B”kZ) s

2
2 7 2 2
Wi K k ik < 0,

u(w,y,z,t) = Z e M (Asen w;x + Bcosw;z) X
ijk
X (D senh oy + E cosh agy) x

X (F'senh f;jxz + G cosh Bji2) ,
2

wjz——z—of: 2
K

Podemos escrever a solucao ainda de outra forma. Escrevemos,

XX yoz
X k Y Z ’
ou,
X" —w?X =0

(54)

(55)
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A funcao X é assim,

X(z) = Asenhwx + Bcoshwz .

Para Y temos,

/\2 Y// Z//
- = +w2,
K Y A
ou,
LA S R
Y K Z
A equagao para Y é entao,
Y+ a0’y =0,

com solucgao,

Y(y) = Dsen ay + Ecosay.

Para Z temos,

ou,

Z(z) = Fsenh fz+ Gcoshf(z,

2
S Wttt = 442> 0,

K
Z(z) = Fsen fz+ GcosfPz,
)\2
-=— —w+a’=-p4*<0.
K

A solucao é portanto,
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u(z,y,z,t) =

u(z,y, z,t)

Se a equacao para Y é,

a solugao Y fica,

Z e N!(Asenhw;x + B coshw;z) X
ijk
X (Dsen agy + E cos agy) X
X(F senh Biij + G cosh ﬁijkz> )
2
Z e '(Asenhw;x + B coshw;z) x
ijk
X (D sen agy + E cos agy) X
X (F'sen Bz + G cos Bijrz) ,
A 2 2 2
—— - +ap = =0 <0.

Y —a®Y =0,

Y (y) = Dsenh ay + E coshay .

Nesse caso a equacao para Z é,

ou,

Portanto,

A solugao é entao,

)\2 Z//
a2 = 2
K 7Z tar,
Z// ) ) )\2
7z T Ty Ty

= Fsen fz+ Gcos Sz,
)\2

AWt —=3>0.

K
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u(z,y, z,t) Ze "(Asenhw;z + B coshw;r) x
ijk
X (D senh oy + E cosh agy) X
X (F'sen Bz + G cos fijrz) , (79)
2

6 Problemas

1. Considere um paralelepipedo retangular de arestas a, b, ¢ com arestas
sobre os eixos coordenados e um dos vértices na origem. A face em z = 0
estd na temperatura f(z,y). Calcule u(z,y,z,t). A temperatura inicial é
h(z,y,z) (Spiegel [7], 2.74 com a = b = ¢ = 1; probl. 2.75 para o caso
estaciondrio; 2.72 com a = b = ¢ = 1, para o caso estacionario). Considere o
caso particular com f e h constantes.

2. Considere o problema anterior com temperaturas especificadas nas
outras faces também (Spiegel [7], probl. 2.73, com @ = b = ¢ = 1, para o
caso estaciondrio). Considere o caso particular com temperaturas constantes
nas faces.

3. Resolva o problema,

@ B 0%u n 0*u N 0*u
ot~ “\az "o 9:2)

com,

O0<z<a, 0<y<b, 0<z<c, t>0,

u(z,y,2,0) = p(z,y,2),

u(07ya Z,t) (?J,Z t)v (a7yazvt) :MQ(y7Zat)7
u(z, 0, zt)—ul(x z,t), u(x, b, z,t) =z, 2,1),
u(w,y,0,t) = m(w,y,t), u(z,y,ct)=mnxy,t).

4. Resolva o problema 3 com a condicao em =z = 0 dada por,

uft(oa Y, z, t) = :ul(y7 Z, t)

5. Resolva o problema 3 com a condi¢ao em z = 0 dada por,
Ux(07 Y, =, t) = —hl[U(O, Y, z, t) - UO] .
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6. Resolva o problema,

du 82u+82u+82u ey o)
ot "\ozz 92 " 922 Y20

com as condic¢oes do problema 3.
7. Considere o problema 6 com f = +a? constante.
8. Considere o problema 6 com f = —a? constante.
9. Resolva o problema,

ou 0%u N 0%u N 0%u e
— =K a‘u,
ot oxr?  0Oy? 022
com « constante e as condigoes do problema 3.

10. Resolva o problema 9 com —a? em lugar de +a?.
11. Resolva o problema,

ou 0%u N 0%u N 0%u
— =K
ot ox?  Oy? 022
com as condi¢oes do problema 3 e « constante.
12. Considere o problema anterior com —a? em lugar de +a?.
13. Considere o problema 6 com f dependendo do tempo.

14. Considere o problema 11 com f dependendo do tempo.
15. Resolva o problema (Tijonov [12], p. 513),

@ B 9%u n 0%u n 0%u
ot~ "\az a2 9:2)

) + *u + f(z,y,2),

com,

—00 < x,Y,2 < +o0o, t>0,
u(r,y,2,0) = p(z,y,2).

7 Apéndice

1. Série de Fourier
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flx) = % + Z[am cos(mmx /L) + by, sen (mmz/L)],

—:iL/_if(x)dav

= %/_z f(z) cos(mmz/L) dx
1 b
:Z/Lf(x)sen (mrz/L)dz, m=0,1,2,...

2. Série de Fourier de senos

z) = ij sen (jmz/L),

= %/0 f(x)sen (jmz/L)dx

3. Série de Fourier de cosenos

f(z) = 3+ Y ascos (jmz/L).

Jj=1

_%/o f(x)cos (jmx /L) dx

4. Série de Fourier dupla

ZZansen I sen nlzy’

m=1 n=1

mmnx

4 L1 Lo
B, = — x,y)sen sen —dmd
Lle/ , J(py)sen Ty sen 7 Sy,

5. Série de Fourier tripla

oo 0 oo

[
f(z,y,z Z Z Z By sen zf sen 77”27;3/ sen nL:Z ,

=1 m=1n=1

8 /L1 /L2 /L3 Imx mmy nmz
By = x,1, z) sen — sen sen —dxdydz .
l LnLaLs Jg . ; flz,y,2) L L, Ly Y
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a 20 .,
/ sen (in€ /a)dé = { in’ t DAL
0 0, 2par.

lsen(a+b)x  lsen(a—b)x
2 a+b 2 a-0»

/ cosax cosbr dxr =

Y

L , , _ lsen|[(i+j)mz/L] = 1sen[(i—j)ma/L] -
/_L cos(imx/L) cos(jmx/L)dr = > (it )7/L + 2 U= j)r/L

Y

o, i#5,
L i=1,
L : , _ lsen[(i+j)mz/L]  1sen|[(i —j)mx/L] "
/0 cos(imx/L) cos(jma/L)dx = 2 i+ )/L 2 (i = j)r/L ,
_JO0, i# g,
L2, i=j.
8.
_lsen(a—b)xz 1lsen(a+b)x
/senamsenbxdm-§ p— G ,
L . . _ Lsen[(i —j)mx/L]  1sen[(i+j)mx/L] -
/L sen (irz/L) sen (jmx/L)dr = 2 i =)/l > U+ /L _L,
)0, i # g,
L, =,
L , , _ lsen[(i —j)mz/L]  Lsen[(i+ j)ma/L] "
/o sen (imx/L) sen (jrx/L)dr = 2 i = /L > (it )7/L ,

o, i#j,
L2, i=j.
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/sen ar cos bxdx——lcos(a+b) _leosla b
2 a+b 2 a-b
. Leos{(i + j)ma/L] _ Leos[(i— j)ma/L]|
/ sen (imx/L) cos (jmx/L)dx = B VTR ;
L 2 (i+j)n/L 2 (i—j)m/L .
: Leos{(i + j)ma/L] _ 1cos[(i ~ j)ra/L]|
/ sen (irx/L) cos (jmx/L)dx = R T R )T ;
0 2 (i+j)n/L 2 (i—j)m/L
e VP CIC L
7 ? )
- 2(2+])7T/L 2(i — j)r/L J
0, i=7.
10.
L2
L +—, ¢impar,
/xsen (imz/L)dx = [
0 ——, ipar,
im
L? ’
- (-1 i+1
z'7r( 7
sen ar X cosax
/$senaxdx: o — .
a a
11.
2L sen (imx/L) ;
_ -~ it Siahet Sbayguny | i+1 L.
x ZZI Z, (-, 0<z<
12.

O<z< L.

4 Z sen [(2¢ — 1)mz /L]
™= 2 —1 ’
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