
5 - A equação de Laplace em coordenadas
esféricas

A equação de Laplace, ∇2u = 0, em coordenadas esféricas, é,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= 0 , (1)

com u = u(r, θ, ϕ).

1 Considerando u = u(r)

Nesse caso temos,

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= 0 , (2)

ou,

r2u′ = A , (3)

em que A é uma constante. Integrando mais uma vez,

u(r) = −A

r
+ B . (4)

Se queremos uma solução finita em r = 0, então A = 0. Se a solução é
finita também em r → ∞, temos B = 0, e a solução é identicamente nula.

Se podemos incluir a divergência em r = 0, como no caso de cargas
puntiformes em eletrostática, temos A 6= 0.

2 Problemas

1-Consideremos uma esfera de raio a. Calcule o potencial interior e exterior
se u(a) = v0 (Churchill [12], probl. 9.1).

Temos no interior A = 0, para não termos a divergência em r = 0, e no
exterior B = 0 para termos uma solução finita, assim,

u(r) =







B , r < a ,

−A

r
, r > a .

Em r = a,
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u(a) = v0 = B = −A

a
,

portanto a solução é,

u(r) =

{

v0 , r < a ,

v0
a

r
, r > a .

Se v0 = 0 a solução é identicamente nula.
2-Considere o intervalo a ≤ r ≤ b com as condições de contorno (Spiegel

[7], probl. 7.71),

u(a) = ua , u(b) = ub .

Temos,

−A

a
+B = ua , −A

b
+B = ub .

Das equações acima obtemos,

A =
(ub − ua)ab

b− a
,

B =
bub − aua

b− a
,

e a solução fica,

u(r) = −(ub − ua)ab

b− a

1

r
+

bub − aua

b− a
.

Se ua e ub são nulos, a solução é identicamente nula, e se ua = ub a solução
é constante.

3-Considere uma casca esférica com raios a e 2a, com temperaturas 0 e
u0 respectivamente (Spiegel [7], probl. 7.50).

Temos agora,

A = 2au0 ,

B = 2u0 ,

logo a solução fica,
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u(r) = 2u0

(

1− a

r

)

. (5)

4. Encontre a solução u(r) para as equações:
(a)

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= −f(r) ;

(b)
1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= +α2 ;

com α constante,
(c)

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= −α2 ;

com α constante,
(d)

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= +α2u ;

com α constante,
(e)

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= −α2u ;

com α constante e,

0 ≤ r ≤ a ,

u(a) = ua .

(a) Escrevemos a solução da forma usual como,

u(r) = uh(r) + up(r) ,

com uh satisfazendo a equação homogênea com condições de contorno não-
homogêneas (problema 1 em r ≤ a), e up satisfazendo a equação não-homogênea
com condições de contorno homogêneas. Reescrevemos a equação diferencial,

1

r2
d

dr

(

r2
dup

dr

)

= −f(r) ,

1

r2
(

2ru′

p + r2u′′

p

)

= −f(r) ,

r2u′′

p + 2ru′

p = −r2f(r) .
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Obtemos assim uma equação diferencial ordinária de segunda ordem, não-
homogênea, na forma,

x2y′′(x) + 2xy′(x)− y(x)k(k + 1) = −x2g(x) .

A solução da equação acima pode ser escrita, como vimos, como a soma
da solução da equação homogênea e uma solução particular da equação não-
homogênea,

y(x) = yh(x) + yp(x) .

Vimos que a equação,

x2y′′ + (2l + 1)xy′ + (α2x2r + β2)y = 0 ,

em que l, α, r, β são constantes, possui solução,

y = x−l[c1Jκ/r(αx
r/r) + c2Yκ/r(αx

r/r)] ,

e κ =
√

l2 − β2. Se α = 0 temos a equação de Euler ou equação de Cauchy,
com solução,

y = x−l(c3x
κ + c4x

−κ) .

Em particular, se α = 0 e l = 1/2 a equação fica,

x2y′′ + 2xy′ + β2y = 0 ,

que é a nossa equação homogênea com β2 = −k(k + 1) = 0, logo k = 0. A
solução da equação acima é assim,

y = x−1/2(c3x
κ + c4x

−κ) ,

com κ =
√

(1/4) = 1/2. Logo, renomeando as constantes,

yh(x) = c1 + c2x
−1 .

A solução particular é (caṕıtulo 22),

yp(x) = y1(x)

∫ x

x0

y2(x
′)g(x′)

∆(x′)
dx′ − y2(x)

∫ x

x0

y1(x
′)g(x′)

∆(x′)
dx′ ,

com ∆ = y1y
′

2 − y′1y2 e y1 = 1, y2 = x−1. Calculando ∆ explicitamente,

∆ = y1y
′

2 − y′1y2 = −x−2 ,

logo,
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yp(x) = −
∫ x

x0

x′g(x′)dx′ + x−1

∫ x

x0

x′2g(x′)dx′ .

A solução up é então,

up(r) = −
∫ r

r0

r′f(r′)dr′ + r−1

∫ r

r0

r′2f(r′)dr′ .

Consideremos o caso particular em que f = f0 constante. Temos,

up(r) = −
∫ r

r0

r′f(r′)dr′ + r−1

∫ r

r0

r′2f(r′)dr′ ,

= −f0

∫ r

r0

r′dr′ + r−1f0

∫ r

r0

r′2dr′ ,

= −f0

[

r′2

2

]r

r0

+ r−1f0

[

r′3

3

]r

r0

,

= −f0
2
(r2 − r20) +

f0
3r

(r3 − r20) .

Vamos verificar que up satisfaz a equação diferencial. Calculando as derivadas
de up,

u′

p(r) = −f0r −
f0
3r2

(r3 − r20) + f0r = − f0
3r2

(r3 − r20) ,

u′′

p(r) =
2f0
3r3

(r3 − r20)− f0 .

Substituindo na equação diferencial,

r2u′′

p + 2ru′

p = −r2f(r) ,

r2
[

2f0
3r3

(r3 − r20)− f0

]

+ 2r

[

− f0
3r2

(r3 − r20)

]

= −r2f0 ,

2f0
3r

(r3 − r20)− r2f0 −
2f0
3r

(r3 − r20) = −r2f0 ,

−r2f0 = −r2f0 ,

como deve ser.
5. Encontre a solução u(r) para as equações:

5



(a)
1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= −f(r) ;

(b)
1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= +α2 ;

com α constante,
(c)

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= −α2 ;

com α constante,
(d)

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= +α2u ;

com α constante,
(e)

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= −α2u ;

com α constante e,

a ≤ r ≤ b ,

u(a) = ua , u(b) = ub .

6. Considere a equação,

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= −f(r) .

Calcule f(r) para as soluções abaixo:
(a)

u(r) =
Ae−κr

r
;

(b)

u(r) =
e−κr

r
(a+ br) ;

(c)

u(r) =
e−κr

r
(a+ br + cr2) ;
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(d)
u(r) = e−κr(a+ br + cr2) .

7. Usando o resultado do problema 3(a), encontre a solução particular
up(r) para a equação,

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= −f(r) ,

com condições de contorno homogêneas em 0 ≤ r ≤ a, nos seguintes casos:
(a)

f(r) =
Ae−κr

r
;

(b)

f(r) =
e−κr

r
(a+ br) ;

(c)

f(r) =
e−κr

r
(a+ br + cr2) ;

(d)
f(r) = e−κr(a+ br + cr2) .

3 Considerando u = u(r, θ)

Substituindo,

u = R(r)Θ(θ) , (6)

em (1), obtemos,

r2
R′′

R
+ 2r

R′

R
+

cos θ

senθ

Θ′

Θ
+

Θ′′

Θ
= 0 ,

ou,

r2
R′′

R
+ 2r

R′

R
= −cos θ

senθ

Θ′

Θ
− Θ′′

Θ
= −λ2 .

A equação para R é, assim,

r2R′′ + 2rR′ + λ2R = 0 , (7)

e para Θ,

senθΘ′′ + cos θΘ′ − λ2senθΘ = 0 . (8)
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A equação para R, (7), é a equação de Euler ou Cauchy. Fazendo R = rp,
obtemos,

p2 + p+ λ2 = 0 . (9)

A solução da equação acima é,

p =
−1±

√
1− 4λ2

2
= −1

2
±
√

1

4
− λ2 . (10)

Assim, a solução de (7) é,

R(r) = Arp1 + Brp2 ,

com

p1 = −1

2
+

√

1

4
− λ2 ,

p2 = −1

2
−
√

1

4
− λ2 .

Podemos escrever a solução acima de forma mais simples, notando que,

p2 = −1

2
−
√

1

4
− λ2 = −1

2
−
(

p1 +
1

2

)

= −1− p1 .

Assim, fazendo p1 = n, temos p2 = −n− 1, a solução de (7) é,

R(r) = Arn +
B

rn+1
. (11)

A constante λ2 em termos de n é,

p1 = −1

2
+

√

1

4
− λ2 = n ,

ou,

1

4
− λ2 =

(

n+
1

2

)2

= n2 + n+
1

4
.

Temos portanto,

λ2 = −n(n+ 1) . (12)

Consideremos agora a equação para Θ(θ), eq.(8). Usando a relação acima
essa equação fica,
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senθΘ′′ + cos θΘ′ + n(n+ 1)senθΘ = 0 . (13)

Fazendo ξ = cos θ temos,

dΘ

dθ
=

dξ

dθ

dΘ

dξ
= −senθ

dΘ

dξ
= −

√
1− cos2 θ

dΘ

dξ
= −

√

1− ξ2
dΘ

dξ
,

d2Θ

dθ2
=

dξ

dθ

d

dξ

(

−
√

1− ξ2
dΘ

dξ

)

= −senθ

(

ξ
√

1− ξ2
dΘ

dξ
−
√

1− ξ2
d2Θ

dξ2

)

,

d2Θ

dθ2
= −ξ

dΘ

dξ
+ (1− ξ2)

d2Θ

dξ2
.

A equação para Θ fica então,

(1− ξ2)
d2Θ

dξ2
− 2ξ

dΘ

dξ
+ n(n+ 1)Θ = 0 . (14)

A equação acima é a equação diferencial de Legendre para Θ(θ), ou, em
termos de y(x),

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0 , (15)

com −1 ≤ x ≤ +1. A solução são os polinômios de Legendre Pn(x), e as
funções de Legendre do segundo tipo Qn(x).

A solução geral de ∇2u = 0, considerando u = u(r, θ), é então,

u =

(

A1r
n +

B1

rn+1

)

[A2Pn(ξ) + B2Qn(ξ)] , (16)

com ξ = cos θ. Consideramos n inteiro não negativo, que nos dará os prin-
cipais casos para alguns sistemas f́ısicos mais comuns. Como a equação de
Laplace é linear e homogênea, o prinćıpio da superposição é obedecido, e
podemos escrever a solução mais geral como uma soma de termos como em
(16),

u =
∞
∑

n=0

(

A1nr
n +

B1n

rn+1

)

[A2nPn(ξ) +B2nQn(ξ)] . (17)

As constantes são determinadas pelas condições de contorno. Como a aplicação
mais comum que encontraremos é em situações f́ısicas, em geral teremos a
condição de continuidade de u, que representará na maioria dos casos um
potencial ou outra função cont́ınua. Também continuamos tendo u finita em
r = 0 e u → 0 em r → ∞.
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4 Problemas

1-Considerando o intervalo 0 ≤ r ≤ ∞, encontre a solução u(r, θ) com a
condição de contorno,

u(a, θ) = f(θ) .

(a) Escrevendo a solução finita temos,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

Anr
nPn(cos θ) , r < a ,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ) , r > a .

A condição de contorno nos dá,

f(θ) =
∞
∑

n=0

Ana
nPn(cos θ) =

∞
∑

n=0

Bn

an+1
Pn(cos θ) ,

portanto,

Ana
n =

Bn

an+1
.

A equação para f(θ) é uma série de polinômios de Legendre, logo,

An =
2n+ 1

2an

∫ π

0

f(θ)Pn(cos θ)sen θ dθ .

Portanto a solução é,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

(r

a

)n

Pn(cos θ)
2n+ 1

2

∫ π

0

f(θ)Pn(cos θ)sen θ dθ , r < a ,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

(a

r

)n+1

Pn(cos θ)
2n+ 1

2

∫ π

0

f(θ)Pn(cos θ)sen θ dθ , r > a .

Se f = 0 a solução é identicamente nula.
(b) Consideremos o caso particular f(θ) = v0(1 + 3 cos θ) (Spiegel [7],

probl. 7.48). Temos,

f(θ) =
∑

k

CkPk(cos θ) = v0(1 + 3 cos θ) = C0 + C1 cos θ ,
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com os outros coeficientes Ck nulos. Logo, Ck = Aka
k e temos,

A0 = C0 = v0 , A1 =
C1

a
=

3v0
a

.

A solução é então,

u(r, θ) = v0 + 3v0
r

a
cos θ , r < a ,

u(r, θ) = v0
a

r
+ 3v0

a2

r2
cos θ , r > a .

Se v0 = 0 a solução é identicamente nula.
(c) Consideremos agora o caso f(θ) = v0sen

2θ (Spiegel [7], probl. 7.49).
Temos,

f(θ) = v0sen
2θ = C0 +

C2

2
(3 cos2 θ − 1) = C0 + C2 −

3

2
C2sen

2θ ,

logo,

C0 = −C2 =
2

3
v0 , C2 = −2

3
v0 .

A solução é portanto,

u(r, θ) =
2

3
v0

(

1− r2

a2
P2(cos θ)

)

, r < a ,

u(r, θ) =
2

3
v0
a

r

(

1− a2

r2
P2(cos θ)

)

, r > a .

Se v0 = 0 a solução é identicamente nula.
(d) Consideremos agora o caso em que f(θ) = c cos θ (Churchill [12],

probl. 9.3). Temos A1 = c/a, B1 = ca2, e temos,

u(r, θ) =







c
r

a
cos θ , r < a ,

c
a2

r2
cos θ , r > a .

Se c = 0 a solução é identicamente nula.
(e) Se f = f0 constante temos,
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u(r, θ) =
∞
∑

n=0

rn

an
Pn(cos θ)

2n+ 1

2
f0

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ , r < a ,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

an+1

rn+1
Pn(cos θ)

2n+ 1

2
f0

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ , r > a .

As integrais acima se anulam para n 6= 0, e se n = 0 temos,

∫ π

0

P0(cos θ)sen θ dθ = 2 ,

logo,

u(r, θ) = u(r) =

{

f0 , r < a ,

f0
a

r
, r > a ,

que é a solução esfericamente simétrica, dependente apenas de r. Se f0 = 0
a solução é identicamente nula.

2-Considerando o intervalo a ≤ r ≤ b, encontre a solução u(r, θ) com as
condições de contorno,

u(a, θ) = f(θ) ,

u(b, θ) = g(θ) .

(a) Escrevemos a solução como, em a ≤ r ≤ b, como,

u =
∞
∑

n=0

(

Anr
n +

Bn

rn+1

)

Pn(cos θ) ,

e as condições de contorno,

u(a, θ) = f(θ) =
∞
∑

n=0

(

Ana
n +

Bn

an+1

)

Pn(cos θ) ,

u(b, θ) = g(θ) =
∞
∑

n=0

(

Anb
n +

Bn

bn+1

)

Pn(cos θ) .

Os coeficientes das expansões de f e g em polinômios de Legendre são então,
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Ana
n +

Bn

an+1
=

2n+ 1

2

∫ π

0

f(θ)Pn(cos θ)sen θ dθ ≡ αn ,

Anb
n +

Bn

bn+1
=

2n+ 1

2

∫ π

0

g(θ)Pn(cos θ)sen θ dθ ≡ βn .

Resolvendo o sistema acima para An, Bn obtemos,

An =
αna

n+1 − βnb
n+1

a2n+1 − b2n+1
,

Bn =
(βna

n − αnb
n)an+1bn+1

a2n+1 − b2n+1
.

A solução é assim,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

αna
n+1 − βnb

n+1

a2n+1 − b2n+1
rnPn(cos θ)

+
∞
∑

n=0

(βna
n − αnb

n)an+1bn+1

a2n+1 − b2n+1

1

rn+1
Pn(cos θ) .

Se f = g = 0 a solução é identicamente nula.
(b) Se f = 0 temos αn = 0 e,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

βn
r2n+1 − a2n+1

b2n+1 − a2n+1

(

b

r

)n+1

Pn(cos θ) .

(c) Consideremos agora o caso particular g = 0 (Churchill [12], probl.
9.7). Temos βn = 0 e a solução fica, após rearranjarmos,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

αn
b2n+1 − r2n+1

b2n+1 − a2n+1

(a

r

)n+1

Pn(cos θ) .

(d) Se f e g são constantes, iguais a f0, g0, por exemplo,

αn =
2n+ 1

2
f0

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ,

βn =
2n+ 1

2
g0

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ .
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As integrais acima são não nulas apenas n = 0, sendo iguais a 2, logo,

α0 = f0 ,

β0 = g0 ,

e temos,

u(r, θ) = u(r) =
α0a− β0b

a− b
+

(β0 − α0)ab

a− b

1

r
,

que é a solução esfericamente simétrica.
3. Encontre a solução u(r, θ) para as equações:
(a)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −f(r, θ) ;

(b)
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= +α2 ;

com α constante,
(c)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −α2 ;

com α constante,
(d)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= +α2u ;

com α constante,
(e)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −α2u ;

com α constante e,

0 ≤ r ≤ a ,

u(a, θ) = µ(θ) .

(a) Escrevemos a solução da forma usual como,

u(r, θ) = uh(r, θ) + up(r, θ) ,
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com uh satisfazendo a equação homogênea com condições de contorno não-
homogêneas (problema 1 em r ≤ a), e up satisfazendo a equação não-homogênea
com condições de contorno homogêneas. Expandimos up e f em séries de
funções associadas de Legendre do primeiro tipo,

up(r, θ) =
∞
∑

k=1

Ak(r)P
m
k (cos θ) ,

Ak(r) =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

up(r, θ
′)Pm

k (cos θ′)sen θ′ dθ′ ,

f(r, θ) =
∞
∑

k=1

Bk(r)P
m
k (cos θ) ,

Bk(r) =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

f(r, θ′)Pm
k (cos θ′)sen θ′ dθ′ .

Os coeficientes B′s são determinados por f . Os coeficientes A′s que definem
a solução up ainda precisam ser determinados. Substitúımos agora up e f na
equação diferencial,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −f(r, θ) .

Calculando as derivadas de up,

∂up

∂r
=

∞
∑

k=1

A′

k(r)P
m
k (cos θ) ,

em que a linha denota derivada em relação a r;

r2
∂up

∂r
=

∞
∑

k=1

r2A′

k(r)P
m
k (cos θ) ,

∂

∂r

(

r2
∂up

∂r

)

=
∞
∑

k=1

[2rA′

k(r) + r2A′′

k(r)]P
m
k (cos θ) ,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂up

∂r

)

=
∞
∑

k=1

[

2

r
A′

k(r) + A′′

k(r)

]

Pm
k (cos θ) ,
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∂up

∂θ
=

∞
∑

k=1

Ak(r)
d

dθ
Pm
k (cos θ) ,

sen θ
∂up

∂θ
=

∞
∑

k=1

Ak(r)sen θ
d

dθ
Pm
k (cos θ) ,

∂

∂θ

(

sen θ
∂up

∂θ

)

=
∞
∑

k=1

Ak(r)
d

dθ

[

sen θ
d

dθ
Pm
k (cos θ)

]

.

Usando agora,

d

dθ

[

sen θ
d

dθ
Pm
k (cos θ)

]

= −
[

k(k + 1)sen θ − m2

sen θ

]

Pm
k (cos θ) ,

temos,

∂

∂θ

(

sen θ
∂up

∂θ

)

= −
∞
∑

k=1

Ak(r)

[

k(k + 1)sen θ − m2

sen θ

]

Pm
k (cos θ) ,

e,

1

r2sen θ

∂

∂θ

(

sen θ
∂up

∂θ

)

= −
∞
∑

k=1

Ak(r)

r2

[

k(k + 1)− m2

sen2 θ

]

Pm
k (cos θ) .

A equação diferencial fica portanto,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −f(r, θ) ,

∞
∑

k=1

[

2

r
A′

k(r) + A′′

k(r)

]

Pm
k (cos θ)

−
∞
∑

k=1

Ak(r)

r2

[

k(k + 1)− m2

sen2 θ

]

Pm
k (cos θ) = −

∞
∑

k=1

Bk(r)P
m
k (cos θ) .

Igualando os coeficientes dos dois lados da equação acima, escolhendo m = 0,
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2

r
A′

k(r) + A′′

k(r)−
Ak(r)

r2
[k(k + 1)] = −Bk(r) .

Obtemos assim uma equação diferencial ordinária de segunda ordem, não-
homogênea, na forma,

2

x
y′(x) + y′′(x)− y(x)

x2
k(k + 1) = −g(x) ,

ou,

x2y′′(x) + 2xy′(x)− y(x)k(k + 1) = −x2g(x) .

A solução da equação acima pode ser escrita, como vimos, como a soma
da solução da equação homogênea e uma solução particular da equação não-
homogênea,

y(x) = yh(x) + yp(x) .

Vimos que a equação,

x2y′′ + (2l + 1)xy′ + (α2x2r + β2)y = 0 ,

em que l, α, r, β são constantes, possui solução,

y = x−l[c1Jκ/r(αx
r/r) + c2Yκ/r(αx

r/r)] ,

e κ =
√

l2 − β2. Se α = 0 temos a equação de Euler ou equação de Cauchy,
com solução,

y = x−l(c3x
κ + c4x

−κ) .

Em particular, se α = 0 e l = 1/2 a equação fica,

x2y′′ + 2xy′ + β2y = 0 ,

que é a nossa equação homogênea com β2 = −k(k+1). A solução da equação
acima é assim,

y = x−1/2(c3x
κ + c4x

−κ) ,

com κ =
√

(1/4) + k(k + 1) = k + 1/2. Logo, renomeando as constantes,

yh(x) = c1x
k + c2x

−k−1 .

A solução particular é (caṕıtulo 22),
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yp(x) = y1(x)

∫ x

x0

y2(x
′)g(x′)

∆(x′)
dx′ − y2(x)

∫ x

x0

y1(x
′)g(x′)

∆(x′)
dx′ ,

com ∆ = y1y
′

2 − y′1y2 e y1 = xk, y2 = x−k−1. Calculando ∆ explicitamente,

∆ = y1y
′

2 − y′1y2 = (−k − 1)xkx−k−2 − kxk−1x−k−1 ,

∆ = −(k + 1)x−2 − kx−2 = −(2k + 1)x−2 ,

logo,

yp(x) = − 1

2k + 1
xk

∫ x

x0

x′−k+1g(x′)dx′ +
1

2k + 1
x−k−1

∫ x

x0

x′k+2g(x′)dx′ .

Os coeficientes A′s são então dados por,

Ak(r) = − 1

2k + 1
rk
∫ r

r0

r′−k+1Bk(r
′)dr′ +

1

2k + 1
r−k−1

∫ r

r0

r′k+2Bk(r
′)dr′ .

A solução up é, como vimos,

up(r, θ, ϕ) =
∞
∑

k=1

Ak(r)Pk(cos θ) .

Os coeficientes A′s são determinados em função dos coeficientes B′s, que
dependem de f . Explicitamente (com m = 0),

Bk(r) =
2k + 1

2

∫ π

0

f(r, θ′)Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′ .

Consideremos o caso particular em que f = f0 constante. Temos,

Bk(r) =
2k + 1

2

∫ π

0

f(r, θ′)Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′ ,

=
2k + 1

2
f0

∫ π

0

Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′ .

Calculando a integral acima temos,
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Ik ≡
∫ π

0

Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′ =

∫

1

−1

Pk(x)dx =

{

2 , k = 0 ,

0 , k = 1, 2, . . .

O único coeficiente não nulo é então para k = 0,

B0(r) =
1

2
f0

∫ π

0

P0(cos θ
′)sen θ′ dθ′ = f0 ,

e na solução up o único coeficiente não nulo é A0,

A0(r) = −
∫ r

r0

r′B0(r
′)dr′ + r−1

∫ r

r0

r′2B0(r
′)dr′ ,

= −f0

∫ r

r0

r′dr′ + r−1f0

∫ r

r0

r′2dr′ ,

= −f0

[

r′2

2

]r

r0

+ r−1f0

[

r′3

3

]r

r0

,

= −f0
2
(r2 − r20) +

f0
3r

(r3 − r30) .

A solução fica então,

up(r, θ, ϕ) = A0(r)P0(cos θ) = −f0
2
(r2 − r20) +

f0
3r

(r3 − r30) .

Notemos que up depende apenas de r nesse caso, e escolhendo r0 = a temos
condições de contorno homogêneas. Vamos verificar que up satisfaz a equação
diferencial,

1

r2
d

dr

(

r2
dup

dr

)

= −f(r, θ, ϕ) ,

1

r2
d

dr

(

−f0
3
(r3 − r30)

)

= −f0 ,

1

r2
(

−f0r
2
)

= −f0 ,

−f0 = −f0 ,

como deve ser.
4. Encontre a solução u(r, θ) para as equações:
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(a)
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −f(r, θ) ;

(b)
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= +α2 ;

com α constante,
(c)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −α2 ;

com α constante,
(d)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= +α2u ;

com α constante,
(e)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −α2u ;

com α constante e,

a ≤ r ≤ b ,

u(a, θ) = µ(θ) , u(b, θ) = ν(θ) .

5. Usando o resultado do problema 3(a), encontre a solução particular
up(r, θ, ϕ) para a equação,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

= −f(r, θ) ,

com condições de contorno homogêneas em 0 ≤ r ≤ a, nos seguintes casos:
(a)

f(r, θ) =
Ae−κr

r
sen θ ;

(b)

f(r, θ) =
e−κr

r
(a+ br)sen θ ;

(c)

f(r, θ) =
e−κr

r
(a+ br + cr2)sen θ ;

(d)
u(r) = e−κr(a+ br + cr2)sen θ .

20



5 Considerando u = u(r, θ, ϕ)

Escrevendo a solução na forma,

u = R(r)Θ(θ)eimϕ , (18)

temos, de (1),

r2
R′′

R
+ 2r

R′

R
+

Θ′′

Θ
+

cos θ

senθ

Θ′

Θ
− m2

sen2θ
= 0 ,

ou,

r2
R′′

R
+ 2r

R′

R
= −Θ′′

Θ
− cos θ

senθ

Θ′

Θ
+

m2

sen2θ
= −λ2 . (19)

A equação para R é então,

r2R′′ + 2rR′ + λ2R = 0 , (20)

que é idêntica a (7), com λ2 = −n(n+ 1).
A equação para Θ é,

Θ′′

Θ
+

cos θ

senθ

Θ′

Θ
− m2

sen2θ
− λ2 = 0 ,

ou,

sen2θΘ′′ + sen θ cos θΘ′ + [sen2θ n(n+ 1)−m2]Θ = 0 . (21)

Fazendo ξ = cos θ,

(1− ξ2)
d2Θ

dξ2
− 2ξ

dΘ

dξ
+

[

n(n+ 1)− m2

1− ξ2

]

Θ = 0 . (22)

A equação acima é a equação diferencial associada de Legendre para Θ(θ).
Em termos de y(x),

(1− x2)y′′ − 2xy′ +

[

n(n+ 1)− m2

1− x2

]

y = 0 , (23)

com −1 ≤ x ≤ +1. A solução são as funções associadas de Legendre do
primeiro e do segundo tipo, respectivamente Pm

n (x) e Qm
n (x). A solução geral

de ∇2u = 0, considerando u = u(r, θ, ϕ), é então,

u =

(

A1r
n +

B1

rn+1

)

[A2P
m
n (ξ) + B2Q

m
n (ξ)]e

imϕ , (24)
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com ξ = cos θ. Consideramos o caso em que m e n são inteiros não negativos.
Usando novamente o prinćıpio da superposição, a solução mais geral é,

u =
∑

nm

(

A1nr
n +

B1n

rn+1

)

[A2nmP
m
n (ξ) + B2nmQ

m
n (ξ)]e

imϕ , (25)

Vamos escrever a solução acima da equação (1) de forma um pouco difer-
ente,

u = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ) . (26)

substituindo a expressão acima em (1),

r2
R′′

R
+ 2r

R′

R
+

Θ′′

Θ
+

cos θ

senθ

Θ′

Θ
+

1

sen2θ

Φ′′

Φ
= 0 ,

ou,

r2
R′′

R
+ 2r

R′

R
= −Θ′′

Θ
− cos θ

senθ

Θ′

Θ
− 1

sen2θ

Φ′′

Φ
= −λ2 ,

A equação para R é, assim,

r2R′′ + 2rR′ + λ2R = 0 , (27)

idêntica a (7), com λ2 = −n(n+ 1). Continuando, temos,

−Θ′′

Θ
− cos θ

senθ

Θ′

Θ
− 1

sen2θ

Φ′′

Φ
= −λ2 ,

ou,

−sen2θ
Θ′′

Θ
− sen θ cos θ

Θ′

Θ
+ sen2θ λ2 =

Φ′′

Φ
= −m2 .

A equação para Φ é então,

Φ′′ +m2Φ = 0 , (28)

com solução,

Φ = A3 cosmϕ+B3senmϕ . (29)

A equação para Θ é,

sen2θΘ′′ + sen θ cos θΘ′ + [sen2θ n(n+ 1)−m2]Θ = 0 , (30)

idêntica a (21). A solução geral de ∇2u = 0, considerando u = u(r, θ,ϕ),
pode assim ser escrita como,
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u =

(

A1r
n +

B1

rn+1

)

[A2P
m
n (ξ) + B2Q

m
n (ξ)][A3 cosmϕ+ B3senmϕ] , (31)

com ξ = cos θ. Pelo prinćıpio da superposição novamente,

u =
∑

nm

(

A1nr
n +

B1n

rn+1

)

[A2nmP
m
n (ξ) + B2nmQ

m
n (ξ)]×

×[A3m cosmϕ+ B3msenmϕ] . (32)

Harmônicos Esféricos

Vamos escrever agora a solução de forma um pouco diferente,

u = AR(r)Ynm(θ, ϕ) , (33)

em que Ynm(θ, ϕ) são os harmônicos esféricos [3],

Ynm(θ, ϕ) = CnmP
m
n (cos θ)eimϕ . (34)

Os coeficientes Cnm são dados pela condição de normalização,

∫ π

0

sen θdθ

∫

2π

0

dϕY ∗

n′m′(θ, ϕ)Ynm(θ, ϕ) = δnn′δmm′ . (35)

Também temos a relação de completude,

∞
∑

n=0

n
∑

m=−n

Y ∗

nm(θ
′, ϕ′)Ynm(θ, ϕ) = δ(ϕ− ϕ′)δ(cos θ − cos θ′) . (36)

Vamos primeiro determinar os coeficientes Cnm em (44). Substituindo
(44) em (45),

∫ π

0

sen θdθ

∫

2π

0

dϕCn′m′Pm′

n′ (cos θ)e−im′ϕCnmP
m
n (cos θ)eimϕ = δnn′δmm′ ,

Cn′m′Cnm

∫ π

0

sen θdθPm′

n′ (cos θ)Pm
n (cos θ)

∫

2π

0

dϕe−im′
ϕeimϕ = δnn′δmm′ .

A integral em ϕ é nula se m 6= m′, e é igual a 2π se m = m′, logo,
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Cn′m′Cnm

∫ π

0

sen θdθPm′

n′ (cos θ)Pm
n (cos θ)2πδmm′ = δnn′δmm′ .

Somando em m′,

∑

m′

Cn′m′Cnm

∫ π

0

sen θdθPm′

n′ (cos θ)Pm
n (cos θ)2πδmm′ =

∑

m′

δnn′δmm′ ,

2πCn′mCnm

∫ π

0

sen θdθPm
n′ (cos θ)Pm

n (cos θ) = δnn′ .

Usando a relação de ortogonalidade para as funções associadas de Legendre
do primeiro tipo (x = cos θ),

∫

+1

−1

Pm
n (x)Pm

k (x)dx =







0 , n 6= k ,
2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
, n = k ,

e somando em n′,

2πC2

nm

2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
= 1 .

Portanto,

Cnm =

√

2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!
, (37)

e,

Ynm(θ, ϕ) =

√

2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)eimϕ . (38)

Vamos escrever a equação diferencial satisfeita pelos harmônicos esféricos.
Substituindo (43) em (1) temos,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= 0 ,

R′′Y +
2

r
R′Y +

R

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂Y

∂θ

)

+
R

r2sen2θ

∂2Y

∂ϕ2
= 0 ,

r2
R′′

R
+ 2r

R′

R
+

1

senθ

1

Y

∂

∂θ

(

senθ
∂Y

∂θ

)

+
1

sen2θ

1

Y

∂2Y

∂ϕ2
= 0 ,
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ou,

r2R′′

R
+ 2r

R′

R
= − 1

senθ

1

Y

∂

∂θ

(

senθ
∂Y

∂θ

)

− 1

sen2θ

1

Y

∂2Y

∂ϕ2
= −λ2 .

A equação para R é então,

r2R′′ + 2rR′ + λ2R = 0 , (39)

que é idêntica a (7), (20) e (27), com λ2 = −n(n+ 1).
A equação diferencial satisfeita por Y é,

1

senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂Y

∂θ

)

+
1

sen2θ

∂2Y

∂ϕ2
− λ2Y = 0 ,

ou, como λ2 = −n(n+ 1),

1

senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂Y

∂θ

)

+
1

sen2θ

∂2Y

∂ϕ2
+ n(n+ 1)Y = 0 , (40)

Uma função qualquer f(θ, ϕ) pode ser expandida em harmônicos esféricos,

f(θ, ϕ) =
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

AlmYlm(θ, ϕ) . (41)

Para calcularmos os coeficientes Alm multiplicamos a expressão acima dos
dois lados por Y ∗

l′m′(θ, ϕ) e integramos em dΩ,

∫ π

0

sen θdθ

∫

2π

0

dϕf(θ, ϕ)Y ∗

l′m′(θ, ϕ) =

=
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

Alm

∫ π

0

sen θdθ

∫

2π

0

dϕY ∗

l′m′(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ) .

Usando (45),

∫ π

0

sen θdθ

∫

2π

0

dϕf(θ, ϕ)Y ∗

l′m′(θ, ϕ) =

=
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

Almδll′δmm′ = Al′m′ ,

ou,

Al′m′ =

∫ π

0

sen θdθ

∫

2π

0

dϕf(θ, ϕ)Y ∗

l′m′(θ, ϕ) . (42)
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6 Problemas

1-Calcule a solução u(r, θ, ϕ) no interior e no exterior de uma esfera de raio
a, com a condição de contorno (Spiegel [7], probl. 7.30),

u(a, θ, ϕ) = f(θ, ϕ) .

(a) A solução é,

u(r, θ, ϕ) =















∑

nm

rnPm
n (cos θ)[Anm cosmϕ+ Bnmsenmϕ] , 0 ≤ r ≤ a ,

∑

nm

1

rn+1
Pm
n (cos θ)[Cnm cosmϕ+Dnmsenmϕ] , a ≤ r ≤ ∞ .

Usando a condição de contorno obtemos,

∑

nm

anPm
n (cos θ)[Anm cosmϕ+ Bnmsenmϕ] = f(θ, ϕ) ,

∑

nm

1

an+1
Pm
n (cos θ)[Cnm cosmϕ+Dnmsenmϕ] = f(θ, ϕ) .

As expressões acima são séries de Fourier, logo,

∑

n

anPn(cos θ)An0 =
1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx ,

∑

n

anPm
n (cos θ)Anm =

1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx ,

∑

n

anPm
n (cos θ)Bnm =

1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx , m = 1, 2, . . .

∑

n

1

an+1
Pn(cos θ)Cn0 =

1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx ,

∑

n

1

an+1
Pm
n (cos θ)Cnm =

1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx ,

∑

n

1

an+1
Pm
n (cos θ)Dnm =

1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx , m = 1, 2, . . .

Temos agora séries de polinômios de Legendre e de funções associadas de
Legendre do primeiro tipo, logo,
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anAn0 =
Cn0

an+1
=

2n+ 1

2

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx ,

anAnm =
Cnm

an+1
=

(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx ,

anBnm =
Dnm

an+1
=

(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx ,

ou,

An0 =
Cn0

a2n+1
=

2n+ 1

2an

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx ,

Anm =
Cnm

a2n+1
=

(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!an

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx ,

Bnm =
Dnm

a2n+1
=

(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!an

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx ,

A solução é portanto,
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u(r, θ, ϕ) =
∑

n

(r

a

)n

Pn(cos θ)×

×2n+ 1

2

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx ,

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ) cosmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ)senmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx ,

0 ≤ r ≤ a ,

e,
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u(r, θ, ϕ) =
∑

n

(a

r

)n+1

Pn(cos θ)×

×2n+ 1

2

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx

+
∑

nm

(a

r

)n+1

Pm
n (cos θ) cosmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx

+
∑

nm

(a

r

)n+1

Pm
n (cos θ)senmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx

a ≤ r ≤ ∞ .

Se f = 0 a solução é nula.
(b) Se f = f0 constante, temos, em 0 ≤ r ≤ a,
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u(r, θ, ϕ) =
∑

n

(r

a

)n

Pn(cos θ)×

×2n+ 1

2
f0

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

dx ,

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ) cosmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!
f0

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

cosmxdx

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ)senmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!
f0

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

senmxdx ,

0 ≤ r ≤ a .

Nos dois últimos termos as integrais do coseno e do seno se anulam, e no
primeiro termo o único termo não nulo é para n = 0, logo,

u(r, θ, ϕ) = P0(cos θ)
1

2
f0

∫ π

0

P0(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

dx = f0 ,

0 ≤ r ≤ a .

Em a ≤ r ≤ ∞ obtemos, de forma análoga,

u(r, θ, ϕ) = f0
a

r
, a ≤ r ≤ ∞ .

A solução é esfericamente simétrica, como esperado.
(c) Consideremos o caso particular f(θ, ϕ) = v0sen

2θ cos 2ϕ (Spiegel [7],
probl. 7.29). Da expansão em série para f ,
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f(θ, ϕ) =
∑

nm

anPm
n (cos θ)[Anm cosmϕ+ Bnmsenmϕ] ,

= v0sen
2θ cos 2ϕ ,

vemos que Bnm = 0 e An2 6= 0,

f(θ, ϕ) =
∑

n

anP 2

n(cos θ)An2 cos 2ϕ ,

= v0sen
2θ cos 2ϕ ,

Como P 2
2 (x) = 3(1− x2) = 3sen2 θ, o único termo não nulo na soma acima

é n = 2,

f(θ, ϕ) = a2P 2

2 (cos θ)A22 cos 2ϕ ,

= a2(3sen2 θ)A22 cos 2ϕ ,

= v0sen
2θ cos 2ϕ ,

logo 3a2A22 = v0, ou A22 = v0/3a
2. Portanto, a solução é,

u(r, θ, ϕ) =







r2P 2
2 (cos θ)A22 cos 2ϕ , 0 ≤ r ≤ a ,

1

r3
P 2

2 (cos θ)a
5A22 cos 2ϕ , a ≤ r ≤ ∞ ,

ou,

u(r, θ, ϕ) =











v0
r2

a2
sen2 θ cos 2ϕ , 0 ≤ r ≤ a ,

v0
a3

r3
sen2 θ cos 2ϕ , a ≤ r ≤ ∞ .

(d) Consideremos agora f(θ, ϕ) = v0sen
3θ cos θ cos 3ϕ (Spiegel [7], probl.

7.63). Da expansão em série para f ,

f(θ, ϕ) =
∑

nm

anPm
n (cos θ)[Anm cosmϕ+ Bnmsenmϕ] ,

= v0sen
3θ cos θ cos 3ϕ ,

logo, como P 3
4 (x) = 105x(1− x2)3/2 = 105sen3θ cos θ,
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f(θ, ϕ) = a4P 3

4 (cos θ)A43 cos 3ϕ ,

= a4(105sen3θ cos θ)A43 cos 3ϕ ,

= v0sen
3θ cos θ cos 3ϕ .

Portanto,

A43 =
C43

a9
=

v0
105a4

.

Os outros coeficientes são nulos. A solução é portanto,

u(r, θ, ϕ) =







r4P 3
4 (cos θ)A43 cos 3ϕ , 0 ≤ r ≤ a ,

1

r5
P 3

4 (cos θ)C43 cos 3ϕ , a ≤ r ≤ ∞ ,

ou,

u(r, θ, ϕ) =











v0
r4

a4
sen3θ cos θ cos 3ϕ , 0 ≤ r ≤ a ,

v0
a5

r5
sen3θ cos θ cos 3ϕ , a ≤ r ≤ ∞ .

2. Calcule u(r, θ, ϕ) em 0 ≤ r ≤ a, com a condição de contorno,

u(a, θ, ϕ) = f(θ, ϕ) .

A solução é, usando o resultado do problema anterior,
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u(r, θ, ϕ) =
∑

n

(r

a

)n

Pn(cos θ)×

×2n+ 1

2

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx ,

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ) cosmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ)senmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx ,

0 ≤ r ≤ a .

Se f = f0 constante, temos, em 0 ≤ r ≤ a,
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u(r, θ, ϕ) =
∑

n

(r

a

)n

Pn(cos θ)×

×2n+ 1

2
f0

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

dx ,

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ) cosmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!
f0

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

cosmxdx

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ)senmϕ×

×(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!
f0

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

senmxdx ,

0 ≤ r ≤ a .

Nos dois últimos termos as integrais do coseno e do seno se anulam, e no
primeiro termo o único termo não nulo é para n = 0, logo,

u(r, θ, ϕ) = P0(cos θ)
1

2
f0

∫ π

0

P0(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

dx = f0 ,

0 ≤ r ≤ a .

3. Considerando o intervalo a ≤ r ≤ b, encontre a solução u(r, θ, ϕ) com
as condições de contorno,

u(a, θ, ϕ) = f(θ, ϕ) ,

u(b, θ, ϕ) = g(θ, ϕ) .

(a) Escrevemos a solução como,
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u(r, θ, ϕ) =
∑

nm

(

A1nr
n +

B1n

rn+1

)

Pm
n (cos θ)×

×[A3nm cosmϕ+ B3nmsenmϕ] ,

e as condições de contorno nos dão,

u(a, θ, ϕ) = f(θ, ϕ) =
∑

nm

(

A1na
n +

B1n

an+1

)

Pm
n (cos θ)×

×[A3nm cosmϕ+ B3nmsenmϕ] ,

u(b, θ, ϕ) = g(θ, ϕ) =
∑

nm

(

A1nb
n +

B1n

bn+1

)

Pm
n (cos θ)×

×[A3nm cosmϕ+ B3nmsenmϕ] .

Considerando séries de Fourier para f e g temos,

∑

n

(

A1na
n +

B1n

an+1

)

Pn(cos θ)A3n0 =
1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx ,

∑

n

(

A1na
n +

B1n

an+1

)

Pm
n (cos θ)A3nm =

1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx ,

∑

n

(

A1na
n +

B1n

an+1

)

Pm
n (cos θ)B3nm =

1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx ,

∑

n

(

A1nb
n +

B1n

bn+1

)

Pn(cos θ)A3n0 =
1

2π

∫ π

−π

g(θ, x) dx ,

∑

n

(

A1nb
n +

B1n

bn+1

)

Pm
n (cos θ)A3nm =

1

π

∫ π

−π

g(θ, x) cosmxdx ,

∑

n

(

A1nb
n +

B1n

bn+1

)

Pm
n (cos θ)B3nm =

1

π

∫ π

−π

g(θ, x)senmxdx .

Temos agora séries de polinômios de Legendre e de funções associadas de
Legendre do primeiro tipo, logo,
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(

A1na
n +

B1n

an+1

)

A3n0 =
2n+ 1

2

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

f(θ, x) dx ,

(

A1na
n +

B1n

an+1

)

A3nm =
(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x) cosmxdx ,

(

A1na
n +

B1n

an+1

)

B3nm =
(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

f(θ, x)senmxdx ,

(

A1nb
n +

B1n

bn+1

)

A3n0 =
2n+ 1

2

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ×

× 1

2π

∫ π

−π

g(θ, x) dx ,

(

A1nb
n +

B1n

bn+1

)

A3nm =
(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

g(θ, x) cosmxdx ,

(

A1nb
n +

B1n

bn+1

)

B3nm =
(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ ×

× 1

π

∫ π

−π

g(θ, x)senmxdx .

As expressões acima nos dão os produtos A1nA3n0, etc. Temos seis equações
lineares para seis variáveis. Definimos as variáveis por,

x(1) = A1nA3n0 ,

x(2) = B1nA3n0 ,

x(3) = A1nA3nm ,

x(4) = B1nA3nm ,

x(5) = A1nB3nm ,

x(6) = B1nB3nm , (43)

a matriz dos coeficientes por Aij, e o lado direito das equações por y(i). Em
forma matricial o sistema de equações fica então,
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Ax = y ,

e a solução é,

x(i) =
∆i

∆
,

em que ∆ é o determinante da matriz A dos coeficientes, e ∆i o determi-
nante obtido substituindo a coluna i da matriz A por y(i). Calculando os
determinantes obtemos,

∆ =

(

bn

an+1
− an

bn+1

)3

,

∆1 =

(

y(4)

an+1
− y(1)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)2

,

∆2 = [y(1)bn − y(4)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)2

,

∆3 =

(

y(5)

an+1
− y(2)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)2

,

∆4 = [y(2)bn − y(5)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)2

,

∆5 =

(

y(6)

an+1
− y(3)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)2

,

∆6 = [y(3)bn − y(6)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)2

.

Os valores de x são então,
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x(1) =

(

y(4)

an+1
− y(1)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

,

x(2) = [y(1)bn − y(4)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

,

x(3) =

(

y(5)

an+1
− y(2)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

,

x(4) = [y(2)bn − y(5)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

,

x(5) =

(

y(6)

an+1
− y(3)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

,

x(6) = [y(3)bn − y(6)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

.

Escrevemos a solução na forma,

u(r, θ, ϕ) =
∑

n

A1nA3n0r
nPn(cos θ)

+
∑

n

B1nA3n0
1

rn+1
Pn(cos θ)

+
∑

nm

A1nA3nmr
nPm

n (cos θ) cosmϕ

+
∑

nm

B1nA3nm
1

rn+1
Pm
n (cos θ) cosmϕ

+
∑

nm

A1nB3nmr
nPm

n (cos θ)senmϕ

+
∑

nm

B1nB3nm
1

rn+1
Pm
n (cos θ)senmϕ ,

ou,
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u(r, θ, ϕ) =
∑

n

x(1)rnPn(cos θ)

+
∑

n

x(2)
1

rn+1
Pn(cos θ)

+
∑

nm

x(3)rnPm
n (cos θ) cosmϕ

+
∑

nm

x(4)
1

rn+1
Pm
n (cos θ) cosmϕ

+
∑

nm

x(5)rnPm
n (cos θ)senmϕ

+
∑

nm

x(6)
1

rn+1
Pm
n (cos θ)senmϕ .

Substituindo x(i),
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u(r, θ, ϕ) =
∑

n

rnPn(cos θ)×

×
(

y(4)

an+1
− y(1)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

+
∑

n

1

rn+1
Pn(cos θ)×

×[y(1)bn − y(4)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

+
∑

nm

rnPm
n (cos θ) cosmϕ×

×
(

y(5)

an+1
− y(2)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

+
∑

nm

1

rn+1
Pm
n (cos θ) cosmϕ×

×[y(2)bn − y(5)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

+
∑

nm

rnPm
n (cos θ)senmϕ×

×
(

y(6)

an+1
− y(3)

bn+1

)(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

+
∑

nm

1

rn+1
Pm
n (cos θ)senmϕ×

×[y(3)bn − y(6)an]

(

bn

an+1
− an

bn+1

)

−1

.

Se f, g são nulas, a solução é identicamente nula.
(b) Consideremos o caso particular f, g constantes. Temos nesse caso,

fazendo f = f0 e g = g0,

40



y(1) =
2n+ 1

2
f0

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ,

y(2) = 0 ,

y(3) = 0 ,

y(4) =
2n+ 1

2
g0

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ ,

y(5) = 0 ,

y(6) = 0 .

A integral acima é 2 para n = 0, e zero para outros valores de n. Obtemos
assim y(1) = f0, y(4) = g0 se n = 0. Portanto a solução fica,

u(r, θ, ϕ) =
bg0 − af0
b− a

+

(

f0 − g0
b− a

)

ab

r
,

como obtivemos para uma solução esfericamente simétrica, isto é, dependente
apenas de r.

(c) Consideremos f = 0. Nesse caso y(1) = y(2) = y(3) = 0 e temos,

u(r, θ, ϕ) =
∑

n

r2n+1 − a2n+1

b2n+1 − a2n+1

(

b

r

)n+1

Pn(cos θ)y(4)

+
∑

nm

r2n+1 − a2n+1

b2n+1 − a2n+1

(

b

r

)n+1

Pm
n (cos θ)×

×[y(5) cosmϕ+ y(6)senmϕ] .

(d) Consideremos g = 0. Agora temos y(4) = y(5) = y(6) = 0, e a
solução fica,

u(r, θ, ϕ) =
∑

n

b2n+1 − r2n+1

b2n+1 − a2n+1

(a

r

)n+1

Pn(cos θ)y(1)

+
∑

nm

b2n+1 − r2n+1

b2n+1 − a2n+1

(a

r

)n+1

Pm
n (cos θ)×

×[y(2) cosmϕ+ y(3)senmϕ] .

4. Consideramos agora o intervalo 0 ≤ r ≤ ∞, e duas superf́ıcies esféricas
concêntricas em r = a e r = b, com as mesmas condiçõe de contorno do
problema anterior.
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A solução é,

u(r, θ, ϕ) =































































∑

nm

rnPm
n (cos θ)×

×[A1nm cosmϕ+ B1nmsenmϕ] , 0 ≤ r ≤ a ,
∑

nm

(

A2nr
n +

B2n

rn+1

)

Pm
n (cos θ)×

×[A3nm cosmϕ+ B3nmsenmϕ] , a ≤ r ≤ b ,
∑

nm

1

rn+1
Pm
n (cos θ)×

×[A4nm cosmϕ+ B4nmsenmϕ] , b ≤ r ≤ ∞ .

A continuidade da solução em r = a e r = b e as condições de contorno nos
dão as equações,

∑

nm

anPm
n (cos θ)[A1nm cosmϕ+ B1nmsenmϕ] =

=
∑

nm

(

A2na
n +

B2n

an+1

)

Pm
n (cos θ)[A3nm cosmϕ+ B3nmsenmϕ] ,

= f(θ, ϕ) ,
∑

nm

(

A2nb
n +

B2n

bn+1

)

Pm
n (cos θ)[A3nm cosmϕ+ B3nmsenmϕ] =

=
∑

nm

1

bn+1
Pm
n (cos θ)[A4nm cosmϕ+ B4nmsenmϕ] ,

= g(θ, ϕ) .

Temos séries de Fourier e de funções associadas de Legendre, portanto,
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∑

n

anP 0

n(cos θ)A1n0 =
1

2π

∫ π

−π

f(θ, ϕ) dϕ ,

∑

n

anPm
n (cos θ)A1nm =

1

π

∫ π

−π

f(θ, ϕ) cosmϕdϕ ,

∑

n

anPm
n (cos θ)B1nm =

1

π

∫ π

−π

f(θ, ϕ)senmϕdϕ ,

∑

n

1

bn+1
P 0

n(cos θ)A4n0 =
1

2π

∫ π

−π

g(θ, ϕ) dϕ ,

∑

n

1

bn+1
Pm
n (cos θ)A4nm =

1

π

∫ π

−π

g(θ, ϕ) cosmϕdϕ ,

∑

n

1

bn+1
Pm
n (cos θ)B4nm =

1

π

∫ π

−π

g(θ, ϕ)senmϕdϕ ,

e,

anA1n0 =
2n+ 1

2

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ
1

2π

∫ π

−π

f(θ, ϕ) dϕ ,

anA1nm =
(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ

1

π

∫ π

−π

f(θ, ϕ) cosmϕdϕ ,

anB1nm =
(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ

1

π

∫ π

−π

f(θ, ϕ)senmϕdϕ ,

1

bn+1
A4n0 =

2n+ 1

2

∫ π

0

Pn(cos θ)sen θ dθ
1

2π

∫ π

−π

g(θ, ϕ) dϕ ,

1

bn+1
A4nm =

(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ

1

π

∫ π

−π

g(θ, ϕ) cosmϕdϕ ,

1

bn+1
B4nm =

(2n+ 1)(n−m)!

2(n+m)!

∫ π

0

Pm
n (cos θ)sen θ dθ

1

π

∫ π

−π

g(θ, ϕ)senmϕdϕ .

(44)

Para os demais coeficientes temos,
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anA1n0 =

(

A2na
n +

B2n

an+1

)

A3n0 ,

anA1nm =

(

A2na
n +

B2n

an+1

)

A3nm ,

anB1nm =

(

A2na
n +

B2n

an+1

)

B3nm ,

(

A2nb
n +

B2n

bn+1

)

A3n0 =
1

bn+1
A4n0 ,

(

A2nb
n +

B2n

bn+1

)

A3nm =
1

bn+1
A4nm ,

(

A2nb
n +

B2n

bn+1

)

B3nm =
1

bn+1
B4nm . (45)

A resolução do sistema acima é semelhante ao que fizemos no problema 2.
Chamamos o lado direito de (44) de y(i). Com isso escrevemos (45) como,

(

A2na
n +

B2n

an+1

)

A3n0 = y(1) ,

(

A2na
n +

B2n

an+1

)

A3nm = y(2) ,

(

A2na
n +

B2n

an+1

)

B3nm = y(3) ,

(

A2nb
n +

B2n

bn+1

)

A3n0 = y(4) ,

(

A2nb
n +

B2n

bn+1

)

A3nm = y(5) ,

(

A2nb
n +

B2n

bn+1

)

B3nm = y(6) . (46)

Definimos as variáveis por,

x(1) = A2nA3n0 ,

x(2) = B2nA3n0 ,

x(3) = A2nA3nm ,

x(4) = B2nA3nm ,

x(5) = A2nB3nm ,

x(6) = B2nB3nm , (47)
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Com isso escrevemos o sistema de equações (45), ou (46), como,

Ax = y ,

com solução,

x(i) =
∆i

∆
.

Portanto,

u(r, θ, ϕ) =
∑

n

(r

a

)n

Pn(cos θ)y(1)

+
∑

nm

(r

a

)n

Pm
n (cos θ) [y(2) cosmϕ+ y(3)senmϕ] ,

0 ≤ r ≤ a ,

u(r, θ, ϕ) =
∑

n

(

∆1

∆
rn +

∆2

∆

1

rn+1

)

Pn(cos θ)

+
∑

nm

(

∆3

∆
rn +

∆4

∆

1

rn+1

)

Pm
n (cos θ) cosmϕ

+
∑

nm

(

∆5

∆
rn +

∆6

∆

1

rn+1

)

Pm
n (cos θ)senmϕ ,

a ≤ r ≤ b ,

u(r, θ, ϕ) =
∑

n

1

rn+1
Pn(cos θ)

y(4)

bn+1

+
∑

nm

1

rn+1
Pm
n (cos θ)

[

y(5)

bn+1
cosmϕ+

y(6)

bn+1
senmϕ

]

,

b ≤ r ≤ ∞ .

Se f = f0 e g = g0 constantes, os únicos coeficientes não nulos são,
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A100 = f0 ,

A400 = bg0 ,
(

A20 +
B20

a

)

A300 = f0 ,

(

A20 +
B20

b

)

A300 = g0 .

A solução das duas últimas equações é,

A20A300 =
bg0 − af0
b− a

,

B20A300 =
ab(f0 − g0)

b− a
.

A solução fica então,

u(r, θ, ϕ) =



















f0 , 0 ≤ r ≤ a ,
bg0 − af0
b− a

+
ab(f0 − g0)

b− a

1

r
, a ≤ r ≤ b ,

b

r
g0 , b ≤ r ≤ ∞ ,

como esperado.
5. Encontre a solução u(r, θ, ϕ) para as equações:
(a)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −f(r, θ, ϕ) ;

(b)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= +α2 ;

com α constante,
(c)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −α2 ;

com α constante,
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(d)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= +α2u ;

com α constante,
(e)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −α2u ;

com α constante e,

0 ≤ r ≤ a ,

u(a, θ, ϕ) = µ(θ, ϕ) .

(a) Escrevemos a solução da forma usual como,

u(r, θ, ϕ) = uh(r, θ, ϕ) + up(r, θ, ϕ) ,

com uh satisfazendo a equação homogênea com condições de contorno não-
homogêneas (problema 2), e up satisfazendo a equação não-homogênea com
condições de contorno homogêneas. Expandimos up e f em séries de Fourier,

up(r, θ, ϕ) =
a0(r, θ)

2
+

∞
∑

n=1

[an(r, θ) cos(nϕ) + bn(r, θ)sen(nϕ)] ,

a0(r, θ)

2
=

1

2π

∫

2π

0

up(r, θ, ϕ
′) dϕ′ ,

an(r, θ) =
1

π

∫

2π

0

up(r, θ, ϕ
′) cos(nϕ′) dϕ′ ,

bn(r, θ) =
1

π

∫

2π

0

up(r, θ, ϕ
′)sen(nϕ′) dϕ′ , n = 1, 2, . . .

f(r, θ, ϕ) =
c0(r, θ)

2
+

∞
∑

n=1

[cn(r, θ) cos(nϕ) + dn(r, θ)sen(nϕ)] ,

c0(r, θ)

2
=

1

2π

∫

2π

0

f(r, θ, ϕ′) dϕ′ ,

cn(r, θ) =
1

π

∫

2π

0

f(r, θ, ϕ′) cos(nϕ′)dϕ′ ,

dn(r, θ) =
1

π

∫

2π

0

f(r, θ, ϕ′)sen(nϕ′) dϕ′ , n = 1, 2, . . .
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Expandimos agora os coeficientes do lado esquerdo em séries de funções as-
sociadas de Legendre do primeiro tipo,

a0(r, θ)

2
=

∞
∑

k=0

A0k(r)Pk(cos θ) ,

A0k(r) =
2k + 1

2

∫ π

0

a0(r, θ
′)

2
Pk(cos θ

′)sen θ′ dθ′ ,

an(r, θ) =
∞
∑

k=1

Ank(r)P
m
k (cos θ) ,

Ank(r) =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

an(r, θ
′)Pm

k (cos θ′)sen θ′ dθ′ ,

bn(r, θ) =
∞
∑

k=1

Bnk(r)P
m
k (cos θ) ,

Bnk(r) =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

bn(r, θ
′)Pm

k (cos θ′)sen θ′ dθ′ ,

c0(r, θ)

2
=

∞
∑

k=0

C0k(r)Pk(cos θ) ,

C0k(r) =
2k + 1

2

∫ π

0

c0(r, θ
′)

2
Pk(cos θ

′)sen θ′ dθ′ ,

cn(r, θ) =
∞
∑

k=1

Cnk(r)P
m
k (cos θ) ,

Cnk(r) =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

cn(r, θ
′)Pm

k (cos θ′)sen θ′ dθ′ ,

dn(r, θ) =
∞
∑

k=1

Dnk(r)P
m
k (cos θ) ,

Dnk(r) =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

dn(r, θ
′)Pm

k (cos θ′)sen θ′ dθ′ .

As expansões de up e f ficam então,
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up(r, θ, ϕ) =
a0(r, θ)

2
+

∞
∑

n=1

[an(r, θ) cos(nϕ) + bn(r, θ)sen(nϕ)] ,

=
∞
∑

k=0

A0k(r)Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

Ank(r)P
m
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

Bnk(r)P
m
k (cos θ)sen(nϕ) ,

f(r, θ, ϕ) =
c0(r, θ)

2
+

∞
∑

n=1

[cn(r, θ) cos(nϕ) + dn(r, θ)sen(nϕ)] ,

=
∞
∑

k=0

C0k(r)Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

Cnk(r)P
m
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

Dnk(r)P
m
k (cos θ)sen(nϕ) .

Os coeficientes c′s, d′s, C ′s,D′s são determinados por f . Os coeficientes
A′s, B′s que definem a solução up ainda precisam ser determinados. Sub-
stituimos agora up e f na equação diferencial,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −f(r, θ, ϕ) .

Calculando as derivadas de up,

∂up

∂r
=

∞
∑

k=0

A′

0k(r)Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

A′

nk(r)P
m
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

B′

nk(r)P
m
k (cos θ)sen(nϕ) ,
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em que a linha denota derivada em relação a r;

r2
∂up

∂r
=

∞
∑

k=0

r2A′

0k(r)Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

r2A′

nk(r)P
m
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

r2B′

nk(r)P
m
k (cos θ)sen(nϕ) ,

∂

∂r

(

r2
∂up

∂r

)

=
∞
∑

k=0

[2rA′

0k(r) + r2A′′

0k(r)]Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

[2rA′

nk(r) + r2A′′

nk(r)]P
m
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

[2rB′

nk(r) + r2B′′

nk(r)]P
m
k (cos θ)sen(nϕ) ,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂up

∂r

)

=
∞
∑

k=0

[

2

r
A′

0k(r) + A′′

0k(r)

]

Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

[

2

r
A′

nk(r) + A′′

nk(r)

]

Pm
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

[

2

r
B′

nk(r) +B′′

nk(r)

]

Pm
k (cos θ)sen(nϕ) ,

∂up

∂θ
=

∞
∑

k=0

A0k(r)
d

dθ
Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

Ank(r) cos(nϕ)
d

dθ
Pm
k (cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

Bnk(r)sen(nϕ)
d

dθ
Pm
k (cos θ) ,
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sen θ
∂up

∂θ
=

∞
∑

k=0

A0k(r)sen θ
d

dθ
Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

Ank(r) cos(nϕ)sen θ
d

dθ
Pm
k (cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

Bnk(r)sen(nϕ)sen θ
d

dθ
Pm
k (cos θ) ,

∂

∂θ

(

sen θ
∂up

∂θ

)

=
∞
∑

k=0

A0k(r)
d

dθ

[

sen θ
d

dθ
Pk(cos θ)

]

+
∞
∑

n,k=1

Ank(r) cos(nϕ)
d

dθ

[

sen θ
d

dθ
Pm
k (cos θ)

]

+
∞
∑

n,k=1

Bnk(r)sen(nϕ)
d

dθ

[

sen θ
d

dθ
Pm
k (cos θ)

]

.

Usando agora,

d

dθ

[

sen θ
d

dθ
Pk(cos θ)

]

= −k(k + 1)sen θPk(cos θ) ,

d

dθ

[

sen θ
d

dθ
Pm
k (cos θ)

]

= −
[

k(k + 1)sen θ − m2

sen θ

]

Pm
k (cos θ) ,

temos,

∂

∂θ

(

sen θ
∂up

∂θ

)

= −
∞
∑

k=0

A0k(r)k(k + 1)sen θPk(cos θ)

−
∞
∑

n,k=1

Ank(r) cos(nϕ)

[

k(k + 1)sen θ − m2

sen θ

]

Pm
k (cos θ)

−
∞
∑

n,k=1

Bnk(r)sen(nϕ)

[

k(k + 1)sen θ − m2

sen θ

]

Pm
k (cos θ) ,

e,
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1

r2sen θ

∂

∂θ

(

sen θ
∂up

∂θ

)

= −
∞
∑

k=0

A0k(r)

r2
k(k + 1)Pk(cos θ)

−
∞
∑

n,k=1

Ank(r)

r2
cos(nϕ)

[

k(k + 1)− m2

sen2 θ

]

Pm
k (cos θ)

−
∞
∑

n,k=1

Bnk(r)

r2
sen(nϕ)

[

k(k + 1)− m2

sen2 θ

]

Pm
k (cos θ) .

Continuando,

∂2up

∂ϕ2
= −

∞
∑

n,k=1

n2Ank(r)P
m
k (cos θ) cos(nϕ)

−
∞
∑

n,k=1

n2Bnk(r)P
m
k (cos θ)sen(nϕ) ,

1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −

∞
∑

n,k=1

1

r2sen2θ
n2Ank(r)P

m
k (cos θ) cos(nϕ)

−
∞
∑

n,k=1

1

r2sen2θ
n2Bnk(r)P

m
k (cos θ)sen(nϕ) .

A equação diferencial fica portanto,
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1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −f(r, θ, ϕ) ,

∞
∑

k=0

[

2

r
A′

0k(r) + A′′

0k(r)

]

Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

[

2

r
A′

nk(r) + A′′

nk(r)

]

Pm
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

[

2

r
B′

nk(r) + B′′

nk(r)

]

Pm
k (cos θ)sen(nϕ)

−
∞
∑

k=0

A0k(r)

r2
k(k + 1)Pk(cos θ)

−
∞
∑

n,k=1

Ank(r)

r2
cos(nϕ)

[

k(k + 1)− m2

sen2 θ

]

Pm
k (cos θ)

−
∞
∑

n,k=1

Bnk(r)

r2
sen(nϕ)

[

k(k + 1)− m2

sen2 θ

]

Pm
k (cos θ)

−
∞
∑

n,k=1

1

r2sen2θ
n2Ank(r)P

m
k (cos θ) cos(nϕ)

−
∞
∑

n,k=1

1

r2sen2θ
n2Bnk(r)P

m
k (cos θ)sen(nϕ) =

= −
∞
∑

k=0

C0k(r)Pk(cos θ)

−
∞
∑

n,k=1

Cnk(r)P
m
k (cos θ) cos(nϕ)

−
∞
∑

n,k=1

Dnk(r)P
m
k (cos θ)sen(nϕ) .

Igualando os coeficientes dos dois lados da equação acima,
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2

r
A′

0k(r) + A′′

0k(r)−
A0k(r)

r2
k(k + 1) = −C0k(r) ,

2

r
A′

nk(r) + A′′

nk(r)−
Ank(r)

r2

[

k(k + 1)− m2

sen2 θ

]

− 1

r2sen2θ
n2Ank(r) = −Cnk(r) ,

2

r
B′

nk(r) + B′′

nk(r)−
Bnk(r)

r2

[

k(k + 1)− m2

sen2 θ

]

− 1

r2sen2θ
n2Bnk(r) = −Dnk(r) .

Escolhendo m = n nas duas últimas equações,

2

r
A′

0k(r) + A′′

0k(r)−
A0k(r)

r2
k(k + 1) = −C0k(r) ,

2

r
A′

nk(r) + A′′

nk(r)−
Ank(r)

r2
k(k + 1) = −Cnk(r) ,

2

r
B′

nk(r) + B′′

nk(r)−
Bnk(r)

r2
k(k + 1) = −Dnk(r) .

Obtemos assim três equações diferenciais ordinárias de segunda ordem, não-
homogêneas, idênticas, na forma,

2

x
y′(x) + y′′(x)− y(x)

x2
k(k + 1) = −g(x) ,

ou,

x2y′′(x) + 2xy′(x)− y(x)k(k + 1) = −x2g(x) .

A solução da equação acima pode ser escrita, como vimos, como a soma
da solução da equação homogênea e uma solução particular da equação não-
homogênea,

y(x) = yh(x) + yp(x) .

Vimos que a equação,

x2y′′ + (2l + 1)xy′ + (α2x2r + β2)y = 0 ,

em que l, α, r, β são constantes, possui solução,

y = x−l[c1Jκ/r(αx
r/r) + c2Yκ/r(αx

r/r)] ,
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e κ =
√

l2 − β2. Se α = 0 temos a equação de Euler ou equação de Cauchy,
com solução,

y = x−l(c3x
κ + c4x

−κ) .

Em particular, se α = 0 e l = 1/2 a equação fica,

x2y′′ + 2xy′ + β2y = 0 ,

que é a nossa equação homogênea com β2 = −k(k+1). A solução da equação
acima é assim,

y = x−1/2(c3x
κ + c4x

−κ) ,

com κ =
√

(1/4) + k(k + 1) = k + 1/2. Logo, renomeando as constantes,

yh(x) = c1x
k + c2x

−k−1 .

A solução particular é (caṕıtulo 22),

yp(x) = y1(x)

∫ x

x0

y2(x
′)g(x′)

∆(x′)
dx′ − y2(x)

∫ x

x0

y1(x
′)g(x′)

∆(x′)
dx′ ,

com ∆ = y1y
′

2 − y′1y2 e y1 = xk, y2 = x−k−1. Calculando ∆ explicitamente,

∆ = y1y
′

2 − y′1y2 = (−k − 1)xkx−k−2 − kxk−1x−k−1 ,

∆ = −(k + 1)x−2 − kx−2 = −(2k + 1)x−2 ,

logo,

yp(x) = − 1

2k + 1
xk

∫ x

x0

x′−k+1g(x′)dx′ +
1

2k + 1
x−k−1

∫ x

x0

x′k+2g(x′)dx′ .

Os coeficientes A′s, B′s são então dados por,

A0k(r) = − 1

2k + 1
rk
∫ r

r0

r′−k+1C0k(r
′)dr′ +

1

2k + 1
r−k−1

∫ r

r0

r′k+2C0k(r
′)dr′ ,

Ank(r) = − 1

2k + 1
rk
∫ r

r0

r′−k+1Cnk(r
′)dr′ +

1

2k + 1
r−k−1

∫ r

r0

r′k+2Cnk(r
′)dr′ ,

Bnk(r) = − 1

2k + 1
rk
∫ r

r0

r′−k+1Dnk(r
′)dr′ +

1

2k + 1
r−k−1

∫ r

r0

r′k+2Dnk(r
′)dr′ .
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A solução up é, como vimos (com m = n em cada termo da soma),

up(r, θ, ϕ) =
∞
∑

k=0

A0k(r)Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

Ank(r)P
n
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

Bnk(r)P
n
k (cos θ)sen(nϕ) .

Os coeficientes A′s, B′s são determinados em função dos coeficientes C ′s,D′s,
que dependem de f . Explicitamente,

f(r, θ, ϕ) =
∞
∑

k=0

C0k(r)Pk(cos θ)

+
∞
∑

n,k=1

Cnk(r)P
n
k (cos θ) cos(nϕ)

+
∞
∑

n,k=1

Dnk(r)P
n
k (cos θ)sen(nϕ) ,

C0k(r) =
2k + 1

2

∫ π

0

c0(r, θ
′)

2
Pk(cos θ

′)sen θ′ dθ′ ,

=
2k + 1

2

∫ π

0

Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′

1

2π

∫

2π

0

f(r, θ′, ϕ′) dϕ′ ,

Cnk(r) =
(2k + 1)(k − n)!

2(k + n)!

∫ π

0

cn(r, θ
′)P n

k (cos θ
′)sen θ′ dθ′ ,

=
(2k + 1)(k − n)!

2(k + n)!

∫ π

0

P n
k (cos θ

′)sen θ′ dθ′
1

π

∫

2π

0

f(r, θ′, ϕ′) cos(nϕ′)dϕ′ ,

Dnk(r) =
(2k + 1)(k − n)!

2(k + n)!

∫ π

0

dn(r, θ
′)P n

k (cos θ
′)sen θ′ dθ′ ,

=
(2k + 1)(k − n)!

2(k + n)!

∫ π

0

P n
k (cos θ

′)sen θ′ dθ′
1

π

∫

2π

0

f(r, θ′, ϕ′)sen(nϕ′) dϕ′ .

Consideremos o caso particular em que f = f0 constante. Temos,
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C0k(r) =
2k + 1

2

∫ π

0

Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′

1

2π

∫

2π

0

f(r, θ′, ϕ′) dϕ′ ,

=
2k + 1

2

∫ π

0

Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′

1

2π
f0

∫

2π

0

dϕ′ ,

=
2k + 1

2

∫ π

0

Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′

1

2π
f02π ,

Cnk(r) =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

P n
k (cos θ

′)sen θ′ dθ′
1

π

∫

2π

0

f(r, θ′, ϕ′) cos(nϕ′)dϕ′ ,

=
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

P n
k (cos θ

′)sen θ′ dθ′
1

π
f0

∫

2π

0

cos(nϕ′)dϕ′ = 0 ,

Dnk(r) =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

P n
k (cos θ

′)sen θ′ dθ′
1

π

∫

2π

0

f(r, θ′, ϕ′)sen(nϕ′) dϕ′ ,

=
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

P n
k (cos θ

′)sen θ′ dθ′
1

π
f0

∫

2π

0

sen(nϕ′) dϕ′ = 0 .

Apenas C0k é diferente de zero,

C0k(r) =
2k + 1

2
f0

∫ π

0

Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′ .

Calculando a integral acima temos,

Ik ≡
∫ π

0

Pk(cos θ
′)sen θ′ dθ′ =

∫

1

−1

Pk(x)dx =

{

2 , k = 0 ,

0 , k = 1, 2, . . .

O único coeficiente não nulo é então para k = 0,

C00(r) =
1

2
f0

∫ π

0

P0(cos θ
′)sen θ′ dθ′ = f0 ,

e na solução up o único coeficiente não nulo é A00,

A00(r) = −
∫ r

r0

r′C00(r
′)dr′ + r−1

∫ r

r0

r′2C00(r
′)dr′ ,

= −f0

∫ r

r0

r′dr′ + r−1f0

∫ r

r0

r′2dr′ ,

= −f0

[

r′2

2

]r

r0

+ r−1f0

[

r′3

3

]r

r0

,

= −f0
2
(r2 − r20) +

f0
3r

(r3 − r30) .
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A solução fica então,

up(r, θ, ϕ) = A00(r)P0(cos θ) = −f0
2
(r2 − r20) +

f0
3r

(r3 − r30) .

Notemos que up depende apenas de r nesse caso, e escolhendo r0 = a temos
condições de contorno homogêneas. Vamos verificar que up satisfaz a equação
diferencial,

1

r2
d

dr

(

r2
dup

dr

)

= −f(r, θ, ϕ) ,

1

r2
d

dr

(

−f0
3
(r3 − r30)

)

= −f0 ,

1

r2
(

−f0r
2
)

= −f0 ,

−f0 = −f0 ,

como deve ser.
6. Encontre a solução u(r, θ, ϕ) para as equações:
(a)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −f(r, θ, ϕ) ;

(b)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= +α2 ;

com α constante,
(c)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −α2 ;

com α constante,
(d)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= +α2u ;

com α constante,
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(e)

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −α2u ;

com α constante e,

a ≤ r ≤ b ,

u(a, θ, ϕ) = µ(θ, ϕ) , u(b, θ, ϕ) = ν(θ, ϕ) .

7. Uma esfera oca de raio a possui potencial dado por,

v(a, θ) =

{

v0 0 ≤ θ ≤ π/2 ,

v1 π/2 ≤ θ ≤ π .

Determine o potencial v no interior e no exterior da esfera (Spiegel [7], probl.
7.18, com v1 = 0).

No interior da esfera, 0 ≤ r ≤ a, temos,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

Anr
nPn(cos θ) .

Em r = a,

u(a, θ) =
∞
∑

n=0

Ana
nPn(cos θ) =

{

v0 0 ≤ θ ≤ π/2 ,

v1 π/2 ≤ θ ≤ π .

Temos uma série em polinômios de Legendre, logo,

Ana
n =

2n+ 1

2
v0

∫ π/2

0

Pn(cos θ)sen θ dθ

+
2n+ 1

2
v1

∫ π

π/2

Pn(cos θ)sen θ dθ

Calculando alguns coeficientes obtemos,
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A0 =
1

2
(v0 + v1) ,

A1 =
3

4a
(v0 − v1) ,

A2 = 0 ,

A3 =
7

16a3
(v1 − v0) ,

A4 = 0 ,

A5 =
11

32a5
(v0 − v1) ,

. . .

Em θ = π/2 temos x = cos θ = 0, e Pn(x) = 0 para n ı́mpar, logo,

u(r, π/2) = A0 =
1

2
(v0 + v1) .

No exterior da esfera, em a ≤ r ≤ ∞, temos,

u(r, θ) =
∞
∑

n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ) .

Em r = a,

u(a, θ) =
∞
∑

n=0

Bn

an+1
Pn(cos θ) =

{

v0 0 ≤ θ ≤ π/2 ,

v1 π/2 ≤ θ ≤ π .

Temos uma série em polinômios de Legendre como antes, logo,

Bn

an+1
=

2n+ 1

2
v0

∫ π/2

0

Pn(cos θ)sen θ dθ

+
2n+ 1

2
v1

∫ π

π/2

Pn(cos θ)sen θ dθ

Vemos que,

Bn

an+1
= Ana

n ,

ou,

Bn = Ana
2n+1 .

Alguns coeficientes são,
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B0 =
a

2
(v0 + v1) ,

B1 =
3a2

4
(v0 − v1) ,

B2 = 0 ,

B3 =
7a4

16
(v1 − v0) ,

B4 = 0 ,

B5 =
11a6

32
(v0 − v1) ,

. . .

Em θ = π/2,

u(r, π/2) =
B0

a
=

1

2
(v0 + v1) .

Se v0 = v1,

u(r, θ) =

{

v0 , r ≤ a ,

v0
a

r
, r ≥ a .

Se v1 = −v0,

A0 = 0 ,

A1 =
3

2a
v0 ,

A2 = 0 ,

A3 = − 7

8a3
v0 ,

A4 = 0 ,

A5 =
11

16a5
v0 ,

. . .

e o potencial interior é,

u(r, θ) =
3r

2a
v0P1(cos θ)−

7r3

8a3
v0P3(cos θ)

+
11r5

16a5
v0P5(cos θ) + . . . , r ≤ a .
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Temos u(r, π/2) = 0. Em r ≥ a temos,

B0 = 0 ,

B1 =
3a2

2
v0 ,

B2 = 0 ,

B3 = −7a4

8
v0 ,

B4 = 0 ,

B5 =
11a6

16
v0 ,

. . .

e o potencial exterior é,

u(r, θ) =
3a2

2r2
v0P1(cos θ)−

7a4

8r4
v0P3(cos θ)

+
11a6

16r6
v0P5(cos θ) + . . .

Temos u(r, π/2) = 0 também.
8. Um hemisfério de raio a possui potencial igual a v0 em r = a, 0 ≤ θ ≤

π/2, e igual a v1 na base definida por 0 ≤ r ≤ a, θ = π/2,

v(r, θ) =

{

v0 , r = a , 0 ≤ θ ≤ π/2 ,

v1 , 0 ≤ r ≤ a , θ = π/2 .

Determine o potencial v no interior e no exterior do hemisfério (Spiegel [7],
probl. 7.19, com v1 = 0).

Podemos resolver esse problema considerando uma esfera com potencial
dado na superf́ıcie r = a por,

v(a, θ) =

{

v0 , 0 ≤ θ ≤ π/2 ,

v2 , π/2 ≤ θ ≤ π ,

com v2 = 2v1 − v0. Em θ = π/2, na base do hemisfério, o potencial é,

v0 + v2
2

= v1 ,

como esperado.
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Usando o resultado do problema 1, com v1 substitúıdo por v2, escrevemos
a solução como,

u(r, θ) =



















∞
∑

n=0

Anr
nPn(cos θ) , 0 ≤ r ≤ a ,

∞
∑

n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ) , r ≥ a ,

com,

A0 =
1

2
(v0 + v2) ,

A1 =
3

4a
(v0 − v2) ,

A2 = 0 ,

A3 =
7

16a3
(v2 − v0) ,

A4 = 0 ,

A5 =
11

32a5
(v0 − v2) ,

. . .

e,

B0 =
a

2
(v0 + v2) ,

B1 =
3a2

4
(v0 − v2) ,

B2 = 0 ,

B3 =
7a4

16
(v2 − v0) ,

B4 = 0 ,

B5 =
11a6

32
(v0 − v2) ,

. . .

Como v0 + v2 = 2v1, v0 − v2 = 2(v0 − v1), o potencial interior é,

u(r, θ) = v1P0(cos θ) +
3

2
(v0 − v1)

r

a
P1(cos θ)

−7

8
(v0 − v1)

r3

a3
P3(cos θ) +

11

16
(v0 − v1)

r5

a5
P5(cos θ) + . . . ,

0 ≤ r ≤ a ,
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e o potencial exterior é,

u(r, θ) = v1
a

r
P0(cos θ) +

3

2
(v0 − v1)

a2

r2
P1(cos θ)

−7

8
(v0 − v1)

a4

r4
P3(cos θ) +

11

16
(v0 − v1)

a6

r6
P5(cos θ) + . . .

r ≥ a .

9. Determine o potencial v no interior e no exterior de uma esfera de raio
a, quando o potencial na superf́ıcie é dado por,

(a) v0 sen θ;
(b) v0 sen

2θ (Spiegel [7], probl. 7.49);
(c) v0(1 + 3 cos θ) (Spiegel [7], probl. 7.48);
(d) v0 cosϕ;
(e) v0 cos

2 ϕ;
(f) v0sen

3θ cos θ cos 3ϕ (Spiegel [7], probl. 7.63).
Determine o potencial considerando agora as condições acima para a

derivada u′ = ∂u/∂r em r → a−. Em todos os casos considere u cont́ınua.
10. Considere uma região esférica de raio interno a e raio externo b.

Determine o potencial v em a < r < b quando,
(a) v(a) = v1senθ , v(b) = v2 cos θ;
(b) v(a) = v1senθ cosϕ, v(b) = v2 cos θsenϕ.
11. Considere um ćırculo de massa m e raio a, com distribuição uniforme

de massa. (a) Calcule o potencial gravitacional sobre o eixo do ćırculo. (b)
Calcule o potencial gravitacional em qualquer ponto do espaço (Spiegel [7],
probl. 7.20).

(a) A densidade linear de massa é λ = m/2πa. O potencial gravitacional
em um ponto P sobre o eixo z, devido a um elemento de massa dm do ćırculo,
é,

dV =
Gdm

r
,

em que Gé a constante universal da gravitação, e r é a distância do elemento
de massa dm ao ponto P . Como r2 = z2 + a2 e dm = λds = λadϕ,

dV =
Gλadϕ√
z2 + a2

.

O potencial em P é então,

V =
2πGλa√
z2 + a2

, P = (0, 0, z) .
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(b) Vamos agora calcular o potencial em qualquer ponto do espaço. Temos,

V (r, θ) =



















∞
∑

n=0

Anr
nPn(cos θ) r < a ,

∞
∑

n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ) r > a .

Consideramos primeiro o caso r < a. Em θ = 0, temos r = z, e como
Pn(1) = 1,

2πGλa√
z2 + a2

=
∞
∑

n=0

Anz
n , z < a .

Reescrevendo a expressão acima,

2πGλa

a
√

1 + (z/a)2
=

∞
∑

n=0

Anz
n .

Usando agora a expansão,

(1 + x)−1/2 = 1− 1

2
x+

1 · 3
2 · 4x

2 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6x

3

+
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8x

4 . . . , x < 1 ,

temos,

(1 + x2)−1/2 = 1− 1

2
x2 +

1 · 3
2 · 4x

4 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6x

6

+
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8x

8 . . . , x < 1 .

Portanto,

2πGλ

[

1− 1

2

(z

a

)2

+
1 · 3
2 · 4

(z

a

)4

− 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

(z

a

)6

+
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8

(z

a

)8

. . .

]

=
∞
∑

n=0

Anz
n .

Os coeficientes An são então,
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A0 = 2πGλ ,

A1 = 0 ,

A2 = −2πGλ
1

2

1

a2
,

A3 = 0 ,

A4 = 2πGλ
1 · 3
2 · 4

1

a4
,

A5 = 0 ,

A6 = −2πGλ
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

1

a6
,

A7 = 0 ,

A8 = 2πGλ
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8

1

a8
,

. . .

e temos,

V (r, θ) =
∞
∑

n=0

Anr
nPn(cos θ) ,

= 2πGλ

[

1− 1

2

r2

a2
P2(cos θ) +

3

8

r4

a4
P4(cos θ)

− 5

16

r6

a6
P6(cos θ) +

35

128

r8

a8
P8(cos θ) . . .

]

, r < a .

A fórmula geral para An é,

A2n = 2πGλ(−1)n
(2n− 1)!!

2n!!

1

a2n
,

A2n+1 = 0 , n = 0, 1, 2, . . .

O potencial em r < a é assim,

V = 2πGλ
∞
∑

n=0

(−1)n
(2n− 1)!!

2n!!

(r

a

)2n

P2n(cos θ) , r < a .

Considerando agora o caso r > a, escrevemos de forma análoga em θ = 0,

2πGλa√
z2 + a2

=
∞
∑

n=0

Bn

zn+1
, z > a .
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Reescrevendo a expressão acima,

2πGλa

z
√

1 + (a/z)2
=

∞
∑

n=0

Bn

zn+1
.

Portanto,

2πGλ
a

z

[

1− 1

2

(a

z

)2

+
1 · 3
2 · 4

(a

z

)4

− 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

(a

z

)6

+
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8

(a

z

)8

. . .

]

=
∞
∑

n=0

Bn

zn+1
,

ou,

2πGλ

[

a

z
− 1

2

(a

z

)3

+
1 · 3
2 · 4

(a

z

)5

− 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

(a

z

)7

+

+
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8

(a

z

)9

+ . . .

]

=
∞
∑

n=0

Bn

zn+1
.

Os coeficientes Bn são então,

B0 = 2πGλa ,

B1 = 0 ,

B2 = −2πGλ
1

2
a3 ,

B3 = 0 ,

B4 = 2πGλ
1 · 3
2 · 4a

5 ,

B5 = 0 ,

B6 = −2πGλ
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6a

7 ,

B7 = 0 ,

B8 = 2πGλ
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8a

9 ,

. . .

Temos então, em r > a,
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V (r, θ) =
∞
∑

n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ) ,

= 2πGλ

[

a

r
− 1

2

a3

r3
P2(cos θ) +

3

8

a5

r5
P4(cos θ)

− 5

16

a7

r7
P6(cos θ) +

1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8

a9

r9
P8(cos θ) + . . .

]

, r > a .

A fórmula geral para Bn é,

B2n = 2πGλ(−1)n
(2n− 1)!!

2n!!
a2n+1 ,

B2n+1 = 0 , n = 0, 1, 2, . . .

O potencial em r > a é portanto,

V = 2πGλ

∞
∑

n=0

(−1)n
(2n− 1)!!

2n!!

(a

r

)2n+1

P2n(cos θ) , r > a .

12. Considere um disco de massa m e raio a, com distribuição uniforme
de massa. (a) Calcule o potencial gravitacional sobre o eixo do disco. (b)
Calcule o potencial gravitacional em qualquer ponto do espaço (Spiegel [7],
probl. 7.55). (c) Calcule o potencial para uma faixa de raio interno a e raio
externo b. (d) Faça o limite δ → 0 em b = a + δ e obtenha o resultado do
problema 5.

(a) Para uma faixa de raio r e largura dr sobre o disco, o potencial sobre
o eixo z é, usando a expressão para o potencial de um ćırculo,

dV =
2πGrλ√
z2 + r2

=
2πGrσdr√
z2 + r2

,

em que usamos λ = σdr. Integrando em r de 0 até a,

V =

∫

dV = 2πGσ

∫ a

0

r dr√
z2 + r2

= 2πGσ(
√
z2 + a2 − z) ,

(b) O potencial em um ponto qualquer é,

V =



















∞
∑

n=0

Anr
nPn(cos θ) , r < a ,

∞
∑

n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ) , r > a .
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Sobre o eixo z temos θ = 0, logo, como nesse caso r = z e Pn(1) = 1,

V =



















∞
∑

n=0

Anz
n , z < a ,

∞
∑

n=0

Bn

zn+1
, z > a .

Portanto, em z < a,

2πGσ(
√
z2 + a2 − z) =

∞
∑

n=0

Anz
n , z < a .

Usando a relação,

(1 + x)1/2 = 1 +
1

2
x− 1

2 · 4x
2 +

1 · 3
2 · 4 · 6x

3 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 8x

4 + . . .

temos,

2πGσa

(

1 +
1

2

z2

a2
− 1

2 · 4
z4

a4
+

1 · 3
2 · 4 · 6

z6

a6

− 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 8

z8

a8
+ . . .− z

a

)

=
∞
∑

n=0

Anz
n , z < a .

Os coeficientes An são então,

A0 = 2πGσa ,

A1 = −2πGσ ,

A2 = πGσ
1

a
,

A3 = 0 ,

A4 = −πGσ
1

4a3
,

A5 = 0 ,

A6 = πGσ
1

8a5
,

A7 = 0 ,

A8 = −2πGσ
1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 · 8
1

a7
,

. . .
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e a solução para r < a é,

V (r, θ) =
∞
∑

n=0

Anr
nPn(cos θ) ,

= 2πGσa

[

1− r

a
P1(cos θ) +

r2

2a2
P2(cos θ)−

r4

8a4
P4(cos θ)

+
r6

16a6
P6(cos θ)−

5r8

128a8
P8(cos θ) + . . .

]

, r < a .

Considerando agora z > a, temos,

2πGσ(
√
z2 + a2 − z) =

∞
∑

n=0

Bn

zn+1
, z > a ,

ou,

2πGσa

(

a

2z
− a3

8z3
+

a5

16z5
− 5a7

128z7

+ . . .− 1) =
∞
∑

n=0

Bn

zn+1
, z > a .

Os coeficientes Bn são então,

B0 = πGσa2 ,

B1 = 0 ,

B2 = −πGσ
a4

4
,

B3 = 0 ,

B4 = πGσ
a6

8
,

B5 = 0 ,

B6 = −πGσ
5a8

64
,

. . .

e a solução em r > a é,
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V (r, θ) =
∞
∑

n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ) ,

= 2πGσa

[

a

2r
− a3

8r3
P2(cos θ)

+
a5

16r5
P4(cos θ)−

5a7

128r7
P6(cos θ) + . . .

]

, r > a .

(c) Consideramos agora uma faixa de raio interno a e raio externo b.
Primeiro escrevemos o potencial para um disco de raio b,

V (r, θ) = 2πGσb

[

1− r

b
P1(cos θ) +

r2

2b2
P2(cos θ)

− r4

8b4
P4(cos θ) +

r6

18b6
P6(cos θ) + . . .

]

, r < b ,

V (r, θ) = 2πGσb

[

b

2r
− b3

8r3
P2(cos θ)

+
b5

16r5
P4(cos θ)−

5b7

128r7
P6(cos θ) + . . .

]

, r > b .

Precisamos subtrair o potencial de um disco de raio a,

V (r, θ) = 2πGσa

[

1− r

a
P1(cos θ) +

r2

2a2
P2(cos θ)

− r4

8a4
P4(cos θ) +

r6

16a6
P6(cos θ) + . . .

]

, r < a ,

V (r, θ) = 2πGσa

[

a

2r
− a3

8r3
P2(cos θ)

+
a5

16r5
P4(cos θ)−

5a7

128r7
P6(cos θ) + . . .

]

, r > a .

O potencial resultante é então, em r < a,
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V (r, θ) = 2πGσb

[

1− r

b
P1(cos θ) +

r2

2b2
P2(cos θ)

− r4

8b4
P4(cos θ) +

r6

16b6
P6(cos θ) + . . .

]

−2πGσa

[

1− r

a
P1(cos θ) +

r2

2a2
P2(cos θ)

− r4

8a4
P4(cos θ) +

r6

16a6
P6(cos θ) + . . .

]

, r < a .

Em a < r < b temos,

V (r, θ) = 2πGσb

[

1− r

b
P1(cos θ) +

r2

2b2
P2(cos θ)

− r4

8b4
P4(cos θ) +

r6

16b6
P6(cos θ) + . . .

]

−2πGσa

[

a

2r
− a3

8r3
P2(cos θ)

+
a5

16r5
P4(cos θ)−

5a7

128r7
P6(cos θ) + . . .

]

, a < r < b .

Finalmente, em r > b temos,

V (r, θ) = 2πGσb

[

b

2r
− b3

8r3
P2(cos θ)

+
b5

16r5
P4(cos θ)−

5b7

128r7
P6(cos θ) + . . .

]

−2πGσa

[

a

2r
− a3

8r3
P2(cos θ)

+
a5

16r5
P4(cos θ)−

5a7

128r7
P6(cos θ) + . . .

]

, r > b .

(d) Fazemos agora no resultado anterior b = a+ δ. Em r < a,
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V (r, θ) = 2πGσ(a+ δ)

[

1− r

a
(1− δ/a)P1(cos θ) +

r2

2a2
(1− 2δ/a)P2(cos θ)

− r4

8a4
(1− 4δ/a)P4(cos θ) +

r6

16a6
(1− 6δ/a)P6(cos θ) + . . .

]

−2πGσa

[

1− r

a
P1(cos θ) +

r2

2a2
P2(cos θ)

− r4

8a4
P4(cos θ) +

r6

16a6
P6(cos θ) + . . .

]

,

= 2πGσδ

[

1− r2

2a2
P2(cos θ)

+
3r4

8a4
P4(cos θ)−

5r6

16a6
P6(cos θ) + . . .

]

, r < a .

Em r > b, com b = a+ δ,

V (r, θ) = 2πGσ(a+ δ)

[

a+ δ

2r
− (a+ δ)3

8r3
P2(cos θ)

+
(a+ δ)5

16r5
P4(cos θ)−

5(a+ δ)7

128r7
P6(cos θ) + . . .

]

−2πGσa

[

a

2r
− a3

8r3
P2(cos θ)

+
a5

16r5
P4(cos θ)−

5a7

128r7
P6(cos θ) + . . .

]

,

= 2πGσδ

[

a

r
− a3

2r3
P2(cos θ) +

3a5

8r5
P4(cos θ)

− 5a7

16r7
P6(cos θ) + . . .

]

, r > a+ δ .

No limite δ → 0 temos um ćırculo de raio a e densidade linear λ = σδ.
13. Uma esfera de raio a e massa M possui distribuição uniforme de

massa. Calcule o potencial gravitacional φ em todo o espaço (Spiegel [7],
probl. 7.51, 7.52).

Em r < a temos o potencial φ satisfazendo a equação de Poisson,

∇2φ = 4πGρ ,

em que ρ = M/(4πa3/3) é a densidade, nesse caso uniforme. Como φ = φ(r),
temos,
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1

r2
d

dr

(

r2
dφ

dr

)

= 4πGρ ,

logo,

d

dr

(

r2
dφ

dr

)

= 4πGρr2 ,

ou,

r2
dφ

dr
=

4πGρ

3
r3 + c0 .

Prosseguindo,

dφ

dr
=

4πGρ

3
r +

c0
r2

,

portanto,

φ =
2πGρ

3
r2 − c0

r
+ c1 , r < a .

Para que a solução seja finita em r = 0 devemos ter c0 = 0. Em r > a,

φ = −GM

r
,

equivalente ao de uma part́ıcula de massa M . A continuidade do potencial
em r = a nos dá,

2πGρ

3
a2 + c1 = −GM

a
,

logo,

c1 = −3GM

2a
.

O potencial em r < a é portanto,

φ =
2πGρ

3
r2 − 3GM

2a
, r < a ,

ou,

φ =
GM

2a

(

r2

a2
− 3

)

, r < a .
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14. Uma casca esférica de raio interno a e raio externo b possui massa
M , com distribuição uniforme de massa. Calcule o potencial gravitacional φ
em todo o espaço (Spiegel [7], probl. 7.54).

Escrevemos agora, usando ρ = M/(4π(b3 − a3)/3),

φ =























c0 , r < a ,
GMr2

2(b3 − a3)
− c1

r
+ c2 , a < r < b ,

−GM

r
, r > b .

A derivada do potencial é,

dφ

dr
=



















0 , r < a ,
GMr

b3 − a3
+

c1
r2

, a < r < b ,

GM

r2
, r > b .

A continuidade do potencial e da derivada em r = a nos dá,

c0 =
GMa2

2(b3 − a3)
− c1

a
+ c2 ,

GMb2

2(b3 − a3)
− c1

b
+ c2 = −GM

b
,

GMa

b3 − a3
+

c1
a2

= 0 ,

GMb

b3 − a3
+

c1
b2

=
GM

b2
.

Portanto,

c0 = −3GM(b2 − a2)

2(b3 − a3)
,

c1 = −GMa3

b3 − a3
,

c2 = − 3GMb2

2(b3 − a3)
.

O potencial é então,
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φ =



























− GM

2(b3 − a3)
3(b2 − a2) , r < a ,

GM

2(b3 − a3)

(

r2 +
2a3

r
− 3b2

)

, a < r < b ,

−GM

r
, r > b ,

ou, em termos de ρ,

φ =























−2πGρ(b2 − a2) , r < a ,
2πGρ

3

(

r2 +
2a3

r
− 3b2

)

, a < r < b ,

−4πGρ(b3 − a3)

3r
, r > b ,

15. Uma casca esférica de raio a e espessura infinitesimal possui massa
M , com distribuição uniforme de massa. Calcule o potencial gravitacional
em todo o espaço.

Fazemos b = a + δ no problema anterior e tomamos o limite δ → 0.
Temos,

b2 − a2 ≃ 2aδ ,

b3 − a3 ≃ 3a2δ ,

logo,

φ =











−GM

a
, r < a ,

−GM

r
, r > a ,

ou, em termos de ρ,

φ =







−4πaGρδ , r < a ,

−4πa2Gρδ

r
, r > a .

Podemos definir uma densidade superficial de massa σ para uma casca de
espessura δ → 0. Escrevendo ρ,

76



ρ =
M

(4π/3)(b3 − a3)
≃ M

(4π/3)(3a2δ)
≃ M

4πa2δ
,

ou,

σ ≡ ρδ =
M

4πa2
.

Portanto, em termos de σ,

φ =







−4πaGσ , r < a ,

−4πa2Gσ

r
, r > a .

16. Considere o problema 4, com a condição de contorno dada para a
derivada ∂v/∂r, em vez de para a função v.

17. Considere o problema 4, com a condição de contorno dada para a
função v em r = a e para a derivada ∂v/∂r em r = b.

18. Considere os problema 4, com a condição de contorno dada para a
derivada ∂v/∂r em r = a, e para a função v em r = b.

19. Usando o resultado do problema 5(a), encontre a solução particular
up(r, θ, ϕ) para a equação,

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= −f(r, θ, ϕ) ,

com condições de contorno homogêneas em 0 ≤ r ≤ a, nos seguintes casos:
(a)

f(r, θ, ϕ) =
Ae−κr

r
sen θ cosϕ ;

(b)

f(r, θ, ϕ) =
e−κr

r
(a+ br)sen θ cosϕ ;

(c)

f(r, θ, ϕ) =
e−κr

r
(a+ br + cr2)sen θ cosϕ .

(d)
f(r, θ, ϕ) = e−κr(a+ br + cr2)sen θ cosϕ .
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7 Apêndice

(a) Série de Fourier:

f(x) =
a0
2

+
∞
∑

n=1

(

an cos
nπx

L
+ bnsen

nπx

L

)

,

a0
2

=
1

2L

∫ L

−L

f(x) dx ,

an =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
nπx

L
dx ,

bn =
1

L

∫ L

−L

f(x)sen
nπx

L
dx , n = 1, 2, . . .

(b) Série de Fourier de senos

f(z) =
∑

j=1

bjsen (jπz/L) ,

bj =
2

L

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx .

(c) Série de Fourier de cosenos

f(z) =
a0
2

+
∑

j=1

aj cos (jπz/L) ,

aj =
2

L

∫ L

0

f(x) cos (jπx/L) dx .

(d) Polinômios de Legendre (x = cos θ)
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P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

P6(x) =
1

16
(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)

P7(x) =
1

16
(497x7 − 693x5 + 315x3 − 35x)

P8(x) =
1

128
(6435x8 − 12012x6 + 6930x4 − 1260x2 + 35)

Relação de ortogonalidade:

∫

+1

−1

Pn(x)Pk(x)dx =







0 , n 6= k ,
2

2n+ 1
, n = k ,

(e) Funções associadas de Legendre

P 1

1 (x) = (1− x2)1/2 = sen θ

P 1

2 (x) = 3x(1− x2)1/2 = 3sen θ cos θ

P 2

2 (x) = 3(1− x2) = 3sen2 θ

P 1

3 (x) =
3

2
(5x2 − 1)(1− x2)1/2 =

3

2
(5 cos2 θ − 1)sen θ

P 2

3 (x) = 15x(1− x2) = 15sen2θ cos θ

P 3

3 (x) = 15(1− x2)3/2 = 15sen3θ

P 1

4 (x) =
5

2
(7x3 − 3x)(1− x2)1/2 =

5

2
(7 cos3 θ − 3 cos θ)sen θ

P 2

4 (x) =
15

2
(7x2 − 1)(1− x2) =

15

2
(7 cos2 θ − 1)sen2 θ

P 3

4 (x) = 105x(1− x2)3/2 = 105sen3θ cos θ

P 4

4 (x) = 105(1− x2)2 = 105sen4θ
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Relação de ortogonalidade:

∫

+1

−1

Pm
n (x)Pm

k (x)dx =







0 , n 6= k ,
2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
, n = k ,

(f) Série de polinômios de Legendre

f(θ) =
∞
∑

k=0

CkPk(cos θ) ,

Ck =
2k + 1

2

∫ π

0

f(θ)Pk(cos θ)sen θ dθ .

(g) Série de funções associadas de Legendre do primeiro tipo

f(θ) =
∞
∑

k=0

DkP
m
k (cos θ) ,

Dk =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

f(θ)Pm
k (cos θ)sen θ dθ ,

(h) Funções de Bessel
1.

f(x) =
∞
∑

p=1

ApJn(λpx) , 0 < x < a ,

Jn(λpa) = 0 , p = 1, 2, 3, . . . ,

Ak =
2

a2J2
n+1(λka)

∫ a

0

xJn(λkx)f(x)dx .

2.

f(x) =
∞
∑

p=1

ApJn(λpx) , 0 < x < a ,

J ′

n(λpa) = 0 , p = 1, 2, 3, . . . ,

Ak =
2

a2(1− n2/(λka)2)J2
n(λka)

∫ a

0

xJn(λkx)f(x)dx .
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Em particular, se temos,

J1(λpa) = 0 , p = 1, 2, 3, . . . ,

então,

f(x) = A0 +
∞
∑

p=1

ApJ0(λpx) , 0 < x < a ,

com,

A0 =
2

a2

∫ a

0

xf(x)dx ,

Ak =
2

a2J2
0 (λka)

∫ a

0

xJ0(λkx)f(x)dx .

3.

f(x) =
∞
∑

p=1

ApJn(λpx) , 0 < x < a ,

RJn(λpa) + SλpaJ
′

n(λpa) = 0 , p = 1, 2, 3, . . . ,

Ak =

2(λka)
2

∫ a

0

xJn(λkx)f(x)dx

a2J2
n(λka)[R2/S2 + (λka)2 − n2]

.

4.

Uµ(λjρ) ≡ Yµ(λja)Jµ(λjρ)− Jµ(λja)Yµ(λjρ) ,

Uµ(λjb) = 0 ,

∫ b

a

ρUµ(λjρ)Uµ(λkρ)dρ = 0 , j 6= k ,

f(ρ) =
∑

j=1

AjUµ(λjρ) ,

Aj =

∫ b

a

ρf(ρ)Uµ(λjρ)dρ

∫ b

a

ρU2

µ(λjρ)dρ

.
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