5 - A equacgao de Laplace em coordenadas

esféricas

A equacao de Laplace, V?u = 0, em coordenadas esféricas, é,

r2or or 2senf 06 \ " 09 r2sen2f 0p?

com u = u(r,0, ).

1 Considerando u = u(r)

Nesse caso temos,

ou,

r’y = A,

em que A é uma constante. Integrando mais uma vez,

A
u(r):—7—|—B.

0, (1)

(4)

Se queremos uma solucao finita em r = 0, entdao A = 0. Se a solugao ¢é
finita também em r — oo, temos B = 0, e a solucao é identicamente nula.
Se podemos incluir a divergéncia em r = 0, como no caso de cargas

puntiformes em eletrostatica, temos A # 0.

2 Problemas

1-Consideremos uma esfera de raio a. Calcule o potencial interior e exterior

se u(a) = v (Churchill [12], probl. 9.1).

Temos no interior A =0, para nao termos a divergéncia em r =0, e no

exterior B = 0 para termos uma solu¢ao finita, assim,

B, r<a,
ur)=49 A

-, r>a.
r

Emr=a,



portanto a solucao €,

vo, T<a
u(r):{ a ’

vo—, T>a.
r

Se vg = 0 a solucdo € identicamente nula.
2-Considere o intervalo a < r < b com as condigoes de contorno (Spiegel
[7], probl. 7.71),

u(a) =uq, u(b) =uy.
Temos,

A A
—+B=u,, ——+B=uy,.
a b

Das equacoes acima obtemos,

g (ub—ua)ab7
b—a
buy, — auy,
B—_% "7
b—a '’

e a solugao fica,

(up —ug)abl — buy — au,

u(r) = - b—a r b—a

Se u, e up sao nulos, a solugao € identicamente nula, e se u, = up a solug¢do
€ constante.

3-Considere uma casca esférica com raios a e 2a, com temperaturas 0 e
up respectivamente (Spiegel [7], probl. 7.50).

Temos agora,

A = 2auy,
B:2u0,

logo a solugao fica,



u(r) = 2ug (1 — g) : (5)

4. Encontre a soluc¢do u(r) para as equagoes:

(a)

(b)

1 d [ ,du 9
2 dr ( 7) B
com « constante,
(C) 1 d d
20U 2
Zdr ( 7) B
com « constante,
(d)
1 d [ ,du 9

com « constante,

(e)

com « constante e,

0<r<a,
u(a) = ug .
(a) Escrevemos a solu¢ao da forma usual como,
u(r) = un(r) +up(r),
com uy, satisfazendo a equacdo homogénea com condicoes de contorno nao-

homogéneas (problema 1 emr < a), e u, satisfazendo a equagao nao-homogénea
com condicoes de contorno homogéneas. Reescrevemos a equagao diferencial,

1 d du

r2dr (Tz drp> = 1),
1
= (2ru; + 7“2%’) =—f(r),

rPul) + 2ru, = —r? f(r) .
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Obtemos assim uma equacao diferencial ordindria de sequnda ordem, mao-
homogénea, na forma,

2?y" () + 2zy'(x) — y(2)k(k + 1) = —a?g(z).

A solucao da equacao acima pode ser escrita, como vimos, como a soma
da solugao da equag¢ao homogénea e uma solugao particular da equagao nao-
homogénea,

y(@) = yn(x) + yp() .

Vimos que a equagao,

2y + 2L+ Dy + (2™ + )y =0,

em que l,a, 1, B sdo constantes, possui solucado,

y=a " er oy (aa” /1) + oYy (az” /7)),
ek =+/12— (2. Sea =0 temos a equacao de FEuler ou equacdo de Cauchy,

com solugao,

y=a (e3x™ 4 cur™).

Em particular, se « =0 el =1/2 a equacao fica,

1723// + 2$y/ + ﬁZy — O,
que € a nossa equagdo homogénea com 3* = —k(k +1) =0, logo k = 0. A
solucao da equacao acima € assim,

y = a7 Y?(csz” 4+ 4z,

com k = +/(1/4) = 1/2. Logo, renomeando as constantes,

yn(x) = ¢ + coz ™t
A solugao particular € (capitulo 22),
“ya(a)g(a) “yg(@)
wie) = (o) [ POI e~ (o) [ POI a,
b xo A('x/> xo A(l'/)
com A =yyh —yiye ey =1, yo = 271 Calculando A explicitamente,

A=yyh — vy = -2,

logo,



yp(x) = —/ :r;’g(x')da:’+xl/ 2?g(x")dx' .

xo o
A solugao u, € entao,

uy(r) = — /T v f(r')dr’ 47 /T 2 f(r')dr' .

L] T0

Consideremos o caso particular em que f = fy constante. Temos,

uy(r) = — /T v f(r)dr' 4+t /7“ 2 f(r")dr’

r

= —fo/ r'dr’ +r Vo [ rPdr

To To
7,/2 r B 7’/3 r
= —fo [7] +r 7 fo [?] ;
T0 To
G L)

Vamos verificar que u, satisfaz a equacao diferencial. Calculando as derivadas
de uy,

wr) = —for = 20 =)+ for = = L0 1),
() = §—f§<r3—r§> - .

Substituindo na equagao diferencial,

r? "+2ru —r2f(r),

2B -y - n) e |- et - ) = -,
R = LI A R
—7“2f0 =T fo;

como deve ser.
5. Encontre a solucdo u(r) para as equagoes:



(b)

com « constante,

(c)

com « constante,

()

com « constante,

(e)

com « constante e,

6. Considere a equacao,

d d
e (d_u> =10

Calcule f(r) para as solugoes abaixo:

(a)

u(r) = 2
(b) o
u(r) = “—(a+br);
() o
u(r) = (a+br+cr?);



()

u(r) =e " (a+br+cr?).

7. Usando o resultado do problema 3(a), encontre a solugao particular

u,(r) para a equacao,
1 d [ ,du
i ( 5) ==/,

com condigoes de contorno homogéneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:

(a) .
flr) = =—;

r

(b)

—KT

f(r) = S—(a+br);

r

(c)

—KRT

f(r)= er (a+br+ cr?);

(d)
flr)y=e " (a+br+cr?).
3 Considerando u = u(r,0)
Substituindo,

u= R(r)O(0), (6)

em (1), obtemos,

R R cosf@© @_” B

2 o — 0
TR+TR+sent9@+@ ’
ou,
R R cosf©® O
2 I o 9 9 _
TR RT wede 6
A equacao para R é, assim,
R’ +2rR + MR =0, (7)
e para O,
senf@” + cos O — X*senfO = 0. (8)
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A equagao para R, (7), é a equagao de Euler ou Cauchy. Fazendo R = 1?7,
obtemos,

PHp+A=0. (9)

A solugao da equacao acima é,

—1+v1—4)2 1 /1

Assim, a solugao de (7) é,

R(r) = ArP* + BrP? |

com

1 1
= —— Z )2
D1 2+ 4 )
1 1
== — /> =2,
D2 5 1

Podemos escrever a solucao acima de forma mais simples, notando que,

1 1 1 1
= —— — —_ — )\2 = —— — — = —1 — .
D2 1 5 <p1+ ) D1

2 2
Assim, fazendo p; = n, temos ps = —n — 1, a solugao de (7) é,
" B
R(r) = Ar" + e (11)

A constante A\? em termos de n é,

ou,

Temos portanto,

M =-nn+1). (12)

Consideremos agora a equagao para ©(f), eq.(8). Usando a relagdo acima
essa equacao fica,



senfO” + cos 00" + n(n + 1)send® = 0. (13)

Fazendo & = cos  temos,

dO _dsdO 010 _ A eowe® i a®®
d9_d0d§_ sen@dg— 1 cos@dg— 1 fdf’

PO dfd -dO\ ¢ de -d’0
d92_d9d§(_\’1_§ df)__serﬁ(/il_éadg_ =& )
420 e 5, d20

ae = Cag T e

A equagao para © fica entao,

d*0 do
1—€)— — 26— 1)0=0. 14
(1= )55 — 265 +nln+1) (14)
A equagdo acima é a equacdo diferencial de Legendre para ©(f), ou, em
termos de y(x),

(1= 2?)y" —2zy +n(n+ 1)y =0, (15)

com —1 < x < +1. A solucdo sdo os polinémios de Legendre P,(z), e as
fungoes de Legendre do sequndo tipo Q,(x).
A solugao geral de V2u = 0, considerando u = u(r, 6), é entao,

u= (A4 5 ) P + BaQue)] (16)

com £ = cosf. Consideramos n inteiro nao negativo, que nos dara os prin-
cipais casos para alguns sistemas fisicos mais comuns. Como a equacao de
Laplace é linear e homogeénea, o principio da superposicao é obedecido, e
podemos escrever a solucao mais geral como uma soma de termos como em

(16)7

u=3 (A" + 25 ) UnPO 4 BuQu@]. ()

As constantes sao determinadas pelas condi¢oes de contorno. Como a aplicagao
mais comum que encontraremos ¢ em situagoes fisicas, em geral teremos a
condi¢ao de continuidade de u, que representard na maioria dos casos um
potencial ou outra fungao continua. Também continuamos tendo u finita em
r=0eu—0emr— oo.



4 Problemas

1-Considerando o intervalo 0 < r < oo, encontre a solugao u(r,#) com a
condi¢ao de contorno,

u(a,0) = f(0).

(a) Escrevendo a solugdo finita temos,

u(r,0) = ZAn'r (cosb), r<a,

oo Bn
u(r,0) = Z mpn(COSH) , T>a.
n=0

A condicao de contorno nos dd,

o
Z A,a" P, (cosb) Z (cos ),
n= 0
portanto,
B
n __ n
Apa” = e

A equagao para f(0) € uma série de polindmios de Legendre, logo,

2 1
nt / f(0)P,(cosO)senb db .
2a™

Portanto a solugao é,

NE

n 2 1
u(r,0) = (2) . (cos 0) n+ /f w(cos@)senBdb, r<a,
n=0
> n+1 2 1
u(r,0) = g (E) P,( n+ /f . (cos@)senfdf, r>a.
r
n=0

Se f =0 a solugao é identicamente nula.
(b) Consideremos o caso particular f(0) = wvo(1 + 3cosf) (Spiegel [7],
probl. 7.48). Temos,

= ZCkPk(COSG) =vp(1 4+ 3cosf) = Cy+ Cycosb,
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com o0s outros coeficientes Cj, nulos. Logo, Cy = Apa® e temos,

C 3v
A():COZ’U(), A1:_1:_0
a a
A solucgao € entao,
,
u(r,0) = wvo+3vg—cosh, r<a,
a
2
a a
u(r,0) = wvo— +3vg—cost, r>a.
r r

Se vg = 0 a solugao € identicamente nula.
(c) Consideremos agora o caso f(0) = vosen*@ (Spiegel [7], probl. 7.49).

Temos,

f(@) = U086n20 = C() -+ %(3 COS2 6 — 1) = Co + CQ — 2025677,29,

logo,

2 2
CO = —CQ = 52}0, CQ = —gvo.

A solucdo € portanto,

2 r?

u(r,0) = 3V 1-— EPQ(COSG) , r<a,
2 2

u(r,0) = §UO; (1 - %PQ(COSQ)) , T>a.

Se vg = 0 a solucdo € identicamente nula.
(d) Consideremos agora o caso em que f(6) = ccos@ (Churchill [12],
probl. 9.3). Temos Ay = c/a, By = ca?, e temos,

r
c—cosf, r<a,
u(r,0) = 32
c—cosb, r>a.
r
Se ¢ =0 a solugao € identicamente nula.
(e) Se f = fo constante temos,
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oo

" 2 1 T
u(r,0) = Z:—nPn(COSQ) n2+ fo/ P,(cosB)senfdf, r <a,
n=0 0
— a"! 2n+1, [T
u(r,0) = Z%Pn(cose) n2+ fo/o P,(cosf)senfdf, r>a.
n=0

As integrais acima se anulam para n # 0, e se n =0 temos,

/ Py(cos@)senfdf = 2,
0

logo,

u(r,@):u(r):{ Jo, T <a,

a
fo;a r>a,

que € a solucao esfericamente simétrica, dependente apenas de r. Se fo =0
a solugao € identicamente nula.

2-Considerando o intervalo a < r < b, encontre a soluc¢do u(r,#) com as
condicoes de contorno,

u(a,0) = f(0),
u(b,0) = g(0).

(a) Escrevemos a solu¢ao como, em a < r <b, como,

o

n Bn
U= (Anr + 7"”“) P,(cos?),

n=0

e as condi¢coes de contorno,

u(a,d) = f(0) = ; (Ana” + Cfﬂ) Py (cos ),
u(b,0) = g(0) = g (Anb" + b%) P,(cos?).

Os coeficientes das expansoes de f e g em polinomios de Legendre sdo entao,
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B, 2m+1 [
At 4 2n T /f(e)Pn(cose)senedezan,

Bn 2 1 7"
A+t = = 2+ /O 9(0) Py (cos ) send df = B, .
Resolvendo o sistema acima para A,,, B, obtemos,
apa” ﬁnanrl
A'n, = a2n+1 _ b2n+1 )
(5nan — Oznb”)an+1bn+1
Bn = a2n+1 . b2n+1
A solugdo € assim,
[es) ananJrl o Bnbn+1 .

n=0
a® — anbn)an—f—lbn—i-l 1

(B
T Z a2n+1 _ b2n+1 TnJrl Pn(COS 9) .
n=0

Se f =g =0 a solucao ¢ identicamente nula.
(b) Se f =0 temos a,, =0 e,

p2ntl _ pondl /g n+l
Z 5" p2n+l _ g2n+1 <;> Fy(cos ).
c) Consideremos agora o caso particular g = urchi , probl.
Consid ticul 0 (Churchill [12 bl
9.7). Temos 5, =0 e a solugdo fica, apds rearranjarmos,

4 0 p2ntl _ p2ntl o ntl P 0
u(r,0) = O T gt T o . (cos ) .
n=0

(d) Se f e g sao constantes, iguais a fo, go, por exemplo,

Qp =

2n + 1f0/ . (cos ) senf db

2 1 4
B = n2+ go/ P,(cosO)sent do .
0
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As integrais acima sao nao nulas apenas n = 0, sendo iguais a 2, logo,

a0:f07

Bo=go,
e temos,

Qo — Bob (BO - Oéo)dbl

u(r,0) = u(r) = W0 QD

que € a solugao esfericamente simétrica.
3. Encontre a solugdo u(r, #) para as equagoes:

@ 10 0 1 0 0
9 (2l 2 guy _ :
r2 Or (T 87’) T 2send 96 (sen& 89) f(r,0);

Lo (L 10y,
r2 Or " or r2senf) 00 > 00 ) @

com « constante,

(c)
lg 2% + ;3 se 0@ — 2,
r2 Or " or r2senf 00 o 00 ) @i

com « constante,

(d)
ig 2@ —i-;g seHG@ = +a’u:
2or \" or) " T2send 00 90 ) ’

com « constante,

(e)
1o (LY 1 0oy,
r2Or " or r2senf) 00 i 00 ) au;

com « constante e,

(a) Escrevemos a solu¢ao da forma usual como,
u(r, ) = up(r,0) + uy(r,0),

14



com uy, satisfazendo a equacao homogénea com condigoes de contorno nao-
homogéneas (problema 1 emr < a), e u, satisfazendo a equagdo nao-homogénea
com condi¢oes de contorno homogéneas. FEzpandimos u, e f em séries de
fungoes associadas de Legendre do primeiro tipo,

up(r,0) = ZAk " (cos ),

- (2k+1)(k_m)! " N pm / ! ipn!
Ap(r) = 50+ m)] /0 up(r,0") Py (cos @) sen ' df’,
fr.0) = Y Bi(r)P{(cost)
k=1
_ @R+ Dk - Noeor 0 0
Bi(r) = 20+ )l / f(r,0) P (cos§')senb db" .

Os coeficientes B's sao determinados por f. Os coeficientes A's que definem
a solugao u, ainda precisam ser determinados. Substituimos agora u, e f na
equacao diferencial,

10 ([ ,0u 1 0 ou
r2or ( 8r> T Zeent 90 (sen0%> = —/(n9).

Calculando as derivadas de u,,
0
up ZA’ r)P*(cos @) ,
em que a linha denota derivada em relagcao a r;

2 Ouy

2SR A() P (o),

k=1

2 (%) = S+ AR eos0),

19 <Tz%) S [%A;(M—%A”( )] PI™(cos ).



Oup - _ Z Pm (cosf),
= i Ak(r)senﬁiPm(cos 6)
P do k ’

0 ou, = d d .
50 (senﬁm> = ZAk(’I")@ {56”9@3@ (cos@)} :

k=1

Usando agora,

U seno-Lprcos)| = — [kt + 1)5en — 7| Pr(eost)
75 |senb g Pt (cost) | = sent — —— | By (cos
temos
9 9— - —ZA k(k + 1)send — m P (cos6)
50 | 5€n = k senf — ——5 | B"(cosb)
67
L 0 senG% = —iAk(r) k(k+1)— m” P["(cosh) .
r2senf 06 00 B 72 sen?f| "k

10 ([ ,0u 1 0 ou\

20r ( 5) * Eend 00 (5”%) = —/n0),
= [2

Z ;A;( r) + A’k'(r)] Pl"(cos6)

> Ak<7‘)

72

m2
} P"(cos ) = Z By (r) P (cos0) .

sen? 0
k=1

{k(k +1)—

k=1

Igualando os coeficientes dos dois lados da equacao acima, escolhendo m = 0,
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240)+ 410) = 2 s+ )] = =B0).

2

Obtemos assim uma equacao diferencial ordindria de sequnda ordem, mao-
homogénea, na forma,

gy’@s) +y' () %’f(’f =l

ou,
oy () + 22y (2) — y(2)k(k + 1) = —2%g(x).
A solugdo da equacao acima pode ser escrita, como vimos, como a soma
da solu¢ao da equagcao homogénea e uma solucao particular da equacao nao-
homogeénea,
y(x) = yn(z) + yp(z) -
Vimos que a equagao,
2" + (20 + Day' + (@®2* + By =0,

em que l,a,r, B sdo constantes, possui solugao,

y=a " er oy (aa” /1) + oYy (az” /7)),

ek =+/I1?— (%2 Sea=0 temos a equacao de FEuler ou equacao de Cauchy,
com solucao,

y = a (e 4 ey

Em particular, se « =0 el =1/2 a equagao fica,
2,1 ! 2

roy" +2xy 4+ By =0,

que € a nossa equagao homogénea com 32 = —k(k+1). A solu¢io da equagao
acima € assim,

y =1 Y2(csx" + ey,

com k= +/(1/4) + k(k+ 1) = k + 1/2. Logo, renomeando as constantes,
yn(x) = cra® + oL

A solugao particular € (capitulo 22),
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(o) =) [ B ) [ o

com A = yyh — Yy e y1 = 2%, yo = a7%"1. Calculando A explicitamente,

A =yyh — iys = (—k — 1)xkx—k—2 B

A=—(k+1)a 2 —ka?=—2k+ 122,

)

1 v 1 v
yp(x) — _2k+1xk/ x’k+1g(x’)dx'+2k+1xkl/ x/k+2g(x/)dx/.

o Zo

Os coeficientes A's sao entao dados por,

1 r
Ak(T’) = _2/{j—|— 1T’k/ T’/_k+1Bk(7’/)dT/+
o

kel / r'k+QBk(T/)dr’ )

T0

2k+1

A solugao u, €, como vimos,

uy(r,0,p) = ZAk('r’)Pk(cosG).

Os coeficientes A's sao determinados em func¢dao dos coeficientes B's, que
dependem de f. Explicitamente (com m =0),

2 1 /7
By(r) = k;— /Of(r,@')Pk(COSQ')senG’dQ’.

Consideremos o caso particular em que f = fy constante. Temos,

2k+1 [T
By(r) = 2+ /f(T,Q')Pk(COSQ’)senH’dQ’,
0

2k +1 T
= 2+ fO/ Py(cos 0 )send' do' .
0

Calculando a integral acima temos,
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1

2, k=0,

L= Pucost 6’d9’_/
* /o (cos ) sen 0, k=1,2,...

-1

Py(z)dx = {
O 1nico coeficiente nao nulo € entdo para k =0,

1 sy
By(r) = §f0/0 Py(cost)sent db' = fq,

e na solugao u, o unico coeficiente nao nulo é Ay,

Ao(r) = —/ r’Bo(r’)dr’+r1/ 7" Bo(r')dr"
To To

= —fo/ r'dr’ +r7 Yy [ rPdr

0 To
1”/2 r B 70/3 r
= —Jo {7} +17 fo {?} ;

T0 To

= Doy L.

A solucdo fica entao,

up(r,0,0) = Ao(r)Po(cos0) = —=Z:(r* —rg) + 5-(r" = 15)..

Notemos que u, depende apenas de r nesse caso, e escolhendo ro = a temos
condigoes de contorno homogéneas. Vamos verificar que u, satisfaz a equagao
diferencial,

1d d

r_zﬂ (T2 dtp) = _f<T76)7 90)’
1d

2 (—%(Ti)’ - 7“3)) =—Jo,
%2 (_fOT2) =—/o,
—fo=—/o,

como deve ser.
4. Encontre a solugao u(r, #) para as equagoes:
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10 [ ,0u 1 0 ou\ '
o ( 5) + TEsen 96 (Se“%) ==10.0);
(b)

(c)

(d)

(e)

com « constante e,

a<r<b,
u(a,d) = u(0), u(b,0)=urv(0).

5. Usando o resultado do problema 3(a), encontre a solu¢ao particular
up(r, 0, @) para a equagao,

10 [ ,0u 1 0 ou\
2o ( E) -y (Se“%) = —J(n6),

com condigoes de contorno homogeéneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:

(a)

Ae—RT
r

f(rv 9) =

senf ;

(b)

—KRT

f(r,0) = er (a+ br)send;

—KRT

f(r,0) = ¢ (a+br+ cr?)send ;

r

u(r) =e " (a+br+cr)senf.

20



5 Considerando u = u(r,0, @)
Escrevendo a solugao na forma,

u= R(r)0(0)e™, (18)
temos, de (1),

TQR—N+2T£/+®—”+C0899,— m?
R R C) senff ©  sen26

ou,

, R R 0" cosfO  m?

— T =—— - — = —\2. 1
"R N "R © send O * sen?f (19)
A equacao para R é entao,
R’ +2rR + MR =0, (20)
que ¢ idéntica a (7), com A\* = —n(n + 1).
A equacao para O é,
0" cosfO  m?
= = _ — N\ =
© i senff ©  sen2f 0,
ou,
sen’0 ©” + senf cos 0 © + [sen’*dn(n + 1) —m?1© = 0. (21)
Fazendo & = cos ¥,
d*e de m?
1—&)— — 26— )-——|6=0. 22
-5 2+ [t 0 - gl e =0 @)

A equacd@o acima é a equagdo diferencial associada de Legendre para ©(6).
Em termos de y(z),

2

1 — 22

]y_o, (23)

com —1 < x < 41. A solugao sao as funcgoes associadas de Legendre do
primeiro e do sequndo tipo, respectivamente P (x) e Q7 (x). A solucao geral
de V?u = 0, considerando u = u(r, 0, ), é entao,

(1— 2y — 2y + {n(n +1) —

‘T (A - fil) (A PI(E) + BaQ(€)]e™ (24)
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com & = cos . Consideramos o caso em que m e n sao inteiros nao negativos.
Usando novamente o principio da superposicao, a solugao mais geral é,

= (Alnr" + 51”1) [Agum P (€) + Bonm@QT(€)]e™?,  (25)

nm

Vamos escrever a solugao acima da equagao (1) de forma um pouco difer-
ente,
u=R(r)©0)®(y) . (26)
substituindo a expressao acima em (1),

TQR—H+21“E+@—H+COSHQ+L(E =0
R R © snf©®  sen20d

ou,
R R 0"  cosh O 1 9
270 2_:___ ____:_)\2
"R + "R © senf © sen2d ® ’
A equagao para R é, assim,
R+ 2rR + N*R=0, (27)
idéntica a (7), com A> = —n(n + 1). Continuando, temos,
©" cosf© I 32
© send © sen20 & ’
ou,
@// (_)/ @//
—sen2€6 — sen f cos 06 +sen’d \? = T —m?.
A equacao para ® é entao,
"+ m?d =0, (28)
com solucao,
® = Az cosmy + Bysenmyp . (29)
A equacao para © é,
sen?0 ©” + senf cos O + [sen’*dn(n + 1) — m?O =0, (30)

idéntica a (21). A solugao geral de V?u = 0, considerando u = u(r, 8, ¢),
pode assim ser escrita como,
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By
rn—i—l

u = (Al’/’n +

com & = cosf. Pelo principio da superposi¢ao novamente,

W= 3 (A ) AP + Bann Q6]

nm

X [Aszym cos mp + Bapmsenmep) .

Harmonicos Esféricos

Vamos escrever agora a solucao de forma um pouco diferente,

u=AR(r)Y,m (0, ¢)

em que Yy, (0, @) sdo os harménicos esféricos [3],
Y (0, ) = Cr P (cos )™ .

Os coeficientes C,,,,, sao dados pela condi¢cao de normalizacao,

m 2
/ sen 9d8/ doY, . (0, 0)Yum (0, ©) = OnnOmm: -
0 0

Também temos a relacao de completude,

Z Z Y (0,0 ) Yom(0,0) = 0(0 — ¢')d(cosf — cos b)) .

n=0 m=—n

) [AsP(€) + BaQr(€)][ As cos mep + Basenmeg],

(31)

(32)

(36)

Vamos primeiro determinar os coeficientes Cy,, em (44). Substituindo

(44) em (45),

™ 2
/ sen 9d9/ dng’n/m/P,’Z?I (cos H)e_imlwcnmpﬁn(cos Q)Gimp = Onn/ O
0 0

™ 2T
Corro Covm / sen HdHP,ZLI (cos @) P (cos 0) / dpemeeime —§ 5
0 0

A integral em ¢ é nula se m #£ m/, e é igual a 27 se m = m/, logo,
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Crrm Crom / sen OdOPTY (cos 0) PT(cos 0)27 0 = G Gy’ -
0

Somando em m’,
> Corae Com / sen 0dO P (cos 0) P (cos 0) 27 S = Y SO +
m/ 0 m/

QWCn/anm/ sen 0dO P} (cos 0) P (cos ) = 0y -
0

Usando a relacao de ortogonalidade para as funcoes associadas de Legendre
do primeiro tipo (z = cosf),

+1 0, n#k,
/ P (z) P (z)dx = 2 (n+m)!

=k
! 2n+1(n—m)!’ " ’
e somando em n/,
0 (2 (n+m)!:1
"2n+1(n—m)! '
Portanto,
2 1(n—m)!
¢, — Fntlln-—mt (37)
4 (n+m)!
e7
2n+1(n—m)! ,
Y, (6, 0) = P (cos 0)e™ | 38
(0,9) \/ P s ) (58)

Vamos escrever a equacao diferencial satisfeita pelos harmonicos esféricos.
Substituindo (43) em (1) temos,

ig 2@ +;2 ng@ +#@—O
r2ar \\ ar r2senf 90\ 09 r2sen2 Op?

2 R 0 oy R %Y
I/Y - /Y . 9_ P —
Ry TR T 2send 90 (sen 89) r2sen?f Op? 0
RO R 110 (oYY 1 1Y
"R "R T sengy o0 \™" 90 sen20Y 0p?



ou,

R R~ senfdY 90 00 sen20Y 0p? .
A equacao para R é entao,
R’ +2rR + N*R =0, (39)
que é idéntica a (7), (20) e (27), com A\ = —n(n + 1).
A equagao diferencial satisfeita por Y é,
1 0 Y 1 0%Y
0— — )y =
senf 00 <sen 00 ) * sen?d Op? 0,
ou, como \? = —n(n + 1),
1 9 oY 1 %Y
0— — Y =0 40
sond 90 <Sen 8«9) T snzg oz Tln DY =0, (40)

Uma fungao qualquer f (6, ¢) pode ser expandida em harmonicos esféricos,

= Z Z Alm%m(& (10) : (41)

=0 m=-—I
Para calcularmos os coeficientes A;,, multiplicamos a expressao acima dos
dois lados por Y;: (6, ¢) e integramos em df2,

/ sen 6do /27r def(0,0)Y, (0,¢) =

00 l o1t
= Z Z Alm/ sen9d9/ dpY; (0,0)Yim(0,0).

=0 m=—1

Usando (45),

T 27
/ sen 9d9/ def(0,0)Y, (0,¢) =
0 0

) l
= Z Z Alméwémm/ = Al/m’ )

=0 m=—1
ou,

T 21
Ay — / sen 6 / dof (0, )Yy (0, 9) (42)
0 0
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6 Problemas

1-Calcule a solucao u(r, 0, ¢) no interior e no exterior de uma esfera de raio
a, com a condi¢ao de contorno (Spiegel [7], probl. 7.30),

u(a,0,¢) = f(0,¢) .
(a) A solugao €,

> 1" P (cos 0)[ A cosmg + Bumsenmeg], 0<r <a,

U(T7 97 gp) =

1
S P(c08 8)[Crum cos mp + Dymsenmy], a <7 < o0,
rn

nm

Usando a condi¢ao de contorno obtemos,

Z a" P (cos 0)[Anm cosmp + Bynsenmep| = f(0,¢),

nm

Z g P (cos 8)[Crum cosmp + Dypsenme] = f(6,¢) .

nm

As expressoes acima sao séries de Fourier, logo,

1 ™
Za”Pn(cos 0)An = 2—/ f(0,z)dx
s

Z a" P (cos0) A = / f(0,z)cosmazdz,
1 ™
ZanP:L(COSQ)Bnm:— f0,x)ysenmxdr, m=1,2,...
™ —T
! P 0)Chno = L[ 0,x)d
;W w(cos 6) no—g _Wf( ;) d
! P (cos 0)Chm = (6, d
Za — P (cos 0) f x) cosmz dx ,
! P (cos® = 0 d =1,2
Za“ " (cos8)D,, ; _Wf( ,x)senmxrdr, m=12...

n

Temos agora séries de polinomios de Legendre e de fungoes associadas de
Legendre do primeiro tipo, logo,
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anAno

a" A,

a" Bm

ou,

Cno _ 20 ¥ 1/ P, (cosf)send df x
an+1

><—/ F(0,2)dz

‘ s
Com _ (2n+1)(n —m)! / P (cosf)sen df x
qntl 2(77, + m) 0

1 ™
><—/ f(6,x) cosmadz,
T™J_n

— | [T
Do _ (2n+ 1)(n —m): / P (cosf)sent df x
antl 2(72, + m)l 0

xl/ f(0,x)senmazxdz,
™ —T

Cnm 2n + 1)(n —m)!

= / P (cosf)send df x
0

a’ntl 2(n + m)lan
1 ™

x—/ f(0,x) cosmadz,
7T —T

Dy (204 1)(n —m)!
a2ntl  2(n +m)lan

xl/ f(0,x)senmzxdz,
™ —T

/ P (cosf)sent df x
0

A solucao € portanto,
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a

u(r,0,p) = Z(f)nPn(cosﬁ) X

X2n+1/ P,(cos)sen do x

X_/f(‘)x

+Z< ) P (cosf) cosmep x

] s
(2n + 1)( m) / py’rln(cos 0)3677,9 df x
2(n +m)! 0

xl f(e x) cosmz dx
T

_|_Z < > (cosf)senmep X

— [
(2n+1)( m)'/ P (cosf)senf db x
2(n +m)! 0
1 s
X — f(0,x)senmx dx

O§T§a7
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T

u(r,0,p0) = Z(g)nﬂ Py (cos ) x

2 1
X n+ /P(cos@)sen@d@x

x—/fex

25 )" P(cos0) cosmep x

— I [m
(2n +1)(n —m)! / P (cosf)senf db x
2(n +m)! 0

™

X — f(9 x) cosmzx dx
7r

+Z( )" B (cosoysenme x

— 1 [7

(20 1 D(n m)./ P (cos 0)send df x
2(n +m)! 0

xl (0, x)senmx dx

—T

a<r1<00.

Se f =0 a solucdao é nula.
(b) Se f = fo constante, temos, em 0 < r < a,
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u(r,0,p) = Z(C)npn(cosﬁ) X

fo/ P,(cos0)sen® do x
0

1 T

+Z< ) P (cosf) cosmep x
(2”2—273)—’{ m—)'m)' fO /7r P:ln(cos e)sene .
: 0

1 i
x—/ cosmx dx

—1—2 < > P (cos 0)senmp x

o+ 1 m)! . [7
( n + )( >f0/ P;”(Cosg)senedex
2(n +m)! 0
1 s
x—/ senmzx dx
T™J_n
0<r<a.

Nos dois ultimos termos as integrais do coseno e do seno se anulam, e no
primeiro termo o unico termo nao nulo € para n =0, logo,

u(r,0,p) = PO(COSG)%fO/ Py(cos 0)sen db x
0

1 w
- dr =
X27T/7r x f07

0<r<a.

Em a <r < oo obtemos, de forma andloga,

a
u(r,0,0) = fo—, a<r<oo.
r
A solucao € esfericamente simétrica, como esperado.

(c) Consideremos o caso particular f(6,p) = vosen?d cos2¢ (Spiegel [7],
probl. 7.29). Da expansao em série para f,
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f(0,0) = Z a" P (cos 0)[Apm cosme + Bumsenme)

= wysen®d cos2yp,

vemos que By, =0 e Aye # 0,

fl,p) = Z a™ P?(cos ) Ay cos 2,

= wysen® cos 2y,

Como Pi(x) = 3(1 — 2?) = 3sen? 0, o tinico termo nao nulo na soma acima
En =2,

f(0,0) = a*Pj(cosh)Ayycos2p,
= a*(3sen? 0) Ay, cos 2p,

= vpsen®fcos 2y,
logo 3a?Asy = vy, ou Ay = v9/3a®. Portanto, a solugio €,

r? P (cos0)Agy cos2¢, 0<r<a,
ul(r,9, ) = 1P2 0)a’ A 2 <r<
p 5 (cos)a’ Ay cos2¢, a <1 < o0,
ou,

2
vo%sen20c082g0, 0<r<a,
U(T, 97 @) = 23
’UOT—SSGHQQCOSZQO, a<r<oo.
(d) Consideremos agora f(6,p) = vosen®d cos cos 3¢ (Spiegel [7], probl.
7.63). Da expansao em série para f,

f(0,0) = Z a" P (cos 0)[Apm cosmp + B senm)
= wpsen’d cos B cos 3,

logo, como P}(x) = 105x(1 — 2?)%/? = 105sen’f cos 0,
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f0,0) = a*P}(cos)Auscos3p,
= a*(105send cos ) Ays cos 3y,
= wvgsen’fcosfcos3p.

Portanto,

Cus Vo
As =5 = To5a1-

Os outros coeficientes sao nulos. A solugao € portanto,
rtP}(cos)Aszcos3p, 0<r<a,
— P (cos0)Cyzcos3p, a<r < oo,
,
ou,
-4
U0—4$en39 cosfcos3p, 0<r<a,

U(T,e,(ﬂ) = 35
U0—536n39 cosfcos3p, a<r<oo.
r

2. Calcule u(r, 60, ) em 0 < r < a, com a condigao de contorno,

u(a,0,¢) = f(0,¢).

A solucdo €, usando o resultado do problema anterior,
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u(r,0,p) = Z(g)nPn(cosﬁ) X

2n—|—1
X

/ P,(cos)sen do x

x—/ f(6,x)d

+Z< ) P (cos ) cosmep X

_ | ™
(2n + 1)( m) / py’rln(cos 0)3677,9 df x
2(n +m)! 0

><l f(G x) cosmz dx
m

—1—2 < > (cosf)senmep X

— I [m
(2n +1(n —m)! / P (cosf)senf db x
2(n +m)! 0

><l f(0,x)senmx dx

—Tr

0<r<a.

Se f = fy constante, temos, em 0 < r < a,
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ulr,6,0) = 3 (g)nPn(cosﬁ) x

2n+1

fo/ . (cos B)sen B df x
X i dx

+Z< > P (cos ) cosmep X

(2n+1)( —m)! .
2(n +m)! fO/O P (cos0)sen df x

1 T
x—/ cosmx dx

+Z < > P (cosf)senmep X

2 (n—m)! "
( n+1)n >f0/ P (cosf)senf df x
2(n +m)! 0
1 s
x—/ senmz dx
T™J_n
0<r<a.

Nos dois ultimos termos as integrais do coseno e do seno se anulam, e no
primeiro termo o unico termo nao nulo é para n = 0, logo,

1 s
u(r,0,p) = PO(COSG)§f0/ Py(cosB)sen b db x
0

1 T
X%/_ﬂdlﬁ_fo,

0<r<a.

3. Considerando o intervalo a < r < b, encontre a soluc¢ao u(r, 6, ¢) com
as condigoes de contorno,

u(aa 0, ()0) = f(ea ()0) )
u(b7 0, 90) = 9(9’ 90) .

(a) Escrevemos a solug¢do como,
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u(r,0,¢) = Z(Am?“ 1 D )Pm(cose)

nm

X [Azpm cosmy + Bsumsenme) ,

e as condicoes de contorno nos dao,

u(a,0,0) = f(0,0) = Z (Alna + éﬁ) P (cos ) x

nm

X [Azpm cosmy + Bsumsenme] ,

Bin
u(,0,0) = g(0,p) = Z (Alnb” + bnil) P(cos @) x

nm

X [Aspm cos my + Bapmsenme)] .

Considerando séries de Fourier para f e g temos,

Z(Ama N B1n>Pn(c089)A3no = 27r/ f(e

n

Z (Alna + Bln > P (cos0)Aspm = l/ f(0,x) cosmax dr
7r

n

By 1
Z (Alna + +1) P (cos0)Bsym = —/ f(0,x)senmzxdz,
am s

n

By, 1
Z (Alnb” + bn'l*‘1> Pn(COS 9)A3n0 = _7T g

n

2

B\ .. 1
Z(Alnb” bl )P (cosO)Azpm = -
1

.
.

g(0,x) cosmx dx ,

n

B,
Z (Alnb” an) P (cos0)Bspm =

n

g(0,x)senmx dx .

Temos agora séries de polinomios de Legendre e de fungoes associadas de
Legendre do primeiro tipo, logo,
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n Bln
(Alna + anJrl) A3n0

n Bln
(Alna + anJrl) BBnm

By,
(Alnbn —+ bn-li-1> A3n0
n Bln
(Alnb b +1> ABnm

n Bln
<A1nb b +1> B3nm

2n—i—1

/ P,(cosf)send df x

x—/ F(0,2)dz

2 !
Ml [ prcos)sent s
Xl f(eal')COSm:)jdg;’
(2n +1)(n — m)! /*7r
Pm
2(n +m)! N (cosf)sent df x

1 ™
X—/ f(0,z)senmz dz
T™J_x

2 1 ("

n / P,(cosB)sent di x
2 Jo
1 ™

X — g(0,z)dx,

2m J_,
(2n+1)(n —

m)! [T
2(n +m)! /0 P (cosf)sent df x

1 ™
x—/ g(0, z) cosmx dx

™

— I [r
(2n+1)(n m)./ P (cos B)send df x
2(n +m)! 0

1 ™
X — / g(0, z)senmx dx .

™

—T

—T

As expressoes acima nos dao os produtos Ay, Asng, etc. Temos seis equacoes
lineares para seis varidveis. Definimos as varidveis por,

(1) = A1, Asno
z(2) = B1nAsno,
z(3) = A1nAznm
x(4) = BinAsnm
z(5) = A1, Bspm ,
z(6) = B1,Bsnm , (43)

a matriz dos coeficientes por A;;, e o lado direito das equagoes por y(i). Em
forma matricial o sistema de equagoes fica entao,
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e a solucgao €,

em que A € o determinante da matriz A dos coeficientes, e A; o determi-
nante obtido substituindo a coluna i da matriz A por y(i).
determinantes obtemos,

" a \*
A= (an—i-l B bn—i—l) ?

a

n

o (1 yY (b
L=\ ot pntt an+tl pntl

2
bn+1 ) ’

b’rL

Ba = "~ y(@)a"] (e -

a

n

)

a

n

N (1)) (b
37\ gl pntt qrtl  pntl

b am

24 =y = y(5)e")

)

a

n

o (4949 (-

b’l’L

bn+l

a

n

2
o bn—i—l) )

)

A=l w6 ()

Os valores de x sao entao,
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Calculando os



= (24w (v

bn

o(2) = b — 0] (-

a® \ !
bn+1 ) )
a

n —1
bn—l—l) ’

o(3) = (e~ ) (s -

bn

o) = @ — )] (-

a® \ !
bn+1) )

a® \ !
bn+1 ’

)= (U9 M) ()
16) = O~y O] (s )

Escrevemos a solug¢ao na forma,

u(r,0,¢) = ZAlnAgnor"Pn(cose)

1
+ Z BlnAgnngn (cos®)

+ Z A1 Aspm " P (cos 0) cos mp

nm
1
+ Z BMAgnmmP,’f”(cos 0) cos me
+ Z A1y Bspm " P (cos 0) senmep
B, B —1 P 0
+ Z 1 Bynm =5 P, (cosf)senmep ,

ou,
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Substituindo x(i),

+ Z z(2) Tn1+1 P,(cos )

+ Z z(3)r" P (cos 0) cos me

Lo
+ Z z(4) v P (cos 6) cosmep

+ Z x(5)r" P (cos 0) senmep

L om
+ Z z(6) v P (cosf)senmep .
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u(r, 0, ) ZT”P (cos0)
(N (T
an+1 bn+1 an+1 bn+1
—l—Z +1 . (cos 0)

X[y(1b" — y(4)a’] (b— - ble)l

+ Z r" P (cos 6) cos mep X

nm

() _w@\ (v e\
an+1 bn+1 an+1 bn+1

+Z n+1an cos ) cos myp X

x[y(2)b" —y(5)a”] (% - bzzl)_l

+ Z r" P (cos f)senmep X

nm

(VO yB)\ (b e\
an+1 bn+1 an+1 bn+1

—I—Z nHP,T (cos@)senmp x

Tl Ly

Se f,qg sao nulas, a solucao € identicamente nula.
(b) Consideremos o caso particular f,g constantes. Temos nesse caso,

fazendo f = fy e g = go,
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y(l) = 2n2—i-1f0/ P,(cosf)send db,
0
y(2) = 0,
y(3) = 0,
2 1 T
y(4) = n2—l— go/ P,(cosf)senb db,
0
y(5) = 0,
y(6) = 0.

A integral acima € 2 para n = 0, e zero para outros valores de n. Obtemos
assim y(1) = fo, y(4) = go se n = 0. Portanto a solugao fica,

bgo — afo Jo— g0\ ab
+ JR—
b—a b—a ) r
como obtivemos para uma solucao esfericamente simétrica, isto €, dependente
apenas de .
(c) Consideremos f = 0. Nesse caso y(1) = y(2) = y(3) =0 e temos,

u(r, 0, ) =

Y

p2ntl _ oot /g n+1
u(r,0,p) = W(‘) P, (cos0)y(4)

r
n
2n+1 2n+1 n+1
r —a b
- _ Pm X
+ Z b2n+1 _ a2n+1 (7’) n (COS 9)
nm

X [y(5) cosmp + y(6)senmy)] .

(d) Consideremos g = 0. Agora temos y(4) = y(5) = y(6) = 0, e a
solugao fica,

b2n+1 _ T,2n+1 an n+l
u(r,0,¢) = pentl _ gznil <—) P (cosB)y(1)

- r
2

X [y(2) cosme + y(3)senmy] .

p2n+l _ p2n+l <a

n+1
m
b2n+1 _ g2n+1 7”) P" <COS 9) X

4. Consideramos agora o intervalo 0 < r < oo, e duas superficies esféricas
concéntricas em r = a e r = b, com as mesmas condi¢oe de contorno do
problema anterior.
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A solucao €,

(Z r" P (cos 0)x

X [A1pm cosmy + Biymsenmep|, 0<r <a,

Bay,
Z <A2n7‘ + =2 ) P (cos0)x
U’(Ta 0, 90) = nm

X [Azpm cosmy + Bsymsenmep], a <r <b,

1
Z s, P(cos 0)x

nm

X [Agpm cosmp + Byymsenmep], b<r < co.

A continuidade da solugcao em r =a er =b e as condi¢coes de contorno nos
dao as equacgoes,

Z a" P (cos 0)[A1pm cosme + Biymsenmep| =

Bay,
- Z (A%a" + 11) P (cos 0)[ Az, cos mp + Bsy,senmep]
a?’l
= f(0,¢),
Ay b + Bon m 0\ A
Z 2n pn+1 P (COS )[ 3nm COS Y + Bgnmsenmgo]

= Z FP’” 08 0)[ Agpm cos mp + Bypm senmp]
= 9(9, %)

Temos séries de Fourier e de fungoes associadas de Legendre, portanto,
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Za”PO (cos@)Ain = —/ f(0,9)de,
Za”Pm (cos 0) Arpm = / f(0,p)cosmedp,
T
1
Za"Pm cos 0) Biym = —/ f(0,)senmepdp,
T

1, 1
2 WP (cos0)Ayno = Dy g ©)dp,

1 m
_b — P (cos ) Ay, =

Z an P (cos 0) Byym =

1
/ g(0, ) cosmpdy,

T
1
— g Ysenmep dp ,
™

2 1
a" Ao = n2—i— / . (cos 0)sen 6 d@—/ f(0,9)de,
0

(2n+1)(n —m)! / /”
nA - pm L
a” Aipm n + )l b (cosB)send d&ﬂ B f(6,)cosmpdep,

n _(2n+1)(n—m)!/7r . 1/7r
a" Binm = 30n + m) i P (COS@)S@TL@CZ@W B f(0,0)senmepdyp,

1 2n+1 T
WAMO . / ) (cos 0) sen 6 d9— / g9(0,0)dp,

™

1 2 1 |

WAM = ( n+n—|—m /0 P (cos@)sen df— / @) cosmp dy,
1 om+1)(n—m) [T 1 /[T

bn+1B4"m = ( 200 )] /0 P (cos6) sen@d&w /_ﬂg(@,(p)senmgodgo.

(44)

Para os demais coeficientes temos,

43



n
a" Aino

(i +
(Aw +

(A2nb” +

1

ASnO - WAMzO )

1

bn+1 A4nm 3

1

3nm — W 4nm -

B2n

bn+1
BQTL

bn+1

B2n
anrl

)
) -
)5

(45)

A resolugao do sistema acima € semelhante ao que fizemos no problema 2.
Chamamos o lado direito de (44) de y(i). Com isso escrevemos (45) como,

By,
(AQnan + anil) Azno =y(1),
By,
(A2nan + anil) A3nm 9(2) )
By,
(A2nan + anil) B?mm 9(3) )
n B n
(Aan bnil> ASnO = y<4) ;
n B n
(Aznb + an) Aspm = y(5)
n B n
(Agnb + bn';) Banm = y(6) . (46)
Definimos as varidveis por,
I’(l) - A2nA3n07
x(2) = BanAsno ,
1‘(3) = A2nA3nm )
17(4) - BQnA3nm ’
LE(5) = AQnBBnm7
ZL‘(6) = BQnBSnm ) (47)



Com isso escrevemos o sistema de equagoes (45), ou (46), como,

Az =y,

com solugao,

Portanto,

ur,6,0) = 3 (f)" Po(cos )y(1)

r

u(r,0,p) = ZrnlJran(cosé?)$

+Z o P (cos0) {# cos myp + %senmgp ,

b<r<oo.

Se [ = fo e g = go constantes, os unicos coeficientes nao nulos sao,
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AIOO - fO )
A0 = bgo ,

B
(A2o + %) Asoo = fo,

B
(AQO + %) Az = go -

A solugao das duas ultimas equacdes €,

bgo — a
Ao Az = go—fo

b—a
ab( fo —
BayAsoo = —([{0_ ago) .

A solugdo fica entao,

f07 OST’SG,

bgo —afo  ab(fo— go)1
U(T707¢): b—a . b—a ;

;QOa bST‘SOO,

, a<r<b,

como esperado.

5. Encontre a solugao u(r, 0, ¢) para as equagoes:

(a)

ig 2@ + 1 2 n@@ +;@__f( 0,¢);
2or \' or 2senf 08 \ > 09 r2sen2 0p? nver
(b)

r2 Or or r2senf) 90 00 r2sen2d Op? ’

com « constante,

(c)

r2 Or or r2senf 00 00 r2sen2 0p? ’

com « constante,
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(d)
lg 2@ + ! 2 nga_u + #@ = +ou:
2or \| or 2senf 06 \ > 99 r2sen20 0p? @

com « constante,

(e)
2
10 <28u)+ 1 0 (Seneau) N 1 Q% oPu.

2or \' or r2senf 00 00 r2sen20 Op? -

com « constante e,

0<r<a,
u(a,0,¢) = p0,¢) .

(a) Escrevemos a solu¢ao da forma usual como,

U(T’ 07 SD) = uh(T’ 9, 90) + U’p(ra Qa 90) s

com uy, satisfazendo a equacdo homogénea com condicoes de contorno nao-
homogéneas (problema 2), e u, satisfazendo a equag¢io ndo-homogénea com
condigoes de contorno homogéneas. Expandimos u, e f em séries de Fourier,

uy(r, 0, 9) = aO(;’ %) + Z [an (7, 8) cos(np) + by,(r, 0)sen(ny)] ,
n=1
aO(Tv 9) _ i/gw / /
9 - o 0 up(r,e,gp)dtp )
1 2
an(r,0) = —/ u,(r, 0, ¢") cos(ng’) dy'
T
1 027T
by (r,0) = —/ u,(r, 0, " )sen(ng')dy', n=1,2,...
T™Jo
co(r,0)
£.0.0) = U004 S e (r.0) costng) + d (1. B)sen(ng)]
n=1

2
wlnf) i/ f(r,0,¢")dy’

0
f(r,0,¢") cos(ng)dy'
f(r,0,¢")sen(np’)dy', n=1,2,...
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Expandimos agora os coeficientes do lado esquerdo em séries de fungoes as-
sociadas de Legendre do primeiro tipo,

8 oo
ao(;, ) = Z Aok (r) Py (cos ) ,
k=0
2 1 ™ /
Agp(r) = k; /0 ao(;’, o )Pk(cos 0")sen’ db’

ap(r,0) = Z A (r) P (cos ) ,

’Z;llf +1)(k —m)!
2(k +m)!

/ an(r, 0P (cos ') sen b db’
0

bu(r,0) = Y Bu(r)Pi'(cost)

’E;llﬁ + 1)(k —m)!
2(

Bu(r) = F o) ) /0 bn(r, 0" )P (cos 0 )sen ' db’
CO(;’ A Z Cok(r)Py(cos8) ,

k=0
Conlr) = %; ! /0 CO(Z’ %) Pu(cos @) sent do’
cn(r,0) = Z Chr(r) P (cos0) ,

k=1

o (2k+1)(l€—m)!/” N pm / ! in!

Cup(r) = 30k + m)) i Cn(r,0") Py (cos0')sen ' db’,

d,(r,0) = Z Dy (r)P*(cos ),

k=1
_ (2]1'—1—1)(/{—771)!/” N pm / ! anl
Dyy(r) = 20+ )l i dy,(r,0") P (cos §)sen B db’ .

As expansoes de u, e f ficam entado,
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o0

up(r0,0) = 20 SV (1 6) cos(ng) + bu(r, B)sen(ng)]

2

= Y Ag(r)Pi(cos0)

k=0

+ Z A (1) P (cos 6) cos(ngp)

n,k=1
+ Z By (r) P (cos 0) sen(nyp) ,
n,k=1

o

f(r,0,0) = (. 9) + Z [cn(r, 0) cos(ny) + dn(r, 0)sen(ny)] ,

2

= Z Cok(r) Py(cos 0)

k=0

+ Z Cor (1) P (cos 0) cos(nyp)

n,k=1
+ Z Dy (1) P (cos 0) sen(ny) .
n,k=1

Os coeficientes ¢'s,d's,C's, D's sao determinados por f. Os coeficientes
A's,B's que definem a solugcdo u, ainda precisam ser determinados. Sub-
stituimos agora u, e f na equagao diferencial,

10 (9u n 1 2 9% Lo 1 82u 0, 0).
2or \" or 2senf 96 \ """ 90 r2sen?0 92 nve

Calculando as derivadas de uy,

(‘9up Z Afy (1) Pr(cos 0)

+ Z Al (r) P (cos 6) cos(ny)

n,k=1

+ Z B!, (r) P (cos 6)sen(nyp) ,

n,k=1
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em que a linha denota derivada em relagao a r;

7"2% = ZTQAIOk(T)Pk(COS 0)

or
k=0

+ Z r2 AL, (r)P{"(cos 6) cos(ny)

n,k=1

+ Z 2B, (1) P"(cos 0)sen(ny)

n,k=1

0 ou > , "
o <7“2(9—Tp) = 2 [2r Afy. (1) +7"2A0k(r)]Pk(cos 0)

k=0
oo

+ Z [2r AL (1) + 72 AY, (r)] Pl (cos 0) cos(nyp)
n,k=1

+ Z [2rB.,.(r) + 2B/ (1)] P (cos ) sen(nyp) ,

n,k=1

18 (p%) _ i{;Agk(r)thgk(r)} Py(cos0)

k=0
S 2 !/ " m
+ Z {;Ank(r) + Ank(r)} P["(cos 8) cos(ny)
n,k=1
. 2 ! " m
+ Z [;Bnk(r) + Bnk(r)} Pl"(cosf)sen(ny),
n,k=1
a oo
% Z Aok (1) == Py (cos 6)

= d
+ Z Apk(r) cos(ngo)@P,?‘(cos 0)

n,k=1
[e.e] d .
+ Z Bnk(r)sen(ngo)@Pk (cos ),
n,k=1

30



senﬁ%

= d
50 ZAOk(r)senQ@Pk(cos 0)

+ Z Ak (1) cos( ngo)senQddHPk (cosf)

n,k=1

d
+ Z B (r)sen(np)send—
n,k=1

9 Ay - d d
20 (sené’%> = ZAOk(T)d_ {sen@dQPk(cos 9)}

P"(cosb),

d d .
+ Z Apk(r) cos ngp)@ {senQ@Pk (cos 6)}

n,k=1

4

o d .
+ Z By (r)sen(nep) 7 {senG@Pk (cos 9)} )

n,k=1

Usando agora,

d%? [sen@je Py (cos 9)} —k(k + 1)senfPy(cos ),
d d . m
pT {sen&dep (cos 9)1 [k(k + 1)senf —
temos,
% (sen@%) = - Z Aok (T 1)sen 6Py (cos 0)

— Z Api(r) cos(ny) [k‘(k‘+ 1)senf —

n,k=1

9} P (cos )

— Z By (1) sen(nep) {k(k + 1)senb —

n,k=1

o1

m 91 Pl"(cos @),



~—

1 0 ou > Aok(r
Ry 0—->) = — k(k + 1)Py(cos
r2senf 00 (Sen 89) ; 2 (k4 1)Py(cos 0)

2

_ Z 2 cos(ney) {k‘(k +1)— po
n,k=1
>\ Bu(r) 2
_ Z ] sen(ny) {k(kJr 1) — pyy
n,k=1
Continuando,
0?u, - o )
oz T 3 2 A,u(r) P (cos ) cosng)
n,k=1
- Z n® By (r) P (cos 0) sen(nep) ,
n,k=1
1 d*u > 1, -
7“28671208_@2 - Z 2sen20 A (1) P (cos 6) cos(nep)

n,k=

o0 1 n
N 2::1 mn23nk(7“)13k (cos @)sen(ny) .

A equacao diferencial fica portanto,
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2
19 (r2@> + L0 (5677/9@) + 1O =—f(r,0,¢),

r2 Or or r2senf) 90 a6 r2sen2 0,02
N 2 / "
Z {;AOkOﬂ) + A()k(”f')] Pk(COS 9)
k=0
= [2
- Z {;A;k@") + Ai;k(r)} P/™(cos 0) cos(nyp)
n,k=1
+ 2 [ By(r) +B:{k(r>] P} (cos 0) sen(ngp)
n,k=1
_ Z AokQ(T) k(k + 1)Py(cos )
par
e o] Ank(r) m2 .
0 Bnk(r> m2 .
_n%; r2 sen(ny) {k(k +1) - sen2 0 P"(cos6)
[e%S) 1 ) i
- Z o2l Ak (r) P (cos 8) cos(ny)
k=
00 1 , i
B Z 2een2d Bk (r) Py (cos 0) sen(ny) =

= — Z Cor(r) Py(cos 0)

k=0

- Z Crk (1) P{" (cos 0) cos(ny)

n,k=1

- Z Dy (1) P (cos ) sen(ny) .

n,k=1

lgualando os coeficientes dos dois lados da equacdao acima,
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2 AOk (7")

2 A+ A3 0) — 2 1) = ),

2 / " Ank(r) m?

;Ank (T) + Ank(r> r2 k(k + 1) sen2 0
1

—mﬂQAnk(T) = —an(’/’) s

2 / " Bnk(r) m?

2 Biu(r) + Batr) - 25 1) -
1

—mTLQBnk(T) = —an;(T) .

Escolhendo m = n nas duas ltimas equacoes,

%Ai)k(r) + A (r) — Ao:z(r)k(k +1)=—Co(r),
gA;‘Lk(T) + An(r) — An:Z(T) k(k+1) = =Cui(r),
EB;AL/@(T) + By (r) — Bn:2(r>k(k +1) = —Dy(r) -

Obtemos assim trés equacoes diferenciais ordindrias de sequnda ordem, nao-
homogéneas, idénticas, na forma,

2%y (x) + 22y (x) — y(x)k(k + 1) = —a?g(x) .

A solugdo da equacao acima pode ser escrita, como vimos, como a soma
da solucao da equacao homogénea e uma solucao particular da equagao nao-
homogénea,

y(x) = yn(x) + yp(2) .
Vimos que a equacao,
2y’ + 2L+ Day + (2™ + %)y =0,
em que l,a,r, 3 sao constantes, possui solucao,

Y= x_l[clJﬂ/r(axr/T) + oY, e (ax” /1),
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ek =+/1>—[2%2 Sea=0 temos a equacao de Fuler ou equacdo de Cauchy,
com solucao,

y =1 (c3x™ + cux") .

Em particular, se « =0 el =1/2 a equagao fica,
2.1 / 2

Yy + 2y +By=0,

que é a nossa equagao homogénea com B* = —k(k+1). A solugdao da equagao
acima € assim,

y =2 (csx" 4 cpa™),

com k= +/(1/4) + k(k +1) = k + 1/2. Logo, renomeando as constantes,

yn(x) = cra® + cor™F 1.

A solugao particular € (capitulo 22),

(o) = nte) [ LA g o) [0 g

0 0

com A = yyh —yiye e y1 = 2%, yo = x7%"L. Calculando A explicitamente,

A =yyh — iys = (—k — 1)xkxfkf2 _ feghlp—hl

A=—(k+1)r 2 ks ?=—(2k+ 1)z 2,

)

1 v 1 v
yp(:v) — _2k+1xk/ m/k+1g<x/)dm/+2k+1xk1/ x'HQQ(a:/)d:z:’.

Zo Zo

Os coeficientes A's, B's sao entao dados por,

1 T |
) = =g | O g [
1 T ™
An - _ k /—k—i—lCn /d/ —k—l/ /k+2Cn /d/
() = gy [ O gt [ ear,
1 IS I8
Bn - _ k /—k—l—an /d/ —k—1 lk+2Dn /d /'
k(1) 2k+1r /Tor k(r)r—|—2k+1r ror k(r')dr
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A solugao u, €, como vimos (com m =n em cada termo da soma),

up(r,0,p) = ZAOk(r)Pk(cose)

k=0

+ Z A (r) Pt (cos ) cos(ny)

n,k=1

+ Z By (r) Pl (cos 0)sen(nep) .

n,k=1

Os coeficientes A's, B's sao determinados em funcgao dos coeficientes C's, D's,
que dependem de f. Ezxplicitamente,

flr0,0) = ZC’Ok(T)Pk(COSQ)

k=0

+ Z Chi (1) P (cos 0) cos(ngp)

n,k=1

+ Z D, (r) P (cos 0) sen(nyp)

n,k=1

2k+1 (7 4
Cor(r) = 2+ /0 00(7”2, >Pk(cose')sen0’d9’,

= 2k2+ 1 /07r Py(cosB)send’ d@'% /027r f(r 0, ¢")dy',
Crp(r) = (2 ;E;lfljl; n)! /07T cn(r,0") Pl (cos 0')sen ' db’

= (2K ;Ekl:Ekn; n)! /07T Pl (cos®')sent’ d@’% /027r f(r,0',¢") cos(ny')dy',
Dyi(r) = (2 ;gkllfk;l; n)! /07T dn(r, 0Pl (cos 6 )senb db’,

_ (2K ;Ekl)jfk;; n)! /07T P (cos @) sent) d@’% 027T f(r, 0, ¢")sen(ng') dy' .

Consideremos o caso particular em que f = fy constante. Temos,
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2% + 1 L[
Cor(r) = + /Pk (cos @' senﬁ’d@’ f(r0',¢) de’

0 21 Jo

27
= Pk cos @' )send’ do' —fo/ dy',
0

2% + 1
- k+ /Pk (cos 6 sene’de—f027r

<2k 1 )' / / / /1 /2 /o ! !
— P — 7‘
an(T’) (k m) ; k (COSH )sen9 d@ ; (7,0 ,gp)cos(mp )d(p 5

2k Nk — ! 4 1 2
- | ;klfm)[m) /0 Pl (cos 0 )sent’ d@';fo/o cos(ny’)dy’ =0,
2 1 - ! 4 1 2w
Duilr) = ( k;k :Ekm)lm) / By (cos¢)sent’ d@'; f(r, 0, )sen(ny') dy',
! 0 ;

! s 1 2
= Pl (cos8)send db’'— "de' =0.
2+ )l /0 ' (cos ') sen 7Tfo/o sen(ny’) dp

Apenas Coy, € diferente de zero,

2k+1

Cox(r) = fo/ Pi(cos8)send' do" .

Calculando a integral acima temos,

_ [T / Y ' 2, k=0,
Iy = Pr(cos@)send' db = Py(x)dr =
0 -1 0, k= 1,2,...

O tnico coeficiente nao nulo € entao para k =0,

1 s
Coo(r) = §f0/ Py(cosb)senb db' = fy,
0

e na solugao u, o unico coeficiente nao nulo é Ao,

Ap(r) = —/ 7’/000<7"/)d7°/+7°1/ "2 Coo(r')dr',

To To

= —fo/ r'dr’ —|—7"1f0/ r2dr’
To To
/2 r /3 r
= —fo [—] +r 7 fo [—} ;
To To



A solugdo fica entao,

Ji Ji
up(r,0,¢) = Ago(r)Po(cosf) = —50(7“2 —rd) + 3—2(7’3 — 7).
Notemos que u, depende apenas de r nesse caso, e escolhendo ro = a temos

condigoes de contorno homogéneas. Vamos verificar que u, satisfaz a equagao
diferencial,

d d
T‘%% (T2 dl:qp> = _f<7a797 80)7
1 d
aq (—%(T3 - 7’3)) =—Jo,
%2 (—f07’2) =—Jo,
—fo=—/o,

como deve ser.
6. Encontre a solucao u(r, 6, p) para as equagoes:

(a)

lg 2% +#2 9@ 4_#82“ _—f( 0 )
r2or \\ or 2send 09\ 90 r2sen2 Op? "Y$)s
(b)

r? Or or r2senf 00 00 r2sen20 9p? ;

com « constante,

()
10 [ ,0u N 1 0 o eéu n 1 Pu
2or \| or rZsen0 00\ 09 r2sen2f 0p? @
com « constante,

(d)
ig 2% +;£ n@@ +#@—+ 20 -
r2ar \| or r2sen 00\ 09 r2sen2 0p? @

com « constante,
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(e)

10 8u+12 nQ@%— 1 Pu
r2or or r2senf 90 \ > 08 r2sen2d Op? @

com « constante e,

u<a7 0, 90) = ,u(e, 90) ) u(b’ 0, 90) = V<97 90) .

7. Uma esfera oca de raio a possui potencial dado por,

’U(a@)— Vo OSHS’/T/Q,
N T T/2<0<m.

Determine o potencial v no interior e no exterior da esfera (Spiegel [7], probl.
7.18, com v; = 0).
No interior da esfera, 0 < r < a, temos,

ZA?" (cos®).

Emr =a,

v w/2<0<m.

<O0<m/2
ZAa (cosf) {UO 0<f<m/2,

Temos uma série em polinomios de Legendre, logo,

9 1 /2
Apa® = nt Vo / P,(cos0)sent do
0

2

2 1 T
+ n vl/ P, (cos@)sent db
2 w/2

Calculando alguns coeficientes obtemos,
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4a
AZ = 07
7
As = W(Ul - Uo),
A4 = 07
11
A5 (Uo—’Ul),

3205
Em 6 =x/2 temos x = cosf =0, e P,(x) =0 para n impar, logo,

1
u(r,m/2) = Ay = 5(00 +v1).

No exterior da esfera, em a < r < oo, temos,

u(r,0) = Z %Pn(cos 0).

n=0

Emr =a,

x g vo 0<60<7/2,
= _P =
u(a, 0) Z an+1 n(cos 0) {vl 7/2<0<m.

n=0

Temos uma série em polinomios de Legendre como antes, logo,

B, on + 1 /”/2
= Vo P,(cos0)sen® do
an-i—l 2 0
2 1 T
+ nt vl/ P,(cosB)sent do
2 w/2
Vemos que,
B, N
qn+l - A"a' ’
ou,

Alguns coeficientes sao,
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= —(’Uo -+ Ul) s

= —(vo — 1),

(Uo - Ul) )

ulrm/2) = 20 = (o ).

Em 0 =m7/2,
Se vy = vy,
Se v = —uy,

e o potencial interior €,

u(r, 0)

AO - 07

3
A = %007
Ay =0,

7

A —8a3U07
A, =0,

11
As = —16a57}0>



Temos u(r,m/2) =0. Em r > a temos,

BO = 07

3a?
By = — Yo,
BZ = Oa

Ta*

B3 = —?an
By=0,

11a®
Bs = 16 Vo

e o potencial exterior é€,
3a? 7a*
u(r,0) = 2—;12001[’1 (cosB) — 8—ZUOP3(COS 0)
11a®

Temos u(r,m/2) = 0 também.
8. Um hemisfério de raio a possui potencial igual a vg em r =a, 0 < 4 <
7/2, e igual a v; na base definida por 0 <r < a, § = 7/2,

( 9) UO ) T’:CL, OSQSTF/2’
’UT” —_=
v , 0<r<a, 0=m/2.

Determine o potencial v no interior e no exterior do hemisfério (Spiegel [7],
probl. 7.19, com v; = 0).

Podemos resolver esse problema considerando uma esfera com potencial
dado na superficie r = a por,

0<0<m/2
v(a,d) = w , 0s6<m/2,
vy , m/2<0<m,
com vy = 2v1 —vg. Em 0 = /2, na base do hemisfério, o potencial €,

Vg + U2

2

=1,

como esperado.
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Usando o resultado do problema 1, com vy substituido por vy, escrevemos
a solucao como,

ZAnr”Pn(cosﬁ), 0<r<a,
n=0

u(r,0) = = 5
Zrn—:lpn(cose), r>a,
n=0

com,
1
Ay = 5(00 + vy),

3
Alzﬁ(vo—w),
A2:07

7
A3—@(U2— 0)7
A4_07
11
A5:%(Uo— 2)7
e?
a
BO = 5(’00 +Ug),
3a?
BlZT(Uo—Uz),
BQZOa
Ta*
Bgzﬁ(vg—’vo),
B4:07
11a®

B5— 32 (UO—’UQ),

Como vy + vy = 2v1, vy — vy = 2(vy — V1), 0 potencial interior é,

u(r,0) = wv1Py(cosh) + g(vo - vl)gPl(cos 6)

7 3 11 s
—g(vo — vl)ﬁPg(cos ) + 1—6(1)0 — 01)5135(003 0)+ ...,
0<r<a,
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e o potencial exterior é€,

(r8) = i Py(cost) + 2o — 1) Py cont)
u\r, = Ul’[“ 0\ COS 2U0 (%1 2 1(COS

7 at 11 a®
—g(vg — vl)r—4P3(cos ) + 1—6(v0 - UI)FPE-)(COS 0)+...

rT>a.

9. Determine o potencial v no interior e no exterior de uma esfera de raio
a, quando o potencial na superficie é dado por,

(a) vg sen b;

(b) vosen?d (Spiegel [7], probl. 7.49);

(¢) vo(1 + 3cosB) (Spiegel [7], probl. 7.48);

(d) v cos p;

() vo cos” ;

(f) vosen®d cos 6 cos 3p (Spiegel [7], probl. 7.63).

Determine o potencial considerando agora as condigoes acima para a
derivada v’ = Ou/0r em r — a_. Em todos os casos considere u continua.

10. Considere uma regiao esférica de raio interno a e raio externo b.
Determine o potencial v em a < r < b quando,

(a) v(a) = visend , v(b) = vy cosb;

(b) v(a) = vysenf cos p, v(b) = vy cos fseny.

11. Considere um circulo de massa m e raio a, com distribui¢ao uniforme
de massa. (a) Calcule o potencial gravitacional sobre o eixo do circulo. (b)
Calcule o potencial gravitacional em qualquer ponto do espago (Spiegel [7],
probl. 7.20).

(a) A densidade linear de massa é A = m/2mwa. O potencial gravitacional
em um ponto P sobre o eixo z, devido a um elemento de massa dm do circulo,

z

¢,

Gdm
v = ,
r
em que G é a constante universal da gravitagao, e r é a distancia do elemento

de massa dm ao ponto P. Como r? = 2% + a? e dm = \ds = \adep,

JV — Gadep
O potencial em P € entao,
2rG A
V=" " p_(00z).

64



(b) Vamos agora calcular o potencial em qualquer ponto do espago. Temos,

ZA?“ (cos) r<a,
V(r,0) =< "0 B
Z—nPn(cose) r>a.

rnJrl
n=0

Consideramos primeiro o caso r < a. FEm 6 = 0, temos r = z, e como
P,(1) =1,

227G A
rGAa ZAz z<a.

22+a2

Reescrevendo a expressao CZCZ’/TLLZ,

2rGAa _ i A

Usando agora a expansao,

1 1-3 1-3-5
1 -1/2 _ q1_ = 19 o9 3
(1+2) 2x+2.4x 6"
+1.3~5-74 <1
2.4.6.8° TS
temos,
1 1-3 1-3-5
1 2—1/2 — 1__2 4 6
(14 2°) 5% +2.4x 56"
+1'3'5'7 8 <1
T T
2:4-6-8 ’
Portanto,

1/2\2 1-3/2\% 1-3-5 /2\6
RO RSO S1E
¢ { o\a) T23\a) 236 \a
1-3-5-7 /2\8 - N
tres )] =X e

Os coeficientes A,, sao entao,



AO = 27TG)\,

Alzoa

11
A :—27TG)\§—2,
A3:07

1-31
A4:27TG)\—4—4,
A5:07

1-3-51
Ag = —2 —
0= A s
A7:07

1-3-5-71
As =2nGA\————
SO 6 e

e temos,

Vi(r,0) = ZAM" (cos®),

Lr 37t
= 271G\ |1 — §¥P2(COS ) + g;P;l(cos 0)

5 rf 35 r®
—1—6—P6(COSQ) @$P8(COSG) o, r<a.

A formula geral para A, €,

,2n =11
Ay, = 2nGA(—1) Tonll g2

A2n+1:O7 n=0,1,2,...

O potencial em r < a € assim,

o (2n — DI ey 20
= QFG)\Z o <E> Py, (cosf), r<a.
Considerando agora o casor > a, escrevemos de forma andloga em 6 = 0,

27TG)\a >

nO
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Reescrevendo a expressao acima,

2rGAa B i B,
21+ (a/z)? ot ol

Portanto,
1 /a2 1-3 /a\*
S EEREE 08
g z[ 2 \z +2 z
1-3-5-7 ra\8 =~ B,
MR 8(2) "}_HZ:OZ”“’
ou,

a 1 /a\3 1-3 /a\% 1
S HORE 0N
G [z 2 \z +2- z 2
1-3-5-7 7a\9 ~. B,
+2.4-6.8<Z) +“}_Zz"+1

Os coeficientes B,, sao entao,

BOZQ’/TGAG,
31:0,

1
By = —27TG)\§6L3,
B3:07

1-3
B4:27TG)\ﬁ 57
B5:07

1-3-5
Bs = —21G\ !
6 GG 2.4.6a
B7:07

1-3-5-7
Bg = 2rGA\=———a’
8= 2mOAS TG 8

Temos entao, em r > a,
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n=0
1a® 3a’
= 2rG\ {g - éa—ng(cos 0) + g%ﬂ(cos 0)
5a’ 1-3-5-7a°
—1—6ﬁP6(0059) + 2'4‘6.85138(0089) +...], r>a.

A formula geral para B, €,

_ n(2n =D 2n+1
BQn = 27TG)\(—1> T )
an+1 :O, n:0,1,2,...
O potencial em r > a € portanto,
on — 1)” 2n+1
= 2rGA Z Sl (;) Py, (cosf), r>a.

12. Considere um disco de massa m e raio a, com distribuicao uniforme
de massa. (a) Calcule o potencial gravitacional sobre o eixo do disco. (b)
Calcule o potencial gravitacional em qualquer ponto do espago (Spiegel [7],
probl. 7.55). (c) Calcule o potencial para uma faixa de raio interno a e raio
externo b. (d) Faga o limite § — 0 em b = a + ¢ ¢ obtenha o resultado do
problema 5.

(a) Para uma faiza de raio v e larqura dr sobre o disco, o potencial sobre
0 eizo z €, usando a expressao para o potencial de um circulo,

2rGrA  2nGrodr
V22 24t
em que usamos A\ = odr. Integrando em r de 0 até a,

dV =

a

rdr
———— =21Go (V22 +a% —2),
0o Vz2+4r? ( )

(b) O potencial em um ponto qualquer €,

V:/dV:27rG0

ZAT’ (cosl), r<a,

By,
Z mpn(COS9>, r>a.

n=0
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Sobre o eizo z temos 0 =0, logo, como nesse casor =z e P,(1) =1,

o0
ZAnz", z<a,

_ =0
V= s
Z B,
ZnJrl’ zZ>a.
n=0

Portanto, em z < a,

21Go(Vz2 +a? — z2) = ZAnz”, z<a.
n=0

Usando a relacao,

1 1
1 V2 14 24— - v
(1+2) Tyt oY T a6t T2 468"

temos,
122 1 2 1-3 2

orGoa 1+ -2 — — = z
7r‘m(+2 2 dal T2.4-6a

13528

Py o
24680 E)Z

Os coeficientes A, sao entao,

Ag = 2nGoa,
A = 271Go,
1
Ay =71Go—,
a
A3:07
A G 1
= —7n7Go—
4 4a3’
A5:07
A G !
=n1Go—
6 8@57
A7:07
1-3-5 1
Ag = —2 -
s "G I 6 sar
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e a solugao parar < a €,

V(r,0) = Z Apr"Py(cos@),
n=0

r r? rd
= 27nGoa |1 — 5P1<COS ) + 2—(12]32((:03 0) — %PAL(COS 6)

6 8
P o
s(cos 0) 9848

r
+

T6a Pg(cosﬁ)—i-...] , r<a.

Considerando agora z > a, temos,

B
2 2 _ o) — n
2nGo (V22 + a z)—zan, z>a,
n=0
ou,
a a’ a’ 5a’
221G — - — —
Ted (22 8% T 165 12847
o Bn
+_1):Zoﬁ’ zZ>a.
Os coeficientes B,, sao entao,
By = nGoa?,
B =0,
4
By = —WGUQZ,
B3 - 07
6
By :WGU%,
B5 - Oa
5a®
Bg = —nGo—-
6 ™ 064 )

e a solugao em r > a €,
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o Bn
V(r,0) = Z mPn(cos 0),
n=0

3
a a
= 2nGoa [Z - @Pg(cos 0)
5 7

a ha
S p 0) —
+igys Faleos0) = ez

Ps(cosO) +...| , r>a.

(c) Consideramos agora uma faiza de raio interno a e raio externo b.
Primeiro escrevemos o potencial para um disco de raio b,

2
V(r,0) = 2nGaob {1 - %Pl(cos 6) + T—Pg(cos 0)

202

A 6
—__—_P —F,

8b4 4(COS(9) —+ 18b6 6(COS(9) + :| , T < b7

b b3
V(r,0) = 2nGob o @PQ(COS 0)
5 7

+167"5P4(COSQ) — WPG(COSG) +.. } , r>b.

Precisamos subtrair o potencial de um disco de raio a,

2
V(r,0) = 2rGoa [1 - gPl (cos ) + #Pg(cos 0)

4 6

r r
—@P4(Cos 0) + T6ab

PG(COSQ)—I—...:| , r<a,

a a’
V(r,0) = 2rGoa [Z - @Pg(cos 0)
a’® 5a”
4 p _
Tors 4(00s0) — o7

+ Pdcos@)—i—...] , r>a.

O potencial resultante € entao, em r < a,
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2
V(r,0) = 2rGob [1 — %Pl (cos ) + %PQ(COS 0)
4 6

—T—P4(cos ) + -

< WP@-(COS 0)+ .. }

2
T r
—2rGoa [1 - aPl(cos ) + @Pg(cos 0)

4 6

r r
—@le(cos 0) + T6ab

PG(COSQ)—I—...:| , r<a.

Em a <r <b temos,

2
V(r,0) = 2xGob [1 — %Pl (cos @) + ;—b2P2(COS 0)
4 6

r r
—@Rl(cos 6) + WP(;(COS g)+ .. }

3
a a
) e _ 4 p
mGoa {27” &3 »(cos 6)
5 7

+16T5P4(C059) - Tgﬂpcs(cos@) —i—] ,a<r<b.

Finalmente, em r > b temos,

b b
V(T, 0) = 2wGob lg - @PQ(COS 9)
5 7
+ 68 Py(cosf) — WPG(COS 0)+ .. }

3

a a
—2nGoa {2_7“ - @Pg(cos 6)

a’ 5a”
+ 1675 Py(cosf) —

T7P6(COSQ)—|—...:| , T>D.

(d) Fazemos agora no resultado anterior b=a+ 0. Em r < a,
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2

V(r,0) = 2nGo(a+9) [1 — 2(1 —d/a)Py(cosf) + %(1 —20/a)Py(cos0)

4 6

r r
—@(1 —46/a)Py(cos 0) + W“ —66/a)Ps(cos ) + . ..

2
r r
—2rGoa [1 - EP1<COS ) + ﬁPg(cos 0)

A 6
_@PZL(COSQ) + WPG(COSQ) +.. } :

2

,
= 21God {1 - 2—a2P2(cos 0)

4 6

3r 5r
+@P4(COS 0) — 160

PG(COSQ)—{—...:| , r<a.

Emr>0b, comb=a+9d,

3
V(r,0) = 2rGo(a—+9) {az—:é - (a;j) Ps(cos0)
(a+0)° 5(a+0)"
+ 65 Py(cos @) — 1957 Ps(cosf) + ...

3

a a
—2rGoa [% — @Pg(cos 0)

5 7

a 5%
—P, ——F .
+16r5 1(cos ) 95,7 5(cos ) + } ,
a a’ 3a®
= 27(God |:; — ﬁPQ(COS 6) -+ @le(COS 9)
5a”

—WPG(COSG)-F..} , r>a+90.

No limite 6 — 0 temos um circulo de raio a e densidade linear A = 0.
13. Uma esfera de raio a e massa M possui distribuicao uniforme de

massa. Calcule o potencial gravitacional ¢ em todo o espago (Spiegel [7],
probl. 7.51, 7.52).

Em r < a temos o potencial ¢ satisfazendo a equagao de Poisson,

V%p = 4nGp,

em que p = M/(4ma®/3) € a densidade, nesse caso uniforme. Como ¢ = ¢(r),
temos,
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logo,
d [ ,d¢
— (== | = 4xGpr?
dr (T dr) e
ou,
do  AnGp
20¢ _ FTUp 3 ‘
T o 3 "+ C
Prosseguindo,
d¢p 4nGp o
a3 T
portanto,
2nG
¢ = T '07“2—@4—01, r<a.
3 r
Para que a solugao seja finita em r = 0 devemos ter co = 0. Em r > a,
GM
¢ = - )
r

equivalente ao de uma particula de massa M. A continuidade do potencial
emr =a nos dd,

GM

2
a+c=—-——",
a

2rGp
3

logo,

_3GM
2a

C1 =

O potencial em r < a € portanto,

2rGp , 3GM
= re —

¢ 3 2a '

r<a,

ou,

2
¢:G—M<T——3>, r<a.

2a \ a?
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14. Uma casca esférica de raio interno a e raio externo b possui massa
M, com distribuicao uniforme de massa. Calcule o potencial gravitacional ¢
em todo o espago (Spiegel [7], probl. 7.54).

FEscrevemos agora, usando p = M /(4w (b3 — a3)/3),

o, r<a,
GMr? 1 b
¢: m—7+02, a<r<o,
GM
- r>b.
r
A derivada do potencial €,
0, r<a,
d GMr ¢
d_(b: m ﬁ, a<r<b,
" GM
T r>b.
-

A continuidade do potencial e da derivada em r = a nos dd,

GMa?

OTB ) o
GMUv? c1 n GM

U Co == ——

20 —a?) b b
GM

GMa o _

b3 — g3 a

GMb ¢ GM

B—ad 2B

Portanto,

o _3GM (D - a?)
0 200 —a®)
GMa?
=
 3GMI
= 20 —ad)

O potencial € entao,
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2 2
2(b3—a3)3(b —a’), r<a,
_ GM ,  2a® )
¢ = 2(63—a3)(r - 3", a<r<b,
GM
-, r>b,
o
ou, em termos de p,
—21Gp(b? — a?), r<a,
227G 2a3
¢ = WTp T2+i—3bg), a<r<hb,
r
4nGp(b® — a®
Am p(3 a)) r> b,
r

15. Uma casca esférica de raio a e espessura infinitesimal possui massa
M, com distribuicao uniforme de massa. Calcule o potencial gravitacional
em todo o espaco.

Fazemos b = a + 6 no problema anterior e tomamos o limite § — 0.
Temos,

b2 —a? ~ 240,

b —a® ~3d%,

logo,
GM
— r<a,
0=y dh
— , r>a,
,

ou, em termos de p,

—4raGpo , r<a,
¢ = 4ma’Gpd
r

, r>a.

Podemos definir uma densidade superficial de massa o para uma casca de
espessura 0 — 0. Escrevendo p,
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_ M - M M
P (4r/3)(b® — a?) ~ (47/3)(3a20) — 4ma?d’

ou,
M
o=pd= :
p 4dra?
Portanto, em termos de o,
—4raGo , r<a,
¢ = dra’Go
— , r>a.
r

16. Considere o problema 4, com a condicao de contorno dada para a
derivada 0v/dr, em vez de para a fungao v.

17. Considere o problema 4, com a condicao de contorno dada para a
fungdo v em r = a e para a derivada dv/0r em r = b.

18. Considere os problema 4, com a condicao de contorno dada para a
derivada 0v/0r em r = a, e para a funcao v em r = b.

19. Usando o resultado do problema 5(a), encontre a solu¢ao particular
up(r, 0, @) para a equagao,

lg 2@ +;£ n@@ +#@__f( 0, )
2or \' or 2senf 06\ 09 r2sen2 0p? nvel

com condigoes de contorno homogéneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:

(a)

A —RT
f(r,0,¢) = ‘ sen 6§ cos ¢ ;
(b> —RT
f(r,0,¢) = ¢ (a+br)senfcosg;
(c) i
flr,0,¢) = ¢ (a+br + cr?)senf cos .

()

f(r,0,0) =e " (a+br+cr*)senfcosp.
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7 Apéndice

(a) Série de Fourier:

/ f(z) cos @ dx ,
/ f(z sen@dx n=12,...
(b) Série de Fourier de senos

z) = ijsen (jmz/L),

:%/0 f(z)sen (jmzx/L) dx

(c) Série de Fourier de cosenos

f(z) = % + Zaj cos (jrz/L),

Jj=1

= %/0 f(z)cos (jmx/L) dx

(d) Polinémios de Legendre (x = cos )
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Py(z)=1

P(x)=x

Py(z) = %(3:10 -1)

Pyfa) = 5(50° — 30)

Py(z) = %(35:5 — 302% + 3)

Ps(z) = é(GSx 702" + 15z2)
1

Ps(z) = 1—6(231956 — 3152* + 1052° — 5)
1
49727 — 6932° + 3152 — 35x
T 16
1
Py(z) = 128(6435:v — 120122° + 69302 — 126022 + 35)

Relagao de ortogonalidade:

+1 0, n#k,
/ Po(a)Pu(z)dz = {2

1

(e) Fungoes associadas de Legendre

2%)Y% = sen §
(1 2%)Y/? = 3sen 6 cos
3(1 7%) = 3sen?
3 12 _ 3 2
5(5x —1)(1 - 2?2 = 5(5003 6 — 1)send
152(1 — x*) = 15sen’f cos 0
= 15(1 — 2%)*? = 15sen®

§(7x3 —3z)(1 — 2?)V2 =

)= 125( 22 —1)(1—2%) = %(7(}0520— 1)sen®

A

8 8
OJ

8

8

8

4;‘,2. wwioc:% c.:,U_. ME[\:)'E.H}.,UA

~~ /N — /N TN TN

S~— S~— ~— @ S— N
I

8

(7cos® 6 — 3cosf)send

DN | Ot

% <%
O

P3(z) = 105z(1 — 22)3/2 = 105sen0 cos 0
P}(z) = 105(1 — 2*)? = 105sen’d

79



Relacao de ortogonalidade:

+1 0, n#k,
/_ P (z) P (z)dx = 2 (n+m)!

! 2n+1(n—m)!’ n=k,
(f) Série de polinoémios de Legendre
£(6) = CrPy(cosb),
k=0
2k+1 [T
Cr = 2+ / f(0)Py(cos@)send db .
0

(g) Série de fungoes associadas de Legendre do primeiro tipo

£(6) = Y DuP(cost)

k=0
CRE+1L)(k—m)! [T -
Dy, = 20+ ) i f(0)P"(cos@)senb db ,
(h) Fungoes de Bessel
1.
f(z) = ZAPJH(/\px), 0<z<a,
p=1
Jn(Apa) =0, p=1,2.3,...,
A= o [ nn v
k_CLQJT%_H()\ka) OZEn kL T )ax .
2.

f(z) = ZApJn()\px), 0<z<a,
p=1

J(Apa) =0, p=1,2,3,...,

2 a
a1 = n2/(\a)?) 2 (Ma) /0
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Em particular, se temos,

Ji(Apa) =0, p=1,2,3,...,

entao,
fl@)=Ao+ Y A do(\r), 0<z<a,
p=1
com,
Ao= 5 [ s
0= i xf(x)dx,
2 a
3.
f(z) = ZApJn()\p:c), 0<z<a,
p=1
RJ,(\ya) + SAad, (Aa) =0, p=1,2,3,...,
Q(Aka)z/ xJp(Apx) f(x)dx
A, = 0 .
" a2J2(Ma)[R?/S? + (Ma)? — n?]
4.

Uu(Njp) = Yu(Xja) Ju(Ajp) — Ju(Aa)Yu(Asp)

UN()\Jb) = 0 )

b
/ pUL(Nip)Uu(Arp)dp =0, j #k,

fp) = Z A;U(Np)

/ pf (P)Uu(Ajp)dp
A =Ja :

J

b
/ pUS(N;p)dp
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