5 - A equacao de Laplace
em coordenadas esféricas

A equacao de Laplace, V?u = 0, em coordenadas esféricas, é,

lg 2@ + 1 2 n@@ +;@—0 (1)
r2ar \\ or r2senf 00\ 98 r2sen 26 0p?

com u = u(r,0, ).

1 Considerando u = u(r)

Nesse caso temos,

ou,

r*u' = A, (3)

em que A é uma constante. Integrando mais uma vez,

u(r) = —é-I—B. (4)

Se queremos uma solucao finita em r = 0, entdao A = 0. Se a solugao ¢é
finita também em r — oo, temos B = 0, e a solucao é identicamente nula.

Se podemos incluir a divergéncia em r = 0, como no caso de cargas
puntiformes em eletrostatica, temos A # 0.

2 Problemas

1-Consideremos uma esfera de raio a. Calcule o potencial interior e exterior
se u(a) = v (Churchill [12], probl. 9.1).

Temos no interior A =0, para nao termos a divergéncia em r =0, e no
exterior B = 0 para termos uma solu¢ao finita, assim,

B, r<a,
ur)=49 A

-, r>a.
r

Emr=a,



portanto a solucao €,

vo, T<a
u(r):{ a ’

vo—, T>a.
r

Se vg = 0 a solucdo € identicamente nula.
2-Considere o intervalo a < r < b com as condigoes de contorno (Spiegel
[7], probl. 7.71),

u(a) =uq, u(b) =uy.
Temos,

A A
—+B=u,, ——+B=uy,.
a b

Das equacoes acima obtemos,

g (ub—ua)ab7
b—a
buy, — auy,
B—_% "7
b—a '’

e a solugao fica,

(up —ug)abl — buy — au,

u(r) = - b—a r b—a

Se u, e up sao nulos, a solugao € identicamente nula, e se u, = up a solug¢do
€ constante.

3-Considere uma casca esférica com raios a e 2a, com temperaturas 0 e
up respectivamente (Spiegel [7], probl. 7.50).

Temos agora,

A = 2auy,
B:2u0,

logo a solugao fica,



u(r) = 2ug (1 - g) :

4. Encontre a soluc¢do u(r) para as equagoes:

()
7%% (7“22—?;) =—f(r);

1 d o du 2
r2dr Tdr = e

(b)

com « constante,

(c)

com « constante,

(d)

com « constante,

(e)

com « constante e,

Solugao:

(a)
u(r) = ug — /(: v f(r)dr' 4+t /T 2 f(r")dr' .

a

Para o caso particular em que f = fy constante, temos,

uy(r) =~ o) 4 220 ).

5. Considere o problema anterior com,



6. Considere a equacao,

1d d
s () =10

Calcule f(r) para as solugbes abaixo:

(a)

(b)

(c)

—RT

u(r) = ¢ (a+br+cr?);
T

(d)

u(r) =e " (a+br+cr?).

7. Usando o resultado do problema 3(a), encontre a solugao particular

u,(r) para a equagao,
1d [ ,du
2dr (7’ %> =—f(r),

com condigoes de contorno homogeneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:

(a) .
fr) = =—;

r

(b)

—KT

J(r) = =—(a+br);

—KRT

Fr) = er (a+br+cr?);

f(r)=e " (a+br+cr?).



3 Considerando u = u(r,0)
Substituindo,

u=R(r)o(f), (6)
em (1), obtemos,

R R cosf© @_” B

2o — 0
TR+TR+sen9®+@ ’
ou,
R R cosf©®@ O
2 117 o O_Y _
TR RT Tsmde @ M
A equacao para R é, assim,
R’ +2rR + MR =0, (7)
e para O,
sen 00" + cos 00" — A\?sen O = 0. (8)

A equagao para R, (7), é a equagao de Euler ou Cauchy. Fazendo R = r?,
obtemos,

PPHp+A2=0. (9)

A solucao da equacao acima é,

B R S V| 1
p= 5 :_ii‘/i_v' (10)

Assim, a solucao de (7) é,

R(r) = ArP* + BrP? |

1 /1

= —_ Z )2

D1 2+ 4 )
1 1

T e
b2 5 1

Podemos escrever a solucao acima de forma mais simples, notando que,

com



1o, AT
P2 = 5 1 -5 P1 5) = p1-
Assim, fazendo p; = n, temos ps = —n — 1, a solugao de (7) é,
" B
R(r) = Ar" + e

A constante A2 em termos de n é,

ou,

Temos portanto,

M =-nn+1).

(11)

(12)

Consideremos agora a equagao para O(6), eq.(8). Usando a rela¢ao acima

essa equacao fica,

sen 0" 4+ cos 00" + n(n + 1)sen O = 0.

Fazendo & = cos 0 temos,

0 U010 gt
%=%%(—\/1—7§2§)=—sm0<\/15—752§_
%z—é%ﬂl—@)%.

A equacao para O fica entao,

(1—52)6%)—25§+n(n+1)@=0.

(13)

(14)

A equagdo acima é a equacdo diferencial de Legendre para ©(f), ou, em

termos de y(z),

(1—2%)y" =22y + n(n+1)y =0,

6

(15)



com —1 < x < 4+1. A solugdo sao os polinomios de Legendre P,(x), e as
fungées de Legendre do sequndo tipo Q,(x).
A solugao geral de V?u = 0, considerando u = u(r, #), é entao,

u= (A 2 ) L) + Bau(6)], (10

com & = cosf. Consideramos n inteiro nao negativo, que nos dard os prin-
cipais casos para alguns sistemas fisicos mais comuns. Como a equacao de
Laplace é linear e homogénea, o principio da superposicao é obedecido, e
podemos escrever a solucao mais geral como uma soma de termos como em

(16)7

u=3 (Anr" + 25) anP) + BenQu(E)] (17)

As constantes sao determinadas pelas condigoes de contorno. Como a aplicagao
mais comum que encontraremos é em situacoes fisicas, em geral teremos a
condicao de continuidade de u, que representara na maioria dos casos um
potencial ou outra fungao continua. Também continuamos tendo « finita em
r=0eu— 0emr — oco.

4 Problemas

1-Considerando o intervalo 0 < r < oo, encontre a solu¢ao u(r,#) com a
condicao de contorno,

u(a,0) = f(6).
(a) A solugao é,

=\ 2n+1 [T
u(r,0) = Z(5) P,(cos0) 5 /0 f(0)P,(cosB)sen 0db, r < a,
n=0

NE

nt1 m+1 [7
u(r,0) = (2) P,(cos9) n2+ /Of(G)Pn(COSQ)SeHHdQ, r>a.

-
n=0
Se f =0 a solugao é identicamente nula.
(b) Consideremos o caso particular f(0) = wvo(1 + 3cosf) (Spiegel [7],
probl. 7.48).

A solucao €,



-
u(r,0) = wvo+3vy—cosh, r<a,
a
a a?
u(r,0) = wvo— +3vg—cost, r>a.
r r

Se vg = 0 a solugao € identicamente nula.
(c) Consideremos agora o caso f(0) = vosen®0 (Spiegel [7], probl. 7.49).
Temos,

2 r?

u(r, ) = 30 1- ?PQ(COSH) , r<a,
2 2

u(r, ) = gvog (1 — %PQ(COSQ)) , T>a.

Se vg = 0 a solugao € identicamente nula.
(d) Consideremos agora o caso em que f(0) = ccosf (Churchill [12],
probl. 9.8). Temos agora,

r
c—cost, r<a,
u(r,0) = 22
c—cost, r>a.
r
Se ¢ =0 a solucao € identicamente nula.
(e) Se f = fo constante temos,

u(r,@):u(r):{ Jo, T,

a
f(];? r>a,

que € a solucao esfericamente simétrica, dependente apenas de r. Se fo =0
a solucao € identicamente nula.

2-Considerando o intervalo a < r < b, encontre a soluc¢ao u(r,d) com as
condicoes de contorno,

(a) A solugao €,



o n+1
u(r,0) = Zan L " P, (cos )

a2n+1 _ bZn+1
n=0

4 i (ﬁnan - anbn)
n=0

anJr 1 bn+1 1

P,(cos®) .

a2n+1 _ b2n+1 rn—i—l

Se f =g =0 a solucao é identicamente nula.

(b) Se f =0 temos a,, =0 e,

2n+1

— g2t [ n+1
Z 5” p2n+l _ g 2n+1 <;> P(cos ) .

(c) Consideremos agora o caso particular g = 0 (Churchill [12], probl.
9.7). Temos B, =0 e a solugdo fica, apds rearranjarmos,

b2n+1 2n—|—1 < a

n+1
U(T 9 Zanm ;) Pn(COS 9) .

(d) Se f e g sdo constantes, iguais a fo, go, por exemplo,

u(r,0) = u(r)= O‘Oz:bﬁob 1 (ﬁoa—_ozg)abl,

r

que € a solugao esfericamente simétrica.
3. Encontre a solugao u(r, #) para as equagoes:

@ 10 (,0 1 0 0
u u
r2or ( ('97“) T send o0 (senG%) =~/ 0);

1
r2

(b)

QD| Q
7 N
ﬁl\?
ok
N——

ﬁl\D
&~
B
<>
S
N
%
B
>
QJ| QD
SN BN
N——
I
+
Qw




(e)
Lo (Lou), L 0 ( ou\_ .
r2 Or 87’ r2sen § 00 > 00 o

com « constante e,

(a) Escrevemos a solu¢ao da forma usual como,

u(r,0) = up(r,0) +uy(r,0),

com uy, satisfazendo a equacao homogénea com condicoes de contorno nao-
homogéneas (problema 1 em r < a),

— (T\" 2n+1 [T
up(r,0) = Z <Z> P,(cos ) n2+ / w(0)P,(cosB)sen 8df, 0<r<a.

a
n=0 0

A solugao particular u, é€,

/— k+lB T‘l

+

)
A

Para o caso particular em que f = fy constante,

"2 By (r Py(cos 0
2l<:+1 } e (cosf) .

uy(r,0) = Ag(r)Po(cosf) = —%(TQ —a?) + @(7‘3 —a?).

Notemos que u, depende apenas de r nesse caso.
4. Encontre a solucao u(r, ) para as equagoes:

@ 10 (,0 1 0 0
u u
2 or ( 87’) t send o0 (senH%) =~/ 0);

ig au 4 1 2 Q@ S 2.
r2 Oor 87” r2sen 0 00 sen 00 ) &>

10




com « constante,

(c)
12 2% +;£ Sene@ —_a2-
r2Or " or r2sen 6 00 00 ) ’

com « constante,

(d)
ig 2@ + ;2 se H% — _|_ 2 .
r2Or " or r2sen 0 00 n 00 ) @

com « constante,

(e)
ig 2@ _|_ ;2 se 0@ — 2 .
r2Or " or r2sen 6 00 " 00 ) @

w(a,0) = u(8), u(b,0) = v(0).

5. Usando o resultado do problema 3(a), encontre a solu¢ao particular
up(r, 0, @) para a equagao,

10 [ ,0u 1 0 ou
—— — — 0— | =— 0
2 ar (T (97“) T 2sen6 00 (Sen (99) J(r.0),
com condigoes de contorno homogéneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:

(a)

f(r,0) = er_’” sen 0 ;
(b) .
f(r,0) = ¢ (a+ br)sen 0;

—RT

f(r,0) = er (a+ br +cr®)sen 0

u(r) =e " (a+br+cr’)sen 0.

11



5 Considerando u = u(r,0, @)
Escrevendo a solugao na forma,

u= R(r)0(0)e™, (18)
temos, de (1),

TQR—H+2T£,+@—”+C0899/— " =0
R R © snf® sen2

ou,

Z R’ R ©"  cosfh O m?

— tro=—— - — = -\, 1
" R+ "R ) sen9@+sen20 (19)
A equacao para R é entao,
R’ +2rR + MR =0, (20)
que ¢ idéntica a (7), com A\* = —n(n + 1).
A equacao para O é,
©" cosfO  m?
= = _ —\2 =
© +sen9@ sen 26 0,
ou,
sen’0 ©" + sen 0 cos O + [sen’On(n+ 1) —m?|© = 0. (21)
Fazendo & = cos ¥,
d*e de m?
1—&)— — 26— )-——|6=0. 22
-5 2+ [t 0 - gl e =0 @)

A equacd@o acima é a equagdo diferencial associada de Legendre para ©(6).
Em termos de y(z),

2

1 — 22

(L= = 20/ 4 [ 1) = ]y =0, (23)
com —1 < x < 41. A solugao sao as funcgoes associadas de Legendre do
primeiro e do sequndo tipo, respectivamente P (x) e Q7 (x). A solucao geral
de V?u = 0, considerando u = u(r, 0, ), é entao,

‘T (A - fil) (A PI(E) + BaQ(€)]e™ (24)

12



com & = cos . Consideramos o caso em que m e n sao inteiros nao negativos.
Usando novamente o principio da superposicao, a solugao mais geral é,

= (Alnr" + 51”1) [Agum P (€) + Bonm@QT(€)]e™?,  (25)

nm

Vamos escrever a solugao acima da equagao (1) de forma um pouco difer-
ente,

u= R(r)0(0)®(p). (26)
substituindo a expressao acima em (1),

7-2R_” _|_27-£/ _|_@_” + COS@Q _i_;g//
R R S senf ©®  sen20 ¢

ou,
o R’ R 0" cosf® 1 @
R R  © snfO sen2 ®

A equagao para R é, assim,

— —)\2

R+ 2rR + N*R=0, (27)
idéntica a (7), com A> = —n(n + 1). Continuando, temos,

©"  cosh O 1 @

= _ = _ = )2
© senf O senzf P ’

ou,

(__)// @/ @//
—sen20— —sen fcosf— +sen?0\2 = — = —m?2.

S} O )
A equacao para ® é entao,

"+ m?d =0, (28)
com solucao,
® = Az cosmp + Bssen myp. (29)

A equacao para O é,

sen?0©” +sen fcos0 O + [senOn(n+1) —m?|© =0, (30)

idéntica a (21). A solugao geral de V?u = 0, considerando u = u(r, 8, ¢),
pode assim ser escrita como,

13



By
rn—i—l

u= <A1r" + ) [AaP(€) + Ba@Q (€)][As cos mg + Bssen myp) ,

com & = cosf. Pelo principio da superposi¢ao novamente,

W= 3 (A ) AP + B @ 6)]

nm

X [Asym, cos mp + Bapmsen my] .

Harmonicos Esféricos

Vamos escrever agora a solucao de forma um pouco diferente,

u=AR(r)Y,m(0, )

em que Yy, (0, @) sdo os harménicos esféricos [3],
Y (0, ) = Cr P (cos 0)e™? .

Os coeficientes C,,,,, sao dados pela condi¢cao de normalizacao,

T 2
/ sen QdG/ doY, . (0, 0)Yum (0, ©) = OnnOpmms -
0 0

Também temos a relacao de completude,

Z Z Y (0,0 ) Yom(0,0) = 0(0 — ¢')d(cosd — cos b)) .

n=0 m=—n

(31)

(32)

(36)

Vamos primeiro determinar os coeficientes C,,, em (34). Substituindo

(34) em (35),

s 2
/ sen 9d9/ dng’n/m/P:f,(cos Q)e_im,wonmpﬁn(COS 9)€imw = O O
0 0

T 27
Crrv Crum / sen GdHPT’Z?l(cos 0)P"(cosb) / d(pe*im'ﬁoeimw = 8 Orr -
0 0

A integral em ¢ é nula se m #£ m/, e é igual a 27 se m = m/, logo,

14



Crim'Crim / sen 0dOP); (cos 0) P (cos 0)27mm: = Onn Oy -

Somando em m/,

> CorCoum / sen 0dO P} (cos 0) P (cos 0)276mmy = > SO
! 0 —

QWCn/anm/ sen OdOP))} (cos ) P (cos 0) = Oy -
0

Usando a relacao de ortogonalidade para as funcoes associadas de Legendre
do primeiro tipo (z = cosf),

+1 0, n#k
/ Pl (z) P (z)dx = 2 (n+m)!

=k
! 2n+1(n—m)!’ " ’
e somando em n/,
0 (2 (n+m)! _
"2n 41 (n—m)! '
Portanto,
2 1(n— !
¢, — Fntlln-—mt (37)
4 (n+m)!
¢,
Vo0, 0) = |22, s )i (38)
nm\Y, - COS .
7 it (n+m)

Vamos escrever a equacao diferencial satisfeita pelos harmonicos esféricos.
Substituindo (33) em (1) temos,

10 ([ ,0u 1 0 ou 1 d%u

r2or ( (97") T sen6 06 (senﬁﬁ) * r2sen20 0% 0
R 0 ( aY) N R 82_Y B

r2sen 6 00 r2sen 20 0p?

o R’ R 1 10 ( 8Y> 1 10%Y

opops — = - -
r’ R * R +sen0Y89 +sen20Y3g02

R'Y + R’Y 4+ —

:O7



ou,

R R sen@Y@ 00 sen2Y 0p? '
A equacao para R é entao,
R’ +2rR + MR =0, (39)
que é idéntica a (7), (20) e (27), com A\ = —n(n + 1).
A equagao diferencial satisfeita por Y é,
1 0 Y 1 0%Y
0— — NV =
sen 6 960 (sen 80) * sen 20 0p? 0
ou, como \? = —n(n + 1),
1 0 )% 1 9%
0— — )Y =0 40
sen0 90 <Sen 80)+sen298g0 T+ DY =0, (40)

Uma fungao qualquer f (6, ¢) pode ser expandida em harmonicos esféricos,

= Z Z Alm%m(& (10) : (41)

=0 m=-—I
Para calcularmos os coeficientes A;,, multiplicamos a expressao acima dos
dois lados por Y;: (6, ¢) e integramos em df2,

T 2T
/ sen 9d0/ def(8,0)Y,) (0,¢) =
0

00 l 2m
= Z Z Alm/ sen 6d9/ dpYy. (0, 0)Yim(0, ).

=0 m=—1

Usando (35),

e 27
/ sen QdH/ def(8,0)Y, (0,¢) =
0 0

) l
= Z Z Alméll/émm/ - Al’m/ )

=0 m=—1
ou,

T 27
Ay — / sen 6 / dof (6, 0) Vi (6,0). (42)
0 0

16



6 Problemas

1-Calcule a solucao u(r, 0, ¢) no interior e no exterior de uma esfera de raio
a, com a condi¢ao de contorno (Spiegel [7], probl. 7.30),

u(a,0,¢) = f(0,¢).
(a) A solugao €,

u(r,0,p) = Z(g)nPR(COSQ)X

n

2n+1
X

/ P,(cosf)sen 0 d x

x—/f

—i—Z( ) P (cos ) cosmep X

(2n2+(nl )+( m_)!m)! /0 Py (cosf)sen 0df x

T

X — f(Q x) cosmx dx
—l—Z ( ) P (cosf)sen mp x

(2n2+<nl >+( m_)!m)! /0 Py (cosB)sen 6.d6 x

1 s
X — f(0,x)sen mz dzx
T

-7

0<r<a,

17



a

u(r,0,p) = Z (—)nH P,(cosB) x

r

2n +1
X

/ P, (cosO)sen 0dO x
2 Jo
1 ™
x%/_ﬂf(e,x)dx
a n+1Pm 9
—l—; (;) " (cos 0) cos mp X

(2n+ 1)(n —m)!
2(n+m)!

xl/ f(0,x) cosma dx
™ —T

n+1
+ Z (%) P (cosf)sen mep x

(2n+ 1)(n — m)!

/ P (cosf)sen 6dO x
0

/ P (cosf)sen 6dO x
0

2(n 4+ m)!
X — f(0,x)sen mz dx
™ —T
a<r<oo.

Se f =0 a solucao é nula.
(b) Se f = fo constante temos,

0 f07 OSTSCL,
U“(T’ ,(P)— ngy CLST’SOO.
r

A solugao € esfericamente simétrica, como esperado.
(c) Consideremos o caso particular f(0,p) = vosen?d cos2¢ (Spiegel [7],
probl. 7.29). A solugio é,

12 P3(cos0)Agy cos2p, 0<r<a,
U(TaHMP) - 1 9 5
— P5(cosf)a’ Ay cos2p, a<r < oo,
,
ou,

2
,
00—256n29cos2g0, 0<r<a,

U(’I",Q,QD) - a3

a
vo—senQQCOSZga, a<r<oo.
r3

18



(d) Consideremos agora f(6,p) = vosen>6 cosf cos 3¢ (Spiegel [7], probl.
7.63). A solugdo € portanto,

riPj(cosf)Ayzcos3p, 0<r<a,

u(r,0,p) = 1
(r.6,¢) —5Pf(cos 0)Cy3cos3p, a<r <00,
,
ou,
et
UO—4$en30(:os€cos3g0, 0<r<a,
u("ﬂve)@) = 35
00—556n30c080cos3g0, a<r<oo.
T

2. Considerando o intervalo a < r < b, encontre a soluc¢do u(r, 0, ) com
as condigoes de contorno,

u(a,0,0) = f(0,¢),
u(b> 0, gp) = 9(97 90) :

3. Consideramos agora o intervalo 0 < r < oo, e duas superficies esféricas
concéntricas em r = a e r = b, com as mesmas condi¢oe de contorno do
problema anterior.

4. Encontre a solucao u(r, 8, @) para as equagoes:

(a)
10 [ ,0u 1 0 Ju 1 Q% .
ﬁa (r E) —+ TQSGHQ% <S6H0%> + ma_(ﬂz - —f(ﬂQaSO)a
(b)

lﬁ 7"2@ + ! g SeHH% +—1 @——I—Oﬂ'

r2 Or or r2sen 6 00 00 r2sen26 Op? 7

(c)

ig 2@ _{_;2 ng@ +—1 @—_ 2.
2or \| or 2senf 00\ 08 r2sen 26 0p? s

lg 2@ + 1 2 ne% _|_—1 @_4_ 2, .
2or \" or) " r%en000 \> 09 ) " rsen200p2
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(e)

Lo (L, 1 0 oy 1 Pu_
r2or \| or r2senf 00\ 08 r2sen 26 0p? ’

com « constante e,

5. Encontre a solugao u(r, 0, ¢) para as equagoes:

(a)

lg 2% + 1 g ng@ —l—;@——f(r@ );
r2or \\ or r2senf 00\ 90 r2sen 26 0p? @)

(b)

lg 2% +;2 se 0@ +#@_+O{2
r2or \| or r2senf 00\ 00 r2sen 20 Op? ’

(c)

r2or \| or 2senf 00\ 08 r2sen 26 0p? ’
L0 (200 —l—;g sen@a—u —i-;@——i-ofw
2ar \| ar r2sen § 00 00 r2sen 26 0p? ’

2or \| or r2senf 00\ 08 r2sen 26 0p? ’

com « constante e,

a<r<b,
u(a, b, ¢) = (b, ¢), u,0,p)=v0, ).

6. Uma esfera oca de raio a possui potencial dado por,

20



(a.0) ve 0<6<m/2,
v(a, ) =
’ v, w/2<60<T.

Determine o potencial v no interior e no exterior da esfera (Spiegel [7], probl.
7.18, com v; = 0).

Se vg = vq,
v, T<a,
u(r,0) = a
Vo—, T > a
Se v1 = —vy 0 potencial interior €,
1.0) = LuyPi(cost) = LuaPy(cost)
u(r = —ugP(cosf) — —vgPs(cos
; 5g 0t LU
1175
—1—16251)0}75(0080) +..., r<a.
O potencial exterior €,
3a? 7a*
u(r,0) = 2—22@0& (cosB) — 8—;2UOP3(COS 0)
11a®
+FZGUQP5(COS g)+ ...

Temos u(r,m/2) = 0 também.
7. Um hemisfério de raio a possui potencial igual a vg em r =a, 0 < 0 <
7/2, e igual a v; na base definida por 0 <r < a, § = 7/2,

(r.0) v , r=a, 0<0<7/2,
v(r,0) =
vy , 0<r<a, 6=xu/2.

Determine o potencial v no interior e no exterior do hemisfério (Spiegel [7],
probl. 7.19, com v; = 0).
O potencial interior €,

u(r,0) = wv1Py(cosh) + g(vo - vl)gPl(cos 6)

7 3 11 s
—g(vo — vl)ﬁPg(cos ) + 1—6(1)0 — 01)5135(003 0)+ ...,
0<r<a,
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e o potencial exterior é€,

2

a 3 a
u(r,0) = vl;PO(cos 0) + 5(1)0 - Ul)r—zPl(cos 0)

7 at 11 a®
_g(vo - Ul)r—4P3(COS 0) + 16(% — 1) 6P5(cos ) +

r>a.

8. Determine o potencial v no interior e no exterior de uma esfera de raio
a, quando o potencial na superficie é dado por,

(a) vgsen 6;

(b) vy sen 26 (Spiegel [7], probl. 7.49);

(c) vo(1 + 3cosB) (Spiegel [7], probl. 7.48);

(d) vo cos p;

(e) vg cos® ;

(f) vosen 36 cos @ cos 3¢ (Spiegel [7], probl. 7.63).

Determine o potencial considerando agora as condigoes acima para a
derivada v’ = 0u/0r em r — a_. Em todos os casos considere u continua.

9. Considere uma regiao esférica de raio interno a e raio externo b. De-
termine o potencial v em a < r < b quando,

(a) v(a) = visend , v(b) = vq cosb;

(b) v(a) = vysen b cos p, v(b) = vy cos fsen .

10. Considere um circulo de massa m e raio a, com distribui¢ao uniforme
de massa. (a) Calcule o potencial gravitacional sobre o eixo do circulo. (b)
Calcule o potencial gravitacional em qualquer ponto do espago (Spiegel [7],
probl. 7.20).

(a) O potencial sobre o eixo do circulo é,

2rGha
V = - y P — 07 0, Z).
V22 +a? ( )

(b) O potencial em qualquer ponto do espago €,

— 1N 2n
= 27rG)\Z n2 T ) <f> Py, (cosf), r<a,
n! a
¢,
L(2n — 1! 2n+1
= QWGAZ n o (2n— 1 (—) Py, (cosh), r>a.
2nl! r
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11. Considere um disco de massa m e raio a, com distribuicao uniforme
de massa. (a) Calcule o potencial gravitacional sobre o eixo do disco. (b)
Calcule o potencial gravitacional em qualquer ponto do espago (Spiegel [7],
probl. 7.55). (c) Calcule o potencial para uma faixa de raio interno a e raio
externo b. (d) Faca o limite § — 0 em b = a + § e obtenha o resultado do
problema 5.

(a)

¢ rdr

——— =21Go(Vz2+a® — 2),
o VT b )

(b) O potencial em um ponto qualquer é,

V:/dV:27rGJ

V(r,0) = ZA r"P,(cos ),
2 A
= 2nGoa [1 - 5P1(COS ) + ﬁPQ(COS 0) — QPZL(COS 6)
76 5r8
—l—mP(;(cos 6) — 5848 ——— Pgs(cos0) + , r<a,
67

V(r,0) = Z n+1 . (cos @),

n=0
o a
= 2nGoa [2_7" — EPQ(COS 0)
a’ 5a”

+WP4(COS ) — 128r7P6(COS 6) + } , r>a.

(¢) O potencial é,

2

+ @Pg

V(r,0) 2nGob [1 - EP1 (cos0)

4

- 8pt

(cos®)

+ %PQ(COS 6)

6

— Py(cosf) + 12()6 Ps(cos 0) +

—2rGoa [1 — ZPl(cos 0)
a

4
r

I p
8at ?

(cos®) +
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2

V(r,0) = 2nGaob [1 - %Pl (cosf) + ;—b2P2(COS 6)

4 6

cosf) + 1656
3

—2rGoa {i - a—PQ(cos 0)

—@PLI( Ps(cosb) + .. }

2r 83
5 7

a
P4(COS 9) — T8T7

a

+ 1675

Pg(cosﬁ)—i-...] , a<r<b,

b v
V(r,0) = 2nGaob {5 — @Pg(cos 0)

5 7
P -
16y Fa(cos0) — oo

' Picost) + .|

a a’

—2nGoa [2_7“ - @Pg(cos 0)

5 7

a
P (COS 9) — W

+W f PG(COSQ)+...1 , r>b.

(d) Fazemos agora no resultado anterior b=a+ 6. Emr < a,
2

V(r,0) = 2rGod [1 - #Pg(cos 0)

4 57“6

3r
—i-@ﬂ(cos 0) — |

a6P6(COSQ) —i—] , r<a.

Emnr>b, comb=a+9,

a a 3a®
V(r,0) = 2nGod {; - Q—TBPQ(COS ) + ﬁPZL(COS 0)

5 7
—#P@»(cosﬁ)—i—.n], r>a.

No limite 6 — 0 temos um circulo de raio a e densidade linear A = od.
12. Uma esfera de raio a e massa M possui distribuicao uniforme de

massa. Calcule o potencial gravitacional ¢ em todo o espago (Spiegel [7],
probl. 7.51, 7.52).
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Emr > a,

GM
¢ = - )
r
equivalente ao de uma particula de massa M. Em r < a,
2nG 3GM
O = W?) pr2— 5 r<a,
ou,
GM [ r?
QS:W(?—E}) , r<a.

13. Uma casca esférica de raio interno a e raio externo b possui massa
M, com distribuicao uniforme de massa. Calcule o potencial gravitacional ¢
em todo o espago (Spiegel [7], probl. 7.54).

O potencial é,

2 2
2(b3—a3)3(b —a“), r<a,
_ GM ,  2a° 9
¢_ m(r +T—3b , CL<7“<b,
GM
- r>b,
o
ou, em termos de p,
—21Gp(b? — a?), r<a,
2 2a3
¢ = 7T3Gp T2+i—3b2), a<r<hb,
r
4 b3_ 3
— WGP(?) a)’ r>b,
r

14. Uma casca esférica de raio a e espessura infinitesimal possui massa
M, com distribuicao uniforme de massa. Calcule o potencial gravitacional

em todo o espaco.
Fazemos b = a + 6 no problema anterior e tomamos o limite § — 0.

Temos,

b2 —a® ~ 246,

b —a® ~ 3d%0 ,
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logo,

GM
i—— T<CL,

=9 d
-, r>a,

.

ou, em termos de p,

—4raGpé , r<a,
¢ = Ama*Gpo

r

, r>a.

Podemos definir uma densidade superficial de massa o para uma casca de
espessura 0 — 0. Escrevendo p,

B M N M M
P= (Ar/3) (b3 — a3) — (47/3)(3a20)  4ma?d’
ou,
M

o=p= 4ma?
Portanto, em termos de o,

—4raGo r<a,

¢ = 4ra’Go
-, r>a.
r

15. Considere o problema 2, com a condicao de contorno dada para a
derivada 0v/dr, em vez de para a fungao v.

16. Considere o problema 2, com a condicao de contorno dada para a
fungdo v em r = a e para a derivada dv/0r em r = b.

17. Considere os problema 2, com a condicao de contorno dada para a
derivada 0v/0r em r = a, e para a funcao v em r = b.

18. Usando o resultado do problema 4(a), encontre a solucao particular
up(r, 0, @) para a equagao,

lﬁ 2% 4 1 2 ng@ +L@__f( 0, )
r2or \" or r2senf 00\ 90 r2sen 26 0p? nY el

com condigoes de contorno homogéneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:
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f(r,0,¢) = Ar*sen 6 cos2yp;

—RT

Ae

f(r,0,0) = sen 6 cosp;
(c) i
f(r,0,¢0) = ‘ (a + br)sen 6 cos p;
(d) »
f(r,0,0) = ‘ (a+br + cr?)sen fcos .

(e)

f(r0,0) =e " (a+br+cr*)sen 0 cosyp.

(a) A solucao u, é,

up(r,0,p) = ZA%(T)P,?(COSQ) cos(2¢p) ,
k=2
o . poktd kA4 el rkt5 _ g k+5
oD DS Rl e sl R B e
k=2 kT T
o

2k+1

X PZ(cos 0) cos(2¢) .

7 Apéndice

(a) Série de Fourier:

flz) = % +; (&ncos@ —i—bnsen@) ,

L L
Qo 1 L
— = — fx)dx,
> ~ar ), 1@
1 L
@ =7 Lf(:v)cos?dx,

1 L
bn:Z/_Lf(a:)senn—zxdx, n=12...
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(b) Série de Fourier de senos

f(2) = bjsen (jm=/L),

b; = %/0 f(z)sen (jrz/L)dx.

(c) Série de Fourier de cosenos

f(z) = % + Zaj cos (jmz /L),

j=1

a; = %/0 f(z)cos (jra/L) dx .

(d) Polinémios de Legendre (x = cos )

Po(l') =1
P(x)=x
1
1
Py(z) = 5(51‘3 — 3x)
1
Py(z) = é(35:[:4 — 302% + 3)
1
Ps(z) = §(63x5 — 702% + 15z)
1

Ps(z) = 1—6(231956 — 315z + 1052° — 5)
1
Py(z) = —(4972" — 6932° + 3152° — 352)

" 16
1
Py(z) (64352° — 120122° + 6930x* — 12602* + 35)

T 128

Relagao de ortogonalidade:

+1 0, n#k,
/ P, (z)Py(x)dz = 2

1

(e) Fungoes associadas de Legendre
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Pl(z) = (1 —2%)Y? =sen 0

P)(z) = 32(1 — 22)"/% = 3sen # cos §

Pj(x) = 3(1 — 2*) = 3sen?0

Pl(x) = g<5x2 (1= a2 = ;(5(:0529 — 1)sen 6
Pj(x) = 152(1 — x*) = 15sen >0 cos §

P3(z) = 15(1 — 2%)*? = 15sen >0

P}(z) = g(7x3 —32)(1 — 2?12 = g(? cos® 0 — 3 cosf)sen 0

Pl(z) = 7(73:2 —1)(1—2%) = ?(70082 0 — 1)sen? 6

P3(z) = 1052(1 — 2%)3/2 = 105sen 36 cos 6
105(1 — 2%)* = 105sen *0

Relacao de ortogonalidade:

+1 0, n#k,
[ pr@pr@a=3 e whm
- 2n+1(n—m)’”

(f) Série de polinoémios de Legendre

£(0) = CiPi(cost)
k=0
2%k + 1

Cy = 5

/” f(0)Py(cosf)sen 0 db .
0

(g) Série de fungoes associadas de Legendre do primeiro tipo

F(0) = DB (cosb),
(2% + 1)(k —

Dr =)

m)! /7r f(O)P*(cosB)sen 0 db ,
0

(h) Fungdes de Bessel
1.
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f(z) = ZApJn()\px), 0<z<a,
p=1

Jn(Apa) =0, p=1,2.3,...,

2 a
Apy=——"—— (A dz .
* CLQJZH()\W)/O (M) f(@)dz
2.
flo) =Y Apd,(\r), 0<z<a,
p=1

J(A\a)=0, p=1,2,3,...,

2 a
a?(1 = n2/(Axa)?) I3 (Aka) /0

Em particular, se temos,

Ay =

(M) f(x)de .

Ji(Apa) =0, p=1,2,3,...,

entao,
fl@)=Ag+ ) A do(\r), 0<z<a,
p=1

com,

=2 [ ara

0= i zf(x)dr,

2 a

3.

f(z) = ZApJn()\px), 0<z<a,
p=1

RJ,(\ya) + Shpad) (Aa) =0, p=1,2,3,...,

30



2(\pa)? /Oa rJp(Apx) f(x)dx

Ae = a?J2(\a)[R?/S? + (M\a)? —n?]

Uu(Ajp) = Yu(Nja) Ju(Ajp) — Ju(Aja)Yu(Asp)
UM()\]b) = 0,
b
/ pUL(Njp)Uu(Arp)dp =0, j#k,

fp) = Z A;U(Np)

/ pf (P)Uu(Ajp)dp
A =Ja :

J

b
/ pUZ(N;p)dp
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