5 - A equacao de Laplace
em coordenadas esféricas

A equacao de Laplace, V?u = 0, em coordenadas esféricas, é,

r2 or or r2sen 6 00 00 r2sen20 dp?

com u = u(r,0, ).

1 Considerando u = u(r)

Nesse caso temos,

ou,

r’u = A,

em que A é uma constante. Integrando mais uma vez,

u(r)z—é—i—B.

(4)

Se queremos uma solucao finita em r = 0, entao A = 0. Se a solugao é
finita também em r — oo, temos B = 0, e a solucao é identicamente nula.
Se podemos incluir a divergéncia em r = 0, como no caso de cargas

puntiformes em eletrostatica, temos A # 0.

2 Problemas

1-Consideremos uma esfera de raio a. Calcule o potencial interior e exterior

se u(a) = v (Churchill [12], probl. 9.1).

Temos no interior A = 0, para ndao termos a divergéncia em r =0, e no

exterior B = 0 para termos uma solugao finita, assim,



Emr =a,

portanto a solucao €,

vy, T<a
u(r):{ a ’

vo—, r>a.
T

Se vg = 0 a solugao € identicamente nula.
2-Considere o intervalo a < r < b com as condigoes de contorno (Spiegel
[7], probl. 7.71),

Temos,

A A
——+B=u,, ——+B=u.
a b

Das equacoes acima obtemos,

g (ub—ua)ab7
b—a
buy, — au,
B:
b—a '’

e a solucao fica,

(up — ua)abl bup — au,

u(r) = - b—a 7 b—a

Se u, e up sao nulos, a solugao € identicamente nula, e se u, = up a solugao
€ constante.

3. Considere uma casca esférica com raios a e 2a, com temperaturas 0 e
ug respectivamente (Spiegel [7], probl. 7.50).

Temos agora,

A = 2auyg ,
BZQ'LLQ,

logo a solugao fica,



u(r) = 2ug (1 - g) :

4. Encontre a soluc¢do u(r) para as equagoes:

(a)

(b)

Ld [ ,du) =

2 dr ( 7) B
(c)

Ld (adu)

r2dr r) ’

o GU 2
rr— | fa'u=—
7’2dr< r>
W 1d d
2 AU 2
——|(r—) —a‘u=—
r2dr( r)
com « constante e,
0<r<a,
u(a) = u,



(a)

1d d
2 (TQd—?;) =—f(r);

Escrevemos a solugcao da forma usual como,

u(r) = un(r) +uy(r),

com uy, satisfazendo a equacao homogénea com condigoes de contorno ndao-
homogéneas, e u, satisfazendo a equacao nao-homogénea com condigoes de
contorno homogéneas. Reescrevemos a equacdao diferencial,

1 d [ ydu,

2222

r2dr ( dr ) fr)

1

= (2ru, 4+ r?uy) = —f(r),

2.1 I 2

riu, + 2ru, = =1 f(r).
Obtemos assim uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem, nao-
homogénea, na forma,

oy (2) + 22y (x) — y(2)k(k + 1) = —2%g(x).

A solucdo da equacgao acima pode ser escrita, como vimos, como a soma
da solu¢ao da equagao homogénea e uma solugao particular da equa¢ao nao-
homogénea,

y(x) = yn(z) + yp(z) .
Vimos no capitulo 1 que a equagao,

ny" + (2l + 1)$y/ + (Oz2:L‘2r + 52)?/ _ 0,

em que l,a, 1, B sao constantes, possui solucao,

y = ey (ax” /1) + Yy (az” /7)),

ek =+/I12— (2. Sea =0 temos a equacao de Euler ou equacao de Cauchy,
com solucao,

y=a (e3x™ 4 cur™).

Em particular, se « =0 el =1/2 a equagao fica,



ny// + QCCy/ + /62y — 07
que € a nossa equagdo homogénea com 3> = —k(k+1) =0, logo k = 0. A
solugao da equacao acima € assim,

—-1/2

y=ux (c32” 4 c4x™"),

com k = +/(1/4) = 1/2. Logo, renomeando as constantes,

yn(z) =c1 + cor

ou,

-1
Uh(’f’) =cC1+cor .
Como uy, deve ser finita em r = 0 temos co = 0. Determinamos c; das
condicoes de contorno,
up(a) =1 = U,

logo,

C1 = Ugq -

O procedimento acima € instrutivo, mas nesse caso a solugao da equacao
homogénea pode ser obtida de maneira simples. Temos,

1d Qduh .
2dr ( W) =0,

logo,
du
2 h
— = —C
dr >
ou,
duh
— = —Cor
dr 2
Portanto,

up(r) = ¢y 4+ cort.

Como uy, deve ser finita em r =0 temos co =0 e,

up(r)=c; .



A solugao particular € (capitulo 22),
“yp(a)g(@) |, / “y(a)g(@)
= —dr’ — ——d
yp(x) yl(x) /xvo A(ZL’/) x yQ("L‘) " A($/) )
com A =yyh —yiye ey =1, yo = 7. Calculando A explicitamente,

A=yyh—hys = —a 2,

logo,

yp(z) = —/ x/g(x/)dx'—f-a:_l/ 2 g(2")dz’ .

X0 o
A solugao u, € entao,

uy(r) = — /T v f(r)dr' 4t /T 2 f(r')dr' .

To 70

Emr =a,

wy(a) = — / G+ 0! / R

T0 T0

Vemos que u, satisfaz condigcoes de contorno homogéneas se escolhemos ry =
a.
Temos,

u(r) = un(r) + up(r),

= - /T v f(r")dr' 4t /T 2 f(r')dr' .

a

Consideremos o caso particular em que f = fy constante. Temos,

uy(r) = —/Tr’f(r')drl+7“_1 /rr'Qf(r')dr’,

a a

= —fo/ r'dr’—i—r‘lfo/ r2dr’

27T 37T
- 5] e fE]
Jo

= —%(TQ —a®) + §(T3 —a®).
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Podemos obter a solugao messe caso integrando diretamente a equagao
diferencial,

du r3
200 T
du r o Co
a = 3t
2
w=—for = Lo,
6 r

Em r = a devemos ter u(a) = u,,

a> ¢
u(a):—fog—go—i-cl:ua.

Nao consequimos determinar cy e c1, pois temos apenas uma condi¢cao. Fs-
colhemos escrever cq,

a’> ¢
¢ =+ fog +
6 a

logo,
r? ¢
u:_fD___0+cla
6 r
r? ¢ a’> ¢
u=—fo = = Fuat for +
6 r 6 a

f o C
u:go(aQ—TQ)—?O—i—EO%—ua.

As duas formas da solucao devem ser equivalentes, logo,

ua—E(TZ—a2)+3—T(r3—a3)f
Jo /o 2 € o
:E(a _T)_?+E+u‘“

ou,



¢ ¢
ECLZ—ECL?’:&(IZ——O—F 0

2 3r 6 r a

Satisfazemos a equagdo acima escolhendo co = foa®/3.
(b)
(c)
@ 1d d
SO (20 2
r2dr (T dr) e

Podemos reescrever a equacao diferencial,

1d d
——(2 u) = +a’u,

rZdr " dr

1 du 1 [ ,d%u 9
ﬁ(QT%) +ﬁ(7’ W) = 4« u,
v 2du 9

—_— - — =0

dr?  rdr au ’

Vimos na letra (a) que a equagao,

2y + 2L+ Dy + (@®2” + %)y =0,

em que l,a,r, B sdo constantes, possui solu¢ao,

Yy = C(]_Z[QJH/T(O(:ET/T) + oY r(ax” 1),
ek =+12=p32 Logo,l =1/2,;r =1,a*> = -1,8=0,k =1=1/2, e a
solug¢do € (nao confundir a constante r com a varidvel r),
u(r) = r_l/z[clJl/g(ir) + oY 2 (ir)] .

As funcdes acima sdo funcoes de Bessel de argumento complexo, ou funcgoes
esféricas de Bessel. Vamos contudo defini-las de uma forma um pouco difer-
ente. Definimos,

~—

v(ar

S
Il

g

Calculando as deriwadas de u,



du 1 d a v(ar)

dr Var dr 2 (ar)3/2’
d*u 1 d? a d
o Wwv(ar) — Wav(ozr)
3a? v(ar)
T

Substituindo na equagao diferencial,

d’u du
2 2,2, _
r dr2+2rdr—om"u-(),

. <\/%;_;U(ar> ) (ar;.;?)/zd%?)(ar) N 302 w(ar) )

)

1 d a v(ar) 5 o [v(ar)
+2r ( o %UOXT’) — EW) —ar

r? d—QU(ar)— ar® d 3a’r? v(ar)
Var dr?

2r d _ 2ra v(ar) _QQTQ’U(OH”

Farar T G T e

Multiplicando por v/ar,

d? ar? d 3a’r? v(ar)
2_ —_— —_—,—,.——
: erU(O”) ar drv(ar) i 4 (ar)?
d 2rav(ar) 5 o B
—|—2r$v(a7“) — 5 o T v(ar) =0,
d? d 3
2_ —_— — —_—
r drzv(ar) TdTv(m“) + 41}((17")
+2rdiv(on“) —v(ar) — a*r*v(ar) =0,
r
d? d 1
2 07 a 1 2.2 _
r drzv(ow“) —I—rdrv(on“) 41}((17") a‘rev(ar) =0,
ou,
2 o(ar) 4 7L u(or) — [o2 + {Jo(ar) =0
rosvlar) +rov(ar) = ar® + fu(ar) = 0.



A equacdo acima € a equacao diferencial de Bessel modificada, com solugao,

v(ar) = 01]1/2((17”) + CQK:[/Q(O{’I’) .
De forma mais geral, a equacao,
d? d

r Wv(ar) + T’%U@W") —[&®r? + (n+1/2)*|v(ar) =0,

possui solugao,
v(ar) = cilngap(or) + 2 Kng po(ar)

enquanto a equagao,

d? d 2.2 2 —
r Wv(ar) r%v(ar) + [a™r® = (n+1/2)"v(ar) = 0,

possui solucao,

U(O”n) - CIJn—i—l/Q(OCT) + CQY;H_l/g(OéT’) .

A solucdo u € entao dada pelas funcoes esféricas de Bessel,

(o) =\ T o).

() = | T Vorlo),

in(o) = \/71n+1/2< ),
Sy EN e

Os coeficientes numéricos sao escolhidos por conveniéncia, e notemos que
nao Sa0 1GuaLs.
Voltando a nossa equacgao diferencial,

d*u du
2 2 - 2
d + Tdr o

r?u=0,
temos a solucao,

u(r) = crig(ar) + coko(ar) .

A solucao deve ser finita em v =0, logo co = 0. Em r = a temos,
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portanto,
_dg(ar)
u(r) = uq o(a)
As fungoes g, kg sao dadas por,
, senh x e "
io(x) = z o(z) =

Vamos verificar que essas fungoes satisfazem a equagao diferencial homogénea.
Calculando as derivadas,

coshzx senh z

-/
in(x) = —
o) = - 220E
e e
ko(z) = T 2
” senhx  coshxz coshz senh x
T T T T
senh x cosh z senh z
= -2 5 +2 ot
T T T
et et e *
/!
/{:O(x) = +2 3 +2—3,
T T T

logo, para u(ar), com x = ar,

i () = du(z) _ dz du(z) _ Oédu(x)
dr dr dx de
_ Pu(z)  ddu(z) d du(z) = ,d*u(x) '

dr2  dr dr 7d7”a dz @ dx?

Para ig(ar),

11



2u”(ar) + 2rd/ (ar) — o*r*u(ar) =0,

(
"(z) + 2rv'(z) — 2*u(x) =0,
r2if () + 2rig(x) — v%ig(x) =0,

5 9 <senhx cosh z senha:)
r o +2

U
T’2U

-2 5

T T 3

2

tora (coshx B senhx) e senhz 0.

T T T
2 (senh:v B 2COSI;1J: +9 sen?x)
T T T
9z (coshx B senim:) e senhz 0.
T T T

Logo ig(ar) € solugdo da equagdo diferencial.
) 1d d
ey - NN
r2dr (r dr) @

u(r) = crjo(ar) + cayo(ar) .

A solugdo agora €,

Temos co = 0 para a solucdao ser finita em r =0. Em r = a,

u(a) = crjo(aa) = uy, .

Portanto,
~ Jolar)
u(r) = uaj()(aa)
(f) s
2 (ng—z) +afu=—f(r);

A solugao particular €, como na letra (a),

W) =) [ %d ) [ g,

x0

12



com A = y1yy — yhy2 e y1 = Jo(x), Yo = yo(x). Calculando A explicitamente,

A = yyh— Yy,
= Jolar)ys(ar) — jolar)yo(ar).

Como,
jola) = S5 () = ==
i) = AT ey - 2
wie) = ZBE4ST_ - WD)
B = ey - 2D 20D
_ —Jo($)+y0( )+<yo;f6)+jog)) +J’o§)’
ey 20 20)
W) = ) - yéjf";: y”
0L @) | b
logo,

A = jolar)ys(ar) — jolar)yo(ar),
sen ar ( senar  cos ar) (cos ar  sen ar) cos ar
= « a

ar ar (ar)? ar (ar)? ar
senar /senar cosar\ cosar 1
= « a =—.
ar ar ar ar ar

A solucdo particular fica entado,

wlor) = jolar)a / " Pyo(ar) £ dr’

To

—yo(ar)a /r " j0(ar”) f(r')dr" .

0

13



Escolhemos g = a, para que a solu¢do particular satisfaca condigcoes de
contorno homogéneas em r = a. A solucdo completa € assim, invertendo a
ordem de integracao, pois consideramos o intervalo 0 <r < a,

Jo(ar)

) - jo(ar)a/a "y (ar’) f(r')dr'

U = U,—=
Jo(aa

+yo(ar)a /a " j0(ar”) f(r")dr" .

Consideremos se € possivel o caso f(r) = fo constante. A solugdo partic-
ular fica,

u, = —jo(ar)afo/ " 2y0 (o) dr’
—l—yo(ozr)afo/ 2 j0(ar’)dr’ .

Calculando as integrais acima,

a a /
cos ar
/r’QyO(Ozr')dr’ = —/ 1’ ———dr’
. . ar

1 a
= —= r' cos ar’dr’
a I

1 [cosar’” 1r'senar’
- __ — + ,
a «a a
T
1 [cos aa  asenaa  COSQr  Tsen ozr]
al a2 a a? a ’
@ ¢ . senar
/ T/2j0(ozr')dr/ = / r'? ; dr’,
., ., ar
1 a
= — [ 7r'senar’dr’,
o
1 [ senar’ 7“ cos ar’
I a? a ’
T
l rsenaa  acosaa  senar  rcosar
S _ — + ’
o o o «

em que usamos as integrais indefinidas,

14



a? a

senar T Cosax
x sen ardr = T~ .
a a

cosar  xsenar
xrcosardr = + ,

Assim,

u, = —jo(ar)afo/ 9o (cr’)dr’
+y0(ar)afo/ % jo(ar’)dr’

. 1 rcosaa  asenaa cosar  rsenar
= JO(ON’)OCfoa

o2 o o? «Q

sen aa a cos aa sen ar 4 T COS CW’}

1
+y0(ozr)ozfoa[ az «Q a2 o

Substituindo agora jo, Yo,

sen ar 1 fcosaa  asenaa  cosar — rsenar
Uy = ———afy— | + _cmar

ar al «a a a «

cosar ., 1 rsenaa acosaa  senar  rcosar
- - [ - -2 ,

ar al « ! ! !
sen ar fy [cos aa  asen oza}
r al a? a
cosar fy [ senaa  acos oza} fo
r al a? o a?’

A solucdo acima se anula em r = a, como queremos, mas diverge em r = Q.
Vamos escrever a solucao particular em termos de funcao de Green.
Temos,

w, = —jolar)a / " 2yo(ar’) F( ) dr
+y0(0z7’)a/ra " jo(ar’) f(r')dr",
— [ lnlaryitar’) ~ far)u(ar’] ar (i
Comparando com,
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up = /ra G(r,7") f(r"dr",

G(r,r') = lyo(ar)jo(ar’) = jo(ar)yo(ar’)] ar

14 ( du) —a'u=—f(r);

r2dr dr

li( du>+au— —B%;

r2dr dr

Podemos considerar o resultado da letra (f) com f = fy = B? constante.
Mas vamos tentar integrar a equacgao diretamente,

1 d [ ,du 2
ﬁ%( m>+a“ =

1 du 1 [ ,d*u ) )
7“ (2rdr>—|—ﬁ(r W)—l—a U:—ﬁ s

vem,

12

(9)

(h)

g s
% %Z—u—k u+ =0,
Tu 20 rus 0ty =0
Definindo agora,
v=u+ °/a?,

a equacao diferencial para u fica,

d20+2dv+ 9 0
dr?  rdr av=y

com solucao,

16



O sequndo termo diverge em r = 0, mas vamos manté-lo por enquanto, pois
na letra (f) fizemos o mesmo no caso f = fo constante. A condigdo de
contorno para v fica,

v(a) = u(a) + f*/a® = u, + % /a®,
logo,

v(a) = co+ ¢ = u, + %/’

Isolando ¢,

c1 = ug + 32/ —cp.

Deixamos cy indeterminado por enquanto. Temos portanto,

u = v—[/a?,

jolar)  yolar) B

. +a -

Jo(aa) yo(aa) «

Ojo(ar)
Jo(aa)

A solugao acima deve ser equivalente a solugdo obtida na letra (f) com f =

fo = B? constante, logo,

ylar) pB?
yo(aa) a2’

+ (ua + B%/0® = o)

Jo(ar) | Senor (2 [cosaa asenaa]

a

Jo(a) r al o? a

cos ar 32 [Senaa acosaa} B3?
ro o« a? Q

Jo(or) + (ua + 82/0? — o) Yo(or) 6_2

= Cp— - )
" jo(aa) yo(aa)  a?
ou, usando as definicoes de jo, Yo,
. sen x CoOS T
]0(-1') = z yO(x) - r

vem,

senar a i sen ar 62 |:COS aa asen&a}
u f— —

a
senaa T r o« a? o
cos ar [3 [ senaa  acos aa}

r o« o2 o N
sen ar a 5, o

——|—(ua+ﬁ/oz —co) .
sen aa r cosaar

cosar a

:CO

17



Igualando os coeficientes de senar e cosar,

1 B? rcosaa  asenaa 1

Ug—a + — 3 = Cy a

sen aa Q Q a sen aa

2

£° rsenaa  acosaa 1

2/ 9

P emon e (o) Lo

a o Q cos aa

Das equacoes acima obtemos duas expressoes para cq, que devem ser equiva-
lentes,

2

Co = Uy + — sen aa
ax

COos aa asen aa
2 I
(0% «

cozua+52/a2+—cosaa< —

2 senaa  acos aa>
aq o? o

De fato, podemos reescrever a sequnda equacao,

2
6] senaa  acosaaq

co = ua+52/a2+—cosaa< o >,
ax Q Q@

32 N 32 (sen Q@ Ccosaa @ cos’ aa)
D) - )

aq o? o

B3? N B? senaacosaa 3

= U, + — — cos” aa
2 ao a? a? ’
B? senaacosaa 3 )
= U+ ———5 —2<1—COS aa),
o a
f% senaacosaa 3,
= Uy + ——75—— + —sen’aa,
ac o a

que € equivalente a primeira equag¢ao. Logo,

2

cosaa  asenaa
Cp = Uy + —senwa 75— T ,
ao a a
2/ 2
Cl = Ugq + B /O[ — (o,
p? B2 cosaa  asenoa
= — — ——senaa 5 T
a ao o) a

Com isso a solugao fica,
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u = v-— 52/02 )
Jo(ar) n yolar)  pB?
Jo(aa)

= CO

[ 32 (COS aa N asen aa)} Jo(ar)

U, + — sen aa 5 ~
ao o «o Jo(aa)

o? «

g2 B2 (cos aa n asen aa)] yo(ar)
Yo(wa)

+ |:— — — Ssenoaa

a? ax
1 d [ ydu 2. p2.
e (fr‘ dr) au = B )

5. Considere o problema anterior com,

(i)

(a)

Agora temos,

c
Uh—61+?27
e?
_ O gy LT 200 dy!
u, = rf(?“)dr—; r=f(r)dr,
logo,

52

a?’



Usando o resultado do problema 4a ou 5a com f = —a?, a solugado fica,
1) =t L4 1) - )
u(ry=c+—+—0r"—=0") — — (> —=b).
Ty 2 3r
em que escolhemos novamente ro = b. Vamos verificar que u satisfaz a
equacao diferencial. Temos,
/ C2 2 Q"3 33 2
u=—-——=4ar+-—(r" —0b)—ar,
7‘2 37,2 ( )
2
o
TQUI = —C9 + 3(7"3 — bg) ,

(TQU/)/ — a27ﬂ2 ’

como esperado. As condigoes de contorno nos dao,

2 2
_ G2 Q2 g2y X3 g3y
u(a) = Cl+a+2(a b%) 3a(a b’) = u,,
u(b) = cl—l—c—;:ub.
Calculando ¢y, ¢,
a a? a?
clzub—a_b(ub—ua—ir7(a2—b2)—£(a3—b3)>,
ab a? 9 a? 3 .3
CQ—a_b(ub—’U/a—F?(CL —b)—S—a(a —b) .

Ld [ ,du) 5
i (P = o

Usando o resultado da letra (b), com —a? em lugar de +a?,
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cy a
U(T)—01+72—7(7”2—52)+§(7“3—b3),
2 2
_,. __a T O R a3 3
c1 = up a—b(ub Uq 2(& b)—|—3a(a b°)
ab o, At .,
CQ—a_b<Ub—Ua—?(a/ —b)—i—g(a —b°) | .

As condicoes de contorno sao satisfeitas. Verificando a solugao,

042

u = —% —ao?r — ﬁ(r:)’ — V) +a’r,
2
r?u = —cy — %(r?’ —b),
(TZU/)/ — —012’/“2 ,
como esperado.
@ 1d d
SO (20 2
r2 dr (T dr) ety
u(r) = ciglar) + cko(ar),

_ ugko(ab) — upko(ca) io(ar)
io(ca) ko (ab) — g (ab) ko (axa)

upio(a) — ugio(ad)

io(aa)ko(ab) — ig(ab)ko(aa)

r2dr dr ) ’

u(r) = crjolar) + cayolar) .

ko(ar) .

(e)

Agora temos,

As condicoes de contorno nos dao,

u(a) = cr1jo(aa) + cyo(aa) = u, ,

c1jo(ab) + cayo(ab) = uy, .

<
—~
S
~
I
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Assim,

u(r) = cijolar) + cayolar),
_ uayO(ab) B ubyO(aa) ,] (Oé?“)
Jo(aa)yo(ab) — jo(ab)yo(aa) 0
upjo(a) — ugjo(ab)

Jo(aa)yo(ab) — jo(ab)yo(aa

>y0(047“) .

(f)
Ld <r2d—“) +aPu= —f(r);

r2dr dr

Usando o resultado de Jf, escolhendo rq = b,

u = cijo(ar) + cayolar)
b
“ifar)a [ Par £
o
+yo(ar)a/ % j0(ar”) f(r')dr" .
Determinamos ¢y, ca das condigoes de contorno,
u(a) = cijo(aa) + cayo(aa)
b
~ifaa)a [ rPun(ar') ()i

b
—l—yo(aa)a/ 2 g0 (ar’) f(r')dr' = u,

u(b) = c1jo(ab) + cayo(ab) = up .
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6. Considere a equacao,

1 d d
i () =10

Calcule f(r) para as solugbes abaixo:

(a)

Ae—HT’
u(r) = )
,
Calculando as derivadas de u,
Cr _
, Ae Ae™"

u = —K -

r r

y QAB—KT Ae—m" Ae—K)T Ae—HT’

U = K +/{2+l{2+23,

r r r r

2Aefm” Aefﬁ’l" Aefm"
= K +2h—— +2—3
r r r
Assim,

r’u = —krAe " — Ae™""
(r*u) = —kAe™ + KrAe™™ + kAe " = K*rAe ",
1 K2
—2(7"21,6/), — _Ae—n'r7
r r

e f(r) € dada por,

ur) = 225 = p )
) 3
u(r) = . (a+0br);



—KRT

u(r) = ¢ (a+br+ cr?);

r
(d)
u(r) = Ae ™"
Temos,
u = —kAe™ ",
r?u = —kArfe ™"
(r*u) = —2kAre™ + K2 Ar?e "
1 e—ﬁ'f’
—(r*) = —2kA + K2 Ae™"
2
r r
Assim,

u(r) =e " (a+br);

u(r) =e " (a+br+cr?).

7. Usando o resultado do problema 4(a), encontre a solugao particular

u,(r) para a equacao,
1 d [ ,du
2 (7” 5) =—f(r),

com condigoes de contorno homogéneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:

(a)

(b)

—RT

f(r) = S—(a+br);

r

—KRT

Fr) = er (a+br+cr?);

flr) =Ae™™";
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(e)
f(r)y=e"(a+br);

(f)
f(r)=e " (a+br+cr?).

8. Considere o problema 7 no intervalo a < r < b.

3 Considerando u = u(r,0)
Substituindo,

u= R(r)o(f), (6)
em (1), obtemos,

, R R cosf© O

— 4+ 2r— — =0
"R * "R send © + O ’
ou,
R R cosf © O
P r— = — A
" R + TR senf © ©
A equacao para R é, assim,
R’ +2rR + MR =0, (7)
e para O,
sen 00" + cos 00" — A sen O = 0. (8)

A equagao para R, (7), é a equagao de Euler ou Cauchy. Fazendo R = r?,
obtemos,

PPH+p+A=0. (9)

A solucao da equacao acima é,

1+VI—4ae 1 1
p= 5 :—ii,/Z—XA (10)

Assim, a solugao de (7) é,

R(r) = ArP* 4+ BrP?

com
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= —_ Z )2
D1 2+ 4 )
1 1
= —_ — Z )2

P2 5 1

Podemos escrever a solucao acima de forma mais simples, notando que,

1 1 1 1
D2 5 1 A 5 <p1+ 2) D1

Assim, fazendo p; = n, temos py = —n — 1, a solugao de (7) é,

" B
R(r) = Ar" + gl (11)

A constante A\? em termos de n é,

ou,

Temos portanto,

M= -nn+1). (12)

Consideremos agora a equagao para ©(f), eq.(8). Usando a relagao acima
essa equacao fica,

sen 00" + cos 00" + n(n + 1)sen O = 0. (13)

Fazendo & = cos 6 temos,

40 _dedo .40 gmeoegd® _ T ad®

0 dndE sen&dé— 1 cos@dg— £d§’

6 d¢ d SdO\ £ do -d’0
et i 1‘6?5)—‘56“9(—1@%‘ e )
420 0 , 20

W__fd_ng(l_g)d_f?'
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A equagao para O fica entao,

d*e do®
1—€)— — 26— 1)0=0. 14
(1= )55 — 2% +nln+1) (14)
A equagdo acima é a equacdo diferencial de Legendre para ©(f), ou, em
termos de y(z),

(1 =2?)y" —2zy +n(n+ 1)y =0, (15)

com —1 < x < +1. A solucdo sdo os polinémios de Legendre P,(z), e as
fungées de Legendre do sequndo tipo Qn(x).
A solucao geral de V2u = 0, considerando u = u(r, 6), é entao,

u= (A4 5 ) P + BaQu(e)] (16)

com £ = cosf. Consideramos n inteiro nao negativo, que nos dara os prin-
cipais casos para alguns sistemas fisicos mais comuns. Como a equacao de
Laplace ¢é linear e homogénea, o principio da superposicao é obedecido, e
podemos escrever a solucao mais geral como uma soma de termos como em

(16)7

u=3 (A" 25 ) U PO 4 BuQu@]. ()

As constantes sao determinadas pelas condigoes de contorno. Como a aplicagao
mais comum que encontraremos ¢ em situagoes fisicas, em geral teremos a
condicao de continuidade de wu, que representard na maioria dos casos um
potencial ou outra funcao continua. Também continuamos tendo u finita em
r=0eu—0emr— oo.

4 Problemas

1-Considerando o intervalo 0 < r < oo, encontre a solugao wu(r,#) com a
condi¢ao de contorno,

u(a,0) = f(0).
(a)
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u(r,0) = i <£)nPn(cos 9)2n2—l— ! /07T f(0)P,(cosf)sen 0df, r < a,

n=0 a
— ()"t 2n+1 [7
u(r,0) = Z (;) P, (cos0) 5 /0 f(0)P,(cos@)sen 0db, r>a.

Se f =0 a solugao € identicamente nula.
(b) Consideremos o caso particular f(0) = vo(1 + 3cos@) (Spiegel [7],
probl. 7.48). Temos,

,
u(r,0) = wvo+ 3vg—cosf, r<a,
a

a a?
u(r,0) = vo;—{—BvoﬁcosH, r>a.

Se vg = 0 a solugao € identicamente nula.
(c) Consideremos agora o caso f(0) = vysen?20 (Spiegel [7], probl. 7.49).
Temos,

2 r?

u(r,0) = Y0 1-— ?PQ(COSG) , r<a,
2 2

u(r,0) = gvog (1 — %Pﬂcos@)) , T>a.

Se vg = 0 a solucdao é identicamente nula.
(d) Consideremos agora o caso em que f(0) = ccosf (Churchill [12],
probl. 9.3). Temos Ay = c/a, By = ca?, e temos,

r
c—cost, r<a,
u(r,0) =49 &
c—cosf, r>a.
2

Se ¢ =0 a solucao € identicamente nula.
(e) Se f = fo constante temos,

u(r,e):u(r):{ Jo, T <a,

a
f(];? r>a,

que € a solugcao esfericamente simétrica, dependente apenas de r. Se fo =0
a solugao € identicamente nula.
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2-Considerando o intervalo a < r < b, encontre a soluc¢ao u(r, ) com as
condicoes de contorno,

u(a,0) = f(0),
u(b,0) = g(0).

(a) Escrevemos a solu¢ao como, em a < r <b, como,

- B
u= (Anrn + anl) P, (cosb),
n=0
e as condicoes de contorno,
) . Bn
u(a,0) = f(0) = Z A,a” + e P,(cosb),
n=0
o) . Bn
u(b,0) = g(0) = ZO Apb" + o=y P,(cos?0).

Os coeficientes das expansoes de f e g em polinomios de Legendre sao entao,

n Bn 2n +1 ™ B
Aya” + P R /o f(0)P,(cos ) sen 6db =
B 2 1 T
A" + 50 = n 2+ / 9(8) P, (cos ) sen .0 = 3, .
0

Resolvendo o sistema acima para A, B, obtemos,

anan—i—l _ Bnbn-l—l
q2n+l _ p2n+l ’

(671(1” _ anbn>an+lbn+l
a2n+1 _ b2n+1

A, =

B, =

A solucdo € assim,

e n+l n-+1
u(r,0) = Zana Fub " P,(cos )

a2n+1 _ b2n+1
n=0

0 nan o anbn an+1bn+1 1
n=0

P,(cos®) .

a?n-‘rl _ b2n+1 rn—f—l
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Se f =9 =0 a solugao é identicamente nula.
(b) Se f =0 temos a,, =0 e,

2n+1 2n+1 b n+1
Zﬂnm <—> P,(cosf) .

r

(c) Consideremos agora o caso particular g = 0 (Churchill [12], probl.
9.7). Temos B, =0 e a solugao fica, apds rearranjarmos,

an—H 2n+1

r a n+1
U(T 9 Zanm <;> Pn(COS 0) .

n=0
(d) Se f e g sao constantes, iguais a fo, go,
— gob — b1
U(T, 9) _ U('f‘) _ fOZ — .ZO + (goa _f([)))a -,

r

que € a solugao esfericamente simétrica.
3. Encontre a solugao u(r, #) para as equagoes:

Vu = _f(ra 9) )

(b)

Vu=+a?;
(c)

Vu = —a?;
(d)

Vu = +ao’u;
(e)

Vu = —a’u;

Vu — o*u = —f(r,0);

Vu+ o*u = —f(r,0);

com « constante e,
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(a) Escrevemos a solu¢do da forma usual como,

u(r,0) = up(r,0) +uy(r,0),

com uy, satisfazendo a equacao homogénea com condicoes de contorno nao-
homogéneas (problema 1 em r < a),

up(r,0) = Z (g)npn(cos 0)2n2+ ! /0 w(0)P,(cosf)sen 8df, 0<r <a.
n=0

A solugao particular u, satisfaz a equagao nao-homogénea com condigoes
de contorno homogéneas. Consideremos o caso particular em que f = fy
constante. Temos,

4. Considere o problema anterior com,

a<r<b,
u(a,d) = u(0), u(b,0)=rv0).

5. Usando o resultado do problema 3(a), encontre a solu¢ao particular
uy(r, 0) para a equagao,

Vu=—f(r0),
com condigoes de contorno homogéneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:

(a)

—RT

f(?”, 6) =

sen 0 ;
,

(b)

—RT

f(r,0) = ¢ (a+br)sen 0;

r
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—KRT

f(r,@)ze (a+br+cr®)sen 0;

r

()

u(r) = e "(a+br +cr®)sen 0.
5 Considerando u = u(r, 6, )
Escrevendo a solugao na forma,
u = R(r)0()e™*, (18)

temos, de (1),

EEL L AL o
R R ) senf ©  sen20

ou,
R" R ©"  cosh © m?
2 = — — = -\ 1
"RTTRTTO T sen6o ! sen% (19)
A equacao para R é entao,
rR"+2rR' + MR =0, (20)
que é idéntica a (7), com A\* = —n(n + 1).
A equacgao para O é,
©"  cosb © m? 5
§+ senf ©  sen2 A =0,
ou,
sen?0©” + sen fcos 0O + [sen?On(n+1) —m?|© =0. (21)
Fazendo & = cos®0,
(1—52)d2—@—2§@+ n(n—l—l)—m—2 =0 (22)
dg? 3 S

A equagao acima é a equagao diferencial associada de Legendre para ©(0).
Em termos de y(z),

2

m
(1 _x2)y//_2;cy/+ [n(n—l— 1) - 1—1‘2:| y=0, (23)
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com —1 < x < +1. A solucao sao as funcgoes associadas de Legendre do
primeiro e do sequndo tipo, respectivamente P (x) e Q" (x). A solugao geral
de V?u = 0, considerando u = u(r, 0, ), é entao,

u= (A" 28 ) AP + BRQIOL™. (24)

com & = cos f. Consideramos o caso em que m e n sao inteiros nao negativos.
Usando novamente o principio da superposicao, a solucao mais geral é,

n Bln m m m
u=3 (Aur" + 25 ) WP + Bann @)™, (29
Vamos escrever a solucao acima da equagao (1) de forma um pouco difer-
ente,

u=R(r)©0)®(y) . (26)
substituindo a expressao acima em (1),
2RH+2 R/+@’/+C080@/+ 1 9 0
rf—+4+2r— 4+ — — — =
R R © senf© sen2d @ ’
ou,
R R "  cosf O 1 @
2°" 2_:___ ~ _:_/\2
"RTTRT O T sn6o s @ ’
A equagao para R é, assim,
R +2rR + N*R=0, (27)
idéntica a (7), com A\* = —n(n + 1). Continuando, temos,
©"  cosf © I 32
© senfO sen20 d ’
ou,
@/I @/ @//
—sen29§ — sen 960896 + sen?0 \* = T —m?.
A equacao para ® é entao,
" + m?d =0, (28)
com solucgao,
® = Az cosmp + Bssen myp. (29)

33



A equacao para © é,

sen 20 ©" 4 sen O cos§ O + [sen?On(n+1) —m?|© =0, (30)

idéntica a (21). A solugao geral de V?u = 0, considerando u = u(r, 6, ¢),
pode assim ser escrita como,

By
Tn—i—l

U= (Alr” + ) [A3 P (&) + BaQ (€)][As cosmp + By sen my|, (31)

com & = cosf. Pelo principio da superposi¢ao novamente,

Bin
w = 3 (A" 2 ) P PO + B @260

X [Aszym cosmp + Bs,y, sen my)| . (32)

Harmonicos Esféricos

Vamos escrever agora a solucao de forma um pouco diferente,

u=AR(r)Y,m(0,¢), (33)

em que Y,,(0,¢) sdo os harmonicos esféricos (Jackson [3]),

Yo (0, ) = Crm P (cos )™ . (34)

Os coeficientes C,,,, sao dados pela condi¢ao de normalizacao,

s 27
/ sen 0d«9/ dpY, s (0, 0)Ynm(0,0) = Onn Omm - (35)
0 0

Também temos a relacao de completude,

Z Z Y (0,0 ) Yom(0,0) = 0(0 — ¢')d(cosf — cos ). (36)

n=0 m=-n
Vamos primeiro determinar os coeficientes Cy,, em (34). Substituindo
(34) em (35),

T 2T
/ sen 9d6/ dpCmy P (€08 0)e ™™ Clp P (08 0) €™ = s G
0 0
T 21
Crimt Crum / sen GdHP,’L’?/(cos 0)P"(cosf) / dgpe‘im,"’eim“" = O’ O -
0 0
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A integral em ¢ é nula se m # m/, e é igual a 27 se m = m/, logo,

Crurm Crom / sen 0dOPT (cos 0) P (cos 0)270mms = Ot Oy’ -
0

Somando em m/,

Z CrimCrim / sen 0dOP™ (cos ) P™(cos 0) 276 s = Z Onn O’ +
m’ 0 m/

QWCn/anm/ sen 0dOP))} (cos @) P (cos0) = Oy -
0

Usando a relacao de ortogonalidade para as fungoes associadas de Legendre
do primeiro tipo (z = cosf),

+1 0, n#k
/)FT@MT@Mx: 2 (n+m)

=k
! 2n+1(n—m)!’ " ’
e somando em 7/,
2 |
orC2 (n+m)t
2n+1(n—m)!
Portanto,
2 1(n—m)!
Com = | 22E L= (37)
47 (n+m)!
e7
Yo (0,) = | 2t L= m): P (cos 9™ (38)
nmis € = 47 (n+m)! '

Vamos escrever a equacgao diferencial satisfeita pelos harmonicos esféricos.
Substituindo (33) em (1) temos,

10 ([ ,0u 1 0 ou 1 d%u

ﬁ@( 8r>+r2sen8%< ene%)—i_r?sen%a_go?:o’
R 0 < 8Y> N R 82_Y7

2 sen 6 00 r2 sen 26 0p?

5 R’ R 1 10 ( 8Y> 1 10%

oo — - 7
r’ R+ TR+sen0Y(%’ +sen29Y0<,02

R"Y + R’Y 4+ —

:0’



ou,

R 27’5/ L 1o sen 08—Y ! LY = -\
R R senfY 00 00 sen?0Y 9p? '
A equacao para R é entao,
R’ +2rR + N*R =0, (39)
que é idéntica a (7), (20) e (27), com A\ = —n(n + 1).
A equagao diferencial satisfeita por Y é,
1 0 )% 1 0%
— 0— — - \Y =
sen 6 00 (Sen 00 ) sen 260 0p? 0,
ou, como \? = —n(n + 1),
1 0 Y 1 0%Y
0— Y =0 40
sen 6 96 (Sen ae)+ sen?g gz T MDY =0, (40)

Uma fungao qualquer f (6, ¢) pode ser expandida em harmonicos esféricos,

= Z Z Alm%m(& (10) : (41)

=0 m=-—I
Para calcularmos os coeficientes A;,, multiplicamos a expressao acima dos
dois lados por Y;: (6, ¢) e integramos em df2,

T 2
/ sen Hde/ def(0,0)Y, (0,¢) =
0

0o l 2
= Z Z Alm/ sen 9d9/ deY; . (0,0)Yim(6,9).

=0 m=—1

Usando (35),

e 27
/ sen 9d6/ def(8,0)Y, (0,¢) =
0 0

00 l
= Z Z Alméll/émm’ - Al’m/ )

=0 m=—1
ou,

T 27
Ay — / sen 6 / dof (0, 0) Yy (0, 9) (42)
0 0
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6 Problemas

1-Calcule a solucao u(r, 0, ¢) no interior e no exterior de uma esfera de raio
a, com a condi¢ao de contorno (Spiegel [7], probl. 7.30),

u(a,0,¢) = f(0,¢).
(a) A solugao €,

u(r,0,¢) = Z(g)nPn(cosﬁ) X

2n+1
X

/ P,(cosf)sen 0 df x

x—/f

+ Z (—) P (cos 6) cos mep x

(2n+1)(n —m)!
2(n+m)!

T

/ P (cos ) sen 0df x
0

X — f(9 x) cosmx dx
s

—1—2( ) P (cos @) sen mep X

— | ™
(2n + Dn = m) / P (cosf)sen 6df x
2(n+m)! 0
><l f(0,x)sen mzxdz,
™ —T

0<r<a,
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r

u(r,0,¢) = Z <g>n+1 P,(cosf) x

2n +1
X

/ P,(cosf)sen 0 df x
2 Jo
1 s
xg/_ﬁf(e,a:)da:
a n+1 Pm 0
—l—%ﬂ: (;) " (cos 0) cos mp X

(2n+1)(n —m)!
2(n+m)!

T

/ P (cos ) sen 0df x
0
X — f(0,z) cosmz dz

a n+1 m

+ ; (;) P (cos ) sen mep X

(2n+1)(n —

2(n+m)

><l f(0,x)sen mx dx
T

' s
'm). / P (cosf)sen 6df x
- 0

-7

a<r<oo.

Se f =0 a solugao € nula.
(b) Se f = fo constante, temos, em 0 < r < a,

u(r70790) = f07
0<r<a.

Em a <r < oo obtemos, de forma andloga,

u(r,0,p) = fog, a<r<oo.
r

A solucdo € esfericamente simétrica, como esperado.
(c) Consideremos o caso particular f(6,¢) = vosen 26 cos2p (Spiegel [7],
probl. 7.29). Temos,

2

T
UO—Qsen26<:os2<p, 0<r<a,

U’(Taeaw): CL3

a
vo—sen200082gp, a<r<oo.
r3
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(d) Consideremos agora f(0, ) = vgsen >0 cos cos 3p (Spiegel [7], probl.
7.63). Temos,

4

r
vo—sen3000500053g0, 0<r<a,

u(r,0,¢) = as
Vo—s Sen3900800083<p, a<r<oo.
r

2. Considerando o intervalo a < r < b, encontre a solugao u(r, 6, ) com
as condigoes de contorno,

u(aa 0, 90) = f(ea 90) )
u(b7 0, 90) = 9(9’ 90) .

(b) Consideremos o caso particular f,g constantes, f = fo e g = go. A
solucao fica,

I

bgo — - b
=k

como obtivemos para uma solucao esfericamente simétrica, isto €, dependente
apenas de .

3. Consideramos agora o intervalo 0 < r < oo, e duas superficies esféricas
concéntricas em r = a e r = b, com as mesmas condi¢oe de contorno do
problema anterior.

Se [ = fo e g = go constantes,

f07 OST’SCL,

bgo — afo ab(fo—go)1
u(r,0,p) = b—a " b—a 1’ a<r<b,
b
~go, b<r<oo.
,

4. Encontre a solucao u(r, 8, @) para as equagoes:

Vu = _f(r70790> )
(b)
Vu = +ao?;
(c)
Vu=—a?;
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Vu+ o?u = —f(r,0,¢);
Vu—c*u=—f(r0,¢);
Viu + o*u = —f7;

2 2 2
Veu — a*u = -7

com « constante e,

(a) Escrevemos a solu¢ao da forma usual como,

’LL(’I“, 07 SD) = uh(T’ 9, 90) + Up(T, Ha 90) s

com uy, satisfazendo a equacdo homogénea com condicoes de contorno nao-
homogéneas (problema 2), e u, satisfazendo a equag¢io ndo-homogénea com
condigoes de contorno homogéneas.

2k 1 - 1 27
Coplr) = = / Pe(cos §') sen ¢/ df/ / fr.8.¢)dg',
2 0 2 0
(2k+1)(/€—”>!/ﬂ , v [ o !
Cn = Pl 0 0" do’— 707 d ’
k(1) 2(k +n)! 0 k(cos ) sen T Jo fr #)coslng )z
(2k+1)(k3—n)!/ﬂ / bl [T " do!
D, PP (cosf 0 do' = 0, dg'.
k(r) 2 ml Jy TelcosIsen i J 0 0@ senng) s
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up(r, 0, ) i[
=0

1

/ T/_k+1 C()k (T‘,)d’l”/

70

,k 1/ /k+2C ( />d7‘/:| Pk(COSH)

T0

2k + 1
i [ r’ L ()i

k . k-1 /m P20 (7 )drlP (cos B) cos(ny)
o [,

mr—k 1 / 2D (r )dr] " (cos 6) sen (ng)

T0

/_k+1an(7“,)d7“l

5. Considere o problema anterior com,

a<r<b,
u(a,0,¢) = u0,0), u,0,0)=v(0, ).
6. Uma esfera oca de raio a possui potencial dado por,
<0 <m/2
v(a,d) = v 0<0=<m/2,
vy w/2<60<m.

Determine o potencial v no interior e no exterior da esfera (Spiegel [7], probl.
7.18, com v; = 0).
No interior da esfera, 0 < r < a, temos,

ZAT (cos®).

Emr =a,

<0<
ZAa ) (cos ) = {UO 0sb=m/2,

vy w/2<0<mT.

Temos uma série em polmomws de Legendre, logo,
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2n+1 (T2
Apa” = n2—i— Vo / P,(cosf)sen 6db
0

2 1 T
+ il U1 / P, (cos@)sen 0 db
2 w/2

Calculando alguns coeficientes obtemos,

1
Ao = 5(’00 + Ul) s

3
Al = 4—a(1)0—?]1),
A2:07
7
32@@1—@0),
A4:07
11
5 (UO—U1),

" 3240

Em 0 = 7/2 temos x = cos =0, e P,(x) =0 para n impar, logo,

1
U(T, 7T/2) = AO = 5(’00 + Ul) .
No exterior da esfera, em a < r < oo, temos,

u(r,0) = Z %Pn(cos 6).
n=0

Emr =a,

— B v 0<6<m/2,
pum— _P pr—
u(a,0) = 3, <5 Palcost) { <o<n

n=0

Temos uma série em polinomios de Legendre como antes, logo,

B, m+1 [
_ T Vo / P,(cosf)sen 0do
0

an+1 2

2 1 T
+ n2—|— vl/ P,(cosf)sen 0 do
w/2

42



Vemos que,

ou,

Alguns coeficientes sao,

Em 0 =7/2,
Se vg = vy,
Se v = —y,

B, n
qn+1 = Ana ’
B, = A,a**!.
a
BO = 5(1)0 -+ Ul) s
3a?
B1 = T(UO — Ul) 3
By =0,
Ta*
By = 1—6(U1 - UO)?
B4 = 07
11a®
5 = 3—2(00 - Ul),
B 1
u(r,m/2) = 70 = 5(1)0 +v1).

vo, T<a,
a
Vo—, T > a.
r
AOZOJ
3
Al—%v(h
A2: )
7
As —@an
A4:07
11
Vo ,

5~ 16a
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e o potencial interior €,

3 7rs
u(r,0) = ivoPl (cosB) — 8—23U0P3(COS 0)
11r°
+16a5voP5(COS(9) +..., r<a.

Temos u(r,m/2) = 0. Em r > a temos,

BO = Oa
3a?
By = TU(Ja
BQ = 07
Tat
By = —?an
B4 = 07
_ 11a°
5= 16 Vo
e o potencial exterior é€,
3a? 7a*
u(r,0) = Q—iQUOPl (cosB) — 8—;L4U0P3(COS 0)
11a®
+1670“LG voPs(cosf) + . ..

Temos u(r,m/2) = 0 também.
7. Um hemisfério de raio a possui potencial igual a vg em r =a, 0 < 0 <
7/2, e igual a v; na base definida por 0 <r < a, 0 = 7/2,

v(r,@):{vo , r=a, 0<0<7/2,
v , 0<r<a, 0=m/2.
Determine o potencial v no interior e no exterior do hemisfério (Spiegel [7],
probl. 7.19, com v; = 0).

Podemos resolver esse problema considerando uma esfera com potencial
dado na superficie r = a por,

<0<
U(a,H):{UO , 0<0<7/2,

ve , w/2<0<m,



com vy = 2v1 —vg. Em 0 = mw/2, na base do hemisfério, o potencial é,

Vg + V2
2

=1,

como esperado.
Usando o resultado do problema 1, com vy substituido por vy, escrevemos
a solucao como,

ZAnr"Pn(COSG), 0<r<a,
n=0

u(r,0) = = g
Z 7T_:L1Pn(COS(9), r>a,
n=0
com,
1
AO = 5(1]0 + UQ) s
3
Al = E(UO — Ug) s
A2 — 0,
7
As = 16a3 (vz = o).
A4 = 07
11
As = g3a5 0~ v2).
67

a
BO = 5(1)0 + UQ) ,

3a?
B1 = T(UO — ’02),
BQ = 07
Tat
B3 = 1—6(U2 — ’Uo),
B4 = 07
11a®
5 = 3—2(U0 - 02),

Como vy + vy = 2v1, vy — vy = 2(vg — v1), 0 potencial interior €,
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u(r,0) = wv1Py(cosh) + g(vo - vl)gPl(cos 6)

7 rd 11 o
—g(vo — vl)ng(cos 0) + 1_6<U0 — Ul)$P5(COS 0)+...,

0<r<a,

e o potencial exterior €,

(1,0) = 2 Py(cos0) + (v — 00) % Py(cos )
u\r, = Ul’r’ 0\ COS 2U0 (%1 2 1(COS

7 at 11 a®
—g(vo — vl)r—4P3(cos ) + 1—6(00 — vl)EPg)(cos 0)+...

rT>a.

8. Determine o potencial v no interior e no exterior de uma esfera de raio
a, quando o potencial na superficie é dado por,

(a) vg sen 0;

(b) vo sen 26 (Spiegel [7], probl. 7.49);

(c) vo(1 + 3cosf) (Spiegel [7], probl. 7.48);

(d) v cos

(e) vp cos®

(f) vosen 36 cos O cos 3¢ (Spiegel [7], probl. 7.63).

Determine o potencial considerando agora as condigoes acima para a
derivada v = Ou/0r em r — a_. Em todos os casos considere u continua.

9. Considere uma regiao esférica de raio interno a e raio externo b. De-
termine o potencial v em a < r < b quando,

(a) v(a) = vy senf , v(b) = vy cosb;

(b) v(a) = vy senf cos p, v(b) = vy cosfsen .

10. Considere um circulo de massa m e raio a, com distribui¢ao uniforme
de massa. (a) Calcule o potencial gravitacional sobre o eixo do circulo. (b)
Calcule o potencial gravitacional em qualquer ponto do espago (Spiegel [7],
probl. 7.20).

(a) A densidade linear de massa é A = m/2mwa. O potencial gravitacional
em um ponto P sobre o eixo z, devido a um elemento de massa dm do circulo,
¢,

JV — Gdm 7

r
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em que G € a constante universal da gravitagao, e r é a distancia do elemento
de massa dm ao ponto P. Como r? = 2% +a? e dm = \ds = \adep,

JV — Gladep
O potencial em P € entao,
2rG
V=" " p_(00z).

(b) Vamos agora calcular o potencial em qualquer ponto do espago. Temos,

ZAnr”Pn(cos 0) r<a,
Vir,g) = "0 B
Z ?m—:an(cos 6) r>a.

n=0

Consideramos primeiro o caso r < a. FEm 6 = 0, temos r = z, e como
P,(1) =1,

227G Aa e
—_— = A", 2 <a.

Reescrevendo a expressao acima,

2rGa _ io: A

ay/1+(z/a)? =

Usando agora a expansao,

1 1-3 1-3-5
1 “12 o= 1-93 5 3
(1+2) 2* T4 T 946
+1'3'5'7 4 <1
x x
2-4-6-8 ’ ’
temos,
1 1-3 1-3-5
1 271/2 — 1__2 4 6
(14 z9) 5% +2.4:r; 516"
+1'3'5'7 8 <1
N )
2:-4-6-8 ’



Portanto,

A0:27TG)\,
Al_oa
11
Ay = 271G~ —
2 7TG/\2a2,
A3_07
1-31
A4—27TG)\2 1a >
As5=0
3-51
A —2tG\ —
6= 2MCA T e
A7 =0
5-71
Ag = 27GA —
8 e 8&8’

e temos,

V(r,0) = ZAT (cos ),

17r 2 4

= 217G\ [1 — é—Pg(cos 0) + g—P4(cos 0)

dr 35 r
—1—6—P6(cos 6) + @—Pg(COS 0).. r<a.

A formula geral para A, €,

C2n—1) 1
Agn = 27TG)\<—1) W(Lﬁ

Aopi1 =0, n=0,1,2,...

Y
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O potencial em r < a € assim,

2n — ]_ Il 7\ 2n
= QFG)\Z oo (5) Py, (cosf), r<a.

Considerando agora o caso r > a, escrevemos de forma andloga em 6 = 0,

2rG \a Z n >
—— =) —, z>a
Vai+a? =t ’

Reescrevendo a expressao acima,

zy/1+ (a/z2)? nzOZ"H'
Portanto,
a 1 /a2 1-3/a\4 1-3-5 /a\®
w13 (' + 330" 12 )
G z[ 2 +2- z 2-4-6 \z
1-3-5-7 /a = B,
246 8(2) "'1_;:0%“’
o,

a 1/aN\3 1-3/a\5 1-3-5/a\7
wor [5¢SO EEE )
G [z o\z) T22\Z) Taas\s) T
1-3-5-7 sa\? =, B,
+2-4-6-8<2> +} _nz%znﬂ

Os coeficientes B, sao entao,
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BO = 27TG)\G,

Blzoa
1
Bg = —27TG>\§CL3,
B3:0
1-3
B4—27TG)\ﬂCL5
B5:0a
1-3-5
Bg = —2wG\ T
6T AT T 6
B7:07
1-3-5-7
Bg = 2rGA———a’
BTy 68
Temos entao, em r > a,
00 Bn
V(r,0) = Z — Pu(cost),
,,nn
n=0
1a® 3a
= 27GA {g - §—P2(COS 0) + g—P4(cos 0)
5 a’ 1-3-5-7a°
_1_6FP6<COSQ)+m QPS(COSQ)—f—... s r>a.

A formula geral para B, €,

L (Cn =11
Bgn = 27TG)\(—]_> TCLQ +1 >

Bgn+1:O, n=0,1,2,...

O potencial em r > a € portanto,

= QWG)\Z n(2n = 1)” (;>2n+1 Py, (cosh), r>a.

ol
11. Considere um disco de massa m e raio a, com distribuicao uniforme

de massa. (a) Calcule o potencial gravitacional sobre o eixo do disco. (b)
Calcule o potencial gravitacional em qualquer ponto do espago (Spiegel [7],
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probl. 7.55). (c) Calcule o potencial para uma faixa de raio interno a e raio
externo b. (d) Faga o limite § — 0 em b = a + ¢ ¢ obtenha o resultado do

problema 5.
(a) Para uma faiza de raio v e largqura dr sobre o disco, o potencial sobre
0 eizo z €, usando a expressao para o potencial de um circulo,

2rGrA  2nGrodr
V2242 22 a?
em que usamos A = adr. Integrando em r de 0 até a,

rdr
e =21Go(Vz2+a? —2),

(b) O potencial em um ponto qualquer é,

dV =

a

V:/dVIQﬂ'GO'

ZA?“ (cos®), r<a,

V= nZ0
B,
Z mpn(COSQ), r>a.
n=0

Sobre o eizo z temos 8 =0, logo, como nesse casor =z e P,(1) =1,

o

ZAnz”, z<a,

n=0

i B z>a
, )

et Zn—i—l

Portanto, em z < a,

21Go(V22 +a? — z2) = ZAnz", z<a.
n=0

Usando a relacao,

11
1 1/2:1 T 2 s
(1+2) Tt oY T 6" T2.4.6.8"

temos,

122 1 2 1-3 26
2 R
”G‘m( 2@ 244 T2 4-6a

2.
13528 2 -
24680 _E>ZO

o1




Os coeficientes A, sdo entao,

Ag = 2nGoa,
Ay = 271Go,
1
Ay =71Go—,
a
A3:Oa
A G L
= —nGo—
4 40/37
ASZOa
A G L
=n1Go—
6 8@5’
A7:0a
1-3-5 1
Ag = =2 _—
= G0 e s

e a solucao parar < a é,

V(r,0) = Z Apr"Py(cos @),
n=0

: o)+ o)~ 6
= 27nGoa |1 — Epl(COS )+ ﬁPg(cos ) — @P4(COS )
6 8

L or
16a%

Ps(cosf) — 1 Ps(cosf) + .. ] , r<a.

a8

Considerando agora z > a, temos,

o0

B,

27TG0’(\/22+(12—Z):Zﬁ, z>a,

n=0

ou,

a a a’ 5a”
onGoa (L - L 4 & 20
el (22 3% 165 12847

00 Bn

+...—1)=Z{)m’ z>a.

Os coeficientes B,, sao entao,
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By = nGoa?,

B =0,
4
By = —WGUGZ,
B3 =0,
b
B, = 7TGO'§ ,
Bs; =0,
5a®
Bs = —7Go—-
6 TGO 64 )
e a solugao em r > a é,
o0 Bn
V(r,0) = Zrn+1PH(COSQ),
n=0
a a?
= 2nGoa [5 - @Pg(cos 6)
5 a7
+16T5P4(COSG) — WPﬁ(cosﬁ) +...], r>a.

(c) Consideramos agora wma faiza de raio interno a e raio externo b.
Primeiro escrevemos o potencial para um disco de raio b,

2

V(r,0) = 2rGob {1 - %Pl(cos 6) + %PQ(COS 0)

A 6
—@PZL(COS 0) + WPG(COSH) +.. ] , 7 <b,
b v
V(r,0) = 21Gob 3 %Pg(cos 0)
5 5b7
+WP4(COS ) — 128747P6(cos 0)+.. } , r>Db.

Precisamos subtrair o potencial de um disco de raio a,
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2

V(r,0) = 2rGoa [1 — gPl (cos ) + #PQ(COS 0)

4 6

—é]ﬁ(cos 6) + ﬁ])ﬁ(cos 6)+ .. } , r<a,

3

V(r,0) = 2rGoa {% - %Pg(cos 0)

5 7
P4(COS 0) — TST‘?

a
+

165 Pﬁ(COSQ)+...:| , T>a.
,

O potencial resultante é entao, em r < a,

2
V(r,0) = 2nGob [1 - %Pl (cos®) + 2r_b2PQ(COS 0)

4 7"6

-
—@P4(cos ) + @Pﬁ(cos 0)+ .. }

2
r r
—2rGoa [1 - apl(cos ) + ﬁP2<COS 0)

4 7’6

,
———Py(cos ) + T

Sat ab

P6(0080)+...] ., r<a.

Em a <r <b temos,

2
V(r,0) = 2rGob [1 - %Pl(cos ) + %Pg(cos 6)
4 6

r r
—@P4(cos 6) + WP(;(COS 6)+ .. }

3

a a
—21Goa {g — @Pg(cos 0)

a5 7

oa
165 4(cost) = 35

+ PG(COSQ)—I—...], a<r<b.

8r?

Finalmente, em r > b temos,
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b b
V(T, 9) = 2wGob lg - @PQ(COS 9)

5 5b7
+WP4(COS ) — 98,7 Ps(cosf) + .. }
3
—21Goa {2%“ - %Pg(cos 6)
a’ a’
+16T5P4(C059) - WPG(COSQ) +.. } , T>D.

(d) Fazemos agora no resultado anterior b=a+ 0. Em r < a,

2
V(r,0) = 2rGo(a+9) [1 - 2(1 — 5/a)Py(cosf) + 2%(1 — 26/a) Py(cos 0)
T4 6
@(1 — 45/&)P4(COS 9) + 16(16

2
r r
—21Goa {1 - gPl(cos ) + 2—a2P2(COS 0)

(1 —65/a)Ps(cost) + .. }

4 6

r r
—%PAL(COS 0) + 160

Pioost) + .|

2
r
= 2nGod |i1 — T“QPQ(COS 9)

4 6

3 5
+LP4(COS ) — i

i W&(cos@)%—...} , r<a.

Emr>0b, comb=a+9,
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V(r,0)

a+d (a+0)?

2nGo(a +9) { 5 &3 Ps(cos )
(a+9)° 5(a+ )7
+ 675 Py(cosb) T&JP()-(COS 0)+ ...

3

a a
—2rGoa {g - @Pg(cos 0)

5 7

a a
P4(COS 0) - T87“7

+ 167°

Pieost) + ...

a da 3a®
2nGod {; — 2—73P2(cos 0) + ﬁpzl(cos 0)

5a”
—WP6(0059)+... , r>a+9.

No limite 6 — 0 temos um circulo de raio a e densidade linear A = 0.
12. Uma esfera de raio a e massa M possui distribuicao uniforme de
massa. Calcule o potencial gravitacional ¢ em todo o espago (Spiegel [7],

probl. 7.51, 7.52).

Em r < a temos o potencial ¢ satisfazendo a equacao de Poisson,

V2 = 4nGp,

em que p = M/(4ma®/3) € a densidade, nesse caso uniforme. Como ¢ = ¢(r),

temos,

logo,

ou,

Prossequindo,

portanto,

1 d [ ,dé
- 11 =4
r2 dr (T dr) mGp,

d [ 2do\ _ 2
e (’I“ %) = 4ArGpr=,

d¢  4nGp
209 _ ATGP 3
r ar 3 e+

Co -

@_ AnGp n o

dr 3 " r2’
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2nGp Co

7“2———|-cl, r<a.
r

¢ =

3
Para que a solugao seja finita em r =0 devemos ter co = 0. Em r > a,
GM
¢ = - )
r

equivalente ao de uma particula de massa M. A continuidade do potencial
emr =a nos dd,

GM

2
a”+c=——,
a

2nGp
3

logo,
3GM

1 = — .
2a

O potencial em r < a € portanto,

2rGp 5 3GM
= rT —

¢ 3 2a '

r<a,

ou,

M 2
qb:G <T——3),T<a.

2a \ a?

13. Uma casca esférica de raio interno a e raio externo b possui massa
M, com distribuigao uniforme de massa. Calcule o potencial gravitacional ¢
em todo o espago (Spiegel [7], probl. 7.54).

Escrevemos agora, usando p = M /(47 (b® — a®)/3),

o , r<a,
GMr? c
(b: m—?—i—(:g, Cl<7"<b7
GM
— , r>b.
r
A derivada do potencial €,
0, r<a,
d GMr
d_¢: m ﬁ, a<r<b,
" GM
5 r>b
’

o7



A continuidade do potencial e da derivada em r = a nos dd,

GMa? 1
CO:M_E+CQ’
GMY: ¢ GM
W—a) b 2T T
GMa c

b3—a3+§:0’

GMb ¢ GM

B—ad 2 b

Portanto,

. _ 3GM( - a?)
0 200 —a®)
GMa?
Cl:_bg—a/g’
. 3G Mb?
2= 2(0° — a3) "
O potencial € entao,
( GM 9 9
_m?)(b —a), r<a,
. GM ,  2a® 9
¢ = 2(b3_a3)(7’ +T—3b), a<r<hb,
GM
— , r>b,
S
ou, em termos de p,
—27Gp(b? — a?), r<a,
2 2a3
¢ = Wng(TQ—i—%—?)bQ), a<r<hb,
4 b —a?
— WGP(S a), r>b,
r

14. Uma casca esférica de raio a e espessura infinitesimal possui massa
M, com distribuicao uniforme de massa. Calcule o potencial gravitacional
em todo o espaco.
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Fazemos b = a + 6 no problema anterior e tomamos o limite 6 — 0.
Temos,

b —a® ~ 2ad ,

b —a® ~3d%,

logo,
GM
- r<a,
0=3
- r>a,
r

ou, em termos de p,

—4raGpo , r<a,
¢ = 4ma’Gpd
r

, r>a.

Podemos definir uma densidade superficial de massa o para uma casca de
espessura 0 — 0. Escrevendo p,

B M N M M
P~ n/3) (0 —a®) ~ (47/3)(3a20) ~ Ama?s’
ou,
M

o=pd= Pk
Portanto, em termos de o,

—4raGo r<a,

¢ = 4ra’Go
- r>a.
-

15. Considere o problema 2, com a condicao de contorno dada para a
derivada 0v/Jr, em vez de para a fungao v.

16. Considere o problema 2, com a condi¢ao de contorno dada para a
fungdo v em r = a e para a derivada dv/0r em r = b.

17. Considere os problema 2, com a condi¢ao de contorno dada para a
derivada 0v/0r em r = a, e para a funcao v em r = b.

29



18. Usando o resultado do problema 4(a), encontre a solu¢ao particular
u,(r, 8, ) para a equagao,

10 au N 1 0 Qau N 1 82u r6.0).

—— ——— [ senf— _— r,0,

r2ar \" or r2senf 00 00 r2 sen 26 8@ 4
com condigoes de contorno homogéneas em 0 < r < a, nos seguintes casos:

(a)
f(r,0,0) = Ar*sen 6 cos2yp;

(b)

—KRT

f(r,0,¢) = sen 0 cos p;
r
(C) —RT
f(r,0,0) = (a+ br)sen O cosp;
(d) i
f(r,0,¢) = (a+br 4 cr?)sen fcos .

f(r,0,0) =e " (a+br+cr?)sen fcos p.

(2k + 1)(k — 2)!
2(k + 2)!

AT, = apr?, k> 2;

Iy = / PZ(cos#)sen? 6 do';
0

f(r,0,¢) = i ar? PE(cos 0) cos(2¢) .

k=2
o I S v p+5 kB
0 —k—1
(.9, ¢) 2{ { “k+4 }JFT { k+5 ”X
X 2k Pk (cos B) cos(2¢p) .
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7 Apéndice

(a) Série de Fourier:

:EO Zl<ancos—+b sen?) ,

L
Do fayda,

/f coswda:
/f senmdx n=12,...

(b) Série de Fourier de senos

z) = ij sen (jmz/L),

= %/0 f(z)sen (jrz/L)dx

(c) Série de Fourier de cosenos

f(z) = % + Zaj cos (jrz/L),

Jj=1

= %/0 f(z)cos (jmx/L) dx

(d) Polinémios de Legendre (x = cos )
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Py(z)=1

P(x)=x

Py(z) = %(3:10 -1)

Pyfa) = 5(50° — 30)

Py(z) = %(35:5 — 302% + 3)

Ps(z) = é(GSx 702" + 15z2)
1

Ps(z) = 1—6(231956 — 3152* + 1052° — 5)
1
49727 — 6932° + 3152 — 35x
T 16
1
Py(z) = 128(6435:v — 120122° + 69302 — 126022 + 35)

Relagao de ortogonalidade:

+1 0, n#k,
/ Po(a)Pu(z)dz = {2

1

(e) Fungoes associadas de Legendre

Plz) = (1 —2H)Y? = sen 0

P)(z) = 32(1 — 22)"/? = 3sen fcos b

P}(r) = 3(1 — 2*) = 3sen?0

Plx) = %(51; (1= a2 = g(ms?e— 1) sen 0

Pj(x) = 152(1 — x*) = 15sen 0 cos §

P3(z) = 15(1 — 2%)*? = 15sen >4

P}(z) = §(7$ —32)(1 — 2?)1/? = 2(700839 — 3cosf)sen
1 1

Pi(z) = 25( v —1)(1—2%) = 75(7(30829— 1)sen?6

P3(z) = 1052(1 — 2%)*? = 105 sen 30 cos 0

105
P}(z) = 105(1 — 2*)? = 105sen *¢
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Relacao de ortogonalidade:

+1 0, n#k,
/_ P (z) P (z)dx = 2 (n+m)!

! 2n+1(n—m)!’ n=k,
(f) Série de polinoémios de Legendre
f(0) =) CrPi(cosb)
k=0
2k+1 [T
Cr = 2+ / f(6)Pr(cos@)sen 6db.
0

(g) Série de fungoes associadas de Legendre do primeiro tipo

£(6) = 3 DuPy(cost)

k=0
CRE+1L)(E—m)! [T "
Dy = 20+ )l i f(0)P"(cos @) sen 6db,
(h) Fungoes de Bessel
1.
f(z) = ZAPJH(/\px), 0<z<a,
p=1
Jn(Apa) =0, p=1,2.3,...,
A= o [ sn v
o a*Ja 1 (Awa) Jo FInA AT
2.

f(z) = ZApJn()\px), 0<z<a,
p=1

J(Apa) =0, p=1,2,3,...,

2 a
a1 = n2/(\a)?) 2 (Ma) /0

63
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Em particular, se temos,

Ji(Apa) =0, p=1,2,3,...,

entao,
fl@)=Ao+ Y A do(\r), 0<z<a,
p=1
com,
Ao= 5 [ s
0= i xf(x)dx,
2 a
3.
f(z) = ZApJn()\p:c), 0<z<a,
p=1
RJ,(\ya) + SAad, (Aa) =0, p=1,2,3,...,
Q(Aka)z/ xJp(Apx) f(x)dx
A, = 0 .
" a2J2(Ma)[R?/S? + (Ma)? — n?]
4.

Uu(Njp) = Yu(Xja) Ju(Ajp) — Ju(Aa)Yu(Asp)

UN()\Jb) = 0 )

b
/ pUL(Nip)Uu(Arp)dp =0, j #k,

fp) = Z A;U(Np)

/ pf (P)Uu(Ajp)dp
A =Ja :

J

b
/ pUS(N;p)dp
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