4 - A equacao de Laplace
em coordenadas cilindricas

A equacao de Laplace, V?u = 0, em coordenadas cilindricas, é,
10 0 1 02 0?
R i I iy (1)
pop \"Op) p*op* 02

com u = u(p, ¢, z). Procederemos de maneira andloga ao capitulo 3, procu-
rando solugoes que descrevam determinados problemas fisicos.

1 Considerando u = u(p)

A equagao (1) fica, considerando u = u(p),

1d ( du) 0
—_ p_ o
pdp \" dp

Resolvendo a equacao acima temos,

du
— = (
pdp 07

com ¢y uma constante. Continuando,

du ¢
dp  p
u=-coglnp—+cy,

Y

com ¢, outra constante de integracao. A solucao da equacao de Laplace em
coordenadas cilindricas, considerando u = u(p) apenas, é entao,

u(p) =colnp+cy. (2)

Intervalo 0 < p < o0

A solugao (2) diverge em p — 0 e p — co. Embora isso seja inconveniente
para um sistema fisico real, em algumas situacgoes idealizadas essa funcao é
util. O potencial eletrostatico para uma linha carregada infinita, por exem-
plo, é da forma (2). Nesse caso é comum definirmos um ponto py como o
ponto em que o potencial se anula. Temos,



u(po) = colnpg+c1 =0,

C1 = —C In Po

e portanto,
u(p) = colnp —colnpy = coln(p/po) -
Resta ainda o problema de determinar cg.

Intervalo a < p <

Agora nao temos problemas de divergéncias.

Condicgao de contorno u(a) = u,, u(b) = up, com
a<b

Com as condigoes acima obtemos o sistema,

u(a) = colna+c; = u,,
u(b) = colnb+ ¢y = up,

com soluccao,

Uy — Ug
Ch =
*" In(b/a)’

Uy Inb — upIna
C1 =

In(b/a)

se u, = up temos ¢g = 0, ¢; = u, e u(p) = u, constante. Condigoes de con-
torno envolvendo a derivada de u podem ser tratadas de forma semelhante.

2 Problemas

1. Encontre a solugao u(p) para as equagoes:

()
L (0) =100

2



(b)

com « constante,

(c)

com « constante,

()

com « constante,

(e)

com « constante e,

O<p<a,
u(a) = u,
(a) A equagao fica,
d*>uv 1du
pra + odp —f(p).

Escrevemos a solug¢ao como,

u(p) = un(p) +up(p)

em que up € a solucao da equagcao homogénea com condicoes de contorno
nao-homogéneas, e u, € uma solugcao particular da equagao nao-homogénea
com condi¢oes de contorno homogéneas. Vimos que a solucao da equagao

homogénea em 0 < p < a, finita, € uma constante, logo un(p) = u, =
constante. Expandimos u, e f em séries de funcoes de Bessel,

=1

9 a
A= —/ p'In(Nip Jup(p')dp' .
()\za> 0 ( ) P( )
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f(p)=>> BiJu(Nip), 0<p<a,
=1

B; = ﬁ/o p' T (Nip) f(p))dp"

b a’J3
Jo(Nia) =0, i=1,2,3,....

Substituindo u, e f na equacao diferencial,

d*u,  1du,

d2 00 1d 00 00
=1 =1 =1

00 d2 1 00 d S
; pr [Jn(Xip)] p ; 0 [Jn(Xip)] ; (Aip)

Usando as relagoes [0, 7, 8,

zJ) () =nd,(z) — vJpi1(2),

ou,
, n
Jn<x> = ;Jn(l') - Jn+1(x)>
temos,
L) = A |2 dnip) = Jusa (ip)
d,O n iP — 1 /\1p n iP n+1 iP )

n



n n n
a7 [J.(Nip)] = A _an<>\ip) + p ()\—pjn()\iﬂ) - Jn—i-l()‘ip))

n+1
— )\“0 Jn-l—l()\zp) + Jn+2(Azp):| )
n n? nA;
= 5T 0) + 5 u(up) = == T (ip)
_%Jnﬂuzp) + A2 pa(Aip)
nin—1 2n + 1)\
+)‘?Jn+2(>‘ip) .

A equacao diferencial fica entao,

d? Is  d -
Ai— [Jn(Nip)] + — Ai— [T (Nip)] = — B;Jn(Nip) ,
> Az ol + 2 32 A o)) = = 3 B (v)

=1

S 4, {% Ju(hp) — @Jnﬂw) + A?sz(xim}

=1
1 — n >
+; Z A; |:;Jn(>\ip) - /\iJn+1(/\ip):| = - Z B Jn(Nip),
i=1 i=1

o0

ZAi {an()\ip) - %Jrﬂrl()‘ip) + >\§Jn+2()‘ip)] -
=1

== BiJu(Xip).
i=1
Usando,
2n
Jny1(z) = ?Jn(ﬂﬂ) — Jn-1(2),
temos,
2(n+1
Tuoata) = D @)~ ),

logo,



o0

n? 2n + 2)\;
> A {—2 Jn(Xip) — (2n +2)x Jnt1(Aip)
i=1 P P

7:)\? (2(#;1)1]%1(%/)) - Jn@\z‘ﬂ))] =

o0

= - Z BiJn<)\ip) )
i=1

E A; ?Jn()\ip) - /\z‘ Jn()‘ip) =
i=1

i=1
Portanto,

’I’L2
A% - %) = -5 3)

Poderiamos ter escrito (3) desde o inicio, pois J, € solu¢ao da equagio de
Bessel. Supomos que A; € independente de p, logo devemos ter n = 0,

B; 1 2 a
Ai=5=3 521 SNOW4 Avra
CoN A?“”f()\ia)/o P Jo(Nip) (') dp

A solugao particular u, é entao,

up(p) = Y Aido(hip) = 2 SoAip),
=1 =1 "

Fm/{) P Jo(Nip') f(p)dp"

Notemos que a solucao w, satisfaz condigoes de contorno homogéneas em
p = a, como esperado.
Podemos escrever u,, em termos de uma funcgao de Green,

up(p) = /OGG(/), P f(p")dp',

com,



2 / /
G(p,p’ Z Jo(Aip) )\2 mp Jo(Nip')

=1

_ ziﬁjo(kip)n]o()\ip)
P Ji(Na)

Notemos que, se f(p) = fo constante,

- 1 2 ¢ / / / /
up(p) = ;JD()\iP))\_?m/O p'Jo(Nip") f(p)dp',

> 1 2 @
= Ji >\z D) — /J )\Z /d /,
fO ;:1 0( p))\12a2<]12()\za)/0 p 0( p) P
0<p<a.

Usando as relacoes,

xdo(x)dx = zJi(x),

2" Jp1(z)dx = 2" J, (),

——

temos,

1 Aia

“ a
/o P Jo(Nip')dp' = el udo(u)du = /\—ijl()\ia) :

(2

Portanto,

'LLp(p = fOZJO zp /\2 2J ()\za)/ p/JO(Aipl)dpl>

2
= fOZJo iP) /\2 QJQ()\ZQ)—J1()\a)

.2 1 Jo(Aip)
N fOCL zzl )\ZS Jl()\,a) ’

0<p<a.




Podemos verificar que a solucdo acima satisfaz a equagao diferencial,

ﬁ;p %%Z—f(p),
i |9 S aa] v [fo— e
fo%g%mzﬂ( 0+ i, Z/\3J1 iza)j‘](%p)

Como Jo(Aip) € solugcdo da equacdo de Bessel de ordem zero,

2J(>\A )+1 dJ(A~ ) = —=A2Js(A\ip)
deOzP pdezP— iJ0\AiP)
logo,

2«1 1 ) B
foaiz:;)\—?m [—)\i JO()‘ip)] = —Jo,

2 L Johip)
a - /\z Jl(/\za) ’

como deve ser.
Usando a relagao,

Z)\Jl)\a (a‘ p))

podemos escrever u, para f constante como,

2 = 1 Jo(Nip)
up(p) - an;)\? Jl()\ia)’

= fo%%(GQ— ) Jo~ (a —P)

0<p<a.

A solugao acima satisfaz de fato a equacdo diferencial.
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b) Usando o resultado anterior com — = +a? constante, a solugdo
P

particular €,

up(p) = —a’2(a® —p?),
0<p<a.
(c) Nesse caso temos,
up(p) = +a’7(a® —p?),
0<p<a.

(d) Temos,

1d ( du) o2
—— | p— | = +a’u,
pdp \" dp

d2u+1du a2
— 4+ —— = +a’u,
dp*  pdp
d*u du
2 2 2
St ~0.
pdp2+pdp a“pu

Temos uma equagao de Bessel modificada de ordem zero, com solugao,

u(p) = crlo(ap) + coKo(ap) ,

em que Iy e Ky sdo as fungoes de Bessel modificadas de ordem zero, de
primeira e sequnda espécie, respectivamente. A solugao finita em 0 < pa €
obtida fazendo co = 0,

u(p) = crlo(ap) .

Em p=a,
u(a) = c1lp(a) = uyg,
logo,
Uq
C1 =
' Io(aa)

A solucdo € portanto,



(e) Agora temos a equagdo de Bessel de ordem zero,

d’*u du
2 2 2
i b -0
com solucao,
u(p) = c1do(ap) + c2Yo(ap)

em que Jy e Yy sao as fungoes de Bessel de ordem zero, de primeira e sequnda
espécie, respectivamente. A solugao finita em 0 < pa € obtida fazendo co = 0,

u(p) = c1do(ap) .

Em p=a,
u(a) = 1 Jo(@a) = u,,
logo,
Uq
Cc1 =
' Jo(aa)
A solucdo € portanto,
. Jo(ap)
U(p) = Uq J()(O!(I) .

2. Encontre a solugao u(p) para as equagoes:

@)
s (05) =100

pdp \" dp ’

(b)

com « constante,

(c)

com « constante,
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()

com « constante,

(e)

com « constante e,

(a) A equagao fica,

d*u N 1du
dp*  pdp
Escrevemos a solugao, como antes,

u(p) = un(p) + up(p)

em que up € a solucdo da equagcao homogénea com condi¢oes de contorno
nao-homogeéneas, e u, € uma solugcao particular da equagdo nao-homogénea
com condigoes de contorno homogéneas. Ezpandimos w, e f em séries de
funcoes de Bessel,

Un(Ajp) = Jn(Xjp)Ya(Aja) — Ju(Aja)Ya(Asp)
com \j definido por,
Un,(A\b) =0,

As fungoes U, sao ortogonais,

b
/ pUn(Njp)Un(Arp)dp =0, j#k.

As expansoes para u, e f sao,

up(p) = ZAjUn()\jP) :
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b
/;MAMWM&ﬂMﬂ

A= - ,
/ P U0 )dp'
= Z B]Un()\]p) )
j=1
b
/pf( NU(Njp')dp!
B, = .

b
/ P Un(Nip')dp!

Substituindo u, e f na equacgdao diferencial,

dp* ~ pdp

> AUa(Aip)
=1
2 1d
Un(Njp) + Aj;d—pUn()\jP) ==Y BUu(\p),
=1 =1

d*u 1du
M),

Z AjUn()\jp)] =— Z B;U,(Ajp)

L 1d
pdp

d? 1d
ZAJ [d—p2Un(>\jP) + ;d—pUn(AJ’p)l =— ;BjUn(/\jP),
ZA [(n?/p%) = N] Un(Njp) = — ZBjUn()\jP)-

pois U, satisfaz a equacgao de Bessel. Portanto
Aj [(n*/p*) = N] = —B;.
Como antes, devemos ter n =0 para A; constante, logo
b
L[ T

MR TRy
S /p’US(Ajp’)d,o’

A solugao u, € portanto,
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B
up(p) = ZAjUO(Ajp):Z)\_SUO(Ajp)7
=1 g=1 "1

b
o [, PO

=Y 3
=1 7

b
/ P UG (Nip')dp!

Escrevendo u, em termos de fun¢ao de Green temos,

mm:/emmﬂmw,

com,

1 p'Ug(Nip)Uo(N\;pf
G(p,p) = Zp bO( 2l?)
=t / PUG(Nip')dp
Se f(p) = fo constante temos,
b
/U )\ /d /
UO()\jP)/a P O( Jp) P

Up(p) = fOZ )\2 b
=t / P'US (N )dp!

Y

(b) Com f(p) = —a?,




(d) Temos,

Ld (pd—u) = +a’u
pdp \"dp ’

d*u  1du

d_pQ ;d—p——l—au
Zd?u  du

= i +pd——osz—0

Temos uma equagao de Bessel modificada de ordem zero, com solucao,
u(p) = crlo(ap) + c2Ko(ap) .

As condicoes de contorno nos dao,

c1lo(aa) + o Ko(aa) = uy
c1lp(ab) + o Ko(ab) = uy,

logo,
o — uaKo(ab) — upKo(aa)
In(aa)Ky(ab) — Ko(aa)ly(ab)’
¢ — uplo(aa) — uglo(ab)
In(aa) Ko(ab) — Ko(aa)lp(ab)

A solucdo € portanto,

u(p) = alolap) + c2Ko(ap),
.. Kolab)lo(ap) — Io(ab)Ko(ap)
“In(aa) Ko(ab) — Ko(aa)ly(ab)
ubIO(Oéa)KO(aP) — Ko(aa)lh(ap)
Iy(aa) Ko(ab) — Ko(aa)ly(ab)

Usando,

Valp) = L) Ka(Ah) — LB Ku(Mp)

Wi(Ajp) = Ln(Ajp) En(Aja) = Ln(Aja) Kn(Xip)

14



temos,

_ . Vo(ap) Wo(ap)
up<p) = ua%(aa) + up Wo(ab) .

(e) Agora temos a equagdo de Bessel de ordem zero,

d2u

du
pd2+p

i +a?p*u =0,

com solucao,

u(p) = c1do(ap) + c2Yo(ap) .
As condicoes de contorno nos dao,

c1Jo(aa) + cxYo(aa) = u, ,
c1do(ab) + Yo (ab) = up,

logo,
o uq Yo (ab) — upYp(aa)
' Jo(aa)Yo(ab) — Yo(aa)Jo(ad)’
o upJo(aa) — ugJo(ab)
27 Jolaa)Yo(ab) — Yo(aa)Jo(ab)

A solugao € assim,

u(p) = adolap) + c2Yo(ap),
Yo(ab)Jo(ap) = Jo(ab)Yo(ap)
* Jo(aa)Yo(ab) — Yo(aa)Jo(ab)

bJﬂQMYMaP%—YMQMJdaM
Jo(aa)Yy(ab) — Yo(aa)Jo(ab)
Usando,
Un(Ajp) = Jn(Xjp)Ya(Aja) — Ju(Xja)Ya(Asp)
Zn(Ajp) = Jn(Xjp)Yn(A0) — Jn(A;0)Yn(A)p)
temos,
 Zyla Uo(ap
U(p) = Ugq ZO( ) + up Uo(ab)



3 Considerando u = u(p, z)

Substituindo u(p, z) = R(p)Z(z) em (1), vem,

1 Z//
— (R +Z =0

em que R =dR/dp, Z' = dZ/dz, etc. Da equagao acima temos,

1 Z/l
—(pR) = —Z_ = _)2,
pR(p ) ~

Portanto, obtemos as equagoes ordinarias,

PR+ pR + (Ap)’R =0, (4)
7" N7 =0. (5)

A solugao da equagao (5) é,

Z(z) = ajcoshAz + agsenh\z . (6)

A equagao (4) é a equagao diferencial de Bessel de ordem zero, com solugao,

R(p) = biJo(Ap) + b2Yo(Ap) . (7)

Notemos que as solucoes acima sao para A # 0. Se A = 0 as fungoes R e Z
sao constantes. Se A = 0, temos de (4) e (5),

(pR) =0,
7" =0,

As solugoes das equagoes acima sao,

R(p) =ag+bylnp, (8)
Z(z) = coz +dy. (9)

Pelo principio da superposicao, a solugao geral é uma soma das possiveis
solucoes individuais,

u(p,z) = (coz+do)(ag + bolnp)
+ Z[bl,\Jo(/\p) + barYo(Ap)][arncoshAz 4+ agysenhAz] . (10)

A>0
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A determinacao das constantes e dos possiveis valores de A, depende das
condicoes de contorno.
Consideremos agora a outra possibilidade para a constante de separacao

A,
1 ZI/
. R/ r_ _ = = A2
R (PR) 7 =+
Obtemos agora,
p°R" + pR' — (A\p)’R =0, (11)
7"+ X7 =0. (12)
A solucao da equacao para Z é,
Z(z) = ay cos Az + agsen Az . (13)

A equacao para R é a equacao diferencial modificada de Bessel, com solucao,

R(p) = bilo(Ap) + b2 Ko(Ap) - (14)

A solugao geral agora é,

u(p,z) = (coz+do)(ag+ bolnp)
+ Z[bl,\lo()\p) + barx Ko(Ap)][aix cos Az + agysen Az] . (15)

A>0

4 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao u(p, )
com as condicoes de contorno,

S g
N
p u@
(@R
S—"
[T
2 =
TR
N— —

g
—
>

~
~

Il
=
=

Escrevemos a solu¢ao como uma soma de trés fungoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(p, z) = ui(p, 2) + uz(p, 2) + us(p, 2) ,

17



com,

u1<a72):f(z)v ul(p70>:07 u1<p,L):0,
u2<a7z):07 u2(p70) :g(p)7 u2(p,L):0,
u3(a7z) =0, U3(p, 0) =0, U3(p, L) = h(ﬁ)

(a) Cidlculo de u;.
A solugdo geral finita em p =0 ¢,

ui(p,z) = coz+dy
+ Z Io(Ap)[a1r cos Az + agysen Az].

A>0

Escrevendo as condi¢des de contorno para uy temos,

ui(a,z) = f(z) = coz + dop + Z Iy(Aa)]ayy cos Az + agysen Az,
A>0

ui(p,0) =0=dy+ Z Io(Ap)aix,

A>0

ur(p, L) =0=coL +dy+ Z In(Ap)[a1y cos AL + agysen \L].

A>0

Podemos satisfazer as duas ultimas condicoes escolhendo,
co=do=a;y=0,
NL=mj, j=1,2,...

A condigao para f(z) fica entao,

ui(a, z) = f(z) = Z[O()\ja)agjsen (jmz/L),

J=1

que € a expansao de f(z) em série de Fourier de senos, logo,

In(Nja)ag; = %/0 f(z)sen(jmx/L) dx.

A expansao em série de f(z) € entdo, explicitamente,

18



73 sen(ine/L) [ fwysen(jna/L) do. (16)

j=1

f(z) =

Incidentalmente, obtivemos uma representacao para a funcao delta de Dirac
no intervalo (0,L). Da defini¢do

temos,

[\

dz—1x)= ZZsen(jwz/L)sen(ij/L). (18)

J=1

Notemos que se f(z) = fy constante, a série para f fica,

f(z) = Zsen(jﬂz/L)%/o f(z)sen(jmx/L) dx,

j=1
o (L
fo = fOZsen(jﬂz/L)—/ sen(jrx/L)dx,
i=1 Lo
2 2L
= 29 — Vrz/L) = — 2
fO fojgsen[( J )7TZ/ ]L(2j—1>ﬂ"
~4fo sen[(2j — 1)mz/L]
Jo = 72 27 — 1 ’
j=1
em que usamos,
L
L L L L
/ sen(jmx/L)dx = ——cos(jmx/L)| = ——cosjm+ —,
0 Jm 0 Jm Jjm
L L .
= —[l—cosjm] = —[1 - (=1)],
JT JT
0,  jpar,
= 2L »
—, jimpar.
Jm
- i3 (19)
- (2]—1)71'7]_ ) Sy Ty e

Vemos que a expansdao de 1 no intervalo 0 < z < L €,
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4 sen[(2j — 1) WZ/L]
= — 2
- ;1 (20)

27 —1
2 T T | T T | T
— n=10
i — n=20 ]
1,5+ —
1
0,5
O | | | | | | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Fig. 1. Fxpansao de 1 em 0 < z < L para L = 1. O numero de termos na
soma € indicado.
A solugao uy € entao, para f(z) qualquer,

L
ZIO 7a) n)\jz%/o f(z)sen(jrx/L)dx

Podemos escrever a solugao acima como,
Uy = / f (L’ Py 2 )

_ 2B 2 A=
G(z,p,z) = 7 JZI To(ha) sen(Ajz)sen(Njz), N\j =jm/L.

com,

Se f = fo constante ([7], probl. 6.101),

20



ui(p,z) = ZIO()\Z'Z;senAjZ%/O f(z)sen(jmx/L) dx,
)

In() 2, [
-y s L)d
2 IO()\ja)sen JszO/O sen(jrx/L)dx,
Iy(A; 2
= of J'O) sen)\jzﬁ(l — cos jm),

~

)
4 1o 0((29 — 1)mp/L) sen|(2 — 1)mz/L
_%ZIE(J )mp/L) sen((2) — 1)mz/L]

(2 —me/L) 2j—1

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cdlculo de us.
Escrevemos a solucao geral finita em p =0 de forma conveniente como,

ua(p,2) = coz+do+ Z Jo(Ap)agrsenh A(z — L) .
A>0

Escrevendo as condicoes de contorno para us temos,

us(a,z) =0=coz + dy + Z Jo(Aa)agysenh A(z — L),

A>0

uz(p,0) = g(p) = do — Z Jo(Ap)agysenh AL ,
A>0
Ug(p, L) = :CQL+d0.

Podemos satisfazer a primeira e a ultima condicoes escolhendo,

COZdOZO,
JQ(/\]'CL):O, ]:1,2,

A segunda condi¢ao é entdo a expansao de g(p) em fungées de Bessel, logo,

2

T Aj dz .
e a2J12()\ja)S€nh)\jL/0 zJo(Ajx)g(x)dx

Ezplicitamentem a expansdo de g(p) € entdo,
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0

9(p) = %Z 512822)) /a zJo(Ajx)g(x)de, Jo(Aja) =0.

Se g(p) = go constante temos,

9(p) = JZM/ zJo(\jx)g(x)d
Jo(Ajp )/
go = Go— xJo(Njz)dx
: OaQEquja)o )
(A

2 JO jf)) a
90 9o 2 ' 712 ()\] \ 1( ja’) )

)
0(A;p)
o= O_ZAjl()\]a

em que usamos

/ wJo(A\z)da = STy (ha) .
0 A
Da expressao acima temos uma expansdao para 1 [7],

2 Jo(Ajp)
1= 25 Lop) a)=0.
0 2 N =0

(21)

(22)

(23)

E interessante fazer o grdfico da expressao acima para alguns termos da série.

As primeiras raizes de Jo(Aja) =0 sao,

Aja = 2,4048, 5,5201, 8,6537, 11,7915, 14,9309, 18,0711,...

A figura 2 mostra a série em (23) para alguns termos na soma.
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NN B W~

1,5

0,5

I I
00 0,2 0,4 0,6

Fig. 2. Série para a fun¢ao constante 1 em 0 < p < a, na equagdo (23),
para alguns termos na série. Usamos a = 1.

A expressio (21) para a expansao de g(p) nos dd uma representagdo para
a fun¢ao delta de Dirac no intervalo 0 < p < a. Da equagao,

temos,

5(p— 1) = %Z f?iiﬁii“ﬂw . Jo(A\ja) = 0. (24)

A solugao uy € entao ([7], prob. 6.93),

2 senh A\j(z — L) Jo(\;p) /a
a2 Aj dx .
a? — senh ;L JE(N\a) Jo zJo(Ajz)g(w)dz

u2(p7 Z) =

Podemos escrever a solugcao acima como,

us(p, 2) = /OGG(JC,/), z)g(z)dz,
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com,

2 senh \j(z — L) Jo(A\;p)
Gz, p,2) a* <= senh ;L J12<)\ja)xJ0( ), By =0

Em 2=0,

walp0) = 3 S [Canota)de = ).

pu aJi(\ja

como esperado. Se g(p) = go constante temos,

senh \;(z — L) 2Jy(\;p) /a
A;x)dx
2 Z senh)\ L a?J3 () a)g (X

290 senh \j(z — L) Jo(A;p)
a ‘= Ajsenh \;L  Jy(Nja)

J=1

Em 2=0,

290 -
Z)\Jl)\a — 9o,

como esperado. Se gy = 0 temos us = 0.
(c) Cdlculo de ug.
Escrevemos a solucao geral finita em p =0 como,

us(p,z) = coz+do+ Z Jo(Ap)agrsenh Az .
A>0

Escrevendo as condicoes de contorno para us temos,

ug(a,z) =0 = coz +do + Z Jo(Aa)agysenh Az
A>0
u3(p,0) =0=dp,

ug(p, L) = h(p) = coL + doy + Z Jo(Ap)agasenh AL .

A>0

Podemos satisfazer as duas primeiras condigoes escolhendo,
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co=dop=0,
JO(/\ja):(), 17=1,2,...

A terceira condigdo € entdo a expansdio de h(p) em fungoes de Bessel, logo,

2

" a2J12()‘ja)senh)\jL/o zho(Ajz)h(z)dz, Jo(Aja)

A expansao de h(p) é assim,

h(p) = %; % /Oa zJo(Ajx)h(z)dx .

A solucdo us € entao,

2 senh \jz Jo(\jp )/a
us(p, z) = = Z senh AL 220ga) Jo zJo(Ajx)h(z)dx .

Podemos escrever a solugao acima como,

uz(p, z) = /Oa G(z,p, z)h(z)dx ,

com,

2 senh Xz Jo(X;p)
Gl pz) = 25 Z senh ML 20\ )‘”JO(AJ‘?’)'

Se h = hgy constante ([7], probl. 6.111),

senh \jz 2Jo(A
us(p,2) = Z senh \;L a® J3( )\ a) 0/0 (A

B 2h02 senh N;jz  Jo(Ajp)
B Ajsenh AL Jy(A\ja)

em que usamos xJo(x) = (xJi(x))". Se hog =0 temos uz = 0.
(d) Se as fungioes nas condigoes de contorno sao constantes, isto é,

u(a, z) = fo,
U([), O) = 9o,
u(p> L) - hOa



a solucao €,
fo Iy((2j — V)mp/L) sen[(2j — 1)mwz/L
s = Ay /L) sen( /L
T = Iy((2j — 1)ma/L) 27 -1

290 Z senh \j(z — L) Jo(A;p)
A senh)\ L Ji(\a)

2h0 Z senh Ajz  Jo(\jp)
Ajsenh \;L Ji(\;a)

5 J()()\ja) =0.

2. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solucao

u(p, z) com as condigdes de contorno,

ou(a,z)

ap - f(Z) ’
u(p,0) = g(p),
u(p, L) = h(p)

Escrevemos a solugao como uma soma de trés funcoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

U(p, Z) = Ul(ﬂ; Z) + UQ(p, Z) + u;;(p, Z) )

com,

ama(g D g (2), w(p,0) =0, w(p,L)=0
6“252’ 2) _ 0, ua(p,0)=g(p), ua(p,L)=0,
%ZVZ) =0, us(p,0) =0, us(p, L) =h(p).

(a) Cdlculo de uy. A solugao geral finita em p =0 €,

ui(p,z) = coz+dy

+ Z Io(Ap)[aix cos Az + agysen Az].
A>0

Escrevendo as condicées de contorno para uy temos,
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Ouy(a, z)

op = f(2) = Z A (Aa)[agy cos Az + agysen Az],

A>0

ur(p,0) = 0=dy+ Z Iy(A\p)ayy,
A>0
U1 (p, L) = 0= C()L + d()

+ Z Io(Ap)[air cos AL + agysen AL,
A>0

em que usamos I(x) = I,(x). Podemos satisfazer as duas ultimas condi¢oes
escolhendo,

co=dp=0,
al/\:07
)\jL:ﬂ_j, 7=12 ...

A primeira condicao fica entao,

ouy (a, z)

5 = f(2) = Z NI (Nja)agjsen (jmz/L),

J=1

que € a expansdo de f(z) em série de Fourier de senos, logo,

Al (A\ja)ag; = / f(x)sen(jmx/L) dx

ou,

agj

’ 3(3 7( L
11 (Z.CL'PO,TH(N]H) dti ’(Z) ;IZC(I;

:;sen(jwz/L)%/o f(z)sen(jmx/L) dx

A solugdo uy € entao,

ui(p,z) = —j:1)\ll<)\ a)sen jﬂ'Z/L/ f(x)sen(jmz/L) dx.
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Podemos escrever a solugcao acima como,

wip.) = [ Gl pfe)dr,

com,

L L
G(z,p, z LZ)\ A )\ o sen (jmz/L)sen(jmx/L).

Se f = fo constante,

L
ui(p,z) = LZ)\ [_1 sen j’/TZ/L)fo/O sen(jrx/L) dx

_ 4Lf0 Z [0((2] — D)mp/L) sen[(2j — 1)mz/L]
72 £ (2j — )L((2j — 1)ma/L) 27 — 1 '

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cidlculo de us.
Escrevemos us como,

us(p,2) = coz+do+ Z Jo(Ap)agrsenh A(z — L) .
A>0

As condicoes de contorno ficam,

W =0=— Z Ai(Aa)agysenh A(z — L),
P A>0
ua(p, 0) = g(p) = do — Z Jo(Ap)agrsenh AL ,

A>0
us(p, L) =0 =cyL + dy,

em que usamos Jj(x) = —Ji(x). Satisfazemos as condi¢oes acima escol-

hendo,
dO = _COL7
Ji(Nja) =0, j=1,2,...

A condigao para g(p) € uma série em funcgoes de Bessel,
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9(p) = do — Z Jo(Ajp)aggsenh \; L, Ji(Aja) =0,

j=1
logo,

do= 2 [ wg(a)d

0= 3 i xg(x)dx,

2 a

—agisenh \;L = ————— A d

Q25 S€EN J az(]g()\ka)\/o' [L'Jo( kx)g(‘r) x,
ou,

2 a
4 == a’JE (N )senh)\L/ rhAe)g(w)dr.

Ezxplicitamente,

2 a
g(p):?/ ()d:c+— (\a)g(e)de, Ji(\a) = 0.
0

Se g(p) = go constante,

) = / wg(e)dz + QZ 3 M / el (\e)a(e)dz

2 “ JO()\ p)
g = Ego/ rdr + — ZJQ(AJ >go/ zJo(Njx)dr ,

0

a

B o= 0 —32 goAlewa),
go = 4o,

como esperado.
A solucao uy € entao,

us(p,2) = coz+do+ Z Jo(Ajp)ag;senh Aj(z — L),
j=1
z\ 2 [
= (1 - z) ;/0 zg(z)dz
2 Jo(Ajp)senh \;(z — L) /“
—— zJo(Njx)g(z)dz .
a? s J2(Na)senh L Jy T

29



Se g(p) = go constante,

a

us(p, z) = (1—%)% i zg(z)dz

2 Jo(A\jp)senh A;j(z — L) /a
a? JE(Nja)senh \;L 0 zJo(Ajz)g(z)de

7j=1

zZ\ 2 “
()2 [
2 Jo(Ajp)senh Aj(z —

L) a
a? Jo(\;z)d
a2 j=1 Joz()\]a)senh)\]L gO/O x 0( ]x) xZ,

290 5~ Jo(Asp)senh Ny (z — L)
_ %% N
a z:: N J2(\ja)senh \; L Ji(Aja),

pois Ji(Aja) = 0. Se gy = 0 temos uy = 0.
(c¢) Cdlculo de ug.
FEscrevemos ug como,

ug(p,z) = coz+do+ Z Jo(Ap)agrsenh Az .

A>0

As condicoes de contorno nos dao,

Jug(a, z)
dp

U’3<IO7 0) =0= do,

ug(p, L) = h(p) = coL + dy + Z Jo(Ap)agrsenh AL .

A>0

=0=— Z A1 (Aa)agysenh Az ,

A>0

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Ji(Na) =0, j=1,2,...
d():O.

A condig¢ao para h(p) € assim,
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h(p) = coL + Z Jo(Ajp)agjsenh ;L ,

Jj=1

COL——/ xh(x

agksenh )\kL = m / I'Jo()\kl')h(l')dl',
0 0

logo,

ou,

2 a
=7 i xh(z)dx ,
2

2k = a?JE(A\ga)senh \y,

7 /0 zJo(Apx)h(x)dz .

A expansao para h(p) é assim,

:—/xh

Jo(Njp) [ V() da ) =
— T2(\; )/0 rJo(Njz)h(z)dr, Ji(Nja) =0.
Se h(p)*hO;
hip) = % Oaa:h(x)dm
—i—ZJo()\]p) 2000 /OamJo(A 2)h(x)d,

2 a
h() = —2h0 / xdx
a 0

2 a
Jo\ip)—=—=—=h Jo(\;jx)d
"I B o s,
hO = h07

como esperado.
A solugdo us € entao,
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2z

us(p, - 2L ; xh
2 Jo( JpsenhAz/a
a? Jo;z)h(x)dx .
a? = JZ(\ja)senh \;L xJo(Ajr)h(z)dx

Se h(p) = ho constante,

22 [
ug(p,z) = 2L /. zh(x)dx

2 Jo(Ajp)senh Ajz /a
Jo(N;x)h(x)d
a? & Jg(\ja)senh \;L ), zJo(Ajz)h(z)d
i=1

2z @
= athO/ rdx

+ ﬁéjjgszzx thO /a zJo(\jz)dx
:%%
2 Jo(Ajp)senh \;
G = J{;((A ))j:;lm ZL’ZOA Ji(A\a),
— %ho.

Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Se as condi¢oes de contorno sao todas dadas por constantes temos,

u(p,z) = ;%sen(jﬂz/L)%fo/o sen (jrx/L) dx

AL fo Z Io((2) — V)mp/L)  sen[(2j — D)mz/L]
4 (25 = DN((2j — ma/L) 2/ — 1

z
1——) Z he.
+< 7 go—l-Lho

3. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao
u(p, z) com as condigoes de contorno,
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u(a.2) = §(2),
20D g,

u(p, L) = h(p) -

Escrevemos a solugao como uma soma de trés funcoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(p, Z) = U1<,0, Z) + Ug(p, Z) + u;;(p, Z) )

com,

ma2) = 1), 280 o =0,
UQ(G,Z)—O, aU2a(§70) —g(p), u2(p,L): )
ws(a2) =0, P80 _g g 1) = n(y

(a) Cdlculo de u;.
Escrevemos uy na forma,

ui(p,z) = coz+do

+ Z Io(Ap)[a1r cos Az + agysen Az].
A>0

As condicoes de contorno nos dao,

ui(a,z) = f(z) =coz+dp
+ Z Iy(Aa)[ayy cos Az + agysen Az,

A>0

w = 0=co+ Y Io(Ap)Aax,
A>0

Ul(p, L) = 0= CoL + do
+ Z In(Ap)[air cos AL + agysen AL .

A>0

Satisfazemos as condi¢oes acima escolhendo,
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co=dy =0,
a2)\:()7

T, . .
/\jin(Qj—l), j=1,2,...

A condigdo para f(z) é assim,

flz) = Z[0<(2j — 1)ma/2L)ay; cos[(2) — 1)mz/2L)].

=1
Multiplicando a expressio acima por cos[(2k — 1)wz/2L] e integrando de 0 a

+L,

(2) cos[(2k — V)wz/2L)dz = Y " Io((2j — 1)wa/2L)ay; x

« /0 " cosl(2) — 1)z /2L cos|(2k — 1)mz/2L]dz
= Io((2k — 1)7ra/2L)a1k§ :

Usamos a identidade,

/0+ cos[(2j — )wz/2L] cos[(2k — 1)wz/2L)dz =

Portanto,
2 +L
k= TIo((2k — Dra/2L) J,

A expansdo para f(z) é entao,

(2) cos|[(2k — 1)wz/2L]dz .

2 +L
f(z)= T Zcos[(?j — V)mz/21] f(z)cos[(2j — 1)mx/2L]dz.  (25)
j=1 0
Obtemos assim outra representacao para a fun¢ao delta de Dirac no intervalo
0<z2<+L,
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dz—1x) = %Zcos[(Zj — 1)mz/2L] cos[(2j — 1)mx/2L], (26)

j=1
Se f(z) = fo constante,

flz) = %Zcos[@j— 1)mz/2L] i f(z)cos[(2j — V)mzx/2L]dz,

fo = fo%jzlcos[(2j—1)7rz/2L] /0 " cosl(2) — 1)ma/2L)de

o = o 3ol = U/ 2Ll senl (2 = D).
fo = fO% > Zjl_ cos((2) — 1)mz/2L]sen[(2) — V) /2],

em que usamos,

+L 2L
/ cos(kmx/2L)dx = —sen (km/2).
0 km

Obtemos assim outra série para a constante 1,

- % >3 L cos(2) — Vmz/2L]sen((2) ~ /2] (1)

j=1

A figura 3 mostra a série acima para alguns termos da série.
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0 | | | | | | | | |

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Z

Fig. 3. Série representando a constante 1 no intervalo 0 < z < L, para
L=1.
A solucao uy € entao,

wip, ) — —ZIU ijizgg cos[(2] — 1)72/2L] x

X i f(z)cos|[(2j — )mzx/2L]dx

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

+L
w(p,2) = / Gl p,2) f(z)dx

com,

B In( 2]—17rp/2L)
G($apaz) - Z ]—17TCZ/2L> X

X cos[(2] — 1)wz/2L] cos[(2j — 1)mx/2L] .
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Se f(z) = fo constante temos,

B Iy((2j — 1)wp/2L)
nip,z) = Z In((2j — V)ma/2L)

X ’ f(z)cos|(2) — 1)mzx/2L|dx

= 7 Z Lo(( 2; : 1 :Zgéi cos[(2j — 1)mz/2L] x

cos((2) — 1)mz/2L] x

X fo /+ cos|(2j — V)mx/2L)dx

4fo — Vrp/2L .
- 7]: 2 102222 — 1;7r2§2[,3 cos|(2] — 1)mz/2L] x

X2j — lsen[(2j —1)m/2].

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cdlculo de us.
Escrevemos us como,

us(p,2) = coz+dy
+ Z Jo(Ap)agasenh A(L — z) .

A>0

As condicoes de contorno para us $ao,

us(a,z) = 0=coz+dy+ Z Jo(Aa)agrsenh A\(L — z),

A>0

Ous(p, 0
za(p ) _ 9(p) = co— Y Mo(Ap)asycosh AL ,
z A>0
us(p, L) = 0=coL +do.

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

co=dy=0,
Jo(/\ja)zo, j:1,2,
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A condi¢ao para g(p) € uma série em fungoes de Bessel,

g(p) = — Z )\on(/\jp>a2j cosh )\]L ,

Jj=1
logo,
2 a
_)\ja2j008h)\jL:m i pJo(Nip)g(p)dp,
j
ou,
B 2 | ehtunigtord
(25 = )\ja2J12()\ja)cosh)\jL ; pJo(A;p)g(p)dp .
Explicitamente,

9(p) = %Z 5(1;822)) /Oa zJo(Njz)g(z)dx .

Se g(p) = go constante,

2 o JoNip) [
g(p) = ﬁjd 72 ;a /0 zJo(Njx)g(x)de ,

T @ R0

go = —— —
a =1 )‘jjl()\j )
dgo = 9o-

A solucao uy € entao,

senh\:(L —2) [
zA'a)cog(fLA-L )/o zJo(Ajz)g(x)dz .
J J

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

2 o Jo(Njp
Ug(p, Z) = T 5
a? NI

wlp.2) = [ Glop2at)is,

com,

2 Jo(Ajp)senh \;(L — z)
=—5 M)
Gle,p:2) a A JE(\ja)cosh \; L Jo(Aia)
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Se g(p) = go constante,

Jo(Ajp)senh A;(L — z) /
= = s d
ua(p, 2) a2 : N JE(Nja)cosh \;L [, rh(Az)g(@)de,

=1

B 290 Z Jo(A\jp)senh A;j(L — z)
N )\ Ji(Aja)cosh \;L

Se go = 0 temos us = 0.
(c) Cdlculo de us.

FEscrevemos Uus como,

us(p,z) = coz+dy
+ Z Jo(Ap)agycosh Az .

A>0

As condigcoes de contorno nos dao as equacoes,

ug(a,z) = 0=coz+dy

+ Z Jo(Aa)agycosh Az ,
A>0
Ous(p,0
o o,
us(p,L) = hip) =col +do
+ Z Jo(Ap)agycosh AL .
A>0

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

CQ:dOZO,
Jo(/\ja)zo, ]:1,2,

A equagao para h(p) é assim uma série de fungoes de Bessel,
= Z Jo(Ajp)agjcosh \;L ,
j=1

logo,
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2 a
coSh ;L = ————— Jo(Nip)h(p)d
ag;cosh A agjf()\ja)/o pJo(Ajp)h(p)dp,
ou,

2 a
= Xip)h(p)dp .
a2; 2J2(/\ )cosh/\ L/ pJo( JP) (p)dp

Temos entao,

hp) = 2 3 5%)822)) /Oaxjo()\j:v)h(x)dx.

a? 4
J=1

A solucdo us € assim,

ug(p,z) = coz+do+ Z Jo(Ajp)ag;cosh Az,
=1

2 Jo(Ajp)cosh \;z /a
G Jo(Nj)h(z)dz .
a? s JE(N\ja)cosh \;L J, xJo(A\jx)h(x)dx

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

wlp.2) = [ Glep i,

com,

G(z,p,z) =

Se h(p) = ho constante,

2 Jo(Ajp)cosh Ajz [
uz(p,z) = Z S g cosh)\jL/o zJo(Ajx)h(z)dx,

)
2 7(na)
2 Jo(Ajp)cosh A;z /a
= h A;x)d
CLQ; J2(\ja)cosh AL " rh(Az)de,

2ho Jo(Ajp)cosh Az
a NjJi(Aja)cosh A\; L

=1

;a

Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Se as fungdes nas condi¢des de contorno sio constantes,
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u(p,z) = 4 fo Z izggj : 3;2;;2; cos[(2j — 1)mz/2L] x

j=1

X 27 1sen[(2j —1)m/2]

290 Z Jo(Ajp)senh A\j(L — z)
: A2Jy(Nja)cosh AL
j=1 J

2hy Jo(Ajp)cosh \jz

a N Ji(Aja)cosh AL~

4. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao
u(p, z) com as condigoes de contorno,

u(a, z) = f(z),
u(p,0) = g(p),
Qo) _ ),

Escrevemos a solugao como uma soma de trés funcoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(p, 2) = us(p,2) +us(p, =) + uslp, ).

com,

wle,2) = ), w(p0)=0, 2L g
uQ(Q’Z):Oa uQ(p,O)Zg(p), %:O?
ug(a,z) =0, uz(p,0)=0, w:h(p).

(a) Cidlculo de u;.
Escrevemos uy na forma,

ui(p,z) = coz+do

+ Z Io(Ap)|ar1y cos Az + agysen Az].
A>0
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As condicoes de contorno sao,

u(a,z) = f(z) =coz+dy
+ Z Io(Aa)[aqy cos Az + agysen Az],

A>0
u1(p,0) = 0=dy+ Zfo()\p)av\y
A>0
0 L
—ul(gf: L = 0=+ Y Io(A0) [ AanasenAL + Aay cos AL].
A>0

Satisfazemos as relagoes acima escolhendo,

CQZdOZO,
al)\:O7
)\jL:(Qj—l)g

A equagao para f(z) € entao,

z) = Z Io(Nja)agjsen[(25 — 1)mz/2L],

j=1
logo,

In(Nja)ag; = / f(z)sen((2j — )mx/2L) dx
ou,

agj = LIO / f(z)sen((2j — V)mx/2L) dx
Portanto,

2 L
=3 sen[(2) — mz/2L] / F(@)sen((2] — )ra/2L) da
=1 0
A equacdo acima nos dd outra expressao para a fungdo delta em 0 < x < L,

§(z—1x) = %Z sen[(2j — 1)mwz/2L]sen((2j — 1)wx/2L).

J=1
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Se f(z) = fo constante,

flz) = Z sen[(2) — l)ﬂz/QL]%/O f(x)sen((2) — 1)mx/2L) dx

J=1

fo = Z sen (25 — 1)7rz/2L]%f0/0 sen((25 — 1)mx/2L),

_4fo sen[(2j — 1)mz/2L]
fo = 7; 1 :

fO = an

em que usamos,

2L
25 — D’

/0 sen((2j — Vmx/2L) dx =

B 4Zsen (25 — 1)mz/2L] (25)
_7T = 27 —1 '

A solucdo uy € entao,

ui(p,z) = Z Iy(A\p)agrsen Az,

A>0

= %Z %sen (25 — 1)7Tz/2L]/0 f(x)sen((2j — 1)mx/2L) dx .

Podemos escrever a solu¢ao acima na forma,

_ / " Gl p,2) f(2)do

com,

G(z,p,z) = 2 Z ?(—]:Z)sen[@j — 1)wz/2L]sen((25 — 1)mx/2L) .

Se f(z) = fo constante,
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ui(p,z) = % - 2823 sen|(2j — 1)7TZ/2L]/0 f(z)sen((2j — V)mx/2L) dx
= %jl 28225 sen|(2j — 1)7rz/2L]f0/0 sen((2j — )mx/2L) dz,
_ Afoxo Do(Ajp) sen[(2) — 1)mz/2L)]
oo — Iy(Xja) 25 — 1

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cdlculo de us.

A solucdo us pode ser escrita como,

us(p,z) = coz +dy+ Z Jo(Ap)agrcosh A(L — z) .

A>0

As condicoes de contorno ficam,

ug(a,z) =0 = coz +do + Z Jo(Aa)agycosh A(L — z),

A>0
ua(p,0) = g(p) = do + > Jo(Ap)asrcosh AL ,
A>0
—GUQ(p’ L) =0= Co -
0z

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Co = do = 0,

JQ()\]'(Z) = 0, ]: 1,2,...
A ezxpansao para g(p) € entao,

g(p) = Z J0(>\jp>a2j cosh )\jL s

j=1
logo,

2 a
icosh ;L = ———— As d
agjcosh A, asz(Aja)/o pJo(Nip)g(p)dp,
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ou,

2 a
- Aj dp.
2 QQJf(Aja)cosh)\jL/o pJo(A;ip)g(p)dp

A série para g(p) € assim,

9(p) = E Z 5(1;8 p)) /Oa zJo(Njz)g(x)dz .

7j=1

Temos entao,

2 Jo(Ajp)cosh A\;(L — )/a
= — Yy dz .
2 a? z; JE(Nja)cosh \jL 0 rh(Xe)gle)de

Podemos escrever a solu¢ao acima na forma,

wlp.2) = [ Glop2gt)is,

com,

2 (Ajp)cosh \;(L
Gl p,z) = 22 J2)\acosh)\L

)ZL‘J()(/\]ZL‘) .

Se g(p) = go constante,

JE(\ja)cosh \; L

2 Jo(Ajp)cosh Aj(L — z) /a
= — Jo(Njx)d
a? ‘ JZ(/\ a)cosh ;L 9o | whe)dr,

=1

2 Jo(Aip)cosh \;(L — z) [“
wlps) = 53 PN [ (e,
j=1

_ 290 Z (Ajp)cosh \;(L — z)
B AjJi(\ja)cosh AL

Se go = 0 temos us = 0.
(c) Cdlculo de us.

FEscrevemos Uus como,

ug(p,z) = coz+dy+ Z Jo(Ap)agysenh Az .

A>0

As condicoes de contorno ficam,
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ug(a, z) =0 = coz +do + Z Jo(Aa)agrsenh Az ,

A>0
U3<p,0) =0= do,
ous(p, L
% = h(p) = COL + do =+ Z J0<)\p>a2,\)\008h,)\L )

A>0

Podemos satisfazer as condigoes acima escolhendo,

C():CZOZO,
JQ(/\]'CL):O, ]:1,2,

Temos uma expansao de h(p) em fungoes de Bessel,

h(p) = Z Jo()\jp)agj)\j cosh )\]L s

j=1
logo,

9 a
AiQg;c0ShA; L = —————— Jo(A;jp)h(p)d
j 425 COSNA; a2J12()\ja)/0 P 0( ]p) (p) P
ou,

2 a
a Jo(\jp)h(p)dp .
2 a2>\jJ12()\ja)cosh)\jL/0 pJo(X;p)h(p)dp

A série para h(p) € assim,

h(p) = %; ji;((ijg)) /0 " do(\a)h(z)dz

Se h(p) = hgy constante,

2 Jo(Ajp) /a
hip) = — —— xJo(Ajx)h(x)dr ,
( ) a2 — J12<)\ja) 0 0( J ) ( )
2 Jo(Ajp) /a
ho = a2 - J12<)\Ja) h() ; ZEJQ(/\JLE)CZQZ,
h . 2h0 J()()\]p)
0o — T N 7 /\y N0
a = )\le()\ja)
hO = h’Ov
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como esperado.
A solucao us € entao,

p)senh\;z “
P2 =2 Z Aj J2 i :a)cosh \; L/ vho(Ajx)hlz)de.

Podemos escrever a solugao acima na forma,

wa(p,2) = / " Gla, py 2)h(a)de,

com,

2 Jo(A\jp)senhA;z
_ wJo( Nz .
Glw.p2) = o ; 2O a)cosha Lo T

Se h(p) = hy constante temos,

B (A\jp)senh Nz [ ‘
uslp,z) = Z A J2 Aja)cosh A, L/ vh(djz)hiz)dr,

p)senh\;z “
T a2 Z A J2 ;\ :a)cosh \; Lho/ vh(Az)de,

B 2h0 (Ajp)senh X,z
n Z )\2J1 Aja)cosh\; L’

Se hg = 0 temos us = 0.
(d) Se as fungoes das condi¢oes de contorno sao constantes temos,

_ Afo o Lo(Ajp) sen[(2) — 1)mz/2L]
ulp2) = 7r Z Io()\ a) 25 —1

2g0 Z (Ajp)cosh \;(L — z)
AjJi(Aja)cosh AjL
2_h0 Jo(Ajp)senh\;z
a = A3 Ji(Aja)cosh AL

5. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solucao u(p, z) da

equagao de Laplace com a condigao de contorno u(a,z) = f(z) ([7], probl.
6.104).
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Escrevemos a solugao como,

u(p, z) = Z Io(A\p)[aix cos Az + agysen Az],
By

e a condi¢ao de contorno fica,

f(z) = Z In(Aa)[ary cos Az + agysen Az].
A

Como temos agora —oo < z < 400, a expansio de f(z) é uma integral de
Fourier,

f(z)= /OOO[A(/\) cos Az + B(\)sen Az]d\,

1 [t

AN) = — f(v) cos Avdwv ,
™ —0o0
1 [+

B(\) = — f(v)senAvdv .
™ oo

Precisamos entao escrever a solu¢ao e a condi¢ao de contorno como integrais
em lugar de somas,

u(p, z) = /000 Io(A\p)[ar (M) cos Az + az(N)sen Az]dA,

f(z)= /000 In(Aa)[ai(N) cos Az + az(X)sen Az]dA .

Temos entao,

AN = (M) ar (V) = ar(\) = AN

B(A> = IO()\CZ)CIQ()\) = a2<)\) — B(A)

e a solucao fica,

[e'e) —+o00
u(p,z) = /0 282; cos)\zd/\% N f(w) cos Avdv

 In(A 1 +o0
+/O IEE)\Z;%”)\ZCM% N f(v)senvdv,
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ou, usando cos(a — b) = cosacosb + senasenb,

0 +oo
1/ dA/ dvIO()\p)
™ Jo —00

)\a)f(v) cos A\(z —v).

Podemos escrever a solu¢ao acima na forma,

+o0o
up2) = [ Glop ),

com,

G(v,p,z) =

= fo constante em —L < z < +1L,

Se f(2)

- L[ )bt

By
-2

Se fo =0 temos u = 0.

o0

1 In(A\p)
;/0 d)\I()()\a)cos)\(z—v).

f(v)cos A(z — v),

L)
]0()\&)
Io(Ap)
I()()\a)

/ dvcos A(z —v),
L
%[ senA(z — L) + sen\(z + L)].

6. Considere um cilindro infinito de raio a. Encontre a solucao u(p, z)

com a condic¢ao de contorno,

Ju(a, z)
w2 fe).

7. Considerando o intervalo a < p < b, 0 < z < L, encontre a solucao
u(p, z) com as condigoes de contorno,

u(a,z) = f(z),
u(b,z) = g(2),
u(p,0) = h(p),
u(p, L) = v(p).

Escrevemos a solu¢ao como uma soma de quatro funcoes, cada uma sat-
isfazendo uma das condicoes de contorno e se anulando nas outras, como

antes,
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U(p, Z) = ul(p7 Z) + UQ(p, Z) + Ug(p, Z) + U4(p, Z) )

com,

<

1(&,

<

e

3

I

4\ a,

I\

a, 2

(
o(a, z

(

(

N

= f(z), w(b,z) =0, w(p,0)=0, wi(p,L)=0,
=0, uz(b,z) =g(z), ua(p,0) =0, uaz(p,L) =0,
=0, uz(b,2) =0, us(p,0) =h(p), us(p,L)=0,
=0, ug(b,2) =0, us(p,0) =0, us(p, L) =v(p)

(a) Cdlculo de u;.

Como nao temos agora o ponto p =0, escrevemos u; na forma,

ui(p,z) = (coz+ do)(aog+ bolnp)

+ Z[bl,\lo()\p) + box Ko(Ap)|[aix cos Az + agysen Az] .

A>0

As condicoes de contorno sao,

u(a,z) =

ui(b,z) =

ul(p7 0) =

ul(ﬂ? L) -

f(2) = (coz + dp)(ap + bp In a)
+ Z[bl,\lg(ka) + borKo(Aa)|[ary cos Az + agysen Az],

A>0
0= (CQZ + do)(ao -+ bo In b)

+ Z[bp\fg(/\b) + bg)\Ko()\b)] [CLD\ cos \z + CLQ)\SGH/\Z] s
A>0
0= dg(ao + b(] h’lp)

+ Z[bl,\fo(/\P) + baa Ko(Ap)awx
A>0
0= (coL + dy)(ag + byIn p)

+ Z[bl,\lg(/\p) + box Ko(Ap)|[aix cos AL + aspsen AL .

A>0

Podemos satisfazer as equagoes acima escolhendo,

co=dy=ag="0by=a\=0,
)\jL:Tl'j, j:1,2,
bleO()\jb) + ijKQ(/\jb) == 0 .
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A dltima equacdo acima determina a relagcdo entre byj e by,

Y
& U Ko(\b)

A condi¢ao para f(z) nos dd uma série de Fourier de senos,

f(Z) = Z[bljfo()\ja) + ijKo()\j(l)}angG’ﬂ /\jz,

=1

ou, substituindo by,

bljagj

Ko(A;b)

F(2) = To(Aja) Ko(Ab) — Io(A;b) Ko(Aja)]

Jj=1

Definindo,

Va(Ajp) = L(A\jp) Kn(Ajb) — L(A0) K (Ajp)

podemos escrever,

f(z) = Z bijaz;Vo(Aja) sen;z.

= Ko(AD)

Portanto,

bljangO()\ja) 2 /L . ,

_ = — z)sen(jmz/L)dz, 7=0,1,2,...
ou,

Ko(A\;b) 2 /L , :
byjas; = S z)sen(jrz/L)dz, j=0,1,2,...
15425 Vo(ha) L J, f(2) (jmz/L) J

A expansao de f(z) € assim,

f(z) = %Zsen(jwz/L)/o f(z)sen(jrx/L) dx.

Se f(z) = fo constante,

o1

sen Az .
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flz) = 2 sen(jﬁz/L)/o f(z)sen(jmx/L) dx

7=1

h

2 L .
fo = fozjgl sen jﬂ'Z/L/O sen(jrx/L) dx
P sen[(2j — )mz/L]
fo= gyl ot

J=1

fO - f07

como esperado.
A solugao uy € entdo (A\; = jm/L),

2 ¢ Vo(\p)

u(p,z) = ijl Wsen(jﬂz/L)/o f(z)sen(jma/L) dx

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

Z>:/0 G(z,p,2) f(x)dz

G(z,p,2 —%Z

Se f(z) = fo constante,

com,

sen (jmz/L)sen(jmz/L) .

ui(p,z) = Z%(Ajp)se /\jz%/ f(x)sen(jmx/L) dx

1V0 i

(Aja)
_ Vo(A JP) L .
— 1 Vo()\]a) sen\;z— fo/ sen(jmx/L)dx
Vo(m(2) —1) p/L) : 2 2L

B Vo(m(2j — 1)p/L) sen[m(2j — 1)z/L]
- Zvo(w 2j —1)a/L) 2j — 1 '

.
Il

I
2 S 1]

=1

<

Se fo =0 temos uy = 0.
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(b) Cdlculo de us.

Escrevemos uy na forma,

us(p,z) = (coz+ do)(ao+ bolnp)
+ Z[bl,\lo()\p) + box Ko(Ap)|[aix cos Az + agysen A\z] .

A>0

As condicoes de contorno sao,

us(a,z) = 0= (coz+dp)(ap+ bolna)

+ Z[bu[g()\a) + borKo(Ma)][ary cos Az + agysen Az],
A>0
uz(b,z) = g(2) = (coz + dp)(ag + by Ind)

+ > “[biado(Ab) + baa Ko(Ab)][a1 cos Az + asysen \z] |
A>0
Ug(p, 0) = 0= do(ao + bo lnp)

+3 [biado(Ap) + baaKo(Ap)]ars |

A>0
uz(p, L) = 0= (coL + do)(ao + by In p)

+ 3 [biado(Ap) + baaKo(Ap)]ara cos AL + asysen AL .

A>0

Podemos satisfazer as equacoes acima escolhendo,

co=dop=ay="by=a=0,
NL=nj, j=1,2,...
bljlo()\ja) + ijKo()\j(l) = 0

A dltima equacdo acima determina a relagcdo entre byj e by,

[0()\'@)
by; = —by, S
“ Y Ko(\a)

Temos uma expansao de g(z) em série de Fourier de senos,

9(2) = > _[b1;Io(Ab) + bo; Ko(Asb)]as;sen ),z
=1
ou,
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bijaz;

9(z) = jzl[fo(Ajb)Ko(/\ja) - fo(Aja)Ko()\jb)]msen/\jZ‘
Definindo,
Wa(Ajp) = Li(Ajp) Kn(Aja) — L(Aja) Kn(Ajp)
temos,
(A0
Z IJGQJWO )sen)\jz.
= Aja)
Temos uma série de Fourier de senos, logo,
bjag;Wo(A\;b) 2 /L . :
_ = — z)sen(gmz/L)dz, 7=0,1,2,...
Foya) 7 g(z)sen(jrz/L)dz, j

A série para g(z) € assim,

:;sen(jﬂz/L)%/o g(z)sen(jmz/L)dz

A solugdo uy € entao (N\; = jm/L),

Wo(A 2 ("
O(A]Z))SGH)\jZZ/O g(x)sen(jmx/L) dx

Podemos escrever a solu¢ao acima na forma,
L
A= [ Glap gt
0

Wo(A 2
G(z,p,z Z Wolh sen)\ sten(jm:/L)

com,

J=1

Se g(z) = go constante,

o4
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Wo(), 2 (" ,
us(p,z) = ZWE(AJQ)SenAjZE/O g(x)sen(jmz/L) dx

2 L
sen\; ngo/ sen(jrx/L) dx

4g0 0((2j — V)mp/L) sen|[(2j — 1)wz/L]
Z (27 — )mb/L) 27 —1 '

Se go = 0 temos us = 0.
(c¢) Cdlculo de us.
Escrevemos us como,

ug(p,z) = (coz+ do)(ag+ bolnp)
+ Z[bl,\Jo()\p) + borYo(Ap)]senhA\(L — 2) ,

A>0

e as condi¢oes de contorno sao,

us(a,z) = 0= (coz+do)(ap+bolna)
+ Z[bl,\Jo()\a) + banYo(Aa)]senh A(L — 2)

A>0

ug(b,z) = 0= (coz+ dp)(ag+ bylnbd)
+ 3 [bixJo(Ab) + barYo(Ab)]senh A(L — z),

A>0

uz(p,0) = h(p) = do(ao + bo Inp)
+ Z[bl,\Jo()\P) + baxYo(Ap)]senhAL

A>0
U3(p, L) = 0= (COL + do)(ao + b In p) .

Satisfazemos as equagoes acima escolhendo,

C():d():a():bo:(),
bljjo()\ja) + ijYE)()\jCL) = O,
bljJO()\jb) + 62]}/0(/\]17) =0.

Portanto, \; € determinado por,
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Jo(Aja)Yo(A;b) — Jo(A;b0)Yo(Nja) =0,
ou,
Up(Ajb) =0,

com,

Un(/\jp) = Jn()‘jp)yn(/\ja) - Jn()‘ja>yn()‘jp)-

Também temos,

'J()()\ja) — _p Jo()\jb)
YY(Na) VYo (0b)

Temos assim uma expansdo de h(p) em fungoes de Bessel,

biisenh\; L
h(p) = le—on(/\jp)-
J

bgj:—

Yo(Aja)
portanto,
b
st ] POV
Yo(Aja) /bp[Uo(Ajp)]de
ou, '
b
b = Yo(Aja) Phlp p)dp

senh\;L [P
/ olU

A expansao de h(p) é assim,

b
xh(x)Up(Njz)dx

/”y

ZUO ]p

Se h(p) = hgy constante,
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b
zh(x)Up(Njz)dx

h(ﬂ) = ZUO gp/b )
| v

b ZUO p hgb/beo)\x

| vy

Das equacoes acima obtemos duas novas relacoes,

ip—1x)= Z : Uo(Aip) zUp(Njz), a<p<b, (33)
g / ylUo(Ajy)*dy

/a beO(ij)dx
[ v

(34)

1= Z Uo(\;p)

E interessante fazer alguns grdficos. A figura 4 mostra o grifico de Uy(A\b)
como funcgao de \, para a =1 e b= 2. Desse grafico podemos obter algumas
raizes da equagdo (31),

N, = 3,128, 6,275, 9,42, 12,562, 15,705, 18,847, 21,988, 25,131,
28,272, 31,414, 34,556, 37,697, 40,840, 43,981, 47,123,...
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Fig. 4. Grdfico de Uy(Ab) como fungdo de X\, para a =1 e b= 2.




Fig. 5. Grdfico da série 33, representando a constante 1 em a < p < b, para
alguns termos da soma, coma =1 e b= 2.
A solucao us € entao,

b
h(z)Up(\jx)dx
senh;( /x of
u3(p7 Z) = ZUO()\Jp) Senh)\ T /b
j=1
y[U

Podemos escrever a solu¢ao acima na forma,

b
wlp2) = [ Gla.p2)ha)do,

com,

hX\; (L — Uo(\;
ZUO (p) sen ;( 2) xUp(\jz)

G(z,p, 2z :
senh\; L b
R I

Se h(p) = hy constante temos,

b
senh\;(L — Z)/a zh(z)Uy(\jz)dx
us(p.z) = Y Uo(Np) ;
— senh\; L )
= [ vy
"
xUp(A\jx)dz

)

senh\;(L — 2)

= hOE U()()\Jp) J .
h\; L

o ylUo(Nsy)dy

@\M\

Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Cdlculo de uy.

FEscrevemos Uuyq Como,

us(p,z) = (coz+do)(ao+ boInp)
+ Z[buJo()\p) + borYo(Ap)][arxcoshAz + agysenh)z],

A>0

e as condicoes de contorno sao,
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ug(a,z) = 0= (coz+dp)(ap+ bplna)

+ Z[bujo(/\a) + borYo(Aa)][a1ncoshAz + agpsenh Az],

A>0

ug(b,z) = 0= (coz+dp)(ap+ bylnb)

+ ) [bixJo(Ab) + barYo(Ab)][aracoshAz + agasenh Az]

A>0
ug(p,0) = 0=dp(ap+ bolnp)

+ Z[bu«]o()\ﬂ) + barnYo(Ap)]ara,
us(p, L) = v(p) = (coL + do)(ao + bo In p)

+ Z[bl,\Jo()\p) + baxYo(Ap)|[arncosh AL + agysenh AL].

A>0

Satisfazemos as equacoes acima escolhendo,

co=do=ag=0by=a;y=0,
bljjo(kja) + bngO(Aja) = 0,
bljJO()\jb) + bQJYb()\]b) = 0 .

Portanto, \; € determinado por,

Joa)¥a(Asb) = Jo(Ah)Yo(Aa) =0,

ou,

Uo()\]b) - 0 .

_ . Soa) o Ho(Ah)
VYo (Na) YYo(A0)

Temos assim uma expansao de v(p) em funcoes de Bessel,

bgj

bljagj

v(p) = ; UO()\jp)Y()()\ja) senh \; L,

com,
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/ zv(x)Up(\jx)dz
: :
/ ylUo(Ajy)]*dy

bljagj

—= _senh \;L =
Yo(Aja) ’

Obtemos entao,

/b zv(x)Up(\jx)dx

senh\;z
= ————Up(\;p) 2 A:b)=0.
U4(p,2) ;SG%hA]LU()( Jp) b ) ’ UO( J ) 0
- [ otasmray
Podemos escrever a solu¢ao acima na forma,
b
wlp2) = [ Glap2)ota)d,
com,
ZL‘U()()\JZ’)

senh\;z
G(x,p,2) = Z WUOO\;P)

- .
/ y[Uo(Njy)Pdy

Se v(p) = vy constante,

senh);z
ui(p, z) = Zsenh)\ LUO iP) /b ’
y

Se vy = 0 temos uy = 0.
(e) Se as fungoes das condi¢des de contorno sao constantes a solugdo é,
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4y Yal(n(2) — Dp/L) sen(2) — D2/ 1]
upz) = 72 Vo(r(27 — 1)a/L) 2j — 1

490 Wo((2j — D)mp/L) sen[(2j — 1)7wz/L]
o ; Wo((25 — 1)mb/L) 2j —1

b
Up(\jx)dx
senhA;j(L — z / ol
o Y2 Uy () ) e
— senh\; L )
| oty

/a " U\
lhwwwy

senh)\z
+Ozse h)\L p)

8. Considere uma casca cilindrica infinita de raio interno a e raio interno
b. Encontre a solugao u(p, z) com as condigoes de contorno,

9. Encontre a solugao u(p, z) para as equagoes:

(2)
L ( @) . —f(p,2);

pOp p@p 022
(b)
1d ( du Pu o2
pdp Pap 922 @

com « constante,

(c)

com « constante,

()

com « constante,
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(e)

com « constante e,

0<p<a, 0<z2<1L,
u(a,z) = p(z), ulp,0) =ri(p),
ulp, 1) = m(p).

10. Encontre a solugao u(p) para as equagoes:

(a)
1d < dU)_I_iZ:_f(p,Z);

pdp \"dp) " 02
(b)
pdp pdp 022 ’

com « constante,

(c)

com « constante,

()

com « constante,

(e)

com « constante e,
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5 Considerando u = u(p, )

Substituindo u(p, ¢) = R(p)P(¢) em (1), vem,

Py, O
—(pR —=0.
RPR) + 5
Da equacao acima temos,
@//
%@Ry:maz+v. (35)
Da relagao acima temos,
" 4+ N0 =0, (36)
pP’R"+ pR — NXR=0. (37)
A equagao (36) possui solucao,
O () = by cos Ap + basen Ay . (38)

A equagao (37) é a equagao diferencial de Cauchy ou Fuler, com solugao,

a
mm:j+@ﬁ. (39)

Notemos que as solucoes acima sao para A # 0. Se A = 0 as fungoes R e ®
sdo constantes. Se A = 0, temos de (35),

3" =0, (40)
(pR) =0. (41)

As solucoes das equagdes acima sao,

D(p) = cop +do , (42)
R(r)=ao+bolnp. (43)

Escolhemos ¢y = para termos ¢ univoca. Pelo principio da superposicao, a
solugao geral é uma soma das possiveis solugoes individuais,

u(p, ) = ag+ bolnp + Z (a% + ag,\p’\> [b1x cos A\p + boysen Ap| . (44)
A>0

A determinacao das constantes e dos possiveis valores de A depende das
condigoes de contorno.
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6 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < ¢ < 27, encontre a solucao
u(p, ¢) com a condi¢ao de contorno,

u(a, p) = f(p).

A solucao geral, com X inteiro, para que a solu¢ao seja unicamente definida,
e finita em p =0, €

u(p, ) = ao + Z P b1y cos jo + bajsen o).
j=1

Usando a condi¢cao de contorno temos,

flp) =ao+ Z aj[blj cos jp + b2jsenjg0] .

j=1

A expressao acima é uma série de Fourier, logo,

a():%/_ﬂf(l')dl‘,

. 1 [
a’by; = —/ f(z)cos jx dx,
™ —T
; I : :
ajb2j:_/ flx)senjrde, j=1,2,...
™ —T

o que completa a solucao do problema,

wpg) = 2 [ p@)de

2 ),

g 1 /” .

— - d
+ JEZI 5 €08 Jo B f(z)cos jx dx

i 1 /’r .

— — dx .
+ ]El senjo— B f(z)senjx dx

Se f(¢) = fo constante,

u(p, ) = fo-
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2. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < ¢ < 27, encontre a solugao
u(p, p) com a condi¢ao de contorno,

Ou(a, ¢)
A solucdo geral €, como antes,
ulp, @) = a0+ Y p'[bijcos jo+ byjsen gl
j=1
Usando a condi¢ao de contorno temos,

du(a, ¢)

dp fle) =) ja’ by cos jip + byjsenji] .

j=1

A expressio acima é uma série de Fourier, logo,

) 1 ™
jal by = ;/ f(z)cos jxdx,

. 1 [7
jal by = E/ f(z)senjodr, j=1,2,...,

ou,

1 ™
by = ——— /_7r f(z)cos jxdx,
1 ™
byj = o /_Trf(:l:)senjxdx, j=12....

A solugao do problema € entao,

P [T .
u(p, ) = ag+ Z o cos j f(x) cos jxdx
j=1 -

3
j=1

com ag indeterminado. Se f(p) = fo constante,

.p7‘ lsenjkp/ f(z)senjxdx,
Tyal~ —r

u(p, @) = agp -
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Como Ou/0p = 0, vemos que fy = 0. Portanto ndo podemos ter Ou/0p(a)
constante # 0.

3. Comnsiderando o intervalo a < p < b, 0 < ¢ < 27, encontre a solucao
u(p, ) com as condigoes de contorno,

Escrevemos a solug¢ao como,

u(p, p) = ui(p, @) +uz(p, ),

com,

(a) Cdlculo de uy(p, p).
Escrevemos,

a
ur(p, ) = ag + bolnp + Z (pi/\/\ + ag,\p)‘) [b1) cos Ap + barsen Ap] .
A>0

e as condicoes de contorno,

ui(a,p) = f(¢) = ap+bolna+ Z <% + CLQ,\CL)\> [b1x cos Ap + baysen Ap]
A

ur(b, ) =0=ag+bylnb+ Z (C%\)‘ + ag)\b’\> [b1x cOS A + barsen \p] .
)

Podemos satisfazer as condigcoes acima escolhendo,

a0+bolnb:0,
a a
bL;\—FCLQ)\b)\:O#aQ)\:—le/)\\,

logo, fazendo ay =1,
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1 A
ur(p, ) = ag + bolnp + Z (? — bpﬁ) [b1x cos Ap + baysen Ay,
)

a condi¢ao de contorno para f(y) fica,

&A

1
flp)=ap+bolna+ Z (J — ﬁ) (b1 cos Ap + baysen Ag] .
A

Temos assim uma série de Fourier para f(yp), portanto,

1 ™
Ina = —
ap+bolna QW/_Wf(x)da:,
1 a* 1 ["
(E—bQ—/\) bl)\:;/_WfCC)COS)\QfdJT,

1 a* 1 [7
(; - bz—)\) boy = ;/W f(x)sen Az dx,

ou,

1 s
— / f(x) cos A\x dx
™ —T

b1>\ = 1 (l/\ )

p

1 s
—/ f(z)sen Az dx
™ —T

bax =

1 at
R

Com isso a solugcao uy fica,
ui(p,p) = ap+bolnp
1 ™
+Z 1 " %/_ﬂf(x)coijdx
- J¥ 1 o
b
" f@ysenjod
| T/ x)senjx dx
+ - R senjp

1 a’ ’
@ b
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com,

Inb 1 [T
_ — d
o Inb/a 2w /_,r f(w)de,

1 s
. Py _Trf(x)dx
o Ina/b

Se f(¢) = fo constante,

ui(p, ) =ao+bolnp,

com,

Inb

G/O - lnb/a,f(]’
Jo

bp = ———.

" Ina/b

(b) Cdlculo de us(p, p).

Escrevemos, como antes,

a
us(p, ) = ag + boInp + Z (% + ag,\p’\) [b1x cos Ap + barsen ] .
A>0

e as condicoes de contorno,

a
us(a,p) = ag + byIna + Z <G%\A + a2/\a)\> (b1 cos Ap + baysen Ay
)\

us(b, ) = g() = ag + bgInb + Z (% + ag,\b’\> [b1x cos Ap + baysen Ap] .
A

Temos agora,

ag+bglna =0,

Q1) Q1)
_)\+a2)\a)\:0:>&2)\:—j,
a a

logo, fazendo a1y =1,
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o

1
us(p, ) = ap+bolnp+ > ([? - ﬁ) [b1x cos Ap + baxsen Ag]
X

a condi¢ao de contorno para g(p) fica,

I
g(p) = ag+bolnb+ ) (b_A p ) [b1x cos Ap + baysen Ap] .
A

Temos assim uma série de Fourier para g(v), portanto,

a0+bolnb— —/
1
(b’\ ﬁ) b1y = ;/_Wg(x) cos Az dzx

1 b 1 [
(b—)\ — ﬁ) bay = ;/ g(x)sen Az dz

ou,
1 K
—/ g(x) cos \x dx
T J _n
bl)\ = 1 b>\ )
R
1 ™
—/ g(x)sen Az dx
™ —T
bax =

1 b
P

Com isso a solugao usy fica,

uz(p, ) = ag+bolnp

1 s
—/ g(x) cos jr dx

B

a2
) . | % _ﬂg(x)senjx dx
+ Z_; E o senjp 1 X ,
” bi a2
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com,

1 1 &
no / o) dz,

o= Ina/b2r |,

1 ™
- %/_Wg(x)d:v
0 Inb/a '

Se g(¢) = go constante,

u2(pa 90) =ag+bylnp,

com,

" _ golna
" Ina/b’
Yo
by = .
" Inb/a

4. Considere o problema 1 com u,(yp) = cos ¢.
O tnico coeficiente nao nulo é byy = 1/a, logo a solugdo €,

p
ulp, ) =~ cos .

5. Considere o problema 1 com u,(¢) = sen .
Agora o unico coeficiente nao nulo é byy = 1/a, logo,

P
ulp, p) = —senyp.

6. Considere o problema 3 com u, (@) = cos p e uy(p) = sen 2¢.
A solucao €,

aq; ; . .
u(p, @) = ao+bolnp+ > (ﬁ + asz’> [b1; cos jip + ba;senji]
j=1

que deve ficar na forma (ag = by = 0),
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a
u(p, @) = (% + amp) bi1 cos ¢
a2 2
+ <F + agop ) baasen2yp ,
com (o0s demais coeficientes se anulam,),
E + a21a> bn = 1
a
a
—12+a22a )bz2 =0,

(
(G
(E + a21b> b1 =0,
(

a
—12—|—a22b)b22:1.

Portanto,
a12
— + CLQQCL =0— 19 = —(122(14
a?
a1 2
_b + (Zglb =0— al = —aglb ,
67

—b% + a?
a1 (—) by =1,
a

—a* + b
929 (b—2) bQQ =1.

Podemos satisfazer o sistema acima escolhendo as; = ase = 1 e temos entao,

a

bu= ">
b2

bor = i3>
4

a2 = —a -,

aip = —b2.
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A solucgao € entao,

2
u(p,p) = —b—+p © _cos
P a? — b?

at v?
—I— —;—l—p HSG’I’LQ@,

7. Uma placa circular de raio a, com faces isoladas, possui metade do seu
contorno a temperatura f(¢) e a outra metade a temperatura g(¢). Calcule
a temperatura no estado estaciondrio (Spiegel [7], probl. 2.28 com a = 1 e
f = w1, g = uy constantes).

8. Uma placa circular de raio a, com faces isoladas, possui seu contorno
com temperatura dada por 120+ 60 cos 2¢. Calcule a temperatura no estado
estacionério (Spiegel [7], probl. 2.53 com a = 1).

9. Uma placa circular de raio interno a e raio externo b possui faces iso-
ladas, com temperaturas nos contornos f(¢) e g(¢), respectivamente. Calcule
a temperatura no estado estaciondrio (Spiegel [7], probl. 2.67).

10. Considere o problema anterior nos limites (a) a — 0, (b) b — oo
(Spiegel [7], probl. 2.68).

11. Uma placa possui a forma de um setor de circulo de raio a e angulo
B. Calcule a temperatura no estado estacionério se (Spiegel [7], probl. 2.76
com g = h =0),

u(a,p) = f(¢), ulp,0)=g(p), ulp,B)="h(p).

12. Encontre a soluc¢ao u(p, @) para as equagoes:

@ 10 <p@> S =T,

pp \ dp) p*0p
(b)
pdp \"dp) " 2052 ’
com « constante,
(c)
1d ( du) 1 0%u 5
c P T e e T A
pdp \"dp) ~ p*0yp

com « constante,

(d)



com « constante,

(e)
1d du

pdp (%)*Ea_so?:‘““;

com « constante e,

0<p<a, 0<p<2rm,

13. Encontre a soluc¢ao u(p, @) para as equagoes:

@ 1d [ d 1 02
u u
- (Pd—p) +E8_<p27_f(p’(’p)’

pdp

(b)
1d d_u +l@—+a2-
pdp\"dp) T a2 T T

com « constante,

()
1d [ du N 1 9%u )
pdp \"dp) " 2052
com « constante,

(d)
1d ([ du N 1 0%u a2
—— | p— —— = +a‘u;
pdp \"dp) " 2052 ’
com « constante,

(e)
com « constante e,

a<p<b, 0<¢<2T,
u(a, o) = pr(w), ulb, @) = pa(ep).
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7 Considerando u = u(p, p, 2)

Substituindo u(p, ¢, z) = R(p)P(¢)Z(z) em (1), vem,

—(pR') +
Podemos escrever a equagao para Z,

7" - X7 =0,
Voltando a (45), temos,

1 19"
- R/ / i _)\2
ou,
@//
%(pR’)’ +5F Np?=0.
Portanto,

q)//
%(pR/)/—i-)\z ZZ_EEﬁ‘

Da relagao acima temos,

"+ p*d =0,

p’R"+ pR + (Np* — )R =0.

A equagao (48) é a equagao diferencial de Bessel, com solucao,

R(p) = a1, (Ap) + a2Y,(Ap).

As solugoes acima sao para A # 0. Se A = 0 temos para R(p),

pQR”—l—pR’—/AQR:O,

com solucgao,
_ o o
R(p) = 7 + bop"
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e para Z,

Z(z) =coz+dp.

Pelo principio da superposicao, a solugao geral é uma soma das possiveis
solucoes individuais,

u(p,p,2) = (coz+ do)(ag+ bylnp)

a
+(eoz + fo) E <% + boﬂpu) [d1,, cos pp + daysen i)
m

+ Z[alx\u*]uO‘p) + anYyu(Ap)] X
Ap
X [b1,, cos pp + byysen ppl[ciacoshAz 4 eoxsenhAz],  (50)

com ug constante. A determinacao das constantes e dos possiveis valores de
A e p depende das condicoes de contorno.

Consideramos agora outra possibilidade para a constante de separagao A.
Escrevemos,

1 19 A
—(pR) + 5 — = ——= = +)2. 51
pR(p )+ 7 7 =t (51)
Podemos escrever a equacao para Z,
7"+ N7 =0, (52)

com solugao,

Z(z) = c1aco8 Az + coxsen Az .

Voltando a (31), temos,

1 @/1
p_R('OR,)/ T2 +A%,
ou,
@//
%(pRl)/_’_6 )\2p2:0
Portanto,
p q)/l
E(PR,)/ Nop* = 3 y?



Da relagao acima temos,
" + 2P =0, (53)
PR+ pR — (N?p* + > )R=0. (54)
A equagao (54) é a equagao diferencial modificada de Bessel, com solugao,

R(p) = arl(Ap) + asKu(Ap), p#0. (55)

Para p = 0 temos R = ag + bgln p. A solugao geral é entao,

u(p,o,2) = (coz+dp)(ag+ bolnp) (56)
aou "
+(eoz + fo) Z n + bopp! | [dy,, cos pup + daysen iyl
I
+ Z[alkulu()‘p) + asn K (Ap)] x
UA
X [b1,, cos pp + boysen ppl[ciy cos Az + coxsen Az] . (57)

A determinacao das constantes e dos possiveis valores de A e p depende,
como ¢ usual, das condigoes de contorno.

8 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < 2z < L, 0 < ¢ < 27, encontre a
solugao u(p, ¢, z) com as condigoes de contorno,

u(a, p,2) = f(p,2),
u(p, »,0) = g(p,v),
u(p, o, L) = h(p, ).

Como antes, escrevemos a solugcao geral como uma soma de solucoes,
cada uma satisfazendo uma das condigcoes de contorno. Portanto,

u(p7§07 Z) = ul(p7 807’Z> + UZ(p7§07 Z) + u3(/)7¢a Z) )

com,
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U1(079072) = f(gpa Z)a ul(p7<)070) = 07 u1<p7907L> = 07
uz(a, ¢, 2) =0, u2(p,,0) = glp,), ua(p,p, L) =0,

07 US(p790,0) = 07 U3(Pa ¥, L) = h(ﬂ: (10)
(a) Cdlculo de u;.

Escrevemos a solu¢ao como,

ui(p,,2) = (coz+do)(ao+ boInp)

a
+(eoz + fo) Z <% + boup“) [d1,, cos pp + doysen pup]
m

+ Z[alx\ulu()‘P) + g I (Ap)] X
U
X [b1,, cos pp + boysen pupl[ciy cos Az + consen Az] .

A forma acima permite obter a expansao de f(p,z) em séries de Fourier. A
solugao finita em p =0 €, fazendo ag = by, = a1y, = 1,

ur(p, p,2) = coz +do
+(eoz + fo) Y p"[dryu cos pp + daysen i)

m

+ Z 1, (Ap)[b1, cos pp + by sen pupl[cix cos Az + capsen Az].
A

As condicoes de contorno sao,
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ul(avspaz) - f(SDaZ):COZ‘Fdo

+(eoz + fo) Z a’[dy, cos pp + daysen pup)
n

+ Z I,,(Aa)[by, cos pup + bay,sen pupl[cia cos Az + carsen Az],
LA

w(p,0,0) = 0=do+ fo > pldsycos g + daysen i)

m

+ 3 L(Ap)[byy cos pup + by sen ppleny
U

ui(p, o, L) = 0=coL +do+ (eoL + fo) Z plldyy, cos pp + doysen g
o

+ Z 1,(Ap) b1y, cos pup + boysen ppl[ciy cos AL + coysen AL .
uA

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

co=dpo=¢eg=fo=0
Cl)\:07
)\jL:ﬂ'j, ]:1,2,

A condigao para f(p,z) € assim, fazendo coy =1,

flo,2) = ZIH()\ja)[bmcosmijbgusenugo]sen)\jz.

1]

Temos uma série de Fourier, logo,

1 ™
ZIO()\ja)blosen/\jz: 2—/ f(z, z)dz,
- T ) .
j

1 s
Z[u(kja)blusenka = —/ f(z, z) cos px dz
: )

J
™

1
E I,(Nja)by,senjz = — flx,z)senpxrdr, p=1,2,...
, T
J

—Tr

As expressoes acima sao expansoes em série de Fourier de senos, logo,
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2 [* , I
Lo = [ sen(my/Lydyy- [ fay)de.
0 -
2 [F , 1"
Lu(Aja)by, = f/o sen (jmy/L) dy;/ f(x,y) cos p dx,,
2 [* , I
I,(N\ja)by, = E/o sen (jmy/L) dy;/ flzyy)senprde, p=1,2...

Obtemos assim,

L i
bip = Io(ija)%/o sen(jmy/L) dy% /_7r f(z,y)dx,
b, = ! 2/L sen (jmy/L) dyl /7T f(z,y) cos px dx
I,(M\ja) L T )_ ’
boy = ! g/L sen(j7ry/L)dyl/7T flz,y)senprde, p=1,2,...
Li(Aja) L Jy m) , o

A série para f(p,z) € assim,

flo,2) = ZIO(/\ja)blosen)\jz
J

+ZI#(/\ja)b1Mcosugpsen/\jz
Hi
+ZI#(/\ja)b2lLsenugosen)\jz,
Hi
2 [ 1 (7
= Zsen/\jz— sen (jmy/L) dy— f(z,y) dx
- L J, 2 J_.

™

2 [* 1
+Zcosu<psen/\jzz/0 sen(jﬂy/L)dy; f(x,y) cos ux dx

Hi -

2 [* 1 ("
+Zsen,ucpsen)\jzz/0 sen(jmy/L) dy% /7r f(z,y)senpx dx,

1]

Se f(p, z) = fo constante,
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2fo [* ‘
fo = ZS@HA]'ZTO/ sen(jmz/L)dz
J

0

41, sen|(29 — 1)mz/L
Ay el - Ureft]

como esperado.
A solucdo uy € entao,

ur(p,,2) = Y Li(Ajp)[buy cos pup + byysen pgp)sen Nz |

A'
2 IO()\ja)sen iz X

2 [* I
z v/ L) du—
XL/O sen (jmry/ )cly27T /_7r f(z,y)dx

Lu(Ajp)
+Zﬂ Iu(Aja)

2
Z/ sen (jmy/L) dy— / f(z,y) cos px dx

/ sen (jmy/L) dy f(z,y)senpz dx .

—T

COS fpsen Az X

sen ppsen;z X

Se f(p, z) = fo constante,

u(p,p,z) = Z jg; ; %/ sen (jmy/L) dy ,
= 2foz E)\]Z sen\; z/ sen (jmy/L) dy,
_ 2fox Do((25 — Dp /)Sen - 2L
© T 2@ oran) " g
_ 4fox— Do((2) — Dmp/L) sen(2) — 1)mz/L]
oo ZJ: I((2j — L)ma/L) 2j —1 ’
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Se fo =0 temos u; = 0.
(b) Cdlculo de us.

FEscrevemos,

us(p,p,2) = (coz + do)(ao + byl p)

+(eoz + fo) Z plldyy, cos pp + doysen i)
o

+ Z J(Ap)[b1, cos pip + by sen puplsenhA\(L — z), (58)

Al

As condicoes de contorno nos dao,

us(a,p,z2) = 0= (coz+dp)(ap+bylna)
+(eoz + fo) Z a”[dy,, cos pp + doysen g

m

+ Z J(Aa)[by, cos pup + by sen pup] X
Ap

x senh\(L — z)],
us(p,,0) = g(p,p) = do(ag + boIn p)
+fo Y p[day cos pp + dayusen i)

o

+ Z J(Ap)[b1,, cos pip + baysen puplsenhAL
Ap

ua(p, o, L) = 0= (coL + dp)(ap + boInp)
+(eoL + fo) Z p"[dy,, cos pp + doysen pp) .

m

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

co=do=ay=by=¢e9=fo=0,
Ju(Aya) =0, p=0,1,2,..., 7=1,2,...

logo,
us(p,,2) = > Ju(Ausp) by cos o + byysen gl senh Ay (L — 2).

1]
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A condi¢ao para g(p, @) fica entao,

glp,p) = Z (A i p) (b1, cos pp + boysen puplsenh A L.
Hj

A expressao acima é uma série de Fourier, logo,

1 T
E J0<)\0jp)b105€nh/\0jL = _27r / g(/% y) dy,
j -7

1
> Ju(Ngp)brsenh N L = - / 9(p,y) cos py dy ,
J

—Tr

T

1
Z Ju(Auip)bousenh A\; L = ;/ glp,y)senpydy, p=1,2...
j —T

As expressoes acima sao erpansoes em série de fungoes de Bessel, portanto,

2 @ 1 T
blosenh)\ojL: W/ LEJ()()\OJ )d 2—/ (.’L‘ y) dy,

2 a 1
Dsenh du k= —/ v dfﬁ—/ g(x,y) cos py dy
' " a? ‘]3+1 (Auja) Jo A T
2 a 1
bassenh Al = —/ dl’—/ g(x,y)senpy dy,
' " a? ‘]3+1 (Auja) Jo T
w=12 ...
ou,
1 2 a 1
bip = To(A 1 )\
10 SenhAojL a2‘]12<)\0ja)/ z 0 0jT 2 / g T y Yy,
1 2 a 1
by, = VAo~ y
H senh)\#jLa2J3H()\Hja)/0 (Apiw) Iﬁ/ﬂg x,y)cos py dy ,
1 2 @ 1 T
by, = 2)da— p
2 senh)\ujLa2J3+1()\ma)/0 $7r/ g(z,y)senpy dy ,
=12 ...

A expansao para g(p, ) € assim,
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9(p.0) = 3 Ju(Nugp) iy cos jip + bysen ug]senh N, L
]
= Z J()()\ij)blosenh )\OjL
J
+ Z Ju(Auip)biy cos ppsenh A,; L
i
+ Z Ju(Auip)baysen pupsenh Ay, L
i

2 JO()‘ij) /a 1 /7r
= 2N g gy (Agj)de— d

2 Ju(Aip)
+ —cos,ugo X
Z Jﬁﬂ()\ ja)

a 1 s
x/ a:J#()\“jx)dx;/ g(x,y) cos py dy
0

—Tr

Ju(Auip)
ta Z T, Oy 19

pt+1

a 1 s
x/ (/UJM()\W':L')d$—/ g(x,y)senpy dy .
0 T

—T

Se g(p, p) = go constante,

2 Jo(Aojp)
go = J ()\Oj ) $J0<)\0jl')dl’go,
_ 290 Jo(Aojp)
Z )\(]szl )\OJ = 9go,

como esperado.
A solugao € entao ([7], 6.97a),
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a

2 Jo(Aojp) senhXo;(L — z)
U2(p7 P, Z) - 2 XJ: J12<)\0ja) senh/\ojL

a 1 Q
X/ ,Tjo()\ojﬂf)dQ?—/ 9(3379) dy
0

—T

Z (Aujp) senh,;(L — z)
J/3+1 Auj@)  senh ;L

< [envd [ gteg)cosydy
0

L2 2 Ju(Auip) senhA,;(L — 2)
a? Jiﬂ()\uja) senh \,; L

COS [1p X

Sen pup X
a 1 ™
o Ty —
0 -7

Se g(p,p) = go constante,

B Jo(Aojp) senhdo;(L — 2)
(p, ¢, 2) ZJQ(/\ a)  senh\gL X

/ $J0()\0] )d:l:go—/ dy?

B Z senh Xoj(L — 2)
T a2 senh A\o; L

xdo / 2Jo(Aojz)da,

290 Z Jo(Agjp) senhAoj(L — z)
XojJi(Aoja)  senhAg;L

Se go = 0 temos ugy = 0.
Se g(p, ) = p*cosp ([1], 6.97),
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us(p,p,2) = Z Jo(Ajp)senh A;j(L — z) x
J

1 2 a 1 T
Jo(Ajx)dr— 2 d
Xsenh)\jLaZJf()\ja)/O v Jo(Aj) 9527r/ xcosydy

+ Z Ju(Ajp) cos ppsenh N (L — z) x

1]

1 2 a 1 T
Xsenh)\ La?J? ()\-a)/ x‘]u(ij)dig/ 2% cos y cos py dy

p+1\"7 0 —7

+Z‘]u (Ajp)senpupsenh \;(L — z) x

1

1 2 a 1 [~
Ju(\jx)dr— 2 du .
Xsenh)\jLazjiﬂ()\ja)/o zJu(Ajz) xﬁ/ x” cosysen uy dy

-

A dltima integral em o se anula pois o integrando € impar. A sequnda integral
¢ nula para pn # 1, e para . = 1 € igual a m. A primeira integral € nula.
Portanto,

wa(p.2) = 3 h(vp)cos psenhdy(L - 2) x
J
1 2 a
A;x)d
Xsenh)\jL a2J22(/\ja)/0 v hAr)de,

com Ji(Aja) = 0. Calculando a integral acima temos,

a 1 a
/ 2? Jy(\jx)dx = % [(Sa — Nia®) Jo(Nja) — 3/ JO()\jx)dx] .
0 j 0

Usamos as sequintes integrais indefinidas,

sen(p—q)xz  sen(p+ q)x
2(p—q) 2(p+q)
cos(p — q)x B cos(p+ q)x

2(p —q) 2(p+q)
sen22ax

4a

/

/ ,

/w& r=—a"Jy(x +m/"”%)d
=

2 Jo(x)dx = 22Ty (x) + 2Jo(z) —/Jo(as)dx.

Y

/ cos px cos qrdxr =

senpx cos qrdr = —

)

cos? axdr =
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(¢) Cdlculo de uz. Escrevemos,

us(p,p,2) = Z Ju(Ap)[b1, cos pp + by sen pupl[cincoshAz 4 consenhAz] .
Ap

As condicoes de contorno sao,

ug(a,,z) = 0= Z Ju(Aa)[b1, cos pp + by sen pp] X
Ap
X [c1xcoshAz + copsenh\z],

us(p,,0) = 0= Ju(Ap)[by, cos jup + bay,sen puple |
Ap

us(p, o, L) = hip,p) =D Ju(Ap)[buy cos pup + baysen pup] X
A
X [c10c0ShAL + copsenh\L] .

Satisfazemos as condi¢oes acima escolhendo,

Ju(Aa) =0, j=1,2,...

Cl)\ZO.

A solucdo fica entao, fazendo coy = 1,

us(p, p,2) = Z Ju(Aujp) b1y cos pup + baysen pplsenhdy,;z
Jh

A condigao para h(p, ) fica,

hip,p) = Z Ju(Auip) b1, cos pp + boysen puplsenh,; L,
Ju

Temos uma série de Fourier para h(p, ), logo,

1 s
Z JO()\ij)blosenh/\OjL = %/ h(/% y) dy,

J
™

1
Z Ju(Auip)brusenh, ;L = - / h(p,y) cos py dy,

—T

—T

j
1 T
Z Ju(Aujp)boysenh, ;L = ;/ h(p,y)senuy dy .
J
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As expressoes acima sao erpansoes em série de fungoes de Bessel, portanto,

2 a T
Aojx)dr— h d
senh)\ojLaQJIQ(/\Oja)/O zJo(Ao;j ) 96 / (z,y)dy,

/ h(zx,y) cos py dy ,

bio =

by, = 2 /“ )d

e senh;La? T2, (A a) s
2 a

bo, = Ju(Aiz)d

2 senh\,; L a®J? ()\w-a)/o luAus)d

jit1

S0

3=

/ h(z,y)senuy dy .

A série para h(p, p) é assim,

. 2 JO()‘ij) /a 1/”
h(p, ) 2 2= Pnga) )y vdo(hojr)dro— [ h(z,y)dy

(Aujp
Zﬁg\]i)COSM@X

ptl

a 1 s
x/ acJ“()\“jx)dx—/ h(x,y) cos py dy
O ﬂ-

—T

(Awip)
te ZWM“W .

fi+1

a 1 s
x/ SL’JM()\W'SC)dSC—/ h(x,y)senuy dy .
0 m

—T

Se h(p,p) = hy constante,

2ho Jo( )\ij
h = =h

como esperado.
A solugado € entao,
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2 Jo(Aojp) senho;z
u3(ﬂa P, Z) = XJ: J12(>\0ja) senh)\ojL 8

a 1 ™
x/ a:Jo()\ojx)da:—/ h(z,y)dy
o

—Tr

(Aujp) senh\,z
X
+a2 Z J5+1 Ayja) senh,; L oSty

></ xJM(/\ujm)dx—/ h(z,y) cos py dy
0 T J—x
3 ‘g w(Aujp) senh,;z sen jup X
Ju+1()‘uja) senh\,; L

a 1 K
X / xJu(/\w-:v)dx—/ h(zx,y)senuy dy .
0 7r

—T

Se h(p,p) = hy constante,

Jo(Aojp) senhXo;z /
h Aosz)d
JQ()\Oja) senhXg; L 0 ; zJo(Aojz)dz

. 2]’L0 Z J() )\()Jp senh)\gjz
N >\0JJ1 >\0] S@nh)\ojL .

U’3(p7<)07 Z) = ?

Se hg = 0 temos uz = 0.

(d) Considerando as fun¢oes nas condigoes de contorno constantes, a
solucao €,

o= Dol(2) = Dmp/L) sen((2) — Dmz/L)
ulpp:2) = 7210((2j—1)7ra/L) 2j — 1

Zgo Z Jo(Aojp) senhAg;(L — z)
)\Ojjl )\0_] senh)\ojL

2h0 Z JO )\ij senhkojz
)\OJJl )\0] senh)\gjL ’

2. Considerando o intervalo a < p <b, 0 <2 < L, 0 < ¢ < 27, encontre
a solucao u(p, ¢, z) com as condig¢oes de contorno,
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(

u(b, p,2) = g(p, 2),
u(p, »,0) = hip,¢),
(pa 907 L) - ’U(p, 90) .

Escrevemos a solucao como uma soma de solucoes, cada uma satisfazendo
uma das condigoes de contorno,

U(,O, (7072) = ul(pa(p?'z) + u2(p7§072) + U3<p, (7072) + U4(p, 9072) )

com,
ui(a, ¢, 2) = flp,2), ui(b,p,2) =0, ui(p,p,0) =0, ui(p,,L)=0,
UQ(CL,QO,Z) :07 UQ(b,QD,Z) g(gou )7 u2(p79070)207 Ug( 7¢7L):O7
Ug(a,@, Z) = 0? U3(ba%z) - 07 3(p730>0) = h(ﬂa 90)7 Ug(p,QO,L) = 07
U4<(I,QO,Z) :07 U4(b,§0,Z> 207 U4(p79070) :07 u4(Pa‘P7L) :U(p,gﬁ)

(a) Cdlculo de u;.
Escrevemos a solugcao como,

w(p,p,2) = D [anndu(Ap) + anKu(Ap)] x
2#,A>0
X b1y, cos e + boysen pupl[ciy cos Az + consen Az] .

As condicoes de contorno sao,

wla,p.2) = flp.2)= 3 [andu(Aa) + anK,(Aa)] x

©w,A>0
X b1, cos e + oy sen pup][ciy cos Az + consen Az]
ur(bp,2) = 0= [annu(Ab) + ann K, (Ab)] x
©,A>0
X b1, cos e + boysen pup][ciy cos Az + consen Az],
ur(p,p,0) = 0= [a1xL,(\p) + asx K, (Ap)] x
©%,A>0
X by, cos up + baysen puplery
wlp,p, L) = 0= land,(Ap) + anK,(Ap)] x
©w,A>0
X b1y, cos pp + boysen pupl[ciy cos AL + coysen AL .
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Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

CLD\I'LL()\b) + CLQ)\K#()\b) = 0,
Cix = 07
NL=mj, j=1,2,...

Portanto,

IR ACY)
K Ku()‘jb) ,

e a solugao fica, fazendo ay; = con =1,

&Qj =

wlppz) = Y LA Ku(Ab) = LA KL (Ap)]
1 K
X by, cos pp + boysen puplsen ;2

ou,

1(p, p, 2 blu COS fup + by, sen pplsen Az .

K

A condi¢ao de contorno para f(p,z) € entao,

Z K blu oS fup + by, sen pp|sen;z .

Temos entao uma série de Fourier para f(p,z), logo,

Vo(Aja) _ /
ZK( ]b)bmsen)\ z = f(x, 2)
V.(A\ja) 1
% (Ajb)bl“sen)\jz_ %/ f(z, 2) cos px dx,
Vi

ja

(A
Z (Aja) bausenjz = / flx,2)senprdr, p=1,2,.
R, 0u0)

As expressoes acima sao expansoes em série de Fourier de senos, logo,
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flz,y)dz,

™

f(z,y) cos ux dz,

s

f(z,y)senpx dx

™

f(z,y)dx,

T

f(z,y) cos px dz,

[, y)sen p da,

Vo(Aja) 2/L . 1/
big = — L) dy—
Kob) ™~ T J, sen(jmy/L)dy5 - |
V.(\ja) 2/L . 1/ﬂ
b = L) dy—
K/L()‘Jb) 1p L 0 sen(jﬂy/ ) yﬂ_ B
V.(\ja) Q/L , 1/“
I, =2 L) dy—
Ku(/\Jb) 20 L 0 Sen(jﬂ-y/ ) y']r B
p=12,
ou,

KO(Ajb)Q/L . 1/
= Z L -
bio Voua) L Jo sen (jmry/ )dy27r 3

K,(\b)2 [ , I
by, = 2922 L) dy—
1p VM(AJG) L/() Sen(jﬂ-y/ ) y’ﬂ' /_71—
K,(\b)2 [* . 1 [
b — A A L) duy=
%=V ) L/o sen (jmy/L) v /Tr
=12 ..

A série para f(p,z) € assim,

fle,2) = Zsen(jﬂz/L)x

X_

L
/ sen (jmy/L) dy
L Jo

+ Z cos ppsen (jrz/L) X

1]

XQ/L Gryimyay [
I sen (jmy y- g

+Zsenugpsen(j7rz/L) X
wj

XE/L sen (jmy/L) alyl /7r
L J, L -

Se f(p,z) = fo constante,
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f(z,y)dx

f(z,y) cos ux dx

f(x,y)senpx dx .



2 L
= imz/L)— imy/L)d
o= Ssenms/ D) | sentimunyay,

_ 4fo Z sen((2j — 1)mz/L]

. — JO>
- 27 —1
como esperado.
A solugdo uq € entao,
iz /L) X
pagoa Z%]TI’CL/L S@?’L(]’iTZ/ )

2 [* I
z v/ L) du—
XL/O sen (jmy/ )dy27T B f(z,y)dx

+ZV U ,0/ cosugpsen(jﬂz/L) X

2 [* I
x—/ sen(jmy/L) dy— f(z,y) cos px dx
L J, i

+> %Senwsen (jmz/L) %

2 [* 1
X—/ sen(jmy/L) dy— f(z,y)senpz dx .
L J, T

—T

Se f(p, z) = fo constante,

Vo(ymp/L
Z (jmp/L)

. L
u(p, ¢, 2) Wsen(ﬂz/L)zfo/o sen(jmy/L)dy,

ik 5 Yl(2) = /) senl (2 ~ =/ 1
o7 Vo((2§ — 1)ma/L) 2 — 1 '
Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cadlculo de us.

FEscrevemos Ug COMNO,

us(p,p,2) = ) lanndu(Ap) + asn K, (Ap)] x

©w,A>0
X [b1,, cos pp + boysen pupl[ciy cos Az + consen Az] .
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As condicoes de contorno sdao

ug(a,,z) = 0= Z [aix],(Aa) + agn K, (Aa)] x
1, A>0
X [b1,, cos e + oy sen pup][ciy cos Az + consen Az]

ua(b,p,2) = glp,2) = Z la1x],(AD) 4+ aox K, (AD)] X

1,A>0
X [b1,, cos e + oy sen pup][ciy cos Az + consen Az],

u2(p, 2 0) = 0= Z [al)\[u()\p) + a2/\KM<)‘p)] X
1, A>0
X [b1,, cos pp + by sen pplery
UZ(p7 2 L) = 0= Z [al)\[u()\p) + a2/\KM<)‘p)] X

1, A>0
X [b1,, cos e + oy sen pupl[ciy cos AL + coysen ALJ

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

I,(Aa
annl,(Aa) + apn K, (Aa) = 0= agy = _al)\[é;(()\ z
cin =0,
)\jL:ﬂj7 j:1,2,
A solucao fica entao, fazendo ay; = coj = 1,
1
us(p, 0, 2) = Z[IM(/\jp)KM()\ja) - IN()\ja)KM()‘jP)]W y
u(Aja)

wi
X [b1,, cos pp + baysen pp|sen \;z

ou,
W, (A,
us(p,,2) = Z %[blu cos f1p + by, sen pp|sen;z .
wi
A condigao de contorno para g entao nos dd
W, (\;b
glp,z) = Z %[bm COS fup + boysen pp|sen\;z .
j

K
pji
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Temos uma série de Fourier para g(p, z), logo,

Wo(A;0) 1 [
; KO()\;a)blosen/\jZ =5 /_ﬁg(m,z)dx,

1 T
Z % ((Aja;bmsen)\jz == ; /;Wg('ru Z) COS (hx d.T,
Wu(A;b)

Ku(Aja)

—T

As expressoes acima sao séries de Fourier de senos, assim,

Wo(A0) 2 [* B
Ko(\a) 10 = z/o sen (jmy/L) dy2— /_Wg(:v,y)dx,
2 L g
VV:(iJJa b, = z/o sen (jmy/L) dy— /Wg(x,y) cos px dx
Wy(Ah b2 :2/ sen (jmy/L) aly1 /7r g(x,y)sen px dx
Ku( i@ a) "L 0 T™J-x ’
ou,
Ko(\a) 2 [* 1
bio = oD Ly =" (ymy/L) dy— g r,y)d
j 0
K,(\ja)2 [* ) 1
b, = I/Vu(()\]-b;Z/ sen (jmy/L) dy;/ g(x,y) cos px dx
12284V 0 -
K,(\ja)2 [* , 1 ["
ba, = I/I/H(()\jbiz/ sen (jmy/L) dy;/ g(x,y)senpxdz,
HAY) 0 —m

Com isso a solugcdo us €,
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ILL:

1 s
by senjz = —/ g(x,z)senpxdr, p=1,2,...
T

1,2,...

1,2
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A
uy(p, 0, 2) = ZWO( ]p>sen>\ 2 X
J

Wo
L 1 T
/ sen (jmy /L) dy- / oz, y)da
0 v

—T

s
+ Z % COS [IPSENAjZ X

m

2 L T

z/ sen (jry/L) dy— / g(x,y) cos px dx
0

—T

+ % %senuwsen/\ z X

2 [* 1 ("
x—/ sen (jmy/L) dy—/ g(x,y)senpx dz .
L J, T J)

Se g(¢, z) = go constante,

wloips) = L piigeenteg [ sentimuib)dvso
W
I

4490 (25 — V)mp/L) sen[(2j — 1)mz/L)]
T Z (2j — 1)wb/L) 25— 1 '
Se go = 0 temos ugy = 0.

(c) Calculo de ug.

A solucdo us €,

us(p,0,2) = D _lanndu(Ap) + annYu(Ap)]

Ap
X [by, cos pp + oy sen pup] X
X[c1acoshA(L — z) + consenhA(L — z)],

com as condicoes de contorno,
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ug(a

p,2) = 0= Z[GIAJMO‘G) + azYy(Aa)] x
Ap
X by, cos pp + oy sen fup] <
X [c1aco0ShA(L — z) + copsenh\(L — z)],

us(b,p,2) = 0= [annJu(Ab) + asY,(Ab)] x

A
X by, cos pp + oy sen pup] X
X [c1xcoShA(L — z) + carsenhA(L — 2)],

us(p,0,0) = hip,@) =Y [anu(Ap) + anYu(Ap)] x

Ap
X by, cos i + oy sem pup] X
X [c1xcoSAAL + copsenhAL] ,

uslpo. L) = 0= lanndu(Ap) + anY, ()] x

A
X [by,, cos pp + boysen puplery -

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

temos,

annJu(Aa) + azY,(Aa) =0,
alAJM(/\b) + ag)\Yu()\b) =0,

Cl)\ZO.

Ju(Aja)Y,(Ajb) — Ju(N;b) Y, (A
_ Ju(\ja) J ()\ b)
o=t 2o

A equagao que determina \; € entao,

U Ajb) =0, p=01,2,..., j=12 ..

Com isso a solugao fica, fazendo ai; = co5 =1,

Uy (A
us(p,p,2) = > ”(—’75)[% cos pup + baysen puplsenhy; (L —
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e a condi¢ao para h(p, ) fica,

Up(Auip)
hip,p) = Z ij(/\—:jja)[blu cos fup + bo, sen puplsenh\,; L .

17

A expressao para h é uma série de Fourier, logo,

Uo()\op) 1 T
Z ﬁbmsenh)\oj[/ =5 h(p,y)dy ,

—T

1 ™
biusenh,; L = — / h(p,y)cos py dy ,
T

—T

Uu(uip)
Y, (Auja)
Uu(Aujip) 1 /7T
———=Lby, senh\ ;L = — h(p,y)senpydy, w=1,2,...
; Yu()‘w ) o o ™

—T

e

As expressoes acima sdo séries de funcoes de Bessel, assim,

blO 1 /b 1 /7?
ho; L = UsONoiz)dz— | h(z,y)d
Vo0 T U e Jo TN g [ R
1 b 1 [™
VO S L = Uu(Na)dz= [ h d
Y()\Ma)sen i bv[Uu(Aujv)]QdU/(; 2Uu(Ay) m /_7T (x,y) cos uy dy ,
b senhA,; L = L /be (A x)dazl /7r h(z, y)senpuy d
YO\WG) " _fabU[Uu(AujU)]de a e T J_x Y Hyey:
=12 ..
ou,
bo = — Yolhose) bUA dro— [ h(e.y)d
10_867Lh)\0jL/b U )\ X 0 0 o . r,y)ay,
0 O]
o1 = senh\ ~L/ qu Aus) d$ h(zx,y) cos py dy ,
) o

—T

1 (M) b 1 [
b2“_senh)\w-L/ 1 /xUM Ay )dz— / h(z,y)senuy dy ,
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A expansao em série para h(p, ) € assim,

Uo(Xojp) b 1 [
hip.) = > — ’ xUO()\ij>dx_7T h(z,y)dy
J / U[UO(AOjU)PdU /(; 2 /;ﬂ—

+ Z COS 4 X
i

: Uu(Auip) / xUM(,\mx)dx%/ h(z,y) cos py dy
/ U (Nyg0))do " N

+) senpp x
i
N b 1 [
X — Unir) /qu()\ujx)dx—/ h(z, y)sen py dy -
™ J—m
/“[UM(MU)]QCZU '

Se h(p,p) = hy constante,

) b
hg = ho Z b UO(AOJP) / I'Uo(/\()jl’)dl’ = ho,
J / U[Uo(Aojv)]sz ¢

como esperado.
A solucao us €, entao,
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Uy ()\ij) senhAo;(L — z)
b senhXo; L
/ UO )\Oj dv

/b xUp(Aojx )dx— /7r h(z,y)dy

s

U/3(p7 P Z) =

n Z (Auip) senh,;(L — z)
5 senh\,; L
Z / U (g0

b 1 ™
/xU (Ayjz)dr— / h(z,y) cos py dy
T

—T

COS LY X

hA,; (L — 2)
1 (Aip) SENNALg
Z/ O[T v)] o senh\,; L

b T
1
></ xUN()\M-x)dx—/ h(z,y)senuy dy .
o T

—T

sen jup X

Se h(p,p) = hy constante,

Up(Nojp senho;(L — z) [°
u3(P7 @, Z) = Z R 01707 ) 367’)[,);3\0 T ) / $U0(>\0jl‘)dl‘ h()
J / ’U[Uo()\oj’U)]Qd'U ! “

- Z UO()\ij) S@nh/\()j([/
0L b ) senho;
i / ol (Aoj0)]2d

Se hg = 0 temos us = 0.
(d) Calculo de uy.

Escrevemos agora,

. b
LZ)/ .CCU()()\OJ'SL’)diC.

us(p,,2) = D _lanndu(Ap) + anYu(Ap)] x
Ap
X [b1,, cos pp + boysen pupl[cixcoshAz + coysenhAz] .

As condicoes de contorno sao,
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ug(a,,z) = 0= Z[al,\JM()\a) + asY,(Aa)] x
Ap
X [b1,, cos pp + baysen pupl[ciycoshAz + copsenhAz],

ug(bp,2) = 0= [ainJu(Ab) + a2\ Y, (Ab)] x
Al
X [b1,, cos pp + baysen pupl[ciycoshAz + copsenhAz],
U4(p, @, O) = 0 = Z[alAJu()\p) + GQAY/L()\p)] X
Al
X [b1,, €OS pup + bay,sen gl
us(p o, L) = wip, ) = > lanndu(Ap) + annYu(Ap)] x
Al
X [b1,, cos e + oy sen pup|[ciy coshAL + consenhAL] .

Temos agora,

al,\#Ju(Aa) + ag)\#yu()\a) = O,
(11,\/“]“()\5) + GQAMYM(/\Z)) =0,

Cix = 07
portanto,
_ Ju(Aa)
A2 py = —Qixy YM()\CL) ’
JM(/\ja)Yu(/\jb) - Yu()\ja)Ju(Ajb) = O, j = 1, 2, ce
ou,

U Aib) =0, p=01,2,..., j=12, ...

A solugao uy € entao, fazendo aij = co5 =1,

ug(p,p,2) = Z[JM(/\MP)YM(AMG)—Ju(Auj@)Yu(/\ujp)]m X

X by, cos pp + boysen puplsenhd ;2

ou,
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U,( Ay
ug(p,,2) = Z Z Msenh)\mz[bm cos fup + by, sen pp) .
—~ Xy

A condicao de contorno para v nos dd,

Z Z Y senh)\ML[bm o8 fup + by, sen pp)

que € uma série de Fourier, portanto,

(AOJP) 1 /‘7r
hXo; L byg = — d
- ()\Oja) v L sen 07 10 271' . U(p> y) Yy,
Uu(Auip) 1 /7r
E senh\,;Lby, = — v(p,y)cos py dy ,
F Yu(Ayja) SRR -
U ()‘M]p) 1 /7r
senh),; L by, = — v(p,y)senuydy ,
; Y (Auia) WS T g —
L,

=12 ..

As expressoes acima sao expansoes em série de funcoes de Bessel, logo,

1 1 b 1 s
m%”h)\oﬂbm =— / :z:Uo()\oj:c)d:c%/ v(z,y)dy,
0 0] U[UO()\OjU)]QdU a —r
1 1 b 1 /7
Y. 0ua) senhA,;Lbyy, = — xUM(AW»:p)dm; v(x,y) cos py dy ,
o U (Ag0))do " o
1 1 b 1 T
Yilhoa) senhX;Lbo, = — xUH()\“jx)dx; v(x,y)senuy dy,
o U)o -
=12 ..

ou,
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. YE)()\Oja) /b 1 /W
bio = senhg,L [ 2Uo(Ao;z) o _Wv(x,y)dy,
/ UO >\0]

Y (A 'CL) b 1 s
o = seunh:ZjL /b U0 ) / 2Uy(Ayj)de— /_W v(z,y) cos py dy,
w w w
Y ()\ ‘CL) b 1 s
by — MK / Ui \d / .
) Senh}\ﬂjL /b’w[ w de ' “ “Jm “r _Wv(x,y)senuy J
Auj

A série para v(p,p) € assim,

Uo(Xojp) b 1 [
'U(p, gp) = Z 5 J I'Uo()\ojl')dl'—ﬂ_ ’U(Slf,y)dy
: / [UO()‘OJ )2 dw /a ? /_W

+ Z p i) COS [ X
/ w[Uuww)Pdw

b ™
/xU (Ayjz)dr— / v(x,y) cos py dy

—T

+ Z Wp) sen e X
/ i

b 1 T
></ :CU#()\W':L’)CZQ}—/ v(x,y)senpy dy .
o T

—T

Se v(p, p) = vy constante,

) b
Vo — Z b UO(AO]p) /ZEUo()\OjZL‘)dZEU(),
J /w[Ug()\DJW)]de “

Aoj ’
= U Z b UO( ij) / SL’Uo()\OjZC)dSC =1,
J / w[UO()\ij)]2dw “

como esperado.
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A solucdo uy € entao,

Z U()()\ij) 86nh>\0j2 %
- b o, Senho;L
J / U}[U[)(/\ojw)] dw

/b xUp(Aojx )dﬂvi /7r v(x,y)dy

—T

u4(p, ¥, Z)

senh,;z

MP)
+ Z 5 senh\,; L €S g X
/ wlU, ()P

a

b ™
/ U, (\yjz)de— /v(x,y)cos,uydy

—T

senh\,;z

1(Auip)
+Z 5 senh)\ujLsenMO 8
/ wlUy(Ajw)]dw

a

b 1 i
X / xUH()\ujx)dx—/ v(x,y)senpy dy .
a 7r

—T

Se v(p, ) = vy constante,

Us(Ngs senhgiz  [°
U4<p7(10az) = Z 0( ij> OJL/ l'U()()\()j$)d{If’U0,

b hAoj
T )

o(A hhgiz [
_ ’Uoz OJp Sen sz / ./EU()()\O]x)dx

senh\g;
/ wlU(oguw) 2w "
Se vy = 0 temos uy = 0.

(e) Se as fungdes nas condigdoes de contorno sao todas constantes,
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_4f Vo( 2] — Vmp/L) sen[(2j — 1)mwz/L]
ulp: ) Z (25 — 1)wa/L) 25 —1

4go Z WO (25 — V)wp/L) sen[(2j — 1)7z/L]
Wo((2j — 1)mb/L) 2j — 1

Aoj ho; (L — b
+h0§ : - UO( ij) SEn 0]( 2)/ 'TUO()\OJ'T)CZ'T
- ) senhXo; L “
J [UOO‘OJ )]"dw

Uo(Xojp) senhXojz b
+UOZ seniro,L /. xUp(Aojx)dx .
[ g

3. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solucao u(p, ¢, z)
da equacao de Laplace com a condigao de contorno,

u<a7 ¥, 2) = f<907 Z) :
4. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solucao u(p, ¢, 2)
da equacao de Laplace com a condicao de contorno,

ou(a, ¢, 2)
# =f (‘Pa Z) .
5. Considere uma casca cilindrica infinita de raio interno a e raio externo
b. Calcule a solugao u(p, p, z) da equacao de Laplace com as condigoes de
contorno,

u(a7 @, Z) = f(%pa Z) )
u(b, p, 2) = g(p, 2) .

6. Considere um cilindro em 0 < p < a, 0 < z < L com radiacao
obedecendo a lei de Newton do resfriamento em z = 0. Calcule a temperatura
no estado estaciondrio (Spiegel [7], probl. 6.98).

7. Encontre a solugao u(p, p, z) para as equagoes:

(a)

10 ([ ou 1 9%u  u .
0 p (Pa—p) ;8—@+@ =—f(p,p.2);

1d [ du 1 9%u n 0*u 4y
ta fduy 10w odmw | o
pdp\"dp) T Pog? T 022 ’
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com « constante,
()
1d du 1 0%u  O%u 9
pdp (%) o Tea T Y
com « constante,
(d)

1d du +182u+82u o
—_ F— _ — = a“u:
pdp \"dp) T o2 T 022 ’

com « constante,

(e)
1d ([ du 1 ®u  D*u 5

;%(pd—p)Wa—w@:—“;

com « constante e,

0<p<a, 0<p<2r,0<z<1L,

U(CL, 2 z) = [J,(QD,Z), u(ﬁv 9070) = Vl(pa 90)7

u(IOﬂOvL) = VZ(pa 90) :

8. Encontre a solugao u(p, ¢, z) para as equagoes:

(a)

li d_u +l%+&—_f( Z)
pdp \"dp) T o2 T o2 T Y
(b)
Ld (Y L
pdp\"dp) " o2 o2 T

com « constante,
()
1d du 1 0%u  0%u 9
+ =5t 55 = ;
2002 922
com « constante,

(d)

com « constante,

(e)

com « constante e,
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a<p<b, 0<p<2r, 0<z<L,

u(a, 22 Z) = ,ul(907 Z) ) u(bv ©, Z) = U?(@Da Z) )
U(p,g@,O) - V1<p7 90) ) U(p,g@, L) - 7/2(,0, 90) :

9 Apéndice

1. Séries de Fourier.

+ Z (an cos 1% —|— b sen@) ,

L
—/ (@) da
/f cos@d:p

:Z/_Lf(:c)seanx, n=12,...

2. Série de Fourier de senos.

z) = ijsen (jmz/L),

:%/0 f(z)sen (jmzx/L) dx

3. Série de Fourier de cosenos.

f(z) = % + Zaj cos (jrz/L),

j=1

—%/0 f(z)cos (jmx/L) dx

4. Polinoémios de Legendre (z = cosf).
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Po(l') =1

P(x)=x
1

Py(x) = 5(3202 —1)
1

Ps(x) = 5(5x3 — 3z)
1

Py(z) = g(35:54 — 302% + 3)
1

Ps(z) = §(63x5 — 702° + 157)
1

Ps(z) = 1—6(231956 — 3152* + 1052° — 5)
1
Py(z) = 1—6(497x7 — 6932° + 3152° — 35z)
1
By(z) = 1—28(6435x8 — 120122° 4 69302* — 12602 4 35)

5. Relacao de ortogonalidade.

+1 0, n#k,
/ Po(a)Pu(z)dz = {2

1 m n 1 y = k?
6. Série de polinomios de Legendre.
F(0) = CiPy(cosb),
k=0
2k+1 [7
Cr = ; / f(0)Py(cosf)senb db .
0

7. Fungoes associadas de Legendre.
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Pl(z) = (1 —2)Y? = send

Py (x) = 3x(1 — 2?)"/? = 3sen  cos 0

P} (x) = 3(1 — 2?) = 3sen® 0

Pj(z) = g(5m2 —1)(1—2*)V2 = ;(5 cos® — 1)sen 6
Pj(x) = 152(1 — 2*) = 15senf cos 0

P3(z) = 15(1 — 2%)*? = 15sen®9

Pl(z) = 2(7333 —32)(1 — 2?)1/? 2(700539 — 3cosf)send

1 1
Pi(x) = —(72° = 1)(1 — 2°) = —5(70082 0 — 1)sen” §

)
P(z) = 105x(1 — 22)*/? = 1O5sen39 cos 0
P}(x) = 105(1 — 2°)* = 105sen*0

8. Relagao de ortogonalidade.

+1 , n#k,
/ P (z)P"(z)dx = 2 (n+m)!
- 2n+1(n—m)!’

9. Série de funcoes associadas de Legendre do primeiro tipo.

n==k,

) = Z Dy P["(cos @),

k=0
2k +1
Dk—( tk)—im /f )P (cos @)sen 0 df
10.
L 0, j par
/sen(jmc/L)d:U = 2L
0 —, jimpar
Jm
- =123
(25 = 1)
11.
L L2
/$S€D(j7T$/L)dZL‘: —(=1)* j=1,2,3,..
0 Jm



12.

+L 27,
/ cos(kmx/2L)dx = —sen (k1 /2).
0 km

13.
L 0,077,
/ cos(imx/L)cos(jmz/L)de =< I, =
0 —i=7.
2
14.
1 0,j#k,
/ cos[(2] — 1)m2/2L] cos|(2k — V)rz/2Lldz = 4 "
0 5 yJ = k
15.
iz —x) Z sen (jmz/L)sen (jrx/L),
j=1
0<z,z2< L.

16.

iz —x) =7 Zsen (25 — )ymz/2L]sen ((2j — 1)wx/2L),

0<z,2< L.
17.

§(z — ) Z cos[(2j — 1)wz/2L] cos[(2] — 1)ma/2L]

0<z,2< L.
18.

:ézsen 2]—1712/2[,]’ 0<z<I.
T 27 —1

19.
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1= %Z 2j1_ - cos((2j — D)mz/2L]sen[(2) — 1)7/2), 0< 2 < L.

j=1

20. Funcoes de Bessel.
xJ (x) = nd,(x) — 21 (2),
2n
Jn+1(£) = ?Jn(x) - Jnfl(x%
/x]o(x)dx =xJi(x),
/x”Jn_l(x)dx = 2" J,(x),

| #an )i = S,
0

Ai
otk
(a)
fl@)=> A Ju(Mz), 0<z<a,
p=1
Jn(Npa) =0, p=1,2,3,...,
A 2 /a Jn (M) f(z)dx
= ——F——— xJy .
CaT ) o T
(b)

fla)=> A Ju(Az), 0<z<a,
p=1

J(Mpa)=0, p=1,2,3,...,

2 a
a?(1 = n2/(Apa)?) I3 (Aka) /0

Em particular, se temos,

A = r () f(x)dx .
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Ji(Apa) =0, p=1,2,3,...,

entao,
fl@)=Ag+ Y A do(\r), 0<z<a,
p=1
com,
Ay = 2 aq:f(x)dx
0 — a2 0 )

2

f(z) = ZAPJH()\I,:U), 0<z<a,
p=1

RJ,(\ya) + SAad, (Aa) =0, p=1,2,3,...,

2(M\pa)? /Oa rJ,(Apx) f(x)dx
a?J2(M\pa)|R?/S? + (M\ea)? —n?]

A =

2 Jo(Ajp)

1=-— — Jr7
a = )\jJ1<)\jCL)

5 Jo()\ja) =0.

5(p—z) = 2 Z jlgiiigngo(ij), Jo(Nja) =0. 0<p<a.
Un()‘jp) = Jn()‘jp)yn(/\ja) - Jn()‘ja>yn()‘jp)a

Un(/\]b) - 0 y
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b
| U0t epdo =0, 5 £ k.

()
Flo) = 3 AiUu(p)
b
/ pf(P)UL(Ajp)dp
Aj = =4 5 .
/ pU:(N\ip)dp
(h)
o =)= 32—, a<p <,
7 [ vy
(i)
/b zUp(\jx)dx
1= Z Uo(Xip) =% :
J ylUo(A\jy) > dy
(1)
Va(Ajp) = In(Ajp) Kn(Ajb) — In(A;0) K (A;p)
(k)
Wa(Ajp) = Li(Ajp) Kn(Aja) — L(Aja) Kn(Ajp)
Zn(Ajp) = Jn(Ajp)Yn(Ajb) — Ju(Ajb)Yn(A;p)
(1)

flz)=2"= 32 j?g:g)\iz [(Aea)® — 4], Jo(Aea) =0.
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