A equacao de Laplace
em coordenadas cilindricas

A equacao de Laplace, V?u = 0, em coordenadas cilindricas, é,

10 0 1 02 0?
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pop \"Op) p*op* 02

com u = u(p, ¢, z). Procederemos de maneira andloga ao capitulo 3, procu-
rando solugoes que descrevam determinados problemas fisicos.

1 Considerando u = u(p)

A equagao (1) fica, considerando u = u(p),

1d ( du) 0
—_ p_ o
pdp \" dp

Resolvendo a equacao acima temos,

du
— = (
pdp 07

com ¢y uma constante. Continuando,

du ¢
dp  p
u=-coglnp—+cy,

Y

com ¢, outra constante de integracao. A solucao da equacao de Laplace em
coordenadas cilindricas, considerando u = u(p) apenas, é entao,

u(p) =colnp+cy. (2)

Intervalo 0 < p < o0

A solucao (2) diverge em p — 0 e p — oco. Embora isso seja inconveniente
para um sistema fisico real, em algumas situacgoes idealizadas essa funcao é
util. O potencial eletrostatico para uma linha carregada infinita, por exem-
plo, é da forma (2). Nesse caso é comum definirmos um ponto py como o
ponto em que o potencial se anula. Temos,



u(po) = colnpg+c1 =0,
c1=—colnpg,

e portanto,

u(p) = colnp —colnpy = coln(p/po) -

Resta ainda o problema de determinar cy.

Intervalo a < p <b

Agora nao temos problemas de divergeéncias.

Condigao de contorno u(a) = u,, u(b) = up, com a < b

Com as condigoes acima obtemos o sistema,

u(a) = colna+ c; = u,,
u(b) = colnb+cy =y,

com soluccao,

o — Up — Ugq

*" In(b/a)’

o U, Inb —uplna

e In(b/a)
Portanto,
u = cylnp+ep,

B Up — U UgInb —uplna
~ \Un(b/a) In(b/a)

Se u, = up temos ¢ = 0, ¢; = u, e u(p) = u, constante. Condigoes de con-
torno envolvendo a derivada de u podem ser tratadas de forma semelhante.



2 Problemas

1. Encontre a solucao u(p) para as equagoes:

@)
L (o5) =1t

(b)

com « constante e,



A equacgao fica,

d*u 1du
a2 T oap )
Escrevemos a solucao como,

u(p) = un(p) +up(p)

em que up € a solucao da equagcao homogénea com condicoes de contorno
nao-homogéneas, e u, € uma solugao particular da equagao nao-homogénea
com condi¢oes de contorno homogéneas. Vimos que a solucao da equagao
homogénea em 0 < p < a, finita, € uma constante, logo un(p) = u, =
constante. Expandimos u, e f em séries de funcoes de Bessel,

=1

2 a
A= ————— ' T (Nip Ndp' .
a2<]3+1()\ia) A p J ( p)up(p) )0

flp) = BiJu(Nip), 0<p<a,
=1

2 /“
Bi=———7— ! T (Nip! Ndp' .

Jo(ha) =0, i=1,2,3,....

Substituindo u, e f na equacao diferencial,

d?u,  1du,

dp? ;d_p =—f(p),

5 | 2 AaNip) | 4o Y AhNip) | = =D Bidu(Mip)
(2 pap |13 i=1

I~ , d -
Z Aid_p2 [Jn(Xip)] + ; Zzl Aid_p [Jn(Aip)] = — 121 BiJn(Nip) -

Usando as relagoes (/6,7,8]),



zJ) () =nd,(z) — v (2),

ou,
, n
Jn(x) = EJn(x) — Jnt1(z),
temos,
LU0 = M | duap) = Tua(Aap)
d,O n\ AP - 7 )\zp n\ AP n+1 (AP )
n
L0 = 200+ (S 10p) — S ()
dp2 n{Aip - i (AZP)Z n\ AP )\1p >\1p n{Aip n+1\A Q0
n+1
—TpJnJrl()\iP) + Jn+2(>\ip):| ;
n n? n\;
= —?Jn(%ﬂ) + ?Jn(/\ip) o Jn1(Nip)
—%Jnﬂ()\m) + A Tnya(Nip)
n(n —1 2n + 1)\
= %Jn(km) - Qt}n+l<)‘ip)
A equagao diferencial fica entao,
S AL o S AL o) = - S B Ow)
— de2 n Zp p p— de n 'Lp - — YN Zp 9

S 4 [@ Ja(ip) — @Jnﬂ(&p) " A?mep)}

1 oo n oo
+; Z A; |:;Jn()\ip) - /\iJn-&-l(/\ip)} = - Z BiJn(Nip) ,
i=1 i=1

ad 2 2n+2)\;
ZAi {%Jn()\ip) - %Jn—kl()\ip) + /\?Jn+2()‘i:0)] -

=1

== BiJu(Aip).
i=1



Usando,

2n
Jni1(2) = — Ju(@) = Jn-a(2),
temos,
2(n+1
Troolw) = 2P @) - ).
logo,
> n? 2n + 2)\;
ZAi |:_2Jn()\ip> - (—>Jn+1(/\ip>
i1 P p
2(n+1
iP
i=1
> A FJn(AiP) — A n(Aip) | =
i=1
==Y BiJa(Nip).
i=1
Portanto,

n2

Poderiamos ter escrito (3) desde o inicio, pois J,, € solugdo da equagao de
Bessel. Supomos que A; é independente de p, logo devemos ter n = 0,

B, 1 2 @
A=S =559~ "To(Nip') f(p)dp"
/\12 )\ZZ a2J12(/\z‘CL)/0 IOJO( p)f(p) 4

A solugao particular u, é entao,

up(p) = D Aido(hip) = 2 So(Aip),
=1 i=1 "7

EOO 1 2 a
- ANiP) 55 ' T (N0 Ndo'

0<p<a.



Notemos que a solucao w, satisfaz condigoes de contorno homogéneas em
p = a, como esperado.
As vinte primeiras raizes de Jo(x) sao [6],
2,4048, 55201, 8,6537, 11,7915, 14,9309,
18,0711, 21,213, 24,352, 27,494, 30,635,
33,776, 36,917, 40,059, 43,2, 46,341,
49,483, 52,624, 55,766, 58,908,  62,048,...

Podemos escrever u,, em termos de uma func¢ao de Green,

uy(p) = / Gl ) ()

com,

/ 2 / /
G(p,p) = ZJO iP) )\2 W/) Jo(Aip')
—
_ Z zp JO )‘ )
— J2 (Na)
<p

O S,
A ylb

Vamos verificar que u,(p) de fato satisfaz a equacdo diferencial nao-homogénea.
Derivando u,,

%_wi
dp_;{

]_ 2 “ / / / /
] )\2 CLQJ%()\ICL) /0 pJO(Azp)f(p )dp )
= i ~AiJi(Aip)] : L/ p'Jo(Nip) f(p')dp!

p AL a2 Ji(Na) Jo ’

1 2 a ) / / /
_ _;Jl(&p))\—im/o p'Jo(Nip) f(p)dp" .

em que usamos Ji(x) = —Jy(x). Multiplicando por p e derivando novamente,



d [ du, = d 1 2 @
el ““p - _ B ) -~ / o /d /
i (p dp) ;:1 i [pJ1(Nip)] N aQJ%(Aia)/O p'Jo(Nip) f(p')dp',

o 1 2 a
= =) _[A(Nip) + Xip i (Nip)] ym/{) p'Jo(Nip') f(P')dp’

_ ii {Jl()\ip) g {%pﬁ(m) _ Jg()\ip)} } «

1 9 @
- = \io) Ndo
XAiaQJ%(Aia)/o P Jo(Nip") f(p))dp'

- ; {Jl()\im +Aip {VPJI()\@'/)) N /\Z-le()\iP) + JO(/\iP):| } X
)(1 2 /C" /J()\ /)f( />d/
)‘i (IQJIZ()\ia> 0 P Jo{Aip p)ap ,

- — Z {5 (Nip) + [=J1(Nip) + Xipdo(Nip)]} X

1 2 ‘.,
- - \ip Ndo'
X)\i a2J12()\ia> /0 p JO( p)f(ﬁ) P

- 2 ¢ / / / /
= —;PJO(MP)W/O p'Jo(Xip') f(p')dp'

em que usamos,

Finalmente, dividindo por p,

1d ([ d = s e
pdp <pdipp) = _ZJO(W)W/O o Jo(Nip') f(0)dp'
=1 7

como deve ser.
Se f(p) = fo constante,



> 1 2 a
_ AN / 7 / d /
up(p) ;:1 Jo(Aip) 32 @272 (e /0 P Jo(Nip") f(p))dp'

- 1 2 a
- Ap) ———— T Ov Vo
fO;JO( Zp)A’LZCLzJ%()\ia)/O o' Jo(Nip)dp'
0<p<a.

Usando as relagoes,

xJo(z)dr = zJi(x),

2" Iy (x)dx = 2" J,(z),

——

temos,

a 1 Aia
/ P Jo(Nip')dp" = F/ udo(u)du = /\ng(/\ia) :
0 0

i i

Portanto,

uP(ﬂ) = fOZJO zp /\2 2] ()\ / p/J0<)‘ipl)dp/7

ia)

2
— fOZJO zp )\2 2J ()\Za)_Jl()\a)

1 Jo(A
- fo_ZA3J1 /\a

0<p<a.

Podemos verificar que a solu¢do acima satisfaz a equacdo diferencial,



d*u,  ldu,

i)
d? 2 1 Jo(Nip) 1 Jo(hp) )
” [f()a;rgjl(AiGJ pdp [fo Z AP Ji(Nia) ] =~/

(Aia) dp

ngi;d_Qt]()\ )_i__f_z_;ij()\, ) =

2e-1 1 d? 1d
— | — T\ ——Jop) | = —=Ffo.
. 3 1 (na) [dPQ o p>+pdp o P)] Jo

Como Jo(Aip) € solugdo da equagdo de Bessel de ordem zero,

P 1 d )
WJO()\@O) + ;d—pjo()\zﬂ) = =X Jo(Aip) s

logo,

21 1
foa 121 )\—;Z;m [_)‘?JO(/\ip)] =—Jo,

2 L Johip)
a - /\1 Jl(/\za) ’

como deve ser.
Usando a relagao,

— 1 Jo(Nip) _ 2 9
; N hOua) 8% )

podemos escrever u, para f constante como,

o) = 1 Z1JO
PP = JENAR

= foag(a — %) = fo- (a — %),
0<p<a.

A solucdo acima satisfaz de fato a equacdo diferencial.
Usamos as relagoes,
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(b)

Usando o resultado anterior com — f(p) = +a? constante, a solugio par-

ticular €,

1
u(p) = —a’7(a® =p),
0<p<a.

(c)

Nesse caso temos,

up(p) = +0421(a2 -0,
0<p<a.
(d)
1d du 9
pdp (%) R
Temos,

pdp \" dp

v 1du Ly

— + - =+a"u

dp*  pdp ’
v du

20 o 2 2 —

P i +pdp a“pu



Temos uma equacao de Bessel modificada de ordem zero, com solugao,

u(p) = cilo(ap) + c2Ko(ap),

em que Iy e Koy sao as funcgoes de Bessel modificadas de ordem zero, de
primeira e sequnda espécie, respectivamente. A solucao finita em 0 < p < a
€ obtida fazendo co = 0,

u(p) = cilo(ap).

Em p=a,
u(a) = c1lp(aa) = uy,,
logo,
Ug,
C1 =
" Io(aa)
A solucdo € portanto,
_ . To(ap)
) = u o0

pdp \" dp ’

Agora temos a equacao de Bessel de ordem zero,

d*u du
2 2 2
- _ =0,
P TP t+aptu

com solucao,

u(p) = crdolap) + c2Yo(ap),

em que Jy e Yy sao as funcoes de Bessel de ordem zero, de primeira e sequnda
espécie, respectivamente. A solugao finita em 0 < pa € obtida fazendo co = 0,

u(p) = cro(ap) .
Em p=a,

u(a) = c1Jo(@a) = ug ,

logo,
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A solugao € portanto,

(f)

A equacgao fica,

1 (du 1 dzu) )
()t (g ) +alu=—flp),
p(dp> p(dp2 (v)

v ldu

— t-—F—F+au=—f(p),
YT (p)
d*u du

R —_ 22:—2
raE g, e p f(p)-

Escrevemos a solug¢ao como,

u(p) = un(p) + up(p)
em que up € a solucao da equagao homogénea com condigoes de contorno
nao-homogéneas, e u, € uma solug¢ao particular da equagao nao-homogénea
com condicoes de contorno homogéneas. Obtivemos a solucao da equagao
homogénea em 0 < p < a na letra (e) acima,

=5 o)

Ezpandimos u, e f em séries de fungoes de Bessel,

up(p) =Y Aido(Nip), 0<p<a,
=1

2 ¢ / / / /
—Aza)/o p'Jo(Nip')up(p')dp' .

Ai -
a?J3(

fp) = Bido(Aip), 0<p<a,
=1
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o 2 * o N
Bi= s / o Io(Nip!) F(0) )

Jo()\ia)zo, i:1,2,3,... .

Substituindo u, e f na equacgao diferencial,

d*u du
2 @ Uy aup 2
e TP, +a?pPu, = —p* f(p),
;Aljo()\lp) +pd—p ;A,Jo()\lp) + « P ;AZJO()WP)] =
= —P2 Z BiJo(Aip)
ZAZ (Nip) + o To(Kip) + a?p* Jo(Nip) | =
= —p Z BiJo(Nip) -
=1

Como Jy satisfaz a equacdo de Bessel,

d d
P i ——Jo(Nip) + ’Od Jo(Xip) = =Xp*Jo(Nip) ,

vem,
DA (=X +a?) P do(Aip) = —p ZBJO in).-
i=1

Portanto,

B; 1 2 a
Az‘ = . = / A / Ndp' .
N X—o? a2J12()\ia)/0 p'Jo(Nip) f(p")dp

A solugao particular u, € entdo,
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Up(ﬂ) = ZAiJO(/\ip)a
- Z)p 2 (Aip),

1 2Jo(Nip ., , "
- Z)@ a2a2J02 )\63)/ Jo(Nip') f(p')dp",

Oﬁpéw

Notemos que a solucao w, satisfaz condigoes de contorno homogéneas em
p = a, como esperado.
Podemos escrever u, em termos de uma fungao de Green,

up(p) = /OGG(/), P f(p")dp,

com,

1 2Jo(Nip) ,
Z )\2 042 CL2J2 )\ ) JO<)\Zp )7
OSpSw

A solucdo completa é assim,

U = Up+ Up,
Jo ap 1 2Jo(Nip )/“ , , N
= E Jo(N\; dp' .
)\2 a2a2J2 )\a) P 0( P)f(ﬂ) 4

Se f(p) = fo constante,

1 2Jo(Nip ‘. , ~ )
w(p) = ZAQ G [ dau) e

1 2J0()‘ip) /a / / /
fOZ A2 —a?a2J2(\a) Jo P Jo(Xip)dp

OSpSw

Usando agora a relacao,
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ia

¢ 1
/ P Jo(Nip')dp' = — udo(u)du = ng()\ia) :
0 Ai Jo Ai

7

vem,

1 20(\p) [©
up(p) = foz)\2 0] / o Jo(Nip))dp

1 2J(\p) a
- fOZAQ a2a2J2)\a))\_J1()\a)

_ 1 2Jo(Nip)
= Jo Z A2 — a2 Nadi(Na)

A solucdo completa fica entao, para f = fo constante,

JO Oép 1 QJQ(/\lp)
i OZ A2 — a2 Nady(Ma)

Podemos tentar obter a solugao partzcular para f constante diretamente,

Pu 1du
d—p2+;d—+au——f(/)),
(P_u+ld_u+au —f
dp* ~ pdp -

v 1du 9
d_p2+;d_p+a u+ fo=0,

dPu 1du fo
d—p2—|—;d—p+a (u+—) =

Definindo a funcao,

vem,

— +
dp* ~ pdp
A condicao de contorno para u nos dd,

16



v(a):u(a)—l—%:ua—kg.

Portanto, v satisfaz a equagao de Bessel, logo,

v=Jo(ap).
Em p=a,
Jo
v(a) = Jo(aa) = u, + PR
A funcao u € entao,
Jo Jo
u:v—E:Jo(ap)—@.

As duas solugoes devem ser equivalentes, logo,

Jo(avp) — 1 2)(\p) Jo
ta Jo(aa) = fo ; 2 —a? \ady(Na) Jolap)

ou,

_ (. a _f
- <1 Jo<aa>)‘]0(o‘p )"
EJOWP) . Jo

o? Jo(aa) a2’

- 2

Obtemos portanto a série,

f: 1 2Jo(Nip) _ 1 Jo(ap) 1

N\ —a? Nadi(Na)  a? \ Jo(aa) '
Podemos verificar numericamente ou graficamente que o resultado acima estd
correto. Obtemos assim uma série para Jo(ap).

(9) o
;d_p (Pd—Z) u—a’u=—f(p);

17



A solugao da equagdo homogénea foi obtida na letra (d),

Io(ap)
“Ip(aa)

A solugao particular da equagao nao-homogénea é obtida da letra (f), substi-

tuindo +a? por —a?,

un(p) = ua

L 2J(Nip) [
/ )\‘/ /d/
Zx\2—|—a2a2j2)\ )/OPJO( i) (p)dp’

1d du
u+otu=—p%;
pdp( dp)

A solugdo € dada pela letra (f), com f(p) = fo = (2,

ap) | o 1 2Q(Nip)
) +5 ; A2 —a? Nadi(Na) '

(h)

ou,

2
uz’u—fé —Jo((xp)——

1d [ du 9 9
u—a‘u=—0p;
pd/)(dp)

A solugao agora é dada pela letra (g) substituindo f(p) = fo = B2,

(i)

. Jolap)
alg(aa)

1 2‘]0 )‘ ) ¢ / / / /
+Z T [ AR )

_ oy [0(040)
B alo(aa)+

1 2J0(Np) [

2 0 / / /
E Aip )dp' .
P — \? +a?a’JE (N a)/ po(hip)dp

Substituindo,

¢ / / / a
/ Plo(p)dp” = +Ji(Aia),
0



vem,
Io(ap)
Iy(aa)

=1 2Jo(\ip) a
+B2Z)\2+a2a2J1()\a))\_Jl()\ a).

U = U, +

IO aa) )\2 a? Nadi(Na)

2. Considere o problema anterior com,

(a)

A equacgao fica,
d*u N 1du
dp* ~ pdp
Escrevemos a solugdo, como antes,

=—f(p).

u(p) = un(p) + up(p) ,

em que up € a solucdo da equacao homogénea com condi¢oes de contorno
nao-homogeéneas, e u, € uma solugcao particular da equagdo nao-homogénea
com condi¢oes de contorno homogéneas.

= ub n +ualnb—ublna
" <b/a> P n(b/a)

Ezpandimos u, e f em séries de fungoes de Bessel,

Un(Ajp) = Ju(Ajp)Ya(Nja) — Ju(Xja)Yn(Ap) |
com \; definido por,

19



Un(/\]b) — 0 y

As fungoes U, sao ortogonais,

b
/ pUn(Njp)Un(Arp)dp =0, j # k.

As expansoes para u, e f sao,

up(p) =Y AUn(Nip)

i=1

b
| s o
A] = @ 5

b
/ P U (NP )dp!
= Z B]Un(AJp) s
j=1

b
/pf( NUL(Nip)dp!

b
/ P U (NP )dp!

Substituindo u, e f na equacao diferencial,

Bj:

d*u,  1du,

izt oa —f(p),
j=1 J=1

d2
Z Aijn()\jP) + Z Aj;d_pUnO‘jp) ==Y BiU.(\p),

ZA [d 2Un(Xip) + 1jp (Ajp)} = _;BjUn(Ajp)>
ZA [(n*/p*) = X1 Uy jP)Z—ZBjUn()\jP)-

pois U, satisfaz a equagao de Bessel. Portanto,

20



A; [(n?/)p%) = Xj] = —B;.

Como antes, devemos ter n =0 para A; constante, logo,
b

/ / N A

5o / o £ oMo )dp

Aj:)\g_ﬁ ’ 1772 / /
T /on(Ajp)dp

A solugao u, € portanto,

ZAUO jp Z jUO

b

Uo(\, P 0\ Us(Nip)dp!
-y (A 2,0)/a :

=t Y / PU (NP )dp!

Vamos verificar que u, satisfaz a equacao diferencial. Calculando as derivadas

de uy,
b
/ / AN
dp j=1 b /772 / ’ ’
pUqs (A0 )dp

o) / P () Uo(Ajp)dp’

d>uy(p) > 1d
dZQ = _2 b
= / p'U (N )dp!

Substituindo na equagao diferencial,
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v 1du
Fre + - bdp =—f(p),

b
/ /U )\ / d /
Zi |:d2UO()\]p> +1dUO<)\gp> /a pf(ﬂ) 0( Jp) P
— NP L dp? p dp i N
j=1 " /onQ(Ajp)dp

b
/ P () Uo(Ajp)dp’
:_ZUO()‘jp) ¢ b )
P / PUZ (0 )dp

a

ou,

b
/ P f(p ) Uo(N;p')dp'
+)\3U0()\]p):| a b =0.
/ P UG (NP )dp!

a

i dQUo()\],O) _‘_ldUO()\Jp)
dp? pdp

Como Uy satifaz a equagao de Bessel, temos,

PPUS (Ajp) + pUs(Njp) + Ajp*Un(Njp) = 0,
e o termo entre colchetes na equagdao acima se anula. Portanto w, satisfaz a
equacao diferencial.
FEscrevendo u, em termos de fungao de Green temos,

up(p) = / G(p,p") f(p")dp,

com,

Zi P'Uo(A;p)Us(Ajp )
2
j=1 ]

/PUo

Se f(p) = fo constante temos,

b
IU A /d /
UO()‘jp)/a P O( ]p) P
fOZ )\2 b )
o / P'Us (N )p!

a
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No capitulo 1 obtivemos o resultado,

flz)=1= ZAPUO()‘px) ’
p=1
com,

b
/ pUs(App)dp
A, = 2o

. .
/ pUs (App)dp

Considerando a =1 e b = 2, as vinte primeiras raizes A, de Uy(A\,b) = 0 sdo,
3,1244, 6,2739, 94187, 12,562, 15,704,
18,846, 21,988, 25,13, 28,272, 81,414,
34,556, 57,698, 40,839, 48,981, 47,123,
50,264, 53,406, 56,548, 59,689, 62,831, ...
Os vinte primeiros coeficientes A sao,
-7,695,  1,3022, -7,5982, 1,5015, -7,5894,
1,3014, -7,5869, 1,53013, -7,586, 1,5013,
-7,5855, 11,3018, -7,56852, 11,3013, -7,5851,
1,3013, -7,5849, 1,3013, -7,5848, 1,5013,...

(b)

U = Up+ U,
B Up — Ug ugInb —uplna
— \In(b/a) In(b/a)

b

/ N

) UO()\],O) /a P UO(/\Jp )dp
’ / p'UG(Nip")dp!

9

Jj=1
ou,

up — ug — 1% (b? — a?)
In(b/a)

ugInb —wyIna + ;o (b*Ina — a*Inb)

In(b/a)
23
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(c)

ou,

(d)

(¢)

(f)

= uh—i—up,

Up — Ug | ugInb —uplna
In(b/a)

In(b/a)
b
/ p'Uo(Njp)dp/

)

Uo(Ajp)
+a? Z )\2] Z
i=1 / PUS (N ) !

1
_ZQZPQ +colnp+cy,

1oy o upy—ug+ 5020 — a?)

- 1
T n(b/a) ne
ugInb—wyIna— 2a?(B?Ina — a’Inb)

In(b/a) ‘

pdp \" dp ’




A solugao da equagdo homogénea foi obtida na letra (e),

Zo(ap) Uo(ap) .
Zo(aa) " To(ab)

un(p) = ua

up(p) = Z A;Us(Njp)

b
N WAL
= ZUO()‘jp))\z_ag . b :
i=1 ' / p'UG(Np")dp!

1d ( du) 5
—— | p7 | —aCu=—f(p);
pdp \" dp (¢)

A solugao da equagdo homogénea é dada pela letra (d),
Yolep) ,, Walap)
Vo(aa) Wo(ab)

A solugao particular da equagdo nao-homogénea € dada pela letra (f), tro-

cando +a? por —a?,

(9)

un(p) = ta

b
N WAL

uy(p) = ZUo(Ajp)A2+a2 “—3
i=1 Z / PU(Nip')dp!
" 1d [ d
u 2 2
—— | p=— ) +a*u=—-p%;
pdp < dp)

Usando o resultado da letra (f) com f(p) = 32,

b
N N eevaL
up(p) = ZUO()\jp))\Z_a2 . b )
i=1 z / PUG(Np)dp'

b
] / P'Uo(N;p')dp'

i=1 l / PU(Nip')dp!
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A solugao da equagdo homogénea foi obtida na letra (e),

_ Zylap) Us(ap)
un(p) = taz N T )

logo,

Zo(a) Up(ad)
b
/ p'Uo(N;p)dp/
+° Z Uo(Ajp) 2 _ o2 7
= T [ oo

Integrando diretamente a equacao,

W= ot (A s+ (5] O — 5

(i)

b
1 / P Uo(N;p)dp/

+52 Z UO()\j/O) N2 42 b )
i=1 1 / PUG (N )dp'

Como em (h), podemos obter a solugdo da equagdo diferencial integrando
diretamente com f = 3? constante, obtendo,

) = [ = (BN + o = (o 2 2

3. Considere a equacao,



Calcule f(p) para as solugoes abaixo:

(a)

Ae™rP

u(p) = .

(b) .
u(p) = ——(a+bp);
(c) .
u(p) = ——(a+bp+cp®);

(d)

u(p) = Ae™";

u(p) = e "(a+bp);

u(p) = e "(a+ bp + cp®).

4. Usando o resultado do problema 1, encontre a solugao particular w,(p)

para a equagao,
1d du
—— =) =—fp),
pdp( dp) )

com condigoes de contorno homogéneas em 0 < p < a, nos seguintes casos:

(a)

Ae~rP
f(p) = P
(b) Y
f(p) = “—(a+bp);
(c) o

f(p) = ep (a+bp+cp®);

f(p) =e""(a+bp);

flp) = e (a+bp+cp?).
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3 Considerando u = u(p, z)

Substituindo u(p, z) = R(p)Z(z) em (1), vem,

1 Z//
— (R +Z =0

em que R =dR/dp, Z' = dZ/dz, etc. Da equagao acima temos,

1 Z/l
—(pR) = —Z_ = _)2,
pR(p ) ~

Portanto, obtemos as equagoes ordinarias,

PR+ pR + (Ap)’R =0, (4)
7" N7 =0. (5)

A solugao da equagao (5) é,

Z(z) = ajcoshAz + agsenh\z . (6)

A equagao (4) é a equagao diferencial de Bessel de ordem zero, com solugao,

R(p) = biJo(Ap) + b2Yo(Ap) . (7)

Notemos que as solucoes acima sao para A # 0. Se A = 0 as fungoes R e Z
sao constantes. Se A = 0, temos de (4) e (5),

(pR) =0,
7" =0,

As solugoes das equagoes acima sao,

R(p) =ag+bylnp, (8)
Z(z) = coz +dy. (9)

Pelo principio da superposicao, a solugao geral é uma soma das possiveis
solucoes individuais,

u(p,z) = (coz+do)(ag + bolnp)
+ Z[bl,\Jo(/\p) + barYo(Ap)][arncoshAz 4+ agysenhAz] . (10)

A>0
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A determinacao das constantes e dos possiveis valores de A, depende das
condicoes de contorno.
Consideremos agora a outra possibilidade para a constante de separacao

A,
1 ZI/
. R/ r_ _ = = A2
R (PR) 7 =+
Obtemos agora,
p°R" + pR' — (A\p)’R =0, (11)
7"+ X7 =0. (12)
A solucao da equacao para Z é,
Z(z) = ay cos Az + agsen Az . (13)

A equacao para R é a equacao diferencial modificada de Bessel, com solucao,

R(p) = bilo(Ap) + b2 Ko(Ap) - (14)

A solugao geral agora é,

u(p,z) = (coz+do)(ag+ bolnp)
+ Z[bl,\lo()\p) + barx Ko(Ap)][aix cos Az + agysen Az] . (15)

A>0

4 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao u(p, )
com as condicoes de contorno,

S g
N
p u@
(@R
S—"
[T
2 =
TR
N— —

g
—
>

~
~

Il
=
=

Escrevemos a solu¢ao como uma soma de trés fungoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(p, z) = ui(p, 2) + uz(p, 2) + us(p, 2) ,
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com,

f(z)’ ul(p70)207 ul(ﬂvL):O’
U’?(a?Z):O? UQ(/),O) :g(p)7 u2(p,L):O,
0, uz(p,0) =0, us(p,L) = h(p).

(a) Cidlculo de u;.

= Z 52822; sen/\jz%/o f(x)sen(jmx/L) dx

J=1

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

up = /f Gz, p, z)dx

2 To(A;
Gz, p, 2) = L Zl fog)‘jgg

com,

sen(N;jz)sen(Njx), N =jm/L.

Se f = fo constante ([7], probl. 6.101),

u(p, 2) Z?E;ﬁ; nA; z—/ f(z)sen(jmx/L) dx
= ; 528;2; senjz— fg/o sen (jmx/L) dx
— ZIO()\]'O) nA; z (1—COSj7T)

- I()()\Ja

)
_4f In((25—1) 7rp/L) sen[(2j — )mz/L]
B 7;0(2]—17ra/L) 2j — 1 ‘

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cdlculo de uy (7, prob. 6.93).

2 senh \j(z — L) Jo(Ajp) /“
—— Jo(A; dz .
a* <= senh\;L  J(Nja) Jo rh(Aiw)g(x)de

u2(p> Z) =

Podemos escrever a solu¢ao acima como,
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2= / " Gla, g, 2)g(a)de

com,
G(z,p,z) = —% senh;(z — 1) Jg<)\jp)xjg()\jx) . Jo(Aja) =0.
a? 4 senh \;L  Ji(\;a)
Em 2=0,
(p.0) = 32 S0 [ e eiatai = gte).

Jj=

como esperado. Se g(p) = go constante temos,

senh \;(z — L) 2Jy(\;p) “
= _E \az)d
2(p, 2) senh/\ L a?J3(\ a)go/o wh(Xe)de.

_ 290 Z senh \j(z — L) Jo(\jp)
Aj senh)\ L Ji(\a)

Em 2z =0,
290 .
- ZAjl)\a g0

como esperado. Se gy = 0 temos ug = 0.
(c¢) Cdlculo de ug.

2 3 senh Az Jo(Aip) /a zJo(Ajx)h(z)dw
; .

u3(p, Z) =3
a? = senhA; L JE(Na) Jo

Podemos escrever a solucdo acima como,
- / Gz, p, 2)h(z)dz
0

2 senh \;z Jo(A\jp)
G = — z J Jo(A;z) .
(x.p,2) = 23 ; senhL P2 (a) " To)

com,

Se h = hy constante ([7], probl. 6.111),
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senh \;z 2Jo(A
us(pz) = Z senh \;L a® J3( )\ a) O/ (A
B 2h02 senh N;z  Jo(Ajp)
B Ajsenh AL Jy(A\ja)

em que usamos xJo(z) = (xJi(x)). Se ho =0 temos uz = 0.
(d) Se as fungioes nas condigoes de contorno sao constantes, isto é,

u(a, z) = fo,
u(p, 0) =90,
u(p, L) = hy,

a solucao €,

_4f In((25 — V)wp/L) sen[(2j — 1)7z/L]
up2) = Z I((2j — 1)ma/L) 2j—1

2g0 Z senh \j(z — L) Jo(\jp)
A senh)\ L Ji(\a)

+2_h0 senh Nz Jo(Ajp)
a Ajsenh ;L Ji(\ja)

5 J()()\ja) =0.

2. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao
u(p, z) com as condigoes de contorno,

o f(2),
u(p,0) = g(p),
u(p, L) = h(p)

Escrevemos a solugao como uma soma de trés funcoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(ﬂv Z) = U1<,0, Z) + u2(p7 Z) + u3<p7 Z) )

com,
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dp
61@3(2, ) =0, uz(p,0) = g(p), us(p,L) =0,
‘9“352’ 0, uslp,0) =0, us(p.L) = hip)

(a) Cdlculo de ;.

p,z) = LZ)\Il)\a sen ]7rz/L/ f(x)sen (jrz/L) dx .

Podemos escrever a solugcao acima como,

w(p,2) = / Gl p. 2)f () dr,

com,

G(z,p, 2 Z ¥ 11 )\ ) sen (jmz/L)sen(jmx/L) .

Se f = fo constante,

2 Io(A;p)

p L
u(p,2) = szsen(jwz/l))fo/o sen (jmx/L) dx

4L fy Z In((25 — 1)wp/L) sen[(2j — )mz/L]
2 (25 — 1)((25 — 1)ma/L) 2j—1 '

Se fo =0 temos u; = 0.
(b) Cadlculo de us.

us(p,2) = coz+do+ Z Jo(Ajp)ag;senh Aj(z — L),

j=1
zZ\ 2 a
- (1 - z) g/o zg(z)dz
2 Jo(Ajp)senh \;(z — L) /a
a2 Aj de .
a? Jg(Nja)senh \;L ] vJo(Njz)g(z)dx

Jj=1
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Se g(p) = go constante,

us(p,z) = (1 — %) %/Oa zg(z)dz

]—1 0

z\ 2 a
- (1_ Z) ggo/o xdx
2 Jo(Ajp)senh \;(z — L) /a
a2 Ajz)d
a? p Jg(\ja)senh \;L go o xJo(Ajx)de,

240 Jo(Ajp)senh \;(z — L)
Ca TN
“ Z N\jJg(Nja)senh \; L 1(Aja),

Jj=1
z
— 1__)
( I go

pois Ji(Aja) = 0. Se go =0 temos uy = 0.
(¢) Cilculo de ug.

2z [
us(p,z) = aQ_L oh(z)dz

p)senh\;z
a2 Z J3( /\]a senh \; L/ xJo(Njx)h(z)de .

Se h(p) = hgy constante,
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2z [*
us(p,z) = 2L ; zh(x)dx
2 Jo()\jp)senh)\jz /‘1
a? Jo(Njz)h(z)d
JEg(\ja)senh A\;L zJo(Ajz)h(x)dz

j=1

= Lho/o rdx

2 Jo(A\jp)senh\;z /a
— h Jo(A;z)d
— J§(Nja)senh A;L o ) wh(e)dr,

z
= Eho

2 senh)\z

— ho—J1(\;

+a2 ]:1 a)senh \; L 0)\ 1(dya),

z
= —hy.

7'

Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Se as condigoes de contorno sao todas dadas por constantes temos

u(p,z) = 2. %sen(jwz/m%fo/o sen(jrx/L) dx
L((2) = Drp/L) — sen|(2j — V)mz/L]

ALy
2 G OL(@) - VrafD) 21

3. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao

u(p, z) com as condigoes de contorno,

ua, z) = f(2),
2D _ ),
u(p, L) = h(p) -

Escrevemos a solugao como uma soma de trés funcoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras
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u(p, Z) = ul(ﬂ: Z) + UQ(p, Z) + u;;(p, Z) )

com,

Ul(aaz) —f(Z), 81“8(570) =0, u (p’L) _07
UQ((I, 2) =0, 81@@(57 0) = g(p) ) (p’ L) 0,
w02 =0, P80 — 0 uy(p, 1) = hip)

(a) Cidlculo de u;.

w(p,z) = 17 Z 2 gi : 1 ngg cos[(2j — 1)mz/2L] x

X 0+ f(z)cos[(2) — V)mzx/2L]dx

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

w(p,2) = / Gl p,2) f(z)dx

com,

B In(( 2] — V)mp/2L)
Gla,p2) = Z (25 — V)ma/2L) .

X cos[(2j — 1)mz/2L] cos[(2j — 1)mx/2L].

Se f(z) = fo constante temos,
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2 Iy((2j — )wp/2L) ,
= — 27 —1 2L
ul(pJ Z) L Z:: ]0 2] _ 1 7Ta/2L> COS[( .] )7TZ/ ] X

\

)cos[(2j — 1)mx/2L]dx

= %g 7o 2; : 1 :Zgii cos[(2j — 1)mz/2L] x

xfo/o cos|(2j — V)mx/2L)dx

_ Afo e Lo((2) — mp/2L)
T 2_; I,((2j — 1)ma/2L)

cos((2) — 1)wz/2L] x

X

27— 1)m/2].
spsenl(2i = /2
Se fo =0 temos uy = 0.

(b) Cdlculo de us.

2 Jo(Ajp)senh A;j(L — z) /a
S Jo(A; dz .
e @ NTEOyaycosh L Sy " 0(Ajx)g(z)dx

J=1

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

us(p, z) = /Oa G(z,p, 2)g(z)dz,

com,

2 Jo(A\jp)senh A\;(L — z)
G(2,p,2) = a2Z T Oua)cosh L Lol

7j=1

Se g(p) = go constante,

B (A\jp)senh \;(L — z) /“ A
ualp,z) = Z N JE(Nja)cosh \;L ), rh(diz)g(z)de,

2go Z Jo(Ajp)senh \;(L — z)
A3J1(Aja)cosh AL

Se go = 0 temos us = 0.
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(¢) Cdlculo de us.

us(p,z) = coz+dy+ Z Jo(Ajp)agjcosh Az,

j 1

p)cosh Nz [*
= = Z 72 )\ja o L/ zJo(Njx)h(z)dx .

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

U3(p, Z) = /Oa G(l‘,p, Z)h($)d$,

com,

2 Jo(Ajp)cosh \;z
G == ; 22 1 Jy(N)
(z.p.2) a? Jf()\ja)cosh)\jo o(A%)

Se h(p) = hg constante,

2 J
Ug(p, Z) = _Z Jg
=i

cosh \s Lho/ .Tjo()\jl’)dl’,

2ho Jo(Ajp)cosh \jz
a N Ji(A\ja)cosh AL~

Se hg = 0 temos us = 0.
(d) Se as funcgoes nas condigoes de contorno sao constantes,

u(p,z) = 47]% Z 1o((2) = Vmp/2L) cos((2) — 1)wz/2L] x

B — Io((2j — V)ma/2L)

X

27 1sen[(2j - 1)nm/2]

290 Z Jo(Ajp)senh A;(L — z)
a A3 Ji(Aja)cosh AL

=1

2h0 Ajp)cosh Az
Z)\Jl Aja) cosh/\L
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4. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao
u(p, z) com as condigoes de contorno,

u(a,z) = f(2),
u(p,0) = g(p),
Gug)z, L) —h(p).

Escrevemos a solu¢ao como uma soma de trés funcgoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(p, z) = wi(p, 2) + uz(p, 2) + us(p, 2) ,

com,

wle,2) = £2), w(po)=0, 2L g
UQ(Q,Z):O, uQ(p,U):g(p), %207

L
us(a,z) =0, us(p,0) =0, 5 h(p).

(a) Cdlculo de ;.

ui(p,z) = Z Iy(A\p)agysen Az,

A>0

n[(2j — 1)mz/2L)] / f(z)sen((2j — )mx/2L) dx

Podemos escrever a solu¢ao acima na forma,

_ / " Gl p,2) () do

com,

G(z, p,2) sen (25 — 1)mz/2L]sen ((2j — 1)mx/2L).

hlw

- X7

Se f(z) = fo constante,
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ui(p,z) = T < W n[(2j—1)7rz/2L]/0 f(z)sen((2j — V)mx/2L) dx
( )
)

» ———=<sen[(2j — 1)7rz/2L]f0/0 sen((2j — 1)mx/2L) dx

_ 4_fo Z Io(Njp) sen[(2j — 1)mz/2L]
™ 1 [0 )\j&) 2] —1 )

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cdlculo de us.

—

2 Jo(A\jp)cosh A;(L — )/“
2 a2 ; JE(\ja)cosh \jL 0 rh(de)g(e)de.

Podemos escrever a solucdo acima na forma,

— /Oa G(z, p, 2)g(z)dzx,

2 Jo(Ajp)cosh \;(L —
‘Z' Py R) = ) )
a Ji(Aja)cosh \;L

Jj=1

com,

>xJ0()\jx) :

Se g(p) = go constante,

2 Jo(Ajp)cosh Aj(L — z) /
= = Jo(\; d
w(p, 2) a? p JE(\ja)cosh A\;L 0 vh(Az)g(z)dr,

2 Jo(Ajp)cosh Aj(L — z) /“
= — Jo(A;x)d
a? e J2()\-a)cosh)\-L g0 0 rh(Ajz)de,

_ 290 (Ajp)cosh \;(L — z)
N Z A Ji(Aja)cosh \;L

Se go = 0 temos us = 0.
(¢) Cdlculo de us.

p)senh\;z ¢
Z Aj J2 ;\ a)cosh \; L/ vho(Ajw)h(z)de.
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Podemos escrever a solucdo acima na forma,

us(py ) = / " Gla, py (),

com,

Ajp)senh\;z
= N
Gl p.2 azz/\Jz/\acosh)\LJ( v

Se h(p) = hg constante temos,

B (A\jp)senh Xz [
uslp,z) = Z A J2 Aja)cosh \; L/ rh(z)hi@)dr,

p)senh\;z “
- Z Y J2 i a)cosh A, Lho/ vh(Az)de,

_ 2_ho Z Jo(A\jp)senh\;z
a A2 Jy(Nja)cosh A ;L
—1 7Y

Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Se as fungoes das condi¢oes de contorno sao constantes temos,

_ Afo o Lo(Ajp) sen[(2) — 1)mz/2L]
up,2) = ZIO)\a 2 — 1
290 Jo(Ajp)cosh A\;(L — z)

a = A ‘Jl()\ ja)cosh A\; L

2h0 (Ajp)senh Xz
Z /\2J1 Aja)cosh ;L

5. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solucao u(p, z) da
equagao de Laplace com a condigdo de contorno u(a,z) = f(z) ([7], probl.

6.104).
N N R
_/ d)\/ do 0(Ap)
™ Jo —00

Podemos escrever a solucdo acima na forma,

f(v)cos A(z —v).
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+oo
up2)= [ Glop )0,
com,
1 Iy(Ap)
G(v,p,z) = ;/0 d)\Io()\a) cos A\(z —v).
Se f(z) = fo constante em —L < z < +1L,
+oo 0()\,0

u(p, z)

o)
L[ o
%/0 dA\

Se fo =0 temos u = 0.

Io(Ap)
Iy(Na)
Io(Ap)
Iy(Na)

Io()\a f(v)cos A(z — v),

/ dvcos A\(z —v),
L

oo

;\[ senA\(z — L) 4+ senA(z + L)].

6. Considere um cilindro infinito de raio a. Encontre a solucao u(p, z)

com a condicao de contorno,

Ju(a, z)

b = 1(2).

7. Considerando o intervalo a < p < b, 0 < z < L, encontre a solucao
u(p, z) com as condig¢oes de contorno,

u(a, z) = f(2),
u(b, z) = g(2),
u(p,0) = h(p),
u(p, L) = v(p)

Escrevemos a solu¢cao como uma soma de quatro funcgoes, cada uma sat-
isfazendo uma das condicoes de contorno e se anulando nas outras, como

antes,

u(p,2) = ur(p,2)

com,

+ ua(p, z) +us(p, z) + ua(p, 2)
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ui(a,z) = f(z), u(b,z) =0, ui(p,0)=0, wi(p,L)=0,
uz(a, 2) = 0, ua(b,2) = g(2), ua(p,0) =0, uz(p, L) =0,
uz(a,2) =0, us(b,z) =0, us(p,0) = h(p), us(p,L) =0,
ug(a,z) =0, ug(b,2) =0, us(p,0) =0, us(p, L) =v(p).

(a) Cadlculo de u;.

2 < Vo(\ip)
u , 2 = -
1(10 ) Lj:1 VE)()\]CL)

sen(jwz/L)/O f(x)sen(jmx/L)dx, A= jm/L.

Podemos escrever a solu¢ao acima como,

z):/o G(z, p,2) f(x)dz

>

com,

sen (jmz/L)sen(jmx/L) .

hll\ﬁ

G(z,p, 2

Se f(z) = fo constante,

u(p,z) = E;\\jg nA; z—/ f(z)sen(jma/L) dx
= “;Zgijpg sen\; z%fo/o sen (jmx /L) dx
Vo(m(25 — 1)p/L) , 2 2L
— Z Vo(r(2j ~ 1)a/L) sen|[m(2) — 1)Z/L]Zf0(2j e
s W /sl e
r V(e 2 —Na/L)  2-1

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cdlculo de us.

B Wo(Aip) | Q/L . ey
us(p,z) = ;WO()\jb)sen)\]zL i g(x)sen(jmx/L)dx, A\;j=jn/L.
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Podemos escrever a solucdo acima na forma,

wlp.) = [ Glap s,

com,

Wo(Aip) 2 :
G(z,p,z) = ; msen)\jzzsen (jrx/L).

Se g(z) = go constante,

us(p,z) = Z (;\\j) n)\jz%/o g(x)sen (jmx/L) dx

Wo(
Wo(\ip) 2 /L .
Njz— L)d
E Wo(Ash) sen %7 90 i sen(jrx/L) dx

4g0 Z Wo((25 — 1)wp/L) sen[(2j — 1)mz/L]
Wo((2j — 1)mb/L) 2j — 1 '

Se go = 0 temos uy = 0.
(c¢) Cdlculo de ug.

b
/xh YUo(\jz)dx

senh/\
Z UO()\jp) senh/\ L b
j=1 / y

Podemos escrever a solucdo acima na forma,

z):/ G(z, p, z)h(z)dz,

senh\;(L —z)  xzUy(\x)
G('xMO?’Z) :ZUO()\JP) Seéh)\]L b ’ ) :
= / ylUo(A\jy)) dy

Se h(p) = hg constante temos,

com,
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U3(p, Z) = ZU()()\Jp) Se'fjh)\];

b
senh\;(L — z) /a wUo(Ajz)de
= hOZUO()\g/)) 3 b .
— senhA;L )
y[Uo(Ay)] dy

Se hg = 0 temos us = 0.
(d) Cilculo de uy.

b
wps) = 30N g, )/“ A
4P L senh \;L 0lAP b
= / YT\ y)]2dy

, Up(A;b) = 0.

Podemos escrever a solucdo acima na forma,

com,

Se v(p) = vg constante,

senh;z
uyp,z) = Zsenh)\ T Uo(Asp)
j=

senh); Z
- Z senh \; L Jp)
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Se vg = 0 temos uy = 0.
(e) Se as fungoes das condigoes de contorno sao constantes a solugdo €,

Ay Tolm () — Dp/L) sen[(2) — Dz/I]
upz) = Z Vo(r(2] — 1)a/L) 2j — 1

+% 5 Wl(2) = p/L) sen(2) = D/

(
Wo((25 — 1)mb/L) 2j — 1

b
Uo(\jz)dx
senhA;(L — 2) /x J
h Uo(N; J 2
* 0; o(Air) senh\; L b )
- / ylUo(Asy)l"dy

/a beo()\jx)dw
[ v

senh/\z
Ozse h\; 7 UolAip)

8. Considere uma casca cilindrica infinita de raio interno a e raio interno
b. Encontre a soluc¢ao u(p, z) com as condigoes de contorno,

(a)

(b)
pdp\"dap) T2 T
(c)
1d [ du 0*u 5
——\p |+ 5 = a7
pdp \"dp)  0z*
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1d [ du o*u 9
i () + i o
o 1d du 0%u
S (o) + 5 et = s
® 1d du 0?
odp (p p) t g —u=—fp.2);
(®) 1d du 9%*u
pdp (p_p) T Tou=—F
0 1d du 0%u
i (03p) + 3~ =1

com « constante e,

0<p<a, 0<z2<1L,
u(a,z) = p(z), ulp,0) =wp),
u(p, L) = v2(p).

10. Considere o problema anterior com,

a<p<b, 0<z2<L,
u(a7 Z) = :ul(z) ) u(bv Z) = M2(Z) )
u(p,0) = v1(p), ulp,L) =12(p).

5 Considerando u = u(p, )

Substituindo u(p, ¢) = R(p)P(¢) em (1), vem,

"

P
%(pR/)/ + 6 =0.
Da equacao acima temos,
P AV (I)” 2
—(pR) = —— = +)".
7 (PE) 7 =1
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Da relagao acima temos,

"+ NP =0, (17)
P’R"+ pR — N*R=0. (18)

A equagao (17) possui solucao,

D (p) = by cos A\p + bosen \p . (19)
A equagao (18) é a equagao diferencial de Cauchy ou Fuler, com solugao,
a1
R(p) = ? + agp™ . (20)

Notemos que as solugbes acima sao para A # 0. Se A = 0 as fungdes R e ¢
sao constantes. Se A = 0, temos de (16),

=0, (21)
(pR) =0. (22)

As solugoes das equagoes acima sao,

() = cop +do, (23)
R(r)=ao+bylnp. (24)

Escolhemos ¢y = para termos ® univoca. Pelo principio da superposicao, a
solucao geral é uma soma das possiveis solugoes individuais,

u(p,p) = ag+bolnp+ Z <a% + a2/\,0/\> [b1x cos Adp + baysen A . (25)
A>0

A determinagao das constantes e dos possiveis valores de A depende das
condicoes de contorno.

6 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < ¢ < 27, encontre a solugao
u(p, p) com a condi¢ao de contorno,

u(a, 0) = ().
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1 ™
u(p,p) = %/_ f(x)dz
P 1" :
+ — cos Jp— f(x) cos jxdx

0 17 :
+Zlasenj<p; B f(z)senjx dx.
J:

Se f(¢) = fo constante,

u(p, QO) = Jo-

2. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < ¢ < 27, encontre a solucao

u(p, p) com a condi¢ao de contorno,

p [T .
u(p,p) = ap+ Z Tjai-1 cos ¢ f(x) cos jxdx
j=1 -

3
j=1

com ag indeterminado.
3. Considerando o intervalo a < p < b, 0 < ¢ < 27, encontre a solucao

u(p, ¢) com as condigoes de contorno,

.p7‘ lsenjkp/ f(z)senjxdx,
Tyal~ -

Escrevemos a solugcao como,
u(p, p) = ui(p, @) + ua(p, ¥),

com,



(a) Cdlculo de ui(p, ).

ui(p,9) = ag+bolnp

com,

1 ™

Inb 1 [7
4o = lnb/a% /_7T f(z)dz,
1 s
- 7 _Wf(x) dx
0 Ina/b
Se f(¢) = fo constante,
ur(p,p) = ao + byl p,
com,
Inb
4= lnb/afo’
Jo
by = .
" Ina/b

(b) Cdlculo de us(p, p).
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e\t (L0
b a%

= [ gwysenjod

1 o - 7Tgxsenjxx

+Z E—E sen e 1 X )
j=1 —
(o)

com,

Ina 1 [7
aozlna/b%/ g(x)de,

1 s
_ 2m )

by =
0 Inb/a

9(x)dx

Se g(¢) = go constante,

uz(p, ) = ap +bolnp,

com,

_ golna
o= Ina/b’
9o
by = .
0 Inb/a

4. Considere o problema 1 com u,(p) = cos .
O 1nico coeficiente nao nulo € byy = 1/a, logo a solugdo é,

P
ulp,p) = cos ¢.

5. Considere o problema 1 com u, () = sen .
Agora o dnico coeficiente nao nulo € byy = 1/a, logo,

P
ulp, ) = _seny.
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6. Considere o problema 3 com u, (@) = cos p e up(p) = sen 2¢.

b? a
u(p,p) = ) E sy

at v?
+ (—E +p ) ﬁsen%p,

7. Uma placa circular de raio a, com faces isoladas, possui metade do seu
contorno a temperatura f(¢) e a outra metade a temperatura g(¢). Calcule
a temperatura no estado estaciondrio (Spiegel [7], probl. 2.28 com a = 1 e
f = w1, g = uy constantes).

8. Uma placa circular de raio a, com faces isoladas, possui seu contorno
com temperatura dada por 120+ 60 cos 2. Calcule a temperatura no estado
estacionério (Spiegel [7], probl. 2.53 com a = 1).

9. Uma placa circular de raio interno a e raio externo b possui faces iso-
ladas, com temperaturas nos contornos f(¢) e g(¢), respectivamente. Calcule
a temperatura no estado estacionario (Spiegel [7], probl. 2.67).

10. Considere o problema anterior nos limites (a) a — 0, (b) b — oo
(Spiegel [7], probl. 2.68).

11. Uma placa possui a forma de um setor de circulo de raio a e angulo
B. Calcule a temperatura no estado estacionério se (Spiegel [7], probl. 2.76
com g = h =0),

u(a, 0) = f(), u(p,0) =g(p), ulp,B) = hip).
12. Encontre a solucao u(p, ¢) para as equagoes:

(a)
ou 1 9%u

e ]
pap pap p28@2 - p?SO )

(b)
1d ( du) 1 d%u 5
P | T 555 = ta7;

pdp \"dp) " 2052
(c)
1d [ du 1 u o
pdp \"dp) T 2 0g? ’
(d)
pdp \"dp) = p?0p? ’



com « constante e,

13. Considere o problema anterior com,

a<p<b, 0<¢<2T,
u(CL?(p) = ILLI(QD), u(b7 90) = MQ(@)

14. Considere um cilindro dielétrico de raio a, com eixo sobre o eixo z,
colocado em um campo elétrico uniforme Ex = —Ex = —FErcosyp. Deter-
mine o potencial u em todo o espago (Morse, p.1184).

7 Considerando u = u(p, p, 2)

Substituindo u(p, ¢, z) = R(p)®(¢)Z(z) em (1), vem,

Da equacao acima temos,
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1 " 1 q)// Z// 5
— =T =\, 26
pR(pR) - 7 (26)

Podemos escrever a equagao para Z,

7" - N7 =0, (27)
Voltando a (26), temos,
1 19"
= R/ / - _)\2
pR( ) pQ @ ?
ou,
@//
%(pR’)/ +t3 T Np? =0
Portanto,
p @//
E(pR/)/_i_ )\2p2 — _a = /,62.
Da relagao acima temos,
"+ 1*® =0, (28)
PR+ pR' + (\°p* — )R =10. (29)

A equagao (29) é a equagao diferencial de Bessel, com solugao,

R(p) = a1, (Ap) + a2Y,(Ap) . (30)

As solugdes acima sao para A # 0. Se A = 0 temos para R(p),
P’R" + pR' — i*R =10,
com solucao,
R(p) = Z—Z + bop”
e para Z,

Z(z) =coz+dy.

Pelo principio da superposicao, a solugao geral é uma soma das possiveis
solucoes individuais,
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u(p,p,2) = (coz+ do)(ag+ bylnp)

a
+(eoz + fo) Z <% + boup“) [d1,, cos pp + dyysen pyp)
n

+ Z[alx\uJuO‘p) + anYyu(Ap)] X
Ap

X b1, cos pp + byysen pupl[ciacoshAz + coxsenhAz], (31)

com ug constante. A determinacao das constantes e dos possiveis valores de
A e p depende das condicoes de contorno.

Consideramos agora outra possibilidade para a constante de separagao A.
Escrevemos,

1 19" zZ"
—(pR) + 5 — = —= = +)2. 32
5 ZPR) +— = 7 =t (32)
Podemos escrever a equagao para Z,
7"+ X7 =0, (33)

com solucgao,

Z(z) = c1nco8 Az + coxsen Az .

Voltando a (?7?), temos,

ou,

Portanto,

Da relagao acima temos,

" + 1*® =0, (34)
P’R" 4+ pR — (\p* + i) )R =0. (35)
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A equagao (35) é a equagao diferencial modificada de Bessel, com solugao,

R(p) = a1l (Ap) + asKu(Ap), p#0. (36)

Para ;1 = 0 temos R = ag + by In p. A solugao geral é entao,

u(p,p,2) = (coz+do)(ag+ bolnp) (37)
+(eoz + fo) Z <% + boup“) [d1,, cos pp + daysen )
m
+ Z[auuh(kﬂ) + a2, K (Ap)] X
X [l:; o8 fup + byysen fup][crx cos Az + consen Az] . (38)

A determinacao das constantes e dos possiveis valores de A e p depende,
como ¢ usual, das condigoes de contorno.

8 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < 2z < L, 0 < ¢ < 27, encontre a
solugao u(p, ¢, z) com as condigoes de contorno,

u(a, p,2) = f(p,2),
u(p, »,0) = g(p,¥),
u(p, p, L) = h(p,p).

Como antes, escrevemos a solugcao geral como uma soma de solucoes,
cada uma satisfazendo uma das condigcoes de contorno. Portanto,

U(p,QO, Z) = ul(p7 QO,Z) + u2(p7807 Z) + u3(/0>§07 Z) )

com,

ul(avwaz) = f(g&, Z)’ ul(p790a0) = O> ul(p7§0>L) = 07
u2(;07§070) = g(p7 @)7 U2(P7907L) = 07

0,
07 US(pﬂO:O) = Oa U3(p, SpaL) = h<p> @)

(a) Cidlculo de u;.
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ur(p, ¢, 2) = Lu(Ajp) [y cos i + boysen plsen A,z ,

[0()‘3')0)
Ih(\ja)

senjz X

>

2 [* I
z v/ L) du—
XL/O sen (jmy/ )dy27T /_7r f(z,y)dx

]#(Ajﬂ)
+Zﬂ I,(\ja)

Z/ sen (jry/L) dy— / f(z,y) cos px dx
Z

/ sen (jmy/L) dy f(z,y)senpz dx .

-

COS fipsen Az X

sen ppsen;z X

Se f(p, z) = fo constante,

A
u(p,p,z) = ZIOEA]Z) nA2 fo/o sen(jmy/L)dy,

_ %Z

0) "
s sen)\jz/ sen(jmy/L)dy ,
0

)
o(A
To( ]a)
_ 2o D(2F = Ymp/L) 2L
N Z Io((2j — V)ma/L) G /L)(zj—m’
) In((2) — )wp/L) sen[(2j — 1)mwz/L]
B Z Io((2j — V)mwa/L) 2j — 1 ~

Se fo =0 temosu; =0 ([7], 6.97a).
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a

2 Jo(Aojp) senhXo;(L — z)
U2(p7 P, Z) - 2 XJ: J12<)\0ja) senh/\ojL

a 1 Q
X/ ,Tjo()\ojﬂf)dQ?—/ 9(3379) dy
0

—T

Z (Aujp) senh,;(L — z)
J/3+1 Auj@)  senh ;L

< [envd [ gteg)cosydy
0

L2 2 Ju(Auip) senhA,;(L — 2)
a? Jiﬂ()\uja) senh \,; L

COS [1p X

Sen pup X
a 1 ™
o Ty —
0 -7

Se g(p,p) = go constante,

B Jo(Aojp) senhdo;(L — 2)
(p, ¢, 2) ZJQ(/\ a)  senh\gL X

/ $J0()\0] )d:l:go—/ dy?

B Z senh Xoj(L — 2)
T a2 senh A\o; L

xdo / 2Jo(Aojz)da,

290 Z Jo(Agjp) senhAoj(L — z)
XojJi(Aoja)  senhAg;L

Se go = 0 temos ugy = 0.
(c) Cidlculo de us.
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2 Jo(Aojp) senho;z
u3(ﬂa P, Z) = XJ: J12(>\0ja) senh)\ojL 8

a 1 ™
x/ a:Jo()\ojx)da:—/ h(z,y)dy
o

—Tr

(Aujp) senh\,z
X
+a2 Z J5+1 Ayja) senh,; L oSty

></ xJM(/\ujm)dx—/ h(z,y) cos py dy
0 T J—x
3 ‘g w(Aujp) senh,;z sen jup X
Ju+1()‘uja) senh\,; L

a 1 K
X / xJu(/\w-:v)dx—/ h(zx,y)senuy dy .
0 7r

—T

Se h(p,p) = hy constante,

Jo(Aojp) senhXo;z /
h Aosz)d
JQ()\Oja) senhXg; L 0 ; zJo(Aojz)dz

. 2]’L0 Z J() )\()Jp senh)\gjz
N >\0JJ1 >\0] S@nh)\ojL .

U’3(p7<)07 Z) = ?

Se hg = 0 temos uz = 0.

(d) Considerando as fun¢oes nas condigoes de contorno constantes, a
solucao €,

o= Dol(2) = Dmp/L) sen((2) — Dmz/L)
ulpp:2) = 7210((2j—1)7ra/L) 2j — 1

Zgo Z Jo(Aojp) senhAg;(L — z)
)\Ojjl )\0_] senh)\ojL

2h0 Z JO )\ij senhkojz
)\OJJl )\0] senh)\gjL ’

2. Considerando o intervalo a < p <b, 0 <2 < L, 0 < ¢ < 27, encontre
a solucao u(p, ¢, z) com as condig¢oes de contorno,
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Escrevemos a solugdo como uma soma de solucoes, cada uma satisfazendo

uma das condi¢coes de contorno,

U(IO, P, Z) = ul(p7 P, Z) + Ug(p, 2 Z) + U3<p, ®, Z) + U4(p, ®, Z) )

com,

ui(a,p,2) = f(p,2), wilb,p,2) =0, wlp,¢,0)=0, ui(p,,L)=0,
us(a, p,2) =0, uz(b, ¢, 2) = g(p, 2), us(p,,0)=0, U2(p L) =0,
us(a, p,z) =0, uz(b,p,2) =0, usz(p,,0) =h(p,¢), us(p,p,L) =0,
us(a, p,z) =0, wa(b,p,2) =0, uip,,0)=0, U4(p,so,L)—v(p,sO)-

(a) Cidlculo de u;.

Vo(jmp/L) .
1(p, .2 ZVO (imajT) "=/ L) %

2 [ I
XL/O sen (jmy/ )613/27T /_7r [z, y)dx

L)
ZV % ,0/ cosucpsen(jﬂz/L) X

2 [* I
><—/ sen (jry/L) dy— f(z,y) cos px dx
L J, i

—l—ZV L p/ sen/wsen(jﬂz/L) X

2 [* I
x—/ sen (jmy/L) dy—/ f(z,y)senpz dx .
L J, L -

Se f(p, z) = fo constante,
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wlpp.2) = ZMSGHUM/L)%J% | sentimy/zyay.

Vo(jma/L)
4fo y U Vo((2j — Dmp/L) sen[(2j — 1)wz/L]
m Vo((2§ — 1)ma/L) 27 — 1 '

Se fo =0 temos u; = 0.
(b) Cdlculo de us.

Wo (A
us(p, @, 2) = Z WZE)\;Z; senjz X

2 (" 1"
XZ/O sen(jﬂy/L)dy%/ g(x,y)dx

Wu()‘jp) B
R

2

2 [* 1 [
><—/ sen (jmy/L) dy—/ g(x,y) cos px dx
L J, T

—T

COS [IPSENAjZ X

+ Z Msenugpsen Ajz X

2 [* I
x—/ sen (jmy/L) dy—/ g(x,y)senpx dz .
L J, T J)

Se g(¢p, z) = go constante,

2 [t _
us(p, p,2) = Z Wo(h, b)se Aj Z—/O sen (jmy/L) dy go ,

)
490 Wo((2j — Dmp/L) sen[(2j — 1)mz/L]
Z Wo((2j — 1)mb/L) 2j -1 '

Se go = 0 temos uy = 0.
(c¢) Calculo de ug.
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Uy ()\ij) senhAo;(L — z)
b senhXo; L
/ UO )\Oj dv

/b xUp(Aojx )dx— /7r h(z,y)dy

s

U/3(p7 P Z) =

n Z (Auip) senh,;(L — z)
5 senh\,; L
Z / U (g0

b 1 ™
/xU (Ayjz)dr— / h(z,y) cos py dy
T

—T

COS LY X

hA,; (L — 2)
1 (Aip) SENNALg
Z/ O[T v)] o senh\,; L

b T
1
></ xUN()\M-x)dx—/ h(z,y)senuy dy .
o T

—T

sen jup X

Se h(p,p) = hy constante,

Up(Nojp senho;(L — z) [°
u3(P7 @, Z) = Z R 01707 ) 367’)[,);3\0 T ) / $U0(>\0jl‘)dl‘ h()
J / ’U[Uo()\oj’U)]Qd'U ! “

_ ho Z UO()\ij) S@nh/\()j([/

b hAo;
J / U[UO()\OjU)]sz sen 07

Se hg = 0 temos us = 0.
(d) Calculo de uy.

. b
LZ)/ .CCU()()\OJ'SL’)diC.
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Uo(Mojp) senhX\g;z
ug(p,p,2) = b = Senh/\(())J'L
/ w U() AO] !
b m
x/ xUp(Aojx dw—/ v(z,y)dy

N Z Auip) senh\,;z
o, SenhA,;L
Z / WU (g0

s

k 1
x/ mU#()\Wx)dx—/ v(z,y) cos py dy
T

L

COS [Up X

w(Auip) senh\,;z

/ [U ()\ w)]2dw senh\,; L

’ 1
></ :L‘UM()\M':L‘)dl’—/ v(x,y)senpy dy .
a 7r

—T

Sen pup X

Se v(p, ) = vy constante,

Uo(Aojp senhhojz  [°
ug(p,p,2) = Z : 0(A0;1) senh)\s]‘L/ xUy(Aojx)dz vo
J / w[UO()\ij)]de ! ¢

Uo(Xojp) senh\o;jz b
= ’UOZ b , Senh)\ojL/av Q?U()()\Ojl’)dl’.
j / w[Us(hogw)]2dw

Se vg = 0 temos uy = 0.
(e) Se as fungdes nas condigdoes de contorno sao todas constantes,
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_4f Vo( 2] — Vmp/L) sen[(2j — 1)mwz/L]
ulp: ) Z (25 — 1)wa/L) 25 —1

4go Z WO (25 — V)wp/L) sen[(2j — 1)7z/L]
Wo((2j — 1)mb/L) 2j — 1

Aoj ho; (L — b
+h0§ : - UO( ij) SEn 0]( 2)/ 'TUO()\OJ'T)CZ'T
- ) senhXo; L “
J [UOO‘OJ )]"dw

Uo(Xojp) senhXojz b
+UOZ seniro,L /. xUp(Aojx)dx .
[ g

3. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solucao u(p, ¢, z)
da equacao de Laplace com a condigao de contorno,

u<a7 ¥, 2) = f<907 Z) :
4. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solucao u(p, ¢, 2)
da equacao de Laplace com a condicao de contorno,

ou(a, ¢, 2)
# =f (‘Pa Z) .
5. Considere uma casca cilindrica infinita de raio interno a e raio externo
b. Calcule a solugao u(p, p, z) da equacao de Laplace com as condigoes de
contorno,

u(a7 @, Z) = f(%pa Z) )
u(b, p, 2) = g(p, 2) .

6. Considere um cilindro em 0 < p < a, 0 < z < L com radiacao
obedecendo a lei de Newton do resfriamento em z = 0. Calcule a temperatura
no estado estaciondrio (Spiegel [7], probl. 6.98).

7. Encontre a solugao u(p, p, z) para as equagoes:

(a)

10 ([ ou 1 9%u  u .
0 p (Pa—p) ;8—@+@ =—f(p,p.2);

1d [ du 1 9%u n 0*u 4y
ta fduy 10w odmw | o
pdp\"dp) T Pog? T 022 ’
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1d (du\ 10 Ou_ 5
pdp\"dp) T o2 o2 T T
(d)
Ld (Y L P
pdp\"dp) T o2 T 02 ’
(e)
Ld (L O
pdp\"dp) T o2 T 92 T ’
(f)
li d_u —l—i@—l—@—l—(fu——f( Z)
pdp p p p2 8@2 822 - p?@? )
® 1d d 1 07 0?
U U U oo .
pdp(p p)+ 002 922 u=—f(p,¢.2);
(h)
pdp\"dp) " oz " 02 ’

com « constante e,

0<p<a, 0<p<27r,0<z<L,
U((l, @, Z) :[,L((,O7Z), U’(pa 9070) :VI(P7S0>7
u<107907L) :V2<p7 80)

8. Considere o problema anterior com,

a<p<bh, 0<p<2r, 0<z<L,
(a7 ©, Z) = ,LLl(QD, Z) ) U(b, ©, Z) = /’LQ(@a Z) )
u(p,go,()) =l/1(p,(,0), u(p790’L) :VQ(pa‘zD)'

I~
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9 Apéndice

1. Séries de Fourier.

Qo > nm
f(x):§+;<ancos 7 + b,sen—
1 b
3=57 | J@da.
2 L

/ f(z) cos @ dx ,
/ f(z sen@dx n=12,...
2. Série de Fourier de senos.

z) = ijsen (jmz/L),

Jj=1

:%/0 f(z)sen (jmzx /L) dx

3. Série de Fourier de cosenos.

J() =5+ Y ayeos (jmz/L),

j=1

_ % /O (@) cos (jra/L) da

4. Polindémios de Legendre (z = cosf).
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Po(l') =1

P(x)=x
1

Py(x) = 5(3202 —1)
1

Ps(x) = 5(5x3 — 3z)
1

Py(z) = g(35:54 — 302% + 3)
1

Ps(z) = §(63x5 — 702° + 157)
1

Ps(z) = 1—6(231956 — 3152* + 1052° — 5)
1
Py(z) = 1—6(497x7 — 6932° + 3152° — 35z)
1
By(z) = 1—28(6435x8 — 120122° 4 69302* — 12602 4 35)

5. Relacao de ortogonalidade.

+1 0, n#k,
/ Po(a)Pu(z)dz = {2

1 m n 1 y = k?
6. Série de polinomios de Legendre.
F(0) = CiPy(cosb),
k=0
2k+1 [7
Cr = ; / f(0)Py(cosf)senb db .
0

7. Fungoes associadas de Legendre.
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Pl(z) = (1 —2)Y? = send

Py (x) = 3x(1 — 2?)"/? = 3sen  cos 0

P} (x) = 3(1 — 2?) = 3sen® 0

Pj(z) = g(5m2 —1)(1—2*)V2 = ;(5 cos® — 1)sen 6
Pj(x) = 152(1 — 2*) = 15senf cos 0

P3(z) = 15(1 — 2%)*? = 15sen®9

Pl(z) = 2(7333 —32)(1 — 2?)1/? 2(700539 — 3cosf)send

1 1
Pi(x) = —(72° = 1)(1 — 2°) = —5(70082 0 — 1)sen” §

)
P(z) = 105x(1 — 22)*/? = 1O5sen39 cos 0
P}(x) = 105(1 — 2°)* = 105sen*0

8. Relagao de ortogonalidade.

+1 , n#k,
/ P (z)P"(z)dx = 2 (n+m)!
- 2n+1(n—m)!’

9. Série de funcoes associadas de Legendre do primeiro tipo.

n==k,

) = Z Dy P["(cos @),

k=0
2k +1
Dk—( tk)—im /f )P (cos @)sen 0 df
10.
L 0, j par
/sen(jmc/L)d:U = 2L
0 —, jimpar
Jm
- =123
(25 = 1)
11.
L L2
/$S€D(j7T$/L)dZL‘: —(=1)* j=1,2,3,..
0 Jm



12.

+L 27,
/ cos(kmx/2L)dx = —sen (k1 /2).
0 km

13.
L 0,077,
/ cos(imx/L)cos(jmz/L)de =< I, =
0 —i=7.
2
14.
1 0,j#k,
/ cos[(2] — 1)m2/2L] cos|(2k — V)rz/2Lldz = 4 "
0 5 yJ = k
15.
iz —x) Z sen (jmz/L)sen (jrx/L),
j=1
0<z,z2< L.

16.

iz —x) =7 Zsen (25 — )ymz/2L]sen ((2j — 1)wx/2L),

0<z,2< L.
17.

§(z — ) Z cos[(2j — 1)wz/2L] cos[(2] — 1)ma/2L]

0<z,2< L.
18.

:ézsen 2]—1712/2[,]’ 0<z<I.
T 27 —1

19.
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4 Z 2j1_ - cos[(2j — 1)mz/2L)sen [(2j — )7/2], 0 <z < L.

20. Funcoes de Bessel.
xJ (x) = nd,(z) — 21 (2),
2n
Jn+1($) = ?Jn(x) - Jnfl(x)a
/xJO(x)dx =zJi(z),
/x”Jn_l(x)dx = a"J,(z),

“ a
/ Po(Xip)dp = = Ji(Xia).
0

1

f(x) = ZApJn()\px), 0<z<a,
p=1

Jn(Apa) =0, p=1,2.3,...,

ﬁ /0“ rJ,(\ez) f(2)d .

2 72
a Jn+1

Ay =

fl@) =Y Apd,(\r), 0<z<a,
p=1

J(Apa) =0, p=1,2,3,...,

2 a
a?(1 = n2/(Apa)?) I3 (Aa) /0

Em particular, se temos,

Ay = r (M) f(z)dx .
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Ji(Apa) =0, p=1,2,3,...,

entao,
fl@)=Ag+ Y A do(\r), 0<z<a,
p=1
com,
Ay = 2 aq:f(x)dx
0 — a2 0 )

2

f(z) = ZAPJH()\I,:U), 0<z<a,
p=1

RJ,(\ya) + SAad, (Aa) =0, p=1,2,3,...,

2(M\pa)? /Oa rJ,(Apx) f(x)dx
a?J2(M\pa)|R?/S? + (M\ea)? —n?]

A =

2 Jo(Ajp)

1=-— — Jr7
a = )\jJ1<)\jCL)

5 Jo()\ja) =0.

5(p—z) = 2 Z jlgiiigngo(ij), Jo(Nja) =0. 0<p<a.
Un()‘jp) = Jn()‘jp)yn(/\ja) - Jn()‘ja>yn()‘jp)a

Un(/\]b) - 0 y
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b
| U0t epdo =0, 5 £ k.

()
Flo) = 3 AiUu(p)
b
/ pf(P)UL(Ajp)dp
Aj = =4 5 .
/ pU:(N\ip)dp
(h)
o =)= 32—, a<p <,
7 [ vy
(i)
/b zUp(\jx)dx
1= Z Uo(Xip) =% :
J ylUo(A\jy) > dy
(1)
Va(Ajp) = In(Ajp) Kn(Ajb) — In(A;0) K (A;p)
(k)
Wa(Ajp) = Li(Ajp) Kn(Aja) — L(Aja) Kn(Ajp)
Zn(Ajp) = Jn(Ajp)Yn(Ajb) — Ju(Ajb)Yn(A;p)
(1)

flz)=2"= 32 j?g:g)\iz [(Aea)® — 4], Jo(Aea) =0.
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