
A equação de Laplace
em coordenadas ciĺındricas

A equação de Laplace, ∇2u = 0, em coordenadas ciĺındricas, é,

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂u

∂ρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
= 0 , (1)

com u = u(ρ, ϕ, z). Procederemos de maneira análoga ao caṕıtulo 3, procu-
rando soluções que descrevam determinados problemas f́ısicos.

1 Considerando u = u(ρ)

A equação (1) fica, considerando u = u(ρ),

1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= 0 .

Resolvendo a equação acima temos,

ρ
du

dρ
= c0 ,

com c0 uma constante. Continuando,

du

dρ
=

c0
ρ
,

u = c0 ln ρ+ c1 ,

com c1 outra constante de integração. A solução da equação de Laplace em
coordenadas ciĺındricas, considerando u = u(ρ) apenas, é então,

u(ρ) = c0 ln ρ+ c1 . (2)

Intervalo 0 ≤ ρ ≤ ∞

A solução (2) diverge em ρ → 0 e ρ → ∞. Embora isso seja inconveniente
para um sistema f́ısico real, em algumas situações idealizadas essa função é
útil. O potencial eletrostático para uma linha carregada infinita, por exem-
plo, é da forma (2). Nesse caso é comum definirmos um ponto ρ0 como o
ponto em que o potencial se anula. Temos,
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u(ρ0) = c0 ln ρ0 + c1 = 0 ,

c1 = −c0 ln ρ0 ,

e portanto,

u(ρ) = c0 ln ρ− c0 ln ρ0 = c0 ln(ρ/ρ0) .

Resta ainda o problema de determinar c0.

Intervalo a ≤ ρ ≤ b

Agora não temos problemas de divergências.

Condição de contorno u(a) = ua, u(b) = ub, com a < b

Com as condições acima obtemos o sistema,

u(a) = c0 ln a+ c1 = ua ,

u(b) = c0 ln b+ c1 = ub ,

com soluccão,

c0 =
ub − ua

ln(b/a)
,

c1 =
ua ln b− ub ln a

ln(b/a)
.

se ua = ub temos c0 = 0, c1 = ua e u(ρ) = ua constante. Condições de con-
torno envolvendo a derivada de u podem ser tratadas de forma semelhante.

2 Problemas

1. Encontre a solução u(ρ) para as equações:
(a)

1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= −f(ρ) ;

(b)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= +α2 ;
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(c)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= −α2 ;

(d)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= +α2u ;

(e)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= −α2u ;

(f)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

− α2u = −f(ρ) ;

(g)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+ α2u = −f(ρ) ;

com α constante e,

0 ≤ ρ ≤ a ,

u(a) = ua .

(a) A equação fica,

d2u

dρ2
+

1

ρ

du

dρ
= −f(ρ) .

Escrevemos a solução como,

u(ρ) = uh(ρ) + up(ρ) ,

em que uh é a solução da equação homogênea com condições de contorno
não-homogêneas, e up é uma solução particular da equação não-homogênea
com condições de contorno homogêneas. Vimos que a solução da equação
homogênea em 0 ≤ ρ ≤ a, finita, é uma constante, logo uh(ρ) = ua =
constante. Expandimos up e f em séries de funções de Bessel,

up(ρ) =
∞
∑

i=1

AiJn(λiρ) , 0 ≤ ρ ≤ a ,

Ai =
2

a2J2
n+1(λia)

∫ a

0

ρ′Jn(λiρ
′)up(ρ

′)dρ′ .
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f(ρ) =
∞
∑

i=1

BiJn(λiρ) , 0 ≤ ρ ≤ a ,

Bi =
2

a2J2
n+1(λia)

∫ a

0

ρ′Jn(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ .

Jn(λia) = 0 , i = 1, 2, 3, . . . .

Substituindo up e f na equação diferencial,

d2up

dρ2
+

1

ρ

dup

dρ
= −f(ρ) ,

d2

dρ2

[

∞
∑

i=1

AiJn(λiρ)

]

+
1

ρ

d

dρ

[

∞
∑

i=1

AiJn(λiρ)

]

= −
∞
∑

i=1

BiJn(λiρ) ,

∞
∑

i=1

Ai
d2

dρ2
[Jn(λiρ)] +

1

ρ

∞
∑

i=1

Ai
d

dρ
[Jn(λiρ)] = −

∞
∑

i=1

BiJn(λiρ) .

Usando as relações [6, 7, 8],

xJ ′

n(x) = nJn(x)− xJn+1(x) ,

ou,

J ′

n(x) =
n

x
Jn(x)− Jn+1(x) ,

temos,

d

dρ
[Jn(λiρ)] = λi

[

n

λiρ
Jn(λiρ)− Jn+1(λiρ)

]

,

=
n

ρ
Jn(λiρ)− λiJn+1(λiρ) ,
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d2

dρ2
[Jn(λiρ)] = λ2

i

[

−
n

(λiρ)2
Jn(λiρ) +

n

λiρ

(

n

λiρ
Jn(λiρ)− Jn+1(λiρ)

)

−
n+ 1

λiρ
Jn+1(λiρ) + Jn+2(λiρ)

]

,

= −
n

ρ2
Jn(λiρ) +

n2

ρ2
Jn(λiρ)−

nλi

ρ
Jn+1(λiρ)

−
(n+ 1)λi

ρ
Jn+1(λiρ) + λ2

iJn+2(λiρ) ,

=
n(n− 1)

ρ2
Jn(λiρ)−

(2n+ 1)λi

ρ
Jn+1(λiρ)

+λ2

iJn+2(λiρ) .

A equação diferencial fica então,

∞
∑

i=1

Ai
d2

dρ2
[Jn(λiρ)] +

1

ρ

∞
∑

i=1

Ai
d

dρ
[Jn(λiρ)] = −

∞
∑

i=1

BiJn(λiρ) ,

∞
∑

i=1

Ai

[

n(n− 1)

ρ2
Jn(λiρ)−

(2n+ 1)λi

ρ
Jn+1(λiρ) + λ2

iJn+2(λiρ)

]

+
1

ρ

∞
∑

i=1

Ai

[

n

ρ
Jn(λiρ)− λiJn+1(λiρ)

]

= −

∞
∑

i=1

BiJn(λiρ) ,

∞
∑

i=1

Ai

[

n2

ρ2
Jn(λiρ)−

(2n+ 2)λi

ρ
Jn+1(λiρ) + λ2

iJn+2(λiρ)

]

=

= −

∞
∑

i=1

BiJn(λiρ) .

Usando,

Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x)− Jn−1(x) ,

temos,

Jn+2(x) =
2(n+ 1)

x
Jn+1(x)− Jn(x) ,

logo,
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∞
∑

i=1

Ai

[

n2

ρ2
Jn(λiρ)−

(2n+ 2)λi

ρ
Jn+1(λiρ)

+λ2

i

(

2(n+ 1)

λiρ
Jn+1(λiρ)− Jn(λiρ)

)]

=

= −
∞
∑

i=1

BiJn(λiρ) ,

∞
∑

i=1

Ai

[

n2

ρ2
Jn(λiρ)− λ2

iJn(λiρ)

]

=

= −
∞
∑

i=1

BiJn(λiρ) .

Portanto,

Ai

[

n2

ρ2
− λ2

i

]

= −Bi . (3)

Podeŕıamos ter escrito (3) desde o ińıcio, pois Jn é solução da equação de
Bessel. Supomos que Ai é independente de ρ, logo devemos ter n = 0,

Ai =
Bi

λ2
i

=
1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ .

A solução particular up é então,

up(ρ) =
∞
∑

i=1

AiJ0(λiρ) =
∞
∑

i=1

Bi

λ2
i

J0(λiρ) ,

=
∞
∑

i=1

J0(λiρ)
1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

0 ≤ ρ ≤ a .

Notemos que a solução up satisfaz condições de contorno homogêneas em
ρ = a, como esperado.

Podemos escrever up em termos de uma função de Green,

up(ρ) =

∫ a

0

G(ρ, ρ′)f(ρ′)dρ′ ,

com,
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G(ρ, ρ′) =
∞
∑

i=1

J0(λiρ)
1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

ρ′J0(λiρ
′) ,

=
2

a2

∞
∑

i=1

ρ′

λ2
i

J0(λiρ)J0(λiρ
′)

J2
1 (λia)

,

0 ≤ ρ ≤ a .

Vamos verificar que up(ρ) de fato satisfaz a equação diferencial não-homogênea.
Derivando up,

dup

dρ
=

∞
∑

i=1

[

d

dρ
J0(λiρ)

]

1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

=
∞
∑

i=1

[−λiJ1(λiρ)]
1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

= −

∞
∑

i=1

J1(λiρ)
1

λi

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ .

em que usamos J ′

0(x) = −J1(x). Multiplicando por ρ e derivando novamente,
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d

dρ

(

ρ
dup

dρ

)

= −

∞
∑

i=1

d

dρ
[ρJ1(λiρ)]

1

λi

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

= −
∞
∑

i=1

[J1(λiρ) + λiρJ
′

1(λiρ)]
1

λi

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

= −

∞
∑

i=1

{

J1(λiρ) + λiρ

[

1

λiρ
J1(λiρ)− J2(λiρ)

]}

×

×
1

λi

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

= −
∞
∑

i=1

{

J1(λiρ) + λiρ

[

1

λiρ
J1(λiρ)−

2

λiρ
J1(λiρ) + J0(λiρ)

]}

×

×
1

λi

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

= −

∞
∑

i=1

{J1(λiρ) + [−J1(λiρ) + λiρJ0(λiρ)]} ×

×
1

λi

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

= −
∞
∑

i=1

ρJ0(λiρ)
2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

em que usamos,

J ′

1(x) =
1

x
J1(x)− J2(x) ,

J2(x) =
2

x
J1(x)− J0(x) .

Finalmente, dividindo por ρ,

1

ρ

d

dρ

(

ρ
dup

dρ

)

= −
∞
∑

i=1

J0(λiρ)
2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

= −f(ρ) ,

como deve ser.
Se f(ρ) = f0 constante,
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up(ρ) =
∞
∑

i=1

J0(λiρ)
1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)f(ρ′)dρ′ ,

= f0

∞
∑

i=1

J0(λiρ)
1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)dρ′ ,

0 ≤ ρ ≤ a .

Usando as relações,

∫

xJ0(x)dx = xJ1(x) ,
∫

xnJn−1(x)dx = xnJn(x) ,

temos,

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)dρ′ =

1

λ2
i

∫ λia

0

uJ0(u)du =
a

λi

J1(λia) .

Portanto,

up(ρ) = f0

∞
∑

i=1

J0(λiρ)
1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)dρ′ ,

= f0

∞
∑

i=1

J0(λiρ)
1

λ2
i

2

a2J2
1 (λia)

a

λi

J1(λia) ,

= f0
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

J0(λiρ)

J1(λia)
,

0 ≤ ρ ≤ a .

Podemos verificar que a solução acima satisfaz a equação diferencial,
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d2up

dρ2
+

1

ρ

dup

dρ
= −f(ρ) ,

d2

dρ2

[

f0
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

J0(λiρ)

J1(λia)

]

+
1

ρ

d

dρ

[

f0
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

J0(λiρ)

J1(λia)

]

= −f0 ,

f0
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

1

J1(λia)

d2

dρ2
J0(λiρ) +

1

ρ
f0
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

1

J1(λia)

d

dρ
J0(λiρ) = −f0 ,

f0
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

1

J1(λia)

[

d2

dρ2
J0(λiρ) +

1

ρ

d

dρ
J0(λiρ)

]

= −f0 .

Como J0(λiρ) é solução da equação de Bessel de ordem zero,

d2

dρ2
J0(λiρ) +

1

ρ

d

dρ
J0(λiρ) = −λ2

iJ0(λiρ) ,

logo,

f0
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

1

J1(λia)

[

−λ2

iJ0(λiρ)
]

= −f0 ,

2

a

∞
∑

i=1

1

λi

J0(λiρ)

J1(λia)
= 1 ,

como deve ser.
Usando a relação,

∞
∑

i=1

1

λ3
i

J0(λiρ)

J1(λia)
=

a

8
(a2 − ρ2) ,

podemos escrever up para f constante como,

up(ρ) = f0
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

J0(λiρ)

J1(λia)
,

= f0
2

a

a

8
(a2 − ρ2) = f0

1

4
(a2 − ρ2) ,

0 ≤ ρ ≤ a .

A solução acima satisfaz de fato a equação diferencial.
Usamos as relações,
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1 =
2

a

∞
∑

i=1

1

λi

J0(λiρ)

J1(λia)
,

x2 =
2

a

∞
∑

i=1

1

λ3
i

J0(λiρ)

J1(λia)
[(λia)

2 − 4] .

(b) Usando o resultado anterior com −f(ρ) = +α2 constante, a solução
particular é,

up(ρ) = −α2
1

4
(a2 − ρ2) ,

0 ≤ ρ ≤ a .

(c) Nesse caso temos,

up(ρ) = +α2
1

4
(a2 − ρ2) ,

0 ≤ ρ ≤ a .

(d) Temos,

1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= +α2u ,

d2u

dρ2
+

1

ρ

du

dρ
= +α2u ,

ρ2
d2u

dρ2
+ ρ

du

dρ
− α2ρ2u = 0 .

Temos uma equação de Bessel modificada de ordem zero, com solução,

u(ρ) = c1I0(αρ) + c2K0(αρ) ,

em que I0 e K0 são as funções de Bessel modificadas de ordem zero, de
primeira e segunda espécie, respectivamente. A solução finita em 0 ≤ ρ ≤ a
é obtida fazendo c2 = 0,

u(ρ) = c1I0(αρ) .

Em ρ = a,
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u(a) = c1I0(αa) = ua ,

logo,

c1 =
ua

I0(αa)
.

A solução é portanto,

u(ρ) = ua
I0(αρ)

I0(αa)
.

(e) Agora temos a equação de Bessel de ordem zero,

ρ2
d2u

dρ2
+ ρ

du

dρ
+ α2ρ2u = 0 ,

com solução,

u(ρ) = c1J0(αρ) + c2Y0(αρ) ,

em que J0 e Y0 são as funções de Bessel de ordem zero, de primeira e segunda
espécie, respectivamente. A solução finita em 0 ≤ ρa é obtida fazendo c2 = 0,

u(ρ) = c1J0(αρ) .

Em ρ = a,

u(a) = c1J0(αa) = ua ,

logo,

c1 =
ua

J0(αa)
.

A solução é portanto,

u(ρ) = ua
J0(αρ)

J0(αa)
.

2. Considere o problema anterior com,

a ≤ ρ ≤ b ,

u(a) = ua , u(b) = ub .

(a) A equação fica,
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d2u

dρ2
+

1

ρ

du

dρ
= −f(ρ) .

Escrevemos a solução, como antes,

u(ρ) = uh(ρ) + up(ρ) ,

em que uh é a solução da equação homogênea com condições de contorno
não-homogêneas, e up é uma solução particular da equação não-homogênea
com condições de contorno homogêneas. Expandimos up e f em séries de
funções de Bessel,

Un(λjρ) ≡ Jn(λjρ)Yn(λja)− Jn(λja)Yn(λjρ) ,

com λj definido por,

Un(λjb) = 0 ,

As funções Un são ortogonais,

∫ b

a

ρUn(λjρ)Un(λkρ)dρ = 0 , j 6= k .

As expansões para up e f são,

up(ρ) =
∑

j=1

AjUn(λjρ) ,

Aj =

∫ b

a

ρ′up(ρ
′)Un(λjρ

′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

n(λjρ
′)dρ′

,

f(ρ) =
∑

j=1

BjUn(λjρ) ,

Bj =

∫ b

a

ρ′f(ρ′)Un(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

n(λjρ
′)dρ′

.

Substituindo up e f na equação diferencial,
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d2up

dρ2
+

1

ρ

dup

dρ
= −f(ρ) ,

d2

dρ2

[

∑

j=1

AjUn(λjρ)

]

+
1

ρ

d

dρ

[

∑

j=1

AjUn(λjρ)

]

= −
∑

j=1

BjUn(λjρ) ,

∑

j=1

Aj
d2

dρ2
Un(λjρ) +

∑

j=1

Aj
1

ρ

d

dρ
Un(λjρ) = −

∑

j=1

BjUn(λjρ) ,

∑

j=1

Aj

[

d2

dρ2
Un(λjρ) +

1

ρ

d

dρ
Un(λjρ)

]

= −
∑

j=1

BjUn(λjρ) ,

∑

j=1

Aj

[

(n2/ρ2)− λ2

j

]

Un(λjρ) = −
∑

j=1

BjUn(λjρ) .

pois Un satisfaz a equação de Bessel. Portanto,

Aj

[

(n2/ρ2)− λ2

j

]

= −Bj .

Como antes, devemos ter n = 0 para Aj constante, logo,

Aj =
Bj

λ2
j

=
1

λ2
j

∫ b

a

ρ′f(ρ′)U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

.

A solução up é portanto,

up(ρ) =
∑

j=1

AjU0(λjρ) =
∑

j=1

Bj

λ2
j

U0(λjρ) ,

=
∑

j=1

U0(λjρ)

λ2
j

∫ b

a

ρ′f(ρ′)U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

.

Vamos verificar que up satisfaz a equação diferencial. Calculando as derivadas
de up,
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dup(ρ)

dρ
=

∑

j=1

1

λ2
j

dU0(λjρ)

dρ

∫ b

a

ρ′f(ρ′)U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

,

d2up(ρ)

dρ2
=

∑

j=1

1

λ2
j

d2U0(λjρ)

dρ2

∫ b

a

ρ′f(ρ′)U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

Substituindo na equação diferencial,

d2u

dρ2
+

1

ρ

du

dρ
= −f(ρ) ,

∑

j=1

1

λ2
j

[

d2U0(λjρ)

dρ2
+

1

ρ

dU0(λjρ)

dρ

]

∫ b

a

ρ′f(ρ′)U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

= −
∑

j=1

U0(λjρ)

∫ b

a

ρ′f(ρ′)U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

,

ou,

∑

j=1

1

λ2
j

[

d2U0(λjρ)

dρ2
+

1

ρ

dU0(λjρ)

dρ
+ λ2

jU0(λjρ)

]

∫ b

a

ρ′f(ρ′)U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

= 0 .

Como U0 satifaz à equação de Bessel, temos,

ρ2U ′′

0 (λjρ) + ρU ′

0(λjρ) + λ2

jρ
2U0(λjρ) = 0 ,

e o termo entre colchetes na equação acima se anula. Portanto up satisfaz a
equação diferencial.

Escrevendo up em termos de função de Green temos,

up(ρ) =

∫ b

a

G(ρ, ρ′)f(ρ′)dρ′ ,
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com,

G(ρ, ρ′) =
∑

j=1

1

λ2
j

ρ′U0(λjρ)U0(λjρ
′)

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

.

Se f(ρ) = f0 constante temos,

up(ρ) = f0
∑

j=1

U0(λjρ)

λ2
j

∫ b

a

ρ′U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

,

(b) Com f(ρ) = −α2,

up(ρ) = −α2
∑

j=1

U0(λjρ)

λ2
j

∫ b

a

ρ′U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

.

(c) Agora f(ρ) = +α2, logo,

up(ρ) = +α2
∑

j=1

U0(λjρ)

λ2
j

∫ b

a

ρ′U0(λjρ
′)dρ′

∫ b

a

ρ′U2

0 (λjρ
′)dρ′

.

(d) Temos,

1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= +α2u ,

d2u

dρ2
+

1

ρ

du

dρ
= +α2u ,

ρ2
d2u

dρ2
+ ρ

du

dρ
− α2ρ2u = 0 .

Temos uma equação de Bessel modificada de ordem zero, com solução,
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u(ρ) = c1I0(αρ) + c2K0(αρ) .

As condições de contorno nos dão,

c1I0(αa) + c2K0(αa) = ua ,

c1I0(αb) + c2K0(αb) = ub ,

logo,

c1 =
uaK0(αb)− ubK0(αa)

I0(αa)K0(αb)−K0(αa)I0(αb)
,

c2 =
ubI0(αa)− uaI0(αb)

I0(αa)K0(αb)−K0(αa)I0(αb)
.

A solução é portanto,

u(ρ) = c1I0(αρ) + c2K0(αρ) ,

= ua
K0(αb)I0(αρ)− I0(αb)K0(αρ)

I0(αa)K0(αb)−K0(αa)I0(αb)

+ub
I0(αa)K0(αρ)−K0(αa)I0(αρ)

I0(αa)K0(αb)−K0(αa)I0(αb)
.

Usando,

Vn(λjρ) ≡ In(λjρ)Kn(λjb)− In(λjb)Kn(λjρ) ,

Wn(λjρ) ≡ In(λjρ)Kn(λja)− In(λja)Kn(λjρ) ,

temos,

up(ρ) = ua
V0(αρ)

V0(αa)
+ ub

W0(αρ)

W0(αb)
.

(e) Agora temos a equação de Bessel de ordem zero,

ρ2
d2u

dρ2
+ ρ

du

dρ
+ α2ρ2u = 0 ,

com solução,
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u(ρ) = c1J0(αρ) + c2Y0(αρ) .

As condições de contorno nos dão,

c1J0(αa) + c2Y0(αa) = ua ,

c1J0(αb) + c2Y0(αb) = ub ,

logo,

c1 =
uaY0(αb)− ubY0(αa)

J0(αa)Y0(αb)− Y0(αa)J0(αb)
,

c2 =
ubJ0(αa)− uaJ0(αb)

J0(αa)Y0(αb)− Y0(αa)J0(αb)
.

A solução é assim,

u(ρ) = c1J0(αρ) + c2Y0(αρ) ,

= ua
Y0(αb)J0(αρ)− J0(αb)Y0(αρ)

J0(αa)Y0(αb)− Y0(αa)J0(αb)

+ub
J0(αa)Y0(αρ)− Y0(αa)J0(αρ)

J0(αa)Y0(αb)− Y0(αa)J0(αb)
.

Usando,

Un(λjρ) ≡ Jn(λjρ)Yn(λja)− Jn(λja)Yn(λjρ) ,

Zn(λjρ) ≡ Jn(λjρ)Yn(λjb)− Jn(λjb)Yn(λjρ) ,

temos,

u(ρ) = ua
Z0(αρ)

Z0(αa)
+ ub

U0(αρ)

U0(αb)
.

3 Considerando u = u(ρ, z)

Substituindo u(ρ, z) = R(ρ)Z(z) em (1), vem,

1

ρR
(ρR′)′ +

Z ′′

Z
= 0 ,
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em que R′ = dR/dρ, Z ′ = dZ/dz, etc. Da equação acima temos,

1

ρR
(ρR′)′ = −

Z ′′

Z
≡ −λ2 .

Portanto, obtemos as equações ordinárias,

ρ2R′′ + ρR′ + (λρ)2R = 0 , (4)

Z ′′ − λ2Z = 0 . (5)

A solução da equação (5) é,

Z(z) = a1coshλz + a2senhλz . (6)

A equação (4) é a equação diferencial de Bessel de ordem zero, com solução,

R(ρ) = b1J0(λρ) + b2Y0(λρ) . (7)

Notemos que as soluções acima são para λ 6= 0. Se λ = 0 as funções R e Z
são constantes. Se λ = 0, temos de (4) e (5),

(ρR′)′ = 0 ,

Z ′′ = 0 .

As soluções das equações acima são,

R(ρ) = a0 + b0 ln ρ , (8)

Z(z) = c0z + d0 . (9)

Pelo prinćıpio da superposição, a solução geral é uma soma das posśıveis
soluções individuais,

u(ρ, z) = (c0z + d0)(a0 + b0 ln ρ)

+
∑

λ>0

[b1λJ0(λρ) + b2λY0(λρ)][a1λcoshλz + a2λsenhλz] . (10)

A determinação das constantes e dos posśıveis valores de λn depende das
condições de contorno.

Consideremos agora a outra possibilidade para a constante de separação
λ,
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1

ρR
(ρR′)′ = −

Z ′′

Z
≡ +λ2 .

Obtemos agora,

ρ2R′′ + ρR′ − (λρ)2R = 0 , (11)

Z ′′ + λ2Z = 0 . (12)

A solução da equação para Z é,

Z(z) = a1 cosλz + a2senλz . (13)

A equação para R é a equação diferencial modificada de Bessel, com solução,

R(ρ) = b1I0(λρ) + b2K0(λρ) . (14)

A solução geral agora é,

u(ρ, z) = (c0z + d0)(a0 + b0 ln ρ)

+
∑

λ>0

[b1λI0(λρ) + b2λK0(λρ)][a1λ cosλz + a2λsenλz] . (15)

4 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ z ≤ L, encontre a solução u(ρ, z)
com as condições de contorno,

u(a, z) = f(z) ,

u(ρ, 0) = g(ρ) ,

u(ρ, L) = h(ρ) .

Escrevemos a solução como uma soma de três funções, cada uma satis-
fazendo uma das condições de contorno e se anulando nas outras,

u(ρ, z) = u1(ρ, z) + u2(ρ, z) + u3(ρ, z) ,

com,
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u1(a, z) = f(z) , u1(ρ, 0) = 0 , u1(ρ, L) = 0 ,

u2(a, z) = 0 , u2(ρ, 0) = g(ρ) , u2(ρ, L) = 0 ,

u3(a, z) = 0 , u3(ρ, 0) = 0 , u3(ρ, L) = h(ρ) .

(a) Cálculo de u1.
A solução geral finita em ρ = 0 é,

u1(ρ, z) = c0z + d0

+
∑

λ>0

I0(λρ)[a1λ cosλz + a2λsenλz] .

Escrevendo as condições de contorno para u1 temos,

u1(a, z) = f(z) = c0z + d0 +
∑

λ>0

I0(λa)[a1λ cosλz + a2λsenλz] ,

u1(ρ, 0) = 0 = d0 +
∑

λ>0

I0(λρ)a1λ ,

u1(ρ, L) = 0 = c0L+ d0 +
∑

λ>0

I0(λρ)[a1λ cosλL+ a2λsenλL] .

Podemos satisfazer as duas últimas condições escolhendo,

c0 = d0 = a1λ = 0 ,

λjL = πj , j = 1, 2, . . .

A condição para f(z) fica então,

u1(a, z) = f(z) =
∑

j=1

I0(λja)a2jsen (jπz/L) ,

que é a expansão de f(z) em série de Fourier de senos, logo,

I0(λja)a2j =
2

L

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx .

A expansão em série de f(z) é então, explicitamente,

f(z) =
2

L

∑

j=1

sen (jπz/L)

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx . (16)
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Incidentalmente, obtivemos uma representação para a função delta de Dirac
no intervalo (0, L). Da definição

f(z) =

∫ L

0

δ(z − x)f(x)dx , (17)

temos,

δ(z − x) =
2

L

∑

j=1

sen (jπz/L)sen (jπx/L) . (18)

Notemos que se f(z) = f0 constante, a série para f fica,

f(z) =
∑

j=1

sen (jπz/L)
2

L

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx ,

f0 = f0
∑

j=1

sen (jπz/L)
2

L

∫ L

0

sen (jπx/L) dx ,

f0 = f0
∑

j=1

sen [(2j − 1)πz/L]
2

L

2L

(2j − 1)π
,

f0 =
4f0
π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1
,

em que usamos,

∫ L

0

sen (jπx/L) dx = −
L

jπ
cos(jπx/L)

∣

∣

∣

L

0

= −
L

jπ
cos jπ +

L

jπ
,

=
L

jπ
[1− cos jπ] =

L

jπ
[1− (−1)j] ,

=







0 , j par ,
2L

jπ
, j ı́mpar .

=
2L

(2j − 1)π
, j = 1, 2, 3, . . . (19)

Vemos que a expansão de 1 no intervalo 0 ≤ z ≤ L é,

1 =
4

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1
. (20)
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Fig. 1. Expansão de 1 em 0 ≤ z ≤ L para L = 1. O número de termos na
soma é indicado.

A solução u1 é então, para f(z) qualquer,

u1(ρ, z) =
∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
senλjz

2

L

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx .

Podemos escrever a solução acima como,

u1 =

∫ L

0

f(x)G(x, ρ, z)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

L

∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
sen (λjz)sen (λjx) , λj = jπ/L .

Se f = f0 constante ([7], probl. 6.101),
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u1(ρ, z) =
∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
senλjz

2

L

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx ,

=
∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
senλjz

2

L
f0

∫ L

0

sen (jπx/L) dx ,

=
∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
senλjz

2f0
jπ

(1− cos jπ) ,

=
4f0
π

∑

j=1

I0((2j − 1)πρ/L)

I0((2j − 1)πa/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1
.

Se f0 = 0 temos u1 = 0.
(b) Cálculo de u2.
Escrevemos a solução geral finita em ρ = 0 de forma conveniente como,

u2(ρ, z) = c0z + d0 +
∑

λ>0

J0(λρ)a2λsenh λ(z − L) .

Escrevendo as condições de contorno para u2 temos,

u2(a, z) = 0 = c0z + d0 +
∑

λ>0

J0(λa)a2λsenh λ(z − L) ,

u2(ρ, 0) = g(ρ) = d0 −
∑

λ>0

J0(λρ)a2λsenh λL ,

u2(ρ, L) = 0 = c0L+ d0 .

Podemos satisfazer a primeira e a última condições escolhendo,

c0 = d0 = 0 ,

J0(λja) = 0 , j = 1, 2, . . .

A segunda condição é então a expansão de g(ρ) em funções de Bessel, logo,

a2j = −
2

a2J2
1 (λja)senh λjL

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx .

Explicitamentem a expansão de g(ρ) é então,
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g(ρ) =
2

a2

∑

j

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx , J0(λja) = 0 . (21)

Se g(ρ) = g0 constante temos,

g(ρ) =
2

a2

∑

j

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx ,

g0 = g0
2

a2

∑

j

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

∫ a

0

xJ0(λjx)dx ,

g0 = g0
2

a2

∑

j

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

a

λj

J1(λja) ,

g0 = g0
2

a

∑

j

J0(λjρ)

λjJ1(λja)
,

em que usamos

∫ a

0

xJ0(λx)dx =
a

λ
J1(λa) . (22)

Da expressão acima temos uma expansão para 1 [7],

1 =
2

a

∑

j=1

J0(λjρ)

λjJ1(λja)
, J0(λja) = 0 . (23)

É interessante fazer o gráfico da expressão acima para alguns termos da série.
As primeiras ráızes de J0(λja) = 0 são,

λja = 2, 4048, 5, 5201, 8, 6537, 11, 7915, 14, 9309, 18, 0711, . . .

A figura 2 mostra a série em (23) para alguns termos na soma.
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Fig. 2. Série para a função constante 1 em 0 ≤ ρ ≤ a, na equação (23),
para alguns termos na série. Usamos a = 1.

A expressão (21) para a expansão de g(ρ) nos dá uma representação para
a função delta de Dirac no intervalo 0 ≤ ρ ≤ a. Da equação,

g(ρ) =

∫ a

0

δ(ρ− x)g(x)dx ,

temos,

δ(ρ− x) =
2

a2

∑

j

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

xJ0(λjx) , J0(λja) = 0 . (24)

A solução u2 é então ([7], prob. 6.93),

u2(ρ, z) = −
2

a2

∑

j=1

senhλj(z − L)

senhλjL

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx .

Podemos escrever a solução acima como,

u2(ρ, z) =

∫ a

0

G(x, ρ, z)g(x)dx ,
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com,

G(x, ρ, z) = −
2

a2

∑

j=1

senhλj(z − L)

senhλjL

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

xJ0(λjx) , J0(λja) = 0 .

Em z = 0,

u2(ρ, 0) =
∑

j=1

2J0(λjρ)

a2J2
1 (λja)

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx = g(ρ) ,

como esperado. Se g(ρ) = g0 constante temos,

u2(ρ, z) = −
∑

j=1

senhλj(z − L)

senhλjL

2J0(λjρ)

a2J2
1 (λja)

g0

∫ a

0

xJ0(λjx)dx ,

= −
2g0
a

∑

j=1

senhλj(z − L)

λjsenhλjL

J0(λjρ)

J1(λja)
.

Em z = 0,

u2(ρ, 0) =
2g0
a

∑

j=1

J0(λjρ)

λjJ1(λja)
= g0 ,

como esperado. Se g0 = 0 temos u2 = 0.
(c) Cálculo de u3.
Escrevemos a solução geral finita em ρ = 0 como,

u3(ρ, z) = c0z + d0 +
∑

λ>0

J0(λρ)a2λsenh λz .

Escrevendo as condições de contorno para u3 temos,

u3(a, z) = 0 = c0z + d0 +
∑

λ>0

J0(λa)a2λsenh λz ,

u3(ρ, 0) = 0 = d0 ,

u3(ρ, L) = h(ρ) = c0L+ d0 +
∑

λ>0

J0(λρ)a2λsenh λL .

Podemos satisfazer as duas primeiras condições escolhendo,
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c0 = d0 = 0 ,

J0(λja) = 0 , j = 1, 2, . . .

A terceira condição é então a expansão de h(ρ) em funções de Bessel, logo,

a2j =
2

a2J2
1 (λja)senh λjL

∫ a

0

xJ0(λjx)h(x)dx , J0(λja) = 0 .

A expansão de h(ρ) é assim,

h(ρ) =
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

∫ a

0

xJ0(λjx)h(x)dx .

A solução u3 é então,

u3(ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

senhλjz

senhλjL

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

∫ a

0

xJ0(λjx)h(x)dx .

Podemos escrever a solução acima como,

u3(ρ, z) =

∫ a

0

G(x, ρ, z)h(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

senhλjz

senhλjL

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

xJ0(λjx) .

Se h = h0 constante ([7], probl. 6.111),

u3(ρ, z) =
∑

j=1

senhλjz

senhλjL

2J0(λjρ)

a2J2
1 (λja)

h0

∫ a

0

xJ0(λjx)dx ,

=
2h0

a

∑

j=1

senhλjz

λjsenhλjL

J0(λjρ)

J1(λja)
,

em que usamos xJ0(x) = (xJ1(x))
′. Se h0 = 0 temos u3 = 0.

(d) Se as funções nas condições de contorno são constantes, isto é,

u(a, z) = f0 ,

u(ρ, 0) = g0 ,

u(ρ, L) = h0 ,
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a solução é,

u(ρ, z) =
4f0
π

∑

j=1

I0((2j − 1)πρ/L)

I0((2j − 1)πa/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1

−
2g0
a

∑

j=1

senhλj(z − L)

λjsenhλjL

J0(λjρ)

J1(λja)

+
2h0

a

∑

j=1

senhλjz

λjsenhλjL

J0(λjρ)

J1(λja)
, J0(λja) = 0 .

2. Considerando o intervalo 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ z ≤ L, encontre a solução
u(ρ, z) com as condições de contorno,

∂u(a, z)

∂ρ
= f(z) ,

u(ρ, 0) = g(ρ) ,

u(ρ, L) = h(ρ) .

Escrevemos a solução como uma soma de três funções, cada uma satis-
fazendo uma das condições de contorno e se anulando nas outras,

u(ρ, z) = u1(ρ, z) + u2(ρ, z) + u3(ρ, z) ,

com,

∂u1(a, z)

∂ρ
= f(z) , u1(ρ, 0) = 0 , u1(ρ, L) = 0 ,

∂u2(a, z)

∂ρ
= 0 , u2(ρ, 0) = g(ρ) , u2(ρ, L) = 0 ,

∂u3(a, z)

∂ρ
= 0 , u3(ρ, 0) = 0 , u3(ρ, L) = h(ρ) .

(a) A solução u1 é,

u1(ρ, z) =
2

L

∑

j=1

I0(λjρ)

λjI1(λja)
sen (jπz/L)

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx ,

ou,
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u1(ρ, z) =

∫ L

0

G(x, ρ, z)f(x) dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

L

∑

j=1

I0(λjρ)

λjI1(λja)
sen (jπz/L)sen (jπx/L) .

Se f = f0 constante,

u1(ρ, z) =
2

L

∑

j=1

I0(λjρ)

λjI1(λja)
sen (jπz/L)f0

∫ L

0

sen (jπx/L) dx ,

=
4Lf0
π2

∑

j=1

I0((2j − 1)πρ/L)

(2j − 1)I1((2j − 1)πa/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1
.

Se f0 = 0 temos u1 = 0.
(b) A solução u2 é,

u2(ρ, z) =
(

1−
z

L

) 2

a2

∫ a

0

xg(x)dx

−
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)senhλj(z − L)

J2
0 (λja)senhλjL

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx .

Se g(ρ) = g0 constante temos,

u2(ρ, z) =
(

1−
z

L

)

g0 .

Se g0 = 0 temos u2 = 0.
(c) A solução u3 é,

u3(ρ, z) =
2z

a2L

∫ a

0

xh(x)dx

+
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)senhλjz

J2
0 (λja)senh λjL

∫ a

0

xJ0(λjx)h(x)dx .

Se h(ρ) = h0 constante obtemos,

u3(ρ, z) =
z

L
h0 .

30



Se h0 = 0 temos u3 = 0.
(d) Se as condições de contorno são todas dadas por constantes temos,

u(ρ, z) =
∑

j=1

I0(λjρ)

λjI1(λja)
sen (jπz/L)

2

L
f0

∫ L

0

sen (jπx/L) dx ,

=
4Lf0
π2

∑

j=1

I0((2j − 1)πρ/L)

(2j − 1)I1((2j − 1)πa/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1

+
(

1−
z

L

)

g0 +
z

L
h0 .

3. Considerando o intervalo 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ z ≤ L, encontre a solução
u(ρ, z) com as condições de contorno,

u(a, z) = f(z) ,

∂u(ρ, 0)

∂z
= g(ρ) ,

u(ρ, L) = h(ρ) .

Escrevemos a solução como uma soma de três funções, cada uma satis-
fazendo uma das condições de contorno e se anulando nas outras,

u(ρ, z) = u1(ρ, z) + u2(ρ, z) + u3(ρ, z) ,

com,

u1(a, z) = f(z) ,
∂u1(ρ, 0)

∂z
= 0 , u1(ρ, L) = 0 ,

u2(a, z) = 0 ,
∂u2(ρ, 0)

∂z
= g(ρ) , u2(ρ, L) = 0 ,

u3(a, z) = 0 ,
∂u3(ρ, 0)

∂z
= 0 , u3(ρ, L) = h(ρ) .

(a) A solução u1 é,

u1(ρ, z) =
2

L

∑

j=1

I0((2j − 1)πρ/2L)

I0((2j − 1)πa/2L)
cos[(2j − 1)πz/2L]×

×

∫

+L

0

f(x) cos[(2j − 1)πx/2L]dx ,
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ou,

u1(ρ, z) =

∫

+L

0

G(x, ρ, z)f(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

L

∑

j=1

I0((2j − 1)πρ/2L)

I0((2j − 1)πa/2L)
×

× cos[(2j − 1)πz/2L] cos[(2j − 1)πx/2L] .

Se f(z) = f0 constante temos,

u1(ρ, z) =
4f0
π

∑

j=1

I0((2j − 1)πρ/2L)

I0((2j − 1)πa/2L)
cos[(2j − 1)πz/2L]×

×
1

2j − 1
sen [(2j − 1)π/2] .

Se f0 = 0 temos u1 = 0.
(b) A solução u2 é,

u2(ρ, z) = −
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)senhλj(L− z)

λjJ2
1 (λja)coshλjL

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx ,

ou,

u2(ρ, z) =

∫ a

0

G(x, ρ, z)g(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) = −
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)senhλj(L− z)

λjJ2
1 (λja)coshλjL

xJ0(λjx) .

Se g(ρ) = g0 constante,

u2(ρ, z) = −
2g0
a

∑

j=1

J0(λjρ)senhλj(L− z)

λ2
jJ1(λja)coshλjL

.

Se g0 = 0 temos u2 = 0.
(c) A solução u3 é,
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u3(ρ, z) = c0z + d0 +
∑

j=1

J0(λjρ)a2jcoshλjz ,

=
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)coshλjz

J2
1 (λja)coshλjL

∫ a

0

xJ0(λjx)h(x)dx ,

ou,

u3(ρ, z) =

∫ a

0

G(x, ρ, z)h(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)coshλjz

J2
1 (λja)coshλjL

xJ0(λjx) .

Se h(ρ) = h0 constante,

u3(ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)coshλjz

J2
1 (λja)coshλjL

∫ a

0

xJ0(λjx)h(x)dx ,

=
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)coshλjz

J2
1 (λja)coshλjL

h0

∫ a

0

xJ0(λjx)dx ,

=
2h0

a

∑

j=1

J0(λjρ)coshλjz

λjJ1(λja)coshλjL
.

Se h0 = 0 temos u3 = 0.
(d) Se as funções nas condições de contorno são constantes,

u(ρ, z) =
4f0
π

∑

j=1

I0((2j − 1)πρ/2L)

I0((2j − 1)πa/2L)
cos[(2j − 1)πz/2L]×

×
1

2j − 1
sen [(2j − 1)π/2]

−
2g0
a

∑

j=1

J0(λjρ)senhλj(L− z)

λ2
jJ1(λja)coshλjL

+
2h0

a

∑

j=1

J0(λjρ)coshλjz

λjJ1(λja)coshλjL
.
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4. Considerando o intervalo 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ z ≤ L, encontre a solução
u(ρ, z) com as condições de contorno,

u(a, z) = f(z) ,

u(ρ, 0) = g(ρ) ,

∂u(ρ, L)

∂z
= h(ρ) .

Escrevemos a solução como uma soma de três funções, cada uma satis-
fazendo uma das condições de contorno e se anulando nas outras,

u(ρ, z) = u1(ρ, z) + u2(ρ, z) + u3(ρ, z) ,

com,

u1(a, z) = f(z) , u1(ρ, 0) = 0 ,
∂u1(ρ, L)

∂z
= 0 ,

u2(a, z) = 0 , u2(ρ, 0) = g(ρ) ,
∂u2(ρ, L)

∂z
= 0 ,

u3(a, z) = 0 , u3(ρ, 0) = 0 ,
∂u3(ρ, L)

∂z
= h(ρ) .

(a) A solução u1 é,

u1(ρ, z) =
∑

λ>0

I0(λρ)a2λsenλz ,

=
2

L

∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
sen [(2j − 1)πz/2L]

∫ L

0

f(x)sen ((2j − 1)πx/2L) dx ,

ou,

u1(ρ, z) =

∫ L

0

G(x, ρ, z)f(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

L

∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
sen [(2j − 1)πz/2L]sen ((2j − 1)πx/2L) .

Se f(z) = f0 constante,
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u1(ρ, z) =
2

L

∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
sen [(2j − 1)πz/2L]

∫ L

0

f(x)sen ((2j − 1)πx/2L) dx ,

=
2

L

∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)
sen [(2j − 1)πz/2L]f0

∫ L

0

sen ((2j − 1)πx/2L) dx ,

=
4f0
π

∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)

sen [(2j − 1)πz/2L]

2j − 1
.

Se f0 = 0 temos u1 = 0.
(b) A solução u2 é,

u2(ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)coshλj(L− z)

J2
1 (λja)coshλjL

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx ,

ou,

u2(ρ, z) =

∫ a

0

G(x, ρ, z)g(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)coshλj(L− z)

J2
1 (λja)coshλjL

xJ0(λjx) .

Se g(ρ) = g0 constante,

u2(ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)coshλj(L− z)

J2
1 (λja)coshλjL

∫ a

0

xJ0(λjx)g(x)dx ,

=
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)coshλj(L− z)

J2
1 (λja)coshλjL

g0

∫ a

0

xJ0(λjx)dx ,

=
2g0
a

∑

j=1

J0(λjρ)coshλj(L− z)

λjJ1(λja)coshλjL
.

Se g0 = 0 temos u2 = 0.
(c) A solução u3 é,

u3(ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)senhλjz

λjJ2
1 (λja)coshλjL

∫ a

0

xJ0(λjx)h(x)dx ,
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ou,

u3(ρ, z) =

∫ a

0

G(x, ρ, z)h(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

a2

∑

j=1

J0(λjρ)senhλjz

λjJ2
1 (λja)coshλjL

xJ0(λjx .

Se h(ρ) = h0 constante temos,

u3(ρ, z) =
2h0

a

∑

j=1

J0(λjρ)senhλjz

λ2
jJ1(λja)coshλjL

,

Se h0 = 0 temos u3 = 0.
(d) Se as funções das condições de contorno são constantes temos,

u(ρ, z) =
4f0
π

∑

j=1

I0(λjρ)

I0(λja)

sen [(2j − 1)πz/2L]

2j − 1

+
2g0
a

∑

j=1

J0(λjρ)coshλj(L− z)

λjJ1(λja)coshλjL

+
2h0

a

∑

j=1

J0(λjρ)senhλjz

λ2
jJ1(λja)coshλjL

.

5. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solução u(ρ, z) da
equação de Laplace com a condição de contorno u(a, z) = f(z) ([7], probl.
6.104).

A solução é,

u(ρ, z) =
1

π

∫

∞

0

dλ

∫

+∞

−∞

dv
I0(λρ)

I0(λa)
f(v) cosλ(z − v) ,

ou,

u(ρ, z) =

∫

+∞

−∞

G(v, ρ, z)f(v)dv ,

com,

G(v, ρ, z) =
1

π

∫

∞

0

dλ
I0(λρ)

I0(λa)
cosλ(z − v) .
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Se f(z) = f0 constante em −L ≤ z ≤ +L,

u(ρ, z) =
f0
π

∫

∞

0

dλ
I0(λρ)

I0(λa)

1

λ
[−senλ(z − L) + senλ(z + L)] .

Se f0 = 0 temos u = 0.
6. Considere um cilindro infinito de raio a. Encontre a solução u(ρ, z)

com a condição de contorno,

∂u(a, z)

∂ρ
= f(z) .

7. Considerando o intervalo a ≤ ρ ≤ b, 0 ≤ z ≤ L, encontre a solução
u(ρ, z) com as condições de contorno,

u(a, z) = f(z) ,

u(b, z) = g(z) ,

u(ρ, 0) = h(ρ) ,

u(ρ, L) = v(ρ) .

Escrevemos a solução como uma soma de quatro funções, cada uma sat-
isfazendo uma das condições de contorno e se anulando nas outras, como
antes,

u(ρ, z) = u1(ρ, z) + u2(ρ, z) + u3(ρ, z) + u4(ρ, z) ,

com,

u1(a, z) = f(z) , u1(b, z) = 0 , u1(ρ, 0) = 0 , u1(ρ, L) = 0 ,

u2(a, z) = 0 , u2(b, z) = g(z) , u2(ρ, 0) = 0 , u2(ρ, L) = 0 ,

u3(a, z) = 0 , u3(b, z) = 0 , u3(ρ, 0) = h(ρ) , u3(ρ, L) = 0 ,

u4(a, z) = 0 , u4(b, z) = 0 , u4(ρ, 0) = 0 , u4(ρ, L) = v(ρ) .

(a) Definindo,

Vn(λjρ) ≡ In(λjρ)Kn(λjb)− In(λjb)Kn(λjρ) , (25)

a solução u1 é (λj = jπ/L),

u1(ρ, z) =
2

L

∑

j=1

V0(λjρ)

V0(λja)
sen (jπz/L)

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx ,
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ou,

u1(ρ, z) =

∫ L

0

G(x, ρ, z)f(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
2

L

∑

j=1

V0(λjρ)

V0(λja)
sen (jπz/L)sen (jπx/L) .

Se f(z) = f0 constante,

u1(ρ, z) =
4f0
π

∑

j=1

V0(π(2j − 1)ρ/L)

V0(π(2j − 1)a/L)

sen [π(2j − 1)z/L]

2j − 1
.

Se f0 = 0 temos u1 = 0.
(b) Definindo,

Wn(λjρ) ≡ In(λjρ)Kn(λja)− In(λja)Kn(λjρ) , (26)

a solução u2 é (λj = jπ/L),

u2(ρ, z) =
∑

j=1

W0(λjρ)

W0(λjb)
senλjz

2

L

∫ L

0

g(x)sen (jπx/L) dx ,

ou,

u2(ρ, z) =

∫ L

0

G(x, ρ, z)g(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
∑

j=1

W0(λjρ)

W0(λjb)
senλjz

2

L
sen (jπx/L) .

Se g(z) = g0 constante,

u2(ρ, z) =
4g0
π

∑

j=1

W0((2j − 1)πρ/L)

W0((2j − 1)πb/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1
.

Se g0 = 0 temos u2 = 0.
(c) Determinamos λj por,
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J0(λja)Y0(λjb)− J0(λjb)Y0(λja) = 0 ,

ou,

U0(λjb) = 0 , (27)

com,

Un(λjρ) ≡ Jn(λjρ)Yn(λja)− Jn(λja)Yn(λjρ) . (28)

A solução u3 é,

u3(ρ, z) =
∑

j=1

U0(λjρ)
senhλj(L− z)

senhλjL

∫ b

a

xh(x)U0(λjx)dx

∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

,

ou,

u3(ρ, z) =

∫ b

a

G(x, ρ, z)h(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
∑

j=1

U0(λjρ)
senhλj(L− z)

senhλjL

xU0(λjx)
∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

.

Se h(ρ) = h0 constante temos,

u3(ρ, z) = h0

∑

j=1

U0(λjρ)
senhλj(L− z)

senhλjL

∫ b

a

xU0(λjx)dx

∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

.

Se h0 = 0 temos u3 = 0.
(d) A solução u4 é,

u4(ρ, z) =
∑

j=1

senhλjz

senh λjL
U0(λjρ)

∫ b

a

xv(x)U0(λjx)dx

∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

, U0(λjb) = 0 ,
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ou,

u4(ρ, z) =

∫ b

a

G(x, ρ, z)v(x)dx ,

com,

G(x, ρ, z) =
∑

j=1

senhλjz

senh λjL
U0(λjρ)

xU0(λjx)
∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

.

Se v(ρ) = v0 constante,

u4(ρ, z) =
∑

j=1

senhλjz

senh λjL
U0(λjρ)

∫ b

a

xv(x)U0(λjx)dx

∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

,

= v0
∑

j=1

senhλjz

senh λjL
U0(λjρ)

∫ b

a

xU0(λjx)dx

∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

.

Se v0 = 0 temos u4 = 0.
(e) Se as funções das condições de contorno são constantes a solução é,

u(ρ, z) =
4f0
π

∑

j=1

V0(π(2j − 1)ρ/L)

V0(π(2j − 1)a/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1

+
4g0
π

∑

j=1

W0((2j − 1)πρ/L)

W0((2j − 1)πb/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1

+h0

∑

j=1

U0(λjρ)
senhλj(L− z)

senhλjL

∫ b

a

xU0(λjx)dx

∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

+v0
∑

j=1

senhλjz

senh λjL
U0(λjρ)

∫ b

a

xU0(λjx)dx

∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

.
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8. Considere uma casca ciĺındrica infinita de raio interno a e raio interno
b. Encontre a solução u(ρ, z) com as condições de contorno,

u(a, z) = f(z) ,

u(b, z) = g(z) .

9. Encontre a solução u(ρ, z) para as equações:
(a)

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂u

∂ρ

)

+
∂2u

∂z2
= −f(ρ, z) ;

(b)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
∂2u

∂z2
= +α2 ;

(c)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
∂2u

∂z2
= −α2 ;

(d)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
∂2u

∂z2
= +α2u ;

(e)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
∂2u

∂z2
= −α2u ;

(f)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
∂2u

∂z2
− α2u = −f(ρ, z) ;

(g)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
∂2u

∂z2
+ α2u = −f(ρ, z) ;

com α constante e,

0 ≤ ρ ≤ a , 0 ≤ z ≤ L ,

u(a, z) = µ(z) , u(ρ, 0) = ν1(ρ) ,

u(ρ, L) = ν2(ρ) .

10. Considere o problema anterior com,

41



a ≤ ρ ≤ b , 0 ≤ z ≤ L ,

u(a, z) = µ1(z) , u(b, z) = µ2(z) ,

u(ρ, 0) = ν1(ρ) , u(ρ, L) = ν2(ρ) .

5 Considerando u = u(ρ, ϕ)

Substituindo u(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ) em (1), vem,

ρ

R
(ρR′)′ +

Φ′′

Φ
= 0 .

Da equação acima temos,

ρ

R
(ρR′)′ = −

Φ′′

Φ
≡ +λ2 . (29)

Da relação acima temos,

Φ′′ + λ2Φ = 0 , (30)

ρ2R′′ + ρR′ − λ2R = 0 . (31)

A equação (30) possui solução,

Φ(ϕ) = b1 cosλϕ+ b2senλϕ . (32)

A equação (31) é a equação diferencial de Cauchy ou Euler, com solução,

R(ρ) =
a1
ρλ

+ a2ρ
λ . (33)

Notemos que as soluções acima são para λ 6= 0. Se λ = 0 as funções R e Φ
são constantes. Se λ = 0, temos de (29),

Φ′′ = 0 , (34)

(ρR′)′ = 0 . (35)

As soluções das equações acima são,

Φ(ϕ) = c0ϕ+ d0 , (36)

R(r) = a0 + b0 ln ρ . (37)
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Escolhemos c0 = para termos Φ uńıvoca. Pelo prinćıpio da superposição, a
solução geral é uma soma das posśıveis soluções individuais,

u(ρ, ϕ) = a0 + b0 ln ρ+
∑

λ>0

(

a1λ
ρλ

+ a2λρ
λ

)

[b1λ cosλϕ+ b2λsenλϕ] . (38)

A determinação das constantes e dos posśıveis valores de λ depende das
condições de contorno.

6 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, encontre a solução
u(ρ, ϕ) com a condição de contorno,

u(a, ϕ) = f(ϕ) .

A solução geral, com λ inteiro, para que a solução seja unicamente definida,
e finita em ρ = 0, é

u(ρ, ϕ) = a0 +
∑

j=1

ρj[b1j cos jϕ+ b2jsen jϕ] .

Usando a condição de contorno temos,

f(ϕ) = a0 +
∑

j=1

aj[b1j cos jϕ+ b2jsen jϕ] .

A expressão acima é uma série de Fourier, logo,

a0 =
1

2π

∫ π

−π

f(x)dx ,

ajb1j =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos jx dx ,

ajb2j =
1

π

∫ π

−π

f(x)sen jx dx , j = 1, 2, . . .

o que completa a solução do problema,
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u(ρ, ϕ) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)dx

+
∑

j=1

ρj

aj
cos jϕ

1

π

∫ π

−π

f(x) cos jx dx

+
∑

j=1

ρj

aj
sen jϕ

1

π

∫ π

−π

f(x)sen jx dx .

Se f(ϕ) = f0 constante,

u(ρ, ϕ) = f0 .

2. Considerando o intervalo 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, encontre a solução
u(ρ, ϕ) com a condição de contorno,

∂u(a, ϕ)

∂ρ
= f(ϕ) .

A solução é,

u(ρ, ϕ) = a0 +
∑

j=1

ρj

πjaj−1
cos jϕ

∫ π

−π

f(x) cos jx dx

+
∑

j=1

ρj

πjaj−1
sen jϕ

∫ π

−π

f(x)sen jx dx ,

com a0 indeterminado.
3. Considerando o intervalo a ≤ ρ ≤ b, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, encontre a solução

u(ρ, ϕ) com as condições de contorno,

u(a, ϕ) = f(ϕ) ,

u(b, ϕ) = g(ϕ) .

Escrevemos a solução como,

u(ρ, ϕ) = u1(ρ, ϕ) + u2(ρ, ϕ) ,

com,
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u1(a, ϕ) = f(ϕ) , u1(b, ϕ) = 0 ,

u2(a, ϕ) = 0 , u2(b, ϕ) = g(ϕ) .

(a) A solução u1 é,

u1(ρ, ϕ) = a0 + b0 ln ρ

+
∑

j=1

(

1

ρj
−

ρj

b2j

)

cos jϕ

1

π

∫ π

−π

f(x) cos jx dx

(

1

aj
−

aj

b2j

)

+
∑

j=1

(

1

ρj
−

ρj

b2j

)

sen jϕ

1

π

∫ π

−π

f(x)sen jx dx

(

1

aj
−

aj

b2j

) ,

com,

a0 =
ln b

ln b/a

1

2π

∫ π

−π

f(x) dx ,

b0 =

1

2π

∫ π

−π

f(x) dx

ln a/b
.

Se f(ϕ) = f0 constante,

u1(ρ, ϕ) = a0 + b0 ln ρ ,

com,

a0 =
ln b

ln b/a
f0 ,

b0 =
f0

ln a/b
.

(b) A solução u2 é,
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u2(ρ, ϕ) = a0 + b0 ln ρ

+
∑

j=1

(

1

ρj
−

ρj

a2j

)

cos jϕ

1

π

∫ π

−π

g(x) cos jx dx

(

1

bj
−

bj

a2j

)

+
∑

j=1

(

1

ρj
−

ρj

a2j

)

sen jϕ

1

π

∫ π

−π

g(x)sen jx dx

(

1

bj
−

bj

a2j

) ,

com,

a0 =
ln a

ln a/b

1

2π

∫ π

−π

g(x) dx ,

b0 =

1

2π

∫ π

−π

g(x) dx

ln b/a
.

Se g(ϕ) = g0 constante,

u2(ρ, ϕ) = a0 + b0 ln ρ ,

com,

a0 =
g0 ln a

ln a/b
,

b0 =
g0

ln b/a
.

4. Considere o problema 1 com ua(ϕ) = cosϕ.
O único coeficiente não nulo é b11 = 1/a, logo a solução é,

u(ρ, ϕ) =
ρ

a
cos ϕ .

5. Considere o problema 1 com ua(ϕ) = senϕ.
Agora o único coeficiente não nulo é b21 = 1/a, logo,

u(ρ, ϕ) =
ρ

a
senϕ .
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6. Considere o problema 3 com ua(ϕ) = cosϕ e ub(ϕ) = sen 2ϕ.
A solução é,

u(ρ, ϕ) =

(

−
b2

ρ
+ ρ

)

a

a2 − b2
cosϕ

+

(

−
a4

ρ2
+ ρ2

)

b2

b4 − a4
sen 2ϕ ,

7. Uma placa circular de raio a, com faces isoladas, possui metade do seu
contorno a temperatura f(ϕ) e a outra metade a temperatura g(ϕ). Calcule
a temperatura no estado estacionário (Spiegel [7], probl. 2.28 com a = 1 e
f = u1, g = u2 constantes).

8. Uma placa circular de raio a, com faces isoladas, possui seu contorno
com temperatura dada por 120+60 cos 2ϕ. Calcule a temperatura no estado
estacionário (Spiegel [7], probl. 2.53 com a = 1).

9. Uma placa circular de raio interno a e raio externo b possui faces iso-
ladas, com temperaturas nos contornos f(ϕ) e g(ϕ), respectivamente. Calcule
a temperatura no estado estacionário (Spiegel [7], probl. 2.67).

10. Considere o problema anterior nos limites (a) a → 0, (b) b → ∞
(Spiegel [7], probl. 2.68).

11. Uma placa possui a forma de um setor de ćırculo de raio a e ângulo
β. Calcule a temperatura no estado estacionário se (Spiegel [7], probl. 2.76
com g = h = 0),

u(a, ϕ) = f(ϕ) , u(ρ, 0) = g(ρ) , u(ρ, β) = h(ρ) .

12. Encontre a solução u(ρ, ϕ) para as equações:
(a)

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂u

∂ρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= −f(ρ, ϕ) ;

(b)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= +α2 ;

(c)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= −α2 ;

(d)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= +α2u ;
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(e)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= −α2u ;

(f)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
− α2u = −f(ρ, ϕ) ;

(g)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+ α2u = −f(ρ, ϕ) ;

com α constante e,

0 ≤ ρ ≤ a , 0 ≤ ϕ ≤ 2π ,

u(a, ϕ) = µ(ϕ) .

13. Considere o problema anterior com,

a ≤ ρ ≤ b , 0 ≤ ϕ ≤ 2π ,

u(a, ϕ) = µ1(ϕ) , u(b, ϕ) = µ2(ϕ) .

7 Considerando u = u(ρ, ϕ, z)

Substituindo u(ρ, ϕ, z) = R(ρ)Φ(ϕ)Z(z) em (1), vem,

1

ρR
(ρR′)′ +

1

ρ2
Φ′′

Φ
+

Z ′′

Z
= 0 .

Da equação acima temos,

1

ρR
(ρR′)′ +

1

ρ2
Φ′′

Φ
= −

Z ′′

Z
≡ −λ2 . (39)

Podemos escrever a equação para Z,

Z ′′ − λ2Z = 0 , (40)

Voltando a (39), temos,

1

ρR
(ρR′)′ +

1

ρ2
Φ′′

Φ
= −λ2 ,

ou,
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ρ

R
(ρR′)′ +

Φ′′

Φ
+ λ2ρ2 = 0 .

Portanto,

ρ

R
(ρR′)′ + λ2ρ2 = −

Φ′′

Φ
≡ µ2 .

Da relação acima temos,

Φ′′ + µ2Φ = 0 , (41)

ρ2R′′ + ρR′ + (λ2ρ2 − µ2)R = 0 . (42)

A equação (42) é a equação diferencial de Bessel, com solução,

R(ρ) = a1Jµ(λρ) + a2Yµ(λρ) . (43)

As soluções acima são para λ 6= 0. Se λ = 0 temos para R(ρ),

ρ2R′′ + ρR′ − µ2R = 0 ,

com solução,

R(ρ) =
a0
ρµ

+ b0ρ
µ ,

e para Z,

Z(z) = c0z + d0 .

Pelo prinćıpio da superposição, a solução geral é uma soma das posśıveis
soluções individuais,

u(ρ, ϕ, z) = (c0z + d0)(a0 + b0 ln ρ)

+(e0z + f0)
∑

µ

(

a0µ
ρµ

+ b0µρ
µ

)

[d1µ cosµϕ+ d2µsenµϕ]

+
∑

λµ

[a1λµJµ(λρ) + a2λµYµ(λρ)]×

×[b1µ cosµϕ+ b2µsenµϕ][c1λcoshλz + c2λsenhλz] , (44)

com u0 constante. A determinação das constantes e dos posśıveis valores de
λ e µ depende das condições de contorno.
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Consideramos agora outra possibilidade para a constante de separação λ.
Escrevemos,

1

ρR
(ρR′)′ +

1

ρ2
Φ′′

Φ
= −

Z ′′

Z
≡ +λ2 . (45)

Podemos escrever a equação para Z,

Z ′′ + λ2Z = 0 , (46)

com solução,

Z(z) = c1λ cosλz + c2λsenλz .

Voltando a (28), temos,

1

ρR
(ρR′)′ +

1

ρ2
Φ′′

Φ
= +λ2 ,

ou,

ρ

R
(ρR′)′ +

Φ′′

Φ
− λ2ρ2 = 0 .

Portanto,

ρ

R
(ρR′)′ − λ2ρ2 = −

Φ′′

Φ
≡ µ2 .

Da relação acima temos,

Φ′′ + µ2Φ = 0 , (47)

ρ2R′′ + ρR′ − (λ2ρ2 + µ2)R = 0 . (48)

A equação (48) é a equação diferencial modificada de Bessel, com solução,

R(ρ) = a1Iµ(λρ) + a2Kµ(λρ) , µ 6= 0 . (49)

Para µ = 0 temos R = a0 + b0 ln ρ. A solução geral é então,

u(ρ, ϕ, z) = (c0z + d0)(a0 + b0 ln ρ) (50)

+(e0z + f0)
∑

µ

(

a0µ
ρµ

+ b0µρ
µ

)

[d1µ cosµϕ+ d2µsenµϕ]

+
∑

µλ

[a1λµIµ(λρ) + a2λµKµ(λρ)]×

×[b1µ cosµϕ+ b2µsenµϕ][c1λ cosλz + c2λsenλz] . (51)
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A determinação das constantes e dos posśıveis valores de λ e µ depende,
como é usual, das condições de contorno.

8 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ z ≤ L, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, encontre a
solução u(ρ, ϕ, z) com as condições de contorno,

u(a, ϕ, z) = f(ϕ, z) ,

u(ρ, ϕ, 0) = g(ρ, ϕ) ,

u(ρ, ϕ, L) = h(ρ, ϕ) .

Como antes, escrevemos a solução geral como uma soma de soluções,
cada uma satisfazendo uma das condições de contorno. Portanto,

u(ρ, ϕ, z) = u1(ρ, ϕ, z) + u2(ρ, ϕ, z) + u3(ρ, ϕ, z) ,

com,

u1(a, ϕ, z) = f(ϕ, z) , u1(ρ, ϕ, 0) = 0 , u1(ρ, ϕ, L) = 0 ,

u2(a, ϕ, z) = 0 , u2(ρ, ϕ, 0) = g(ρ, ϕ) , u2(ρ, ϕ, L) = 0 ,

u3(a, ϕ, z) = 0 , u3(ρ, ϕ, 0) = 0 , u3(ρ, ϕ, L) = h(ρ, ϕ) .

(a) A solução u1 é,

u1(ρ, ϕ, z) =
∑

j

I0(λjρ)

I0(λja)
senλjz ×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

2π

∫ π

−π

f(x, y) dx

+
∑

jµ

Iµ(λjρ)

Iµ(λja)
cosµϕsenλjz ×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

π

∫ π

−π

f(x, y) cosµx dx

+
∑

jµ

Iµ(λjρ)

Iµ(λja)
senµϕsenλjz ×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

π

∫ π

−π

f(x, y)senµx dx .
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Se f(ϕ, z) = f0 constante,

u1(ρ, ϕ, z) =
∑

j

I0(λjρ)

I0(λja)
senλjz

2f0
L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy ,

=
2f0
L

∑

j

I0(λjρ)

I0(λja)
senλjz

∫ L

0

sen (jπy/L) dy ,

=
2f0
L

∑

j

I0((2j − 1)πρ/L)

I0((2j − 1)πa/L)
sen (jπz/L)

2L

(2j − 1)π
,

=
4f0
π

∑

j

I0((2j − 1)πρ/L)

I0((2j − 1)πa/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1
.

Se f0 = 0 temos u1 = 0.
(b) A solução u2 é ([7], 6.97a),

u2(ρ, ϕ, z) =
2

a2

∑

j

J0(λ0jρ)

J2
1 (λ0ja)

senhλ0j(L− z)

senhλ0jL
×

×

∫ a

0

xJ0(λ0jx)dx
1

2π

∫ π

−π

g(x, y) dy

+
2

a2

∑

µj

Jµ(λµjρ)

J2
µ+1(λµja)

senhλµj(L− z)

senhλµjL
cosµϕ×

×

∫ a

0

xJµ(λµjx)dx
1

π

∫ π

−π

g(x, y) cosµy dy

+
2

a2

∑

µj

Jµ(λµjρ)

J2
µ+1(λµja)

senhλµj(L− z)

senhλµjL
senµϕ×

×

∫ a

0

xJµ(λµjx)dx
1

π

∫ π

−π

g(x, y)senµy dy .

Se g(ρ, ϕ) = g0 constante,

u2(ρ, ϕ, z) =
2g0
a

∑

j

J0(λ0jρ)

λ0jJ1(λ0ja)

senhλ0j(L− z)

senhλ0jL
.

Se g0 = 0 temos u2 = 0.
Se g(ρ, ϕ) = ρ2 cosϕ ([7], 6.97b),
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u2(ρ, ϕ, z) =
∑

j

J1(λjρ) cosϕsenhλj(L− z)×

×
1

senhλjL

2

a2J2
2 (λja)

∫ a

0

x3J1(λjx)dx ,

com J1(λja) = 0. Calculando a integral acima temos,

∫ a

0

x3J1(λjx)dx =
1

λ3
j

[

(3a− λ2

ja
3)J0(λja)− 3

∫ a

0

J0(λjx)dx

]

.

Usamos as seguintes integrais indefinidas,

∫

cos px cos qxdx =
sen(p− q)x

2(p− q)
+

sen(p+ q)x

2(p+ q)
,

∫

senpx cos qxdx = −
cos(p− q)x

2(p− q)
−

cos(p+ q)x

2(p+ q)
,

∫

cos2 axdx =
x

2
+

sen 2ax

4a
,

∫

xmJ1(x)dx = −xmJ0(x) +m

∫

xm−1J0(x)dx ,
∫

x2J0(x)dx = x2J1(x) + xJ0(x)−

∫

J0(x)dx .

(c) A solução u3 é,

u3(ρ, ϕ, z) =
2

a2

∑

j

J0(λ0jρ)

J2
1 (λ0ja)

senhλ0jz

senhλ0jL
×

×

∫ a

0

xJ0(λ0jx)dx
1

2π

∫ π

−π

h(x, y) dy

+
2

a2

∑

jµ

Jµ(λµjρ)

J2
µ+1(λµja)

senhλµjz

senhλµjL
cosµϕ×

×

∫ a

0

xJµ(λµjx)dx
1

π

∫ π

−π

h(x, y) cosµy dy

+
2

a2

∑

jµ

Jµ(λµjρ)

J2
µ+1(λµja)

senhλµjz

senhλµjL
senµϕ×

×

∫ a

0

xJµ(λµjx)dx
1

π

∫ π

−π

h(x, y)senµy dy .
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Se h(ρ, ϕ) = h0 constante,

u3(ρ, ϕ, z) =
2h0

a

∑

j

J0(λ0jρ)

λ0jJ1(λ0ja)

senhλ0jz

senhλ0jL
.

Se h0 = 0 temos u3 = 0.
(d) Considerando as funções nas condições de contorno constantes, a

solução é,

u(ρ, ϕ, z) =
4f0
π

∑

j

I0((2j − 1)πρ/L)

I0((2j − 1)πa/L)

sen ((2j − 1)πz/L)

2j − 1

+
2g0
a

∑

j

J0(λ0jρ)

λ0jJ1(λ0ja)

senhλ0j(L− z)

senhλ0jL

+
2h0

a

∑

j

J0(λ0jρ)

λ0jJ1(λ0ja)

senhλ0jz

senhλ0jL
.

2. Considerando o intervalo a ≤ ρ ≤ b, 0 ≤ z ≤ L, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, encontre
a solução u(ρ, ϕ, z) com as condições de contorno,

u(a, ϕ, z) = f(ϕ, z) ,

u(b, ϕ, z) = g(ϕ, z) ,

u(ρ, ϕ, 0) = h(ρ, ϕ) ,

u(ρ, ϕ, L) = v(ρ, ϕ) .

Escrevemos a solução como uma soma de soluções, cada uma satisfazendo
uma das condições de contorno,

u(ρ, ϕ, z) = u1(ρ, ϕ, z) + u2(ρ, ϕ, z) + u3(ρ, ϕ, z) + u4(ρ, ϕ, z) ,

com,

u1(a, ϕ, z) = f(ϕ, z) , u1(b, ϕ, z) = 0 , u1(ρ, ϕ, 0) = 0 , u1(ρ, ϕ, L) = 0 ,

u2(a, ϕ, z) = 0 , u2(b, ϕ, z) = g(ϕ, z) , u2(ρ, ϕ, 0) = 0 , u2(ρ, ϕ, L) = 0 ,

u3(a, ϕ, z) = 0 , u3(b, ϕ, z) = 0 , u3(ρ, ϕ, 0) = h(ρ, ϕ) , u3(ρ, ϕ, L) = 0 ,

u4(a, ϕ, z) = 0 , u4(b, ϕ, z) = 0 , u4(ρ, ϕ, 0) = 0 , u4(ρ, ϕ, L) = v(ρ, ϕ) .
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(a) A solução u1 é,

u1(ρ, ϕ, z) =
∑

j

V0(jπρ/L)

V0(jπa/L)
sen (jπz/L)×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

2π

∫ π

−π

f(x, y)dx

+
∑

µj

Vµ(jπρ/L)

Vµ(jπa/L)
cosµϕsen (jπz/L)×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

π

∫ π

−π

f(x, y) cosµx dx

+
∑

µj

Vµ(jπρ/L)

Vµ(jπa/L)
senµϕsen (jπz/L)×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

π

∫ π

−π

f(x, y)senµx dx .

Se f(ϕ, z) = f0 constante,

u1(ρ, ϕ, z) =
∑

j

V0(jπρ/L)

V0(jπa/L)
sen (jπz/L)

2

L
f0

∫ L

0

sen (jπy/L) dy ,

=
4f0
π

∑

j

V0((2j − 1)πρ/L)

V0((2j − 1)πa/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1
.

Se f0 = 0 temos u1 = 0.
(b) A solução u2 é,
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u2(ρ, ϕ, z) =
∑

j

W0(λjρ)

W0(λjb)
senλjz ×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

2π

∫ π

−π

g(x, y)dx

+
∑

µj

Wµ(λjρ)

Wµ(λjb)
cosµϕsenλjz ×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

π

∫ π

−π

g(x, y) cosµx dx

+
∑

µj

Wµ(λjρ)

Wµ(λjb)
senµϕsenλjz ×

×
2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy
1

π

∫ π

−π

g(x, y)senµx dx .

Se g(ϕ, z) = g0 constante,

u2(ρ, ϕ, z) =
∑

j

W0(λjρ)

W0(λjb)
senλjz

2

L

∫ L

0

sen (jπy/L) dy g0 ,

=
4g0
π

∑

j

W0((2j − 1)πρ/L)

W0((2j − 1)πb/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1
.

Se g0 = 0 temos u2 = 0.
(c) A solução u3 é,
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u3(ρ, ϕ, z) =
∑

j

U0(λ0jρ)
∫ b

a

v[U0(λ0jv)]
2dv

senhλ0j(L− z)

senhλ0jL
×

×

∫ b

a

xU0(λ0jx)dx
1

2π

∫ π

−π

h(x, y)dy

+
∑

µj

Uµ(λµjρ)
∫ b

a

v[Uµ(λµjv)]
2dv

senhλµj(L− z)

senhλµjL
cosµϕ×

×

∫ b

a

xUµ(λµjx)dx
1

π

∫ π

−π

h(x, y) cosµy dy

+
∑

µj

Uµ(λµjρ)
∫ b

a

v[Uµ(λµjv)]
2dv

senhλµj(L− z)

senhλµjL
senµϕ×

×

∫ b

a

xUµ(λµjx)dx
1

π

∫ π

−π

h(x, y)senµy dy .

Se h(ρ, ϕ) = h0 constante,

u3(ρ, ϕ, z) =
∑

j

U0(λ0jρ)
∫ b

a

v[U0(λ0jv)]
2dv

senhλ0j(L− z)

senhλ0jL

∫ b

a

xU0(λ0jx)dx h0

= h0

∑

j

U0(λ0jρ)
∫ b

a

v[U0(λ0jv)]
2dv

senhλ0j(L− z)

senhλ0jL

∫ b

a

xU0(λ0jx)dx .

Se h0 = 0 temos u3 = 0.
(d) A solução u4 é,
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u4(ρ, ϕ, z) =
∑

j

U0(λ0jρ)
∫ b

a

w[U0(λ0jw)]
2dw

senhλ0jz

senhλ0jL
×

×

∫ b

a

xU0(λ0jx)dx
1

2π

∫ π

−π

v(x, y)dy

+
∑

µj

Uµ(λµjρ)
∫ b

a

w[Uµ(λµjw)]
2dw

senhλµjz

senhλµjL
cosµϕ×

×

∫ b

a

xUµ(λµjx)dx
1

π

∫ π

−π

v(x, y) cosµy dy

+
∑

µj

Uµ(λµjρ)
∫ b

a

w[Uµ(λµjw)]
2dw

senhλµjz

senhλµjL
senµϕ×

×

∫ b

a

xUµ(λµjx)dx
1

π

∫ π

−π

v(x, y)senµy dy .

Se v(ρ, ϕ) = v0 constante,

u4(ρ, ϕ, z) =
∑

j

U0(λ0jρ)
∫ b

a

w[U0(λ0jw)]
2dw

senhλ0jz

senhλ0jL

∫ b

a

xU0(λ0jx)dx v0 ,

= v0
∑

j

U0(λ0jρ)
∫ b

a

w[U0(λ0jw)]
2dw

senhλ0jz

senhλ0jL

∫ b

a

xU0(λ0jx)dx .

Se v0 = 0 temos u4 = 0.
(e) Se as funções nas condições de contorno são todas constantes,

58



u(ρ, ϕ, z) =
4f0
π

∑

j

V0((2j − 1)πρ/L)

V0((2j − 1)πa/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1

+
4g0
π

∑

j

W0((2j − 1)πρ/L)

W0((2j − 1)πb/L)

sen [(2j − 1)πz/L]

2j − 1

+h0

∑

j

U0(λ0jρ)
∫ b

a

w[U0(λ0jw)]
2dw

senhλ0j(L− z)

senhλ0jL

∫ b

a

xU0(λ0jx)dx

+v0
∑

j

U0(λ0jρ)
∫ b

a

w[U0(λ0jw)]
2dw

senhλ0jz

senhλ0jL

∫ b

a

xU0(λ0jx)dx .

3. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solução u(ρ, ϕ, z)
da equação de Laplace com a condição de contorno,

u(a, ϕ, z) = f(ϕ, z) .

4. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solução u(ρ, ϕ, z)
da equação de Laplace com a condição de contorno,

∂u(a, ϕ, z)

∂ρ
= f(ϕ, z) .

5. Considere uma casca ciĺındrica infinita de raio interno a e raio externo
b. Calcule a solução u(ρ, ϕ, z) da equação de Laplace com as condições de
contorno,

u(a, ϕ, z) = f(ϕ, z) ,

u(b, ϕ, z) = g(ϕ, z) .

6. Considere um cilindro em 0 < ρ < a, 0 < z < L com radiação
obedecendo a lei de Newton do resfriamento em z = 0. Calcule a temperatura
no estado estacionário (Spiegel [7], probl. 6.98).

7. Encontre a solução u(ρ, ϕ, z) para as equações:
(a)

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂u

∂ρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
= −f(ρ, ϕ, z) ;

(b)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
= +α2 ;
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(c)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
= −α2 ;

(d)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
= +α2u ;

(e)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
= −α2u ;

(f)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
− α2u = −f(ρ, ϕ, z) ;

(g)
1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
+ α2u = −f(ρ, ϕ, z) ;

com α constante e,

0 ≤ ρ ≤ a , 0 ≤ ϕ ≤ 2π , 0 ≤ z ≤ L ,

u(a, ϕ, z) = µ(ϕ, z) , u(ρ, ϕ, 0) = ν1(ρ, ϕ) ,

u(ρ, ϕ, L) = ν2(ρ, ϕ) .

8. Considere o problema anterior com,

a ≤ ρ ≤ b , 0 ≤ ϕ ≤ 2π , 0 ≤ z ≤ L ,

u(a, ϕ, z) = µ1(ϕ, z) , u(b, ϕ, z) = µ2(ϕ, z) ,

u(ρ, ϕ, 0) = ν1(ρ, ϕ) , u(ρ, ϕ, L) = ν2(ρ, ϕ) .

9 Apêndice

1. Séries de Fourier.
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f(x) =
a0
2

+
∞
∑

n=1

(

an cos
nπx

L
+ bnsen

nπx

L

)

,

a0
2

=
1

2L

∫ L

−L

f(x) dx ,

an =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
nπx

L
dx ,

bn =
1

L

∫ L

−L

f(x)sen
nπx

L
dx , n = 1, 2, . . .

2. Série de Fourier de senos.

f(z) =
∑

j=1

bjsen (jπz/L) ,

bj =
2

L

∫ L

0

f(x)sen (jπx/L) dx .

3. Série de Fourier de cosenos.

f(z) =
a0
2

+
∑

j=1

aj cos (jπz/L) ,

aj =
2

L

∫ L

0

f(x) cos (jπx/L) dx .

4. Polinômios de Legendre (x = cos θ).
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P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

P6(x) =
1

16
(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)

P7(x) =
1

16
(497x7 − 693x5 + 315x3 − 35x)

P8(x) =
1

128
(6435x8 − 12012x6 + 6930x4 − 1260x2 + 35)

5. Relação de ortogonalidade.

∫

+1

−1

Pn(x)Pk(x)dx =







0 , n 6= k ,
2

2n+ 1
, n = k ,

6. Série de polinômios de Legendre.

f(θ) =
∞
∑

k=0

CkPk(cos θ) ,

Ck =
2k + 1

2

∫ π

0

f(θ)Pk(cos θ)sen θ dθ .

7. Funções associadas de Legendre.
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P 1

1 (x) = (1− x2)1/2 = sen θ

P 1

2 (x) = 3x(1− x2)1/2 = 3sen θ cos θ

P 2

2 (x) = 3(1− x2) = 3sen2 θ

P 1

3 (x) =
3

2
(5x2 − 1)(1− x2)1/2 =

3

2
(5 cos2 θ − 1)sen θ

P 2

3 (x) = 15x(1− x2) = 15sen2θ cos θ

P 3

3 (x) = 15(1− x2)3/2 = 15sen3θ

P 1

4 (x) =
5

2
(7x3 − 3x)(1− x2)1/2 =

5

2
(7 cos3 θ − 3 cos θ)sen θ

P 2

4 (x) =
15

2
(7x2 − 1)(1− x2) =

15

2
(7 cos2 θ − 1)sen2 θ

P 3

4 (x) = 105x(1− x2)3/2 = 105sen3θ cos θ

P 4

4 (x) = 105(1− x2)2 = 105sen4θ

8. Relação de ortogonalidade.

∫

+1

−1

Pm
n (x)Pm

k (x)dx =







0 , n 6= k ,
2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
, n = k ,

9. Série de funções associadas de Legendre do primeiro tipo.

f(θ) =
∞
∑

k=0

DkP
m
k (cos θ) ,

Dk =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

∫ π

0

f(θ)Pm
k (cos θ)sen θ dθ ,

10.

∫ L

0

sen (jπx/L) dx =







0 , j par ,
2L

jπ
, j ı́mpar .

=
2L

(2j − 1)π
, j = 1, 2, 3, . . .

11.

∫ L

0

x sen (jπx/L) dx =
L2

jπ
(−1)j+1 , j = 1, 2, 3, . . .
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12.

∫

+L

0

cos(kπx/2L)dx =
2L

kπ
sen (kπ/2) .

13.

∫ L

0

cos(iπx/L) cos(jπx/L)dx =







0 , i 6= j ,
L

2
, i = j .

14.

∫

+L

0

cos[(2j − 1)πz/2L] cos[(2k − 1)πz/2L]dz =







0 , j 6= k ,
L

2
, j = k .

15.

δ(z − x) =
2

L

∑

j=1

sen (jπz/L)sen (jπx/L) ,

0 ≤ x, z ≤ L .

16.

δ(z − x) =
2

L

∑

j=1

sen [(2j − 1)πz/2L]sen ((2j − 1)πx/2L) ,

0 ≤ x, z ≤ L .

17.

δ(z − x) =
2

L

∑

j=1

cos[(2j − 1)πz/2L] cos[(2j − 1)πx/2L] ,

0 ≤ x, z ≤ L .

18.

1 =
4

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πz/2L]

2j − 1
, 0 ≤ x ≤ L .

19.
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1 =
4

π

∑

j=1

1

2j − 1
cos[(2j − 1)πz/2L]sen [(2j − 1)π/2] , 0 ≤ x ≤ L .

20. Funções de Bessel.

xJ ′

n(x) = nJn(x)− xJn+1(x) ,

Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x)− Jn−1(x) ,

∫

xJ0(x)dx = xJ1(x) ,
∫

xnJn−1(x)dx = xnJn(x) ,

∫ a

0

ρ′J0(λiρ
′)dρ′ =

a

λi

J1(λia) .

(a)

f(x) =
∞
∑

p=1

ApJn(λpx) , 0 < x < a ,

Jn(λpa) = 0 , p = 1, 2, 3, . . . ,

Ak =
2

a2J2
n+1(λka)

∫ a

0

xJn(λkx)f(x)dx .

(b)

f(x) =
∞
∑

p=1

ApJn(λpx) , 0 < x < a ,

J ′

n(λpa) = 0 , p = 1, 2, 3, . . . ,

Ak =
2

a2(1− n2/(λka)2)J2
n(λka)

∫ a

0

xJn(λkx)f(x)dx .

Em particular, se temos,
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J1(λpa) = 0 , p = 1, 2, 3, . . . ,

então,

f(x) = A0 +
∞
∑

p=1

ApJ0(λpx) , 0 < x < a ,

com,

A0 =
2

a2

∫ a

0

xf(x)dx ,

Ak =
2

a2J2
0 (λka)

∫ a

0

xJ0(λkx)f(x)dx .

(c)

f(x) =
∞
∑

p=1

ApJn(λpx) , 0 < x < a ,

RJn(λpa) + SλpaJ
′

n(λpa) = 0 , p = 1, 2, 3, . . . ,

Ak =

2(λka)
2

∫ a

0

xJn(λkx)f(x)dx

a2J2
n(λka)[R2/S2 + (λka)2 − n2]

.

(d)

1 =
2

a

∑

j=1

J0(λjρ)

λjJ1(λja)
, J0(λja) = 0 .

(e)

δ(ρ− x) =
2

a2

∑

j

J0(λjρ)

J2
1 (λja)

xJ0(λjx) , J0(λja) = 0 . 0 ≤ ρ ≤ a .

(f)

Un(λjρ) ≡ Jn(λjρ)Yn(λja)− Jn(λja)Yn(λjρ) ,

Un(λjb) = 0 ,
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∫ b

a

ρUµ(λjρ)Uµ(λkρ)dρ = 0 , j 6= k .

(g)

f(ρ) =
∑

j=1

AjUµ(λjρ) ,

Aj =

∫ b

a

ρf(ρ)Uµ(λjρ)dρ

∫ b

a

ρU2

µ(λjρ)dρ

.

(h)

δ(ρ− x) =
∑

j

U0(λjρ)
∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

xU0(λjx) , a ≤ ρ ≤ b ,

(i)

1 =
∑

j

U0(λjρ)

∫ b

a

xU0(λjx)dx

∫ b

a

y[U0(λjy)]
2dy

.

(j)

Vn(λjρ) ≡ In(λjρ)Kn(λjb)− In(λjb)Kn(λjρ) ,

(k)

Wn(λjρ) ≡ In(λjρ)Kn(λja)− In(λja)Kn(λjρ) ,

Zn(λjρ) ≡ Jn(λjρ)Yn(λjb)− Jn(λjb)Yn(λjρ) ,

(l)

f(x) = x2 =
2

a

∞
∑

k=1

J0(λkx)

J1(λka)

1

λ3
k

[

(λka)
2 − 4

]

, J0(λka) = 0 .
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