A equacao de Laplace
em coordenadas cilindricas

A equacao de Laplace, V?u = 0, em coordenadas cilindricas, é,

10 0 1 02 0?

S i I iy (1)
pop \"Op) p*op* 02

com u = u(p, ¢, z). Procederemos de maneira andloga ao capitulo 3, procu-
rando solugoes que descrevam determinados problemas fisicos.

1 Considerando u = u(p)

A equagao (1) fica, considerando u = u(p),

1d ( du) 0
—_ p_ o
pdp \" dp

Resolvendo a equacao acima temos,

du
— = (
pdp 07

com ¢y uma constante. Continuando,

du ¢
dp  p
u=-coglnp—+cy,

Y

com ¢, outra constante de integracao. A solucao da equacao de Laplace em
coordenadas cilindricas, considerando u = u(p) apenas, é entao,

u(p) =colnp+cy. (2)

Intervalo 0 < p < o0

A solucao (2) diverge em p — 0 e p — oco. Embora isso seja inconveniente
para um sistema fisico real, em algumas situacgoes idealizadas essa funcao é
util. O potencial eletrostatico para uma linha carregada infinita, por exem-
plo, é da forma (2). Nesse caso é comum definirmos um ponto py como o
ponto em que o potencial se anula. Temos,



u(po) = colnpg+c1 =0,
1 = _Colnp()?

e portanto,

u(p) = colnp — coln py = co hl(ﬂ/ﬂo) .

Resta ainda o problema de determinar cy.

Intervalo a < p <D

Agora nao temos problemas de divergéncias.

Condigao de contorno u(a) = u,, u(b) = up, com a < b

Com as condigoes acima obtemos o sistema,

u(a) = cplna+c; = u,,

u(b) = colnb+ ¢y = up,

com soluccao,

Up — Ugq
Ch =
*" In(b/a)’

Uy Inb — upIna
C1 =

In(b/a)

se u, = up temos ¢g = 0, ¢; = u, e u(p) = u, constante. Condigoes de con-
torno envolvendo a derivada de u podem ser tratadas de forma semelhante.

2 Problemas

1. Encontre a solucao u(p) para as equagoes:

()
s () =100

ld(du) o2
—— | p ) =+a7;
pdp \" dp

2

(b)



Escrevemos a solu¢cao como,

1d < du) 5
—— | p7 | = —a?;
pdp \" dp
(d)
1d ( du) 5
—— | p=— ] = ta"u;
pdp \" dp
(e)
1d ( du> )
—— | p— ) = —a“u;
pdp \" dp
" 1d [ d
u 2
— 2 (p52) —atu=—f(p);
pdp( p) 2
() o
u 2
—— |\ p7 ) +atu=—f(p);
pdp< p) ()
com « constante e,
0<p<a,
u(a) = u,
(a) A equagao fica,
d*u 1du
d—ngr;d—p——f(/))-

u(p) = un(p) + up(p) ,

em que up € a solucao da equagao homogénea com condigoes de contorno
solugao particular da equacdo nao-homogénea
Vimos que a solug¢ao da equacao

nao-homogéneas, e u, € uma

com condi¢oes de contorno homogéneas.
homogénea em 0 < p < a, finita, € uma constante, logo un(p) = u,
constante. Expandimos u, e f em séries de fungoes de Bessel,

up(p) = > AiJu(Nip), 0<p<a,
=1

2

i 972
a‘]n-i-l

e el AL AL
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f(p)=>> BiJu(Nip), 0<p<a,
=1

B; = ﬁ/o p' T (Nip) f(p))dp"

b a’J3
Jo(Nia) =0, i=1,2,3,....

Substituindo u, e f na equacao diferencial,

d*u,  1du,

d2 00 1d 00 00
=1 =1 =1

00 d2 1 00 d S
; pr [Jn(Xip)] p ; 0 [Jn(Xip)] ; (Aip)

Usando as relagoes [0, 7, 8,

zJ) () =nd,(z) — vJpi1(2),

ou,
, n
Jn<x> = ;Jn(l') - Jn+1(x)>
temos,
L) = A |2 dnip) = Jusa (ip)
d,O n iP — 1 /\1p n iP n+1 iP )

n



n n n
a7 [J.(Nip)] = A _an<>\ip) + p ()\—pjn()\iﬂ) - Jn—i-l()‘ip))

n+1
— )\“0 Jn-l—l()\zp) + Jn+2(Azp):| )
n n? nA;
= 5T 0) + 5 u(up) = == T (ip)
_%Jnﬂuzp) + A2 pa(Aip)
nin—1 2n + 1)\
+)‘?Jn+2(>‘ip) .

A equacao diferencial fica entao,

d? Is  d -
Ai— [Jn(Nip)] + — Ai— [T (Nip)] = — B;Jn(Nip) ,
> Az ol + 2 32 A o)) = = 3 B (v)

=1

S 4, {% Ju(hp) — @Jnﬂw) + A?sz(xim}

=1
1 — n >
+; Z A; |:;Jn(>\ip) - /\iJn+1(/\ip):| = - Z B Jn(Nip),
i=1 i=1

o0

ZAi {an()\ip) - %Jrﬂrl()‘ip) + >\§Jn+2()‘ip)] -
=1

== BiJu(Xip).
i=1
Usando,
2n
Jny1(z) = ?Jn(ﬂﬂ) — Jn-1(2),
temos,
2(n+1
Tuoata) = D @)~ ),

logo,



o0

n? 2n + 2)\;
> A {—2 Jn(Xip) — (2n +2)x Jnt1(Aip)
i=1 P P

7:)\? (2(#;1)1]%1(%/)) - Jn@\z‘ﬂ))] =

o0

= - Z BiJn<)\ip) )
i=1

E A; ?Jn()\ip) - /\z‘ Jn()‘ip) =
i=1

i=1
Portanto,

’I’L2
A% - %) = -5 3)

Poderiamos ter escrito (3) desde o inicio, pois J, € solu¢ao da equagio de
Bessel. Supomos que A; € independente de p, logo devemos ter n = 0,

B; 1 2 a
Ai=5=3 521 SNOW4 Avra
CoN A?“”f()\ia)/o P Jo(Nip) (') dp

A solugao particular u, é entao,

up(p) = Y Aido(hip) = 2 SoAip),
=1 =1 "

Fm/{) P Jo(Nip') f(p)dp"

Notemos que a solucao w, satisfaz condigoes de contorno homogéneas em
p = a, como esperado.
Podemos escrever u,, em termos de uma funcgao de Green,

up(p) = /OGG(/), P f(p")dp',

com,



/ - 1 2 / /
Gp.p) = ; TNi0)3z ey o)

2 o 2 Joip)Jo(Nip)
a> = A} J{(Na)
0<p<a.

Vamos verificar que u,(p) de fato satisfaz a equagao diferencial nao-homogénea.
Deriwando u,,

dup . = d 1 2 ¢ / / ! /

S 1 2 ¢ / / / /
= Z[_/\iJIO‘ip)]ﬁm/o p'Jo(Nip') f(p')dp’,

_ _ . i# ¢ / . / / /
= izjl()‘zp)/\iag(]12<>\ia)/0 P Jo(Nip') f(p))dp' .

em que usamos Jj(x) = —Ji(x). Multiplicando por p e derivando novamente,



d [ du, = d 1 2 @
el ““p - _ B ) -~ / o /d /
i (p dp) ;:1 i [pJ1(Nip)] N aQJ%(Aia)/O p'Jo(Nip) f(p')dp',

o 1 2 a
= =) _[A(Nip) + Xip i (Nip)] ym/{) p'Jo(Nip') f(P')dp’

_ ii {Jl()\ip) g {%pﬁ(m) _ Jg()\ip)} } «

1 9 @
- = \io) Ndo
XAiaQJ%(Aia)/o P Jo(Nip") f(p))dp'

- ; {Jl()\im +Aip {VPJI()\@'/)) N /\Z-le()\iP) + JO(/\iP):| } X
)(1 2 /C" /J()\ /)f( />d/
)‘i (IQJIZ()\ia> 0 P Jo{Aip p)ap ,

- — Z {5 (Nip) + [=J1(Nip) + Xipdo(Nip)]} X

1 2 ‘.,
- - \ip Ndo'
X)\i a2J12()\ia> /0 p JO( p)f(ﬁ) P

- 2 ¢ / / / /
= —;PJO(MP)W/O p'Jo(Xip') f(p')dp'

em que usamos,

Finalmente, dividindo por p,

1d ([ d = s e
pdp <pdipp) = _ZJO(W)W/O o Jo(Nip') f(0)dp'
=1 7

como deve ser.
Se f(p) = fo constante,



> 1 2 a
_ AN / 7 / d /
up(p) ;:1 Jo(Aip) 32 @272 (e /0 P Jo(Nip") f(p))dp'

- 1 2 a
- Ap) ———— T Ov Vo
fO;JO( Zp)A’LZCLzJ%()\ia)/O o' Jo(Nip)dp'
0<p<a.

Usando as relagoes,

xJo(z)dr = zJi(x),

2" Iy (x)dx = 2" J,(z),

——

temos,

a 1 Aia
/ P Jo(Nip')dp" = F/ udo(u)du = /\ng(/\ia) :
0 0

i i

Portanto,

uP(ﬂ) = fOZJO zp /\2 2] ()\ / p/J0<)‘ipl)dp/7

ia)

2
— fOZJO zp )\2 2J ()\Za)_Jl()\a)

1 Jo(A
- fo_ZA3J1 /\a

0<p<a.

Podemos verificar que a solu¢do acima satisfaz a equacdo diferencial,



d*u,  ldu,

i)
d? 2 1 Jo(Nip) 1 Jo(hp) )
” [f()a;rgjl(AiGJ pdp [fo Z AP Ji(Nia) ] =~/

(Aia) dp

ngi;d_Qt]()\ )_i__f_z_;ij()\, ) =

2e-1 1 d? 1d
— | — T\ ——Jop) | = —=Ffo.
. 3 1 (na) [dPQ o p>+pdp o P)] Jo

Como Jo(Aip) € solugdo da equagdo de Bessel de ordem zero,

P 1 d )
WJO()\@O) + ;d—pjo()\zﬂ) = =X Jo(Aip) s

logo,

21 1
foa 121 )\—;Z;m [_)‘?JO(/\ip)] =—Jo,

2 L Johip)
a - /\1 Jl(/\za) ’

como deve ser.
Usando a relagao,

— 1 Jo(Nip) _ 2 9
; N hOua) 8% )

podemos escrever u, para f constante como,

o) = 1 Z1JO
PP = JENAR

= foag(a — %) = fo- (a — %),
0<p<a.

A solucdo acima satisfaz de fato a equacdo diferencial.
Usamos as relagoes,
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ZlJo

)\ Jl )\(1,
1 Jo(A
/\3J1 )\a

(Na)? —4].

(b) Usando o resultado anterior com — f(p) = +a?* constante, a solu¢do

particular €,

1
up(p) = _0421(@2 -0,
0<p<a.
(c) Nesse caso temos,
ol o
up(ﬂ) = ta Z(a - p )7
0<p<a.
(d) Temos,
1d [ du o
-—— | p— | =+a"u
pdp \"dp ’
v 1du o2
— 4+ —— =+a"u
dp* ~ pdp ’
v du
2 2 9
pr=—+p——apu=0.
dp? dp

Temos uma equacgao de Bessel modificada de ordem zero, com solucao,

u(p) = crlo(ap) + caKo(ap)

em que Iy e Ky sao as fungoes de Bessel modificadas de ordem zero, de
primeira e sequnda espécie, respectivamente. A solucao finita em 0 < p < a

€ obtida fazendo co = 0,

u(p) = crlo(ap) .
Em p=a,

11



logo,
ua
1 =
! Iy(aa)
A solucdo € portanto,
Io(ap)
u(p) = ug .
(p) To(a)

(e) Agora temos a equagio de Bessel de ordem zero,

d2u du
2 2 2
— _ — 07
com SOZ’LL§dO,
u(,o) = Cljo(()ép) -+ CQ&O((IP) 3

em que Jy e Yy sao as funcgoes de Bessel de ordem zero, de primeira e sequnda
espécie, respectivamente. A solucao finita em 0 < pa € obtida fazendo co = 0,

u(p) = crdo(ap) .

Em p=a,
u(a) = e1Jo(@a) = ug ,
logo,
ua
1 =
' Jo(aa)
A solucdo € portanto,
. Jo(ap)
ulp) =t Jo(aa)

2. Considere o problema anterior com,
a<p<b,
u(a) = uq, u(b) =1up.
(a) A equagao fica,

12



i
dp®> * pdp

Escrevemos a solugao, como antes,

—f(p)-

u(p) = un(p) +up(p)

em que up € a solucdo da equagcao homogénea com condi¢oes de contorno
nao-homogéneas, e u, ¢ uma solug¢ao particular da equagao nao-homogénea
com condigoes de contorno homogéneas. FEzpandimos u, e f em séries de
funcoes de Bessel,

Un(Ajp) = Ju(Nip)Ya(Nja) — Ju(Nja)Ya(Ajp),

com \; definido por,
U,(A\;b) =0,
As fungoes U, sao ortogonais,
b
/ pUn(Njp)Un(Arp)dp =0, j#k.

As expansoes para u, e f sao,

up(p) = ZAjUnO‘jP) ;

b
| #uva o

Aj=do
/ P U (NP )dp!

J

Y

flp) = Z B;Un(A\ip) s

b
/ P (0" Un(Nip)dp'
B, =Ya .

j =

b
/ P U (Nip')dp!

Substituindo u, e f na equacao diferencial,

13



d*u 1du
p+ pi_f(p)7

dp* ~ pdp
ZAjUn(Ajp) + —— ZA Un(Ajp ] > BiUs(\jp) .
- j=1
ZAJd sUn(Njp) + ZA ——Un(Ajp) = — ZBjUn()‘Jp)
j=1
BjUn(/\jp>7

j=

ZA {d 3 Jp>+ldipUn(Ajp)} = — 1
ZA [(n?/p?) — Z Un(\;

pois U, satisfaz a equagao de Bessel. Portanto,

A [(0?)p?) — N = —B,.

Como antes, devemos ter n =0 para A; constante, logo
b
L[ ot

YR
J J ITr2(y A /
/on(AJp)dp

A solugao u, € portanto,

ZA UO jp Z )\g UO ]p
b
Z / # 1)Uy )

j=1 / pUs(Nip')dp'

a

Vamos verificar que u, satisfaz a equacao diferencial. Calculando as derivadas

de uy,
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d A2 d b ’
’ = / pUF (N )dp!
b(l
/ / /
d2up(p) _ ZidZU()()‘Jp)/a pf(p)UO(A]p)dp
dp2 L=\ dp?

Substituindo na equacdo diferencial,

d*u ldu

b
| 16 as

3 1 {dQUo(/\jP) +1dUo()\j/))}

22 dp? p dp

b
i=1 / p'Us (N\ip)dp!
b a
| #160au)ao

b
/ p'Us(Nip')dp'

)

= - Z Uo(Ajp)

ou,

b
/ P (0" )Uo(Ajp")dp!
+)\3U0()\]p):| a b =0.
/ PUG (NP )dp!

a

i dQUo()\]p) +1dU0()\Jp>
dp? pdp

Como Uy satifaz a equacdo de Bessel, temos,

pPUs (Njp) + pUs(Ajp) + Xsp*Un(Njp) = 0,
e o termo entre colchetes na equagdao acima se anula. Portanto w, satisfaz a
equacao diferencial.
FEscrevendo u, em termos de fungao de Green temos,

b
up(p) = / G(p.p)f(p)dp’

15



com,

, 1 p'Up(A;p)Us(Njp/
Glp) = D 52 os)0os8).
=t / PU (NP )dp!

Se f(p) = fo constante temos,

b
/ p'Uo(Aip)dp'

b
/ p'Us(Nip')dp'

Y

up(p) = foZUO()\)\gjp)

(b) Com f(p) = —a?,

up(ﬂ) = _QQZ 22

(d) Temos,

pdp \" dp
d*u 1du a2

- = U
dp*  pdp
d*u du
27 7 o202 —
pdp2+pdp a“pu

Temos uma equacgao de Bessel modificada de ordem zero, com solucao,

16



u(p) = crlo(ap) + c2Ko(ap) .

As condicoes de contorno nos dao,

c1lo(aa) + o Ko(aa) = uy
c1lp(ab) + o Ko(ab) = uy,

logo,
o — uaKo(ab) — upKo(aa)
In(aa)Ky(ab) — Ko(aa)ly(ab)’
¢y — uplo(aa) — uglo(ab) ‘
Iy(aa) Ko(ab) — Ko(aa)lp(ab)

A solucdo € portanto,

u(p) = alolap) + c2Ko(ap),
Ko(ab)lo(ap) — Io(ab) Ko(ap)
“In(aa) Ko(ab) — Ko(aa)ly(ab)
bIO(Oéa)KO(Oép) — Ko(aa)lo(ap)
In(ca)Ko(ab) — Ko(aa)Ip(ab) -

Usando,
Va(Ajp) = Ln(Ajp) Kn(Ajb) — In(A;b) Kn(Ajp)

Wa(Ajp) = Li(Ajp) Kn(Aja) — L(Aja) Kn(Asp)
temos,

w(p) = u Vo(ap) | Wolap)
P “Volaa) " Wo(ab)
(e) Agora temos a equagdo de Bessel de ordem zero,
d*u du
207U au 2.2 _
pdp2+pdp+apu )

com solucao,
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u(p) = crdolap) + c2Yo(ap) .

As condicoes de contorno nos dao,

c1Jo(@a) + Yo (aa) = u, ,
c1do(ab) + Yo (ab) = up

logo,
o uqYo(ab) — upYo(aa)
" Jo(ea)Yo(ab) — Yo(aa) Jo(ab)
(= upJo(aa) — ugJo(ab)
Jo(aa)Yy(ab) — Yo(aa)Jo(ad)

A solucdo € assim,

u(p) = adolap) + e2Yo(ap),
., Yolab)Jo(ap) — Jo(ab)Yo(ap)
“ Jo(aa)Yy(ab) — Yy(aa)Jy(ab)
u, 2ol Yolap) = Yo(aa) Jo(ap)
Jo(aa)Yy(ab) — Yo(aa)Jo(ab)

Usando,
Un(Ajp) = Jn(Ajp)Ya(Aja) — Ju(Xja)Ya(Asp)
Zn(Ajp) = In(Aip)Yn(Aib) = Jn(A;0)Yn(A)p)
temos,
o Zo(« " Uop(ap
ulp) = *Zo(aa) - bUO(ab)

3 Considerando u = u(p, z)

Substituindo u(p, z) = R(p)Z(z) em (1), vem,

1 Zl/
- R/ / - _ O

18



em que R =dR/dp, Z' = dZ/dz, etc. Da equagao acima temos,
1 Z// _

—(pR) = =)\
pR(p ) ~

Portanto, obtemos as equacoes ordinarias,

p°R"+ pR' + (A\p)’R =10, (4)
7" - N7 =0. (5)

A solugao da equagao (5) é,

Z(z) = aycoshAz 4 azsenh\z . (6)

A equagao (4) ¢é a equagao diferencial de Bessel de ordem zero, com solugao,

R(p) = b1Jo(Ap) + b2Yo(Ap) . (7)

Notemos que as solugoes acima sao para A # 0. Se A = 0 as fungoes R e Z
sdo constantes. Se A = 0, temos de (4) e (5),

(pR) =0,
7" =0.

As solucoes das equagdes acima sao,

R(p) =ag+bylnp, (8)
Z(z) = coz + dy . 9)

Pelo principio da superposicao, a solugao geral é uma soma das possiveis
solugoes individuais,

u(p,z) = (coz+do)(ag+ bolnp)
+ Z[bp\(]o()\p) + baxYo(Ap)][arncoshAz + agysenhAz] . (10)

A>0

A determinacao das constantes e dos possiveis valores de \, depende das
condicoes de contorno.
Consideremos agora a outra possibilidade para a constante de separacao

A,
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Obtemos agora,

p’R"+ pR — (\p)’R =0, (11)
7"+ NZ =0. (12)

A solucao da equacao para Z é,
Z(z) = ay cos Az + assen Az . (13)

A equacao para R é a equacao diferencial modificada de Bessel, com solugao,

R(p) = bilo(Ap) + b2 Ko(Ap) . (14)

A solugao geral agora é,

u(p,z) = (coz+do)(ag+ bolnp)
+ Z[bl,\lo()\p) + barx Ko(Ap)][aix cos Az + agysen Az] . (15)

A>0

4 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao u(p, 2)
com as condicoes de contorno,

g
—~
8

N

Il
s
—

I\
~—

@ g
N
RIS
SIS
-
Na)
=
S =

Escrevemos a solu¢ao como uma soma de trés funcgoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

U(p, Z) = U1<,0, Z) + u2(p, Z) + U3(p, Z) )

com,
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u1<a72):f(z)7 ul(p70>:07 u1<p,L):0,
u2<a72)207 u2(p,0) :g(p)7 UQ(p,L):O,
u3(a,z) =0, u3(p, 0) =0, U3(p, L) = h(ﬂ)

(a) Cidlculo de u;.
A solugdo geral finita em p =0 ¢,

ui(p,z) = coz+dy
+ Z In(\p)[aix cos Az + agysen \z].

A>0

Escrevendo as condicoes de contorno para u; temos,

ui(a, z) = f(2) = coz + do + Z Io(Aa)[a1y cos Az + agxsen Az],

A>0
ui(p,0) =0 =do + ZIO()\P)CLL\ )
A>0
ui(p, L) =0=coL + dy + Z In(Ap)[a1y cos AL 4 agysen AL .
A>0

Podemos satisfazer as duas ultimas condicoes escolhendo,

co=dyp=ay=0,
NL=mj, j=1,2,...

A condi¢ao para f(z) fica entéo,

ui(a, z) = f(z) = ZIO()\ja)agjsen (jmz/L),

J=1

que € a expansdo de f(z) em série de Fourier de senos, logo,

2 L
In(Nja)as; = z/ f(z)sen(jrx/L) dx.
0
A ezpansao em série de f(z) € entdo, explicitamente,

2

flz) = zZsen(jﬂz/L)/O f(x)sen(jmx/L)dx .

i=1
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Incidentalmente, obtivemos uma representacao para a funcao delta de Dirac
no intervalo (0,L). Da defini¢ao

f(2) = / 5(z — 2)f (x)de, (17)

temos,
z—x) = %;sen(jﬂz/L)sen(jﬂx/L). (18)
Notemos que se f(z) = fo constante, a série para f fica,
9 L
flz) = Zsen(jﬁz/L)z/o f(z)sen(jmx/L) dx,
j=1

o (L
fo = fOZSen(jﬁz/L)Z/O sen(jrx/L) dx,

2 2L
= 29 — Vrz/L] = —22
fO fojz;sen[( J )7TZ/ ]L(2]—1)7r’
_4fo sen[(2j — )mz/L]
o = 72 2j — 1 ’
7=1
em que usamos,
L
L L L L
/ sen(jrx/L)dx = —-—cos(jmx/L)| = ——cosjm+ —,
0 Jm 0 JT JT
L L .
= —[1—cosjn] =—[1—(-1)],
Jm Jm
0,  Jpar,
= 2L »
—, Jjimpar.
Jm
2L
= —,7=1,23,... 19
(2] _ 1)71' ) ) 4y ( )

Vemos que a expansao de 1 no intervalo 0 < z < L é,

- %Z sen[(2j — )mz/L] | (20)

fo= 2j — 1
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Fig. 1. Fxpansao de 1 em 0 < 2z < L para L = 1. O numero de termos na
soma € indicado.

A solugao uy € entao, para f(z) qualquer,

u1(p, 2) —228 sen\; z—/ f(x)sen(jmx/L) dx

Podemos escrever a solugcao acima como,
Uy = / f SL’ y Py % )

G(z,p, 2z =7 Z sen (A\jz)sen(Njx), Aj=jn/L.

com,

Se f = fo constante ([7/, probl. 6.101),
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ui(p,z) = ZIO()\Z'Z;senAjZ%/O f(z)sen(jmx/L) dx,
)

In() 2, [
-y s L)d
2 IO()\ja)sen JszO/O sen(jrx/L)dx,
Iy(A; 2
= of J'O) sen)\jzﬁ(l — cos jm),

~

)
4 1o 0((29 — 1)mp/L) sen|(2 — 1)mz/L
_%ZIE(J )mp/L) sen((2) — 1)mz/L]

(2 —me/L) 2j—1

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) Cdlculo de us.
Escrevemos a solucao geral finita em p =0 de forma conveniente como,

ua(p,2) = coz+do+ Z Jo(Ap)agrsenh A(z — L) .
A>0

Escrevendo as condicoes de contorno para us temos,

us(a,z) =0=coz + dy + Z Jo(Aa)agysenh A(z — L),

A>0

uz(p,0) = g(p) = do — Z Jo(Ap)agysenh AL ,
A>0
Ug(p, L) = :CQL+d0.

Podemos satisfazer a primeira e a ultima condicoes escolhendo,

COZdOZO,
JQ(/\]'CL):O, ]:1,2,

A segunda condi¢ao é entdo a expansao de g(p) em fungées de Bessel, logo,

2

T Aj dz .
e a2J12()\ja)S€nh)\jL/0 zJo(Ajx)g(x)dx

Ezplicitamentem a expansdo de g(p) € entdo,
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0

9(p) = %Z 512822)) /a zJo(Ajx)g(x)de, Jo(Aja) =0.

Se g(p) = go constante temos,

9(p) = JZM/ zJo(\jx)g(x)d
Jo(Ajp )/
go = Go— xJo(Njz)dx
: OaQEquja)o )
(A

2 JO jf)) a
90 9o 2 ' 712 ()\] \ 1( ja’) )

)
0(A;p)
o= O_ZAjl()\]a

em que usamos

/ wJo(A\z)da = STy (ha) .
0 A
Da expressao acima temos uma expansdao para 1 [7],

2 Jo(Ajp)
1= 25 Lop) a)=0.
0 2 N =0

(21)

(22)

(23)

E interessante fazer o grdfico da expressao acima para alguns termos da série.

As primeiras raizes de Jo(Aja) =0 sao,

Aja = 2,4048, 5,5201, 8,6537, 11,7915, 14,9309, 18,0711,...

A figura 2 mostra a série em (23) para alguns termos na soma.

25



NN B W~

1,5

0,5

I I
00 0,2 0,4 0,6

Fig. 2. Série para a fun¢ao constante 1 em 0 < p < a, na equagdo (23),
para alguns termos na série. Usamos a = 1.

A expressio (21) para a expansao de g(p) nos dd uma representagdo para
a fun¢ao delta de Dirac no intervalo 0 < p < a. Da equagao,

temos,

5(p— 1) = %Z f?iiﬁii“ﬂw . Jo(A\ja) = 0. (24)

A solugao uy € entao ([7], prob. 6.93),

2 senh A\j(z — L) Jo(\;p) /a
a2 Aj dx .
a? — senh ;L JE(N\a) Jo zJo(Ajz)g(w)dz

u2(p7 Z) =

Podemos escrever a solugcao acima como,

us(p, 2) = /OGG(JC,/), z)g(z)dz,

26



com,

2 senh \j(z — L) Jo(A\;p)
Gz, p,2) a2 senh \;L J12<)\ja)xJ0( ), By =0

Em 2=0,

walp0) = 3 S [Canota)de = ).

aJi(\ja

j=1

como esperado. Se g(p) = go constante temos,

senh \;(z — L) 2Jy(\;p) /a
- Jo(Ajx)d

UQ(p7Z) Senh)\]L a2J12()\ja)gO 0 X 0( ].T) 'I7

290 senh \j(z — L) Jo(A;p)

B a ‘= Ajsenh \;L  Jy(Nja)

Em 2=0,
290 JO()‘jp)
us(p,0) = — ——— = qo,
2(p ) a ; )\ng()\ﬂl) 9o

como esperado. Se gy = 0 temos us = 0.

(c) Cdlculo de ug.
Escrevemos a solucao geral finita em p =0 como,

us(p,z) = coz+do+ Z Jo(Ap)agrsenh Az .
A>0

Escrevendo as condicoes de contorno para us temos,

ug(a,z) =0 = coz +do + Z Jo(Aa)agysenh Az

A>0
u3(p70) = 0 = d07
ug(p, L) = h(p) = coL + doy + Z Jo(Ap)agasenh AL .

A>0

Podemos satisfazer as duas primeiras condigoes escolhendo,
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co=dop=0,
JO(/\ja):(), 17=1,2,...

A terceira condigdo € entdo a expansdio de h(p) em fungoes de Bessel, logo,

2

" a2J12()‘ja)senh)\jL/o zho(Ajz)h(z)dz, Jo(Aja)

A expansao de h(p) é assim,

h(p) = %; % /Oa zJo(Ajx)h(z)dx .

A solucdo us € entao,

2 senh \jz Jo(\jp )/a
us(p, z) = = Z senh AL 220ga) Jo zJo(Ajx)h(z)dx .

Podemos escrever a solugao acima como,

uz(p, z) = /Oa G(z,p, z)h(z)dx ,

com,

2 senh Xz Jo(X;p)
Gl pz) = 25 Z senh ML 20\ )‘”JO(AJ‘?’)'

Se h = hgy constante ([7], probl. 6.111),

senh \jz 2Jo(A
us(p,2) = Z senh \;L a® J3( )\ a) 0/0 (A

B 2h02 senh N;jz  Jo(Ajp)
B Ajsenh AL Jy(A\ja)

em que usamos xJo(x) = (xJi(x))". Se hog =0 temos uz = 0.
(d) Se as fungioes nas condigoes de contorno sao constantes, isto é,

u(a, z) = fo,
U([), O) = 9o,
u(p> L) - hOa



a solucao €,

1y = (2 — Vp/L) sen(2) — Vrz/1]
upz) = == Z < 1((2j — D)ma/L) 2j — 1
senh A\j(z — L) Jo(\jp)

290
Z A senh)\ L Ji(\ja)

+2_ho senh Xjz  Jo(\jp)
a Ajsenh A\;L Ji(\ja)

5 Jo()\j(l) =0.

2. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao
u(p, z) com as condigoes de contorno,

o = f(2),
u(p,0) = g(p),
u(p, L) = h(p)

Escrevemos a solugao como uma soma de trés funcoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(p, 2) = us(p,2) +us(p, ) + uslp, 2)

com,

8u18(c;, 2) _ f(2), wi(p,0)=0, w(p,L)=0
3“2(;‘;’ 20, w(p,0) = g(p), wlp,I)=0,
8U36§Z, 2 _o, uz(p,0) =0, us(p,L) = h(p)

(a) A solugao u €,

ui(p,z) = 2 )\Ioli?;pi)sen ]WZ/L/ f(x)sen(jmx/L) dx

ou,
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wip.) = [ Glpfe)dr.

com,

G(z,p,z Z y 11 )\ o sen (jmz/L)sen(jmx/L) .

Se [ = fo constante,

L
ui(p,z) = Z/\ [1 sen JWZ/L)fO/O sen(jmx/L) dx

4Lf0 Z IO((Qj — V)mp/L) sen[(2j — )mz/L]
2 — (25 — )I1((25 — 1)wa/L) 27—1 .

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) A solugdo us €,

z a

2
0
2 Jo(A\jp)senh Aj(z — L) /“
a? Aj da .
2 2T ROasenh gL J, TP

Jj=1

Se g(p) = go constante temos,

us(p,z) = (l—z)go.

Se go = 0 temos uy = 0.
(c) A solugdo ug €,

us(p, = 2_L ; xh
2 Jo(Ajp)senh A;z

a? Jo(Njz)h(z)dz .
T 2 R senhAL/ rJo(Ajx)h(x)de

Se h(p) = hy constante obtemos,



Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Se as condi¢oes de contorno sao todas dadas por constantes temos,

u(p,z) = Z%sen(jﬁz/[/)%fo/o sen(jrx/L) dx

AL fy Z In((25 — 1)wp/L) sen[(2j — V)mz/L]
72 p (27 — 1)[1((25 — 1)wa/L) 25 —1

z z
1= ) g0+ ho.
+( =) 90+ Tho

3. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao
u(p, z) com as condigoes de contorno,

u(a, z) = f(z),
2D _ ),
u(p, L) = h(p).

Escrevemos a solugao como uma soma de trés funcoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(ﬂv Z) = U1<,0, Z) + u2(p7 Z) + u3<p7 Z) )

com,

m(a2) = 1), 20— o) =0,
wa2) =0, P20 _ i) (1) =0,
Juz(p,0)

ug(a,z) =0, 55 =0, us(p,L)=h(p).

(a) A solugdo uy é,

u(p,z) = — Z 2 ;j : 1 Zzgg cos|(2j — 1)mz/2L] x

X 0+ f(z)cos[(2j — 1)mzx/2L)dx
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ou,

+L
wlp2) = [ Glap @,

com,

Iy((2j — 1)wp/2L)
G =
(7, p,2) Z In((2j — V)ma/2L) .

X cos[(2j — 1)wz/2L] cos[(2) — 1)mx/2L].

Se f(z) = fo constante temos,

w(p.2) = %fo 3 jzggj - Bisgg cos[(2j — 1)mz/2L] x

XZ]’ — 1sen[(2j - )7 /2].

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) A solugdo usy €,

2 Jo(Ajp)senh \;(L — z) [*
ua(p; a2 Z A\ JE(Aja)cosh A\; L /0 vh(A)g(z)de.
7j=1
ou,
wl(p2) = [ Glap2)ga)de,
0
com,

2 Jo(Ajp)senh A;(L — z)
Gla.pz) = =5 z_: NI Oa)cosh L Lol

7j=1

Se g(p) = go constante,

290 Z Jo(A\jp)senh A;(L — z)
A3 J1(Aja)cosh AL

'LL2( =

Se go = 0 temos uy = 0.
(c) A solugdo ug €,
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ug(p,z) = coz+do+ Z Jo(Ajp)agjcosh \;z

j=1
2 Jo(Ajp)cosh A;z /“
= — xJo(Njx)h(x)dx
a? pu J2(Nja)cosh AL Jo ~ 70
ou,
wl(p2) = [ Gla,p.hia)ds.
0
com,
2 Jo p)cosh Az
Gl2,p,2) = a2 &= J2(\a)cosh \; ijo()\ z):

j=1
Se h(p) = hy constante,

Jo(A\jp)cosh Az /“
= E A;jx)h(z)d
us(p, 2) a2 JE(Aja)cosh \;L J rh(jz)hiw)dr,
Jo(Ajp)cosh A;z /“
= h A;x)d
Z JE(\ja)cosh \;L o . wh(z)de,
2h0 Jo(Ajp)cosh A;z
a = NjJi(Aja)cosh A\; L~

i

Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Se as func¢ioes nas condigoes de contorno sao constantes,

u(p,z) = o Z j.z Z : 1 ngég cos[(2) — 1)wz/2L] x

X

1 :
27— 13671[(2] — 1) /2]

290 Z Jo(Ajp)senh A;j(L — z)
)\ Ji(A\ja)cosh \;L
2_ho Jo(Ajp)cosh A;z
a <= AjJi(Aja)cosh AL
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4. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < z < L, encontre a solugao
u(p, z) com as condigoes de contorno,

u(a, 2) = f(2),
u(p,0) = g(p),
WD) _ hp),

Escrevemos a solugao como uma soma de trés funcoes, cada uma satis-
fazendo uma das condigoes de contorno e se anulando nas outras,

u(p, 2) = usp,2) +us(p, ) + uslp, 2)

com,

ul(a72):f(z)v ul(p,O)—O, aUIéZL) _07
ws(,2) =0, wa(p.0) = g(p). 22 g
w(a ) =0, wy(p.0)=0, P

(a) A solugao uy €,

ui(p,z) = Z Io(A\p)agrsen Az,
A>0

= %Z 2)8;2; sen|(2j — 1)7T2/2L]/0 f(x)sen((2j — 1)wa/2L) dz,
ui(p, z) :/0 G(z,p,2)f(x)dx,

G(z,p,z) = %Z IO()\]:p sen[(2j — 1)mz/2L)sen((2j — 1)mz/2L).

)
Io(Aja)
Se f(z) = fo constante,
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2 I
ui(p,z) = Z;Izgijgsen[@j—l)ﬂzﬂ[// f(z)sen((2j — V)mx/2L) dx
2 — lo() g
= = o(Aip) sen|(2j — 1)7rz/2L]f0/ sen((2j — 1)mx/2L)
L = I()()\ja,) 0
_ 4fo Io(X\jp) sen[(2j — 1)mz/2L]
™ = I()(/\ja) 2] -1
Se fo =0 temos uy = 0.
(b) A solugdo us €,
2 Jo(Ajp)cosh A;(L — )/“
2 a? ]Zl JE(\ja)cosh \;L 0 rh(z)g(@)de
ou,
- [ Glap2gtayis.
0
com,
2 Jo(Ajp)cosh \;(L — z)
= — Jo(A\jz) .
Gl p, 2 a? P JE(\ja)cosh \;L o(A2)

Se g(p) = go constante,

Jo(Ajp)cosh \j(L — =

)/“
u2(p7 Z) CL2 . J%(AJG)COS}L)\JL 0 x O( ]x)g<x) €,
7j=1

2 - (L — a
_ 2 Jo(Ajp)cosh A;( z)go/ wo(M\)da
0

a? JE(Nja)cosh \;L

290 Jo(Ajp)cosh A\;(L — z)
a ‘= AjJi(Aja)cosh AjL

Se go = 0 temos us = 0.
(c) A solugdo us é€,

_ 2 (Ajp)senh Az
us(p, 2) = Z Y J2 \ja)cosh A\, L

/a zJo(Njx)h(z)dx,
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ou,

us(py ) = / " Gla, py (),

com,

Ajp)senh\;z
= xJo(Njz .
Gl p,z aQZ)\ﬂ)\acosh)\L (A

Se h(p) = hy constante temos,

B 2h0 Ajp)senh Az
us(p,2) = E:VLAawmAL

Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Se as fungées das condigdes de contorno sao constantes temos,

_4fy In(Njp) sen[(2j — 1)mz/2L]
“md“?f hM@ 2j — 1

2g0 Z (Ajp)cosh \;(L — z)
AjJi(Aja)cosh AjL

2h0 (Ajp)senh Az
Z )\2J1 Aja)cosh \;L -

5. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solugao u(p, z) da
equagao de Laplace com a condigdo de contorno u(a,z) = f(z) ([7], probl.

6.104).
L[ I\
@:—/ w/ g Lo)
™ Jo —00

A solucgao €,
+o00o
up2) = [ Glop ).

o0

f(v)cos A(z — v),

ou,

com,

G(v,p,z) = %/000 d)\ﬁzgisi cos A\(z —v).
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Se f(z) = fo constante em —L < z < +L,

u(p,z) = %/0 d\ (ip) %[ senA(z — L) 4+ sen\(z + L)].

Se fo =0 temos u = 0.
6. Considere um cilindro infinito de raio a. Encontre a solugao u(p, z)

com a condicao de contorno,

Ju(a, z)
e~ pa).

7. Considerando o intervalo a < p < b, 0 < z < L, encontre a solugao

u(p, z) com as condigoes de contorno,

a,z) = f(z),
b,z) = g(z),
p,0) = h(p),
u(p, L) =v(p).

Escrevemos a solu¢ao como uma soma de quatro funcoes, cada uma sat-
isfazendo uma das condicoes de contorno e se anulando nas outras, como

I~

i~

u

(
(
(
(

antes,

U(p, Z) = U1(p, Z) + u2(ﬂ7 Z) + U3<p, Z) + U4(p, Z) )
ul(a’z):f(z) 1((),2)—0, ul(p70):0’ ul(p’L):Oa
us(a,z) =0, us(b,2) =g(z), uap,0) =0, us(p,L)=0,

’LL3(CL, Z) =0, u (b Z) 0, u3<p7 O) = h(ﬁ)? U3(p, L) =0,
ug(a,z) =0, ug(b,z) =0, us(p,0) =0, us(p, L) =v(p)
(a) Definindo,
VaOhip) = T KulAsb) — L\t K\ (25)

a solugdo uy € (N\; = gn/L),
—Z sen (jmz/L) / f(x)sen(jmx/L) dx
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ou,

w(p.2) = [ Gl.p)fa)ds.

com,

1o

G(z,p,z) = Z VO&;Z; sen(jmz/L)sen (jrx/L).

Vo

Se f(z) = fo constante,

U,1 =

T 1 L Vy(n(2j — 1a/L) 2j — 1

]:
Se fo =0 temos uy; = 0.
(b) Definindo,
Wi(Ajp) = In(Ajp) Kn(Aja) — In(Aja) Kn(Ap)
a solugao us € (\j = jmw/L),

us(p,z) = ;Eﬁigﬁg;sen/\jz%/{) g(x)sen(jmx/L) dx

ou,

us(p, 2) = / G, p, 2)g(x)de,

com,

Wo(A 2
G(z,p,z Z Wolh sen)\ J4 e (jrx/L) .

J=1

Se g(z) = go constante,

o 490
UQ = —

4fo Vo(m(25 — 1)p/L) sen[m (2]—1)2/L]'

Wo((25 — 1)mp/L) sen[(2j — )7z /L] '

M

« Wo((2j — 1)mb/L) 25 —1

Se go = 0 temos ugy = 0.
(¢) Determinamos \; por,
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Joa)¥a(Asb) = Jo(Ah) Yo(Aa) = 0,

ou,

UD()\]b) =0 )

com,

Un(Ajp) = Jn(Xjp)Ya(Aja) — Ju(Xja)Ya(Asp) -

A solugao us €,

senh\; (L — z zh(z)Us(Ajx)dx
us(pz) = 3 Uolhp) :e)?\;fgfl; )/a 7
[ toeray

ou,

U3(p,2) :/ G(x,p,z)h(w)dw,

com,

senh\;(L — z xUg( Nz
G(z,p,2) = ZUo(Ajp) serZiE/\jL ) - o(A%) —
g=1 / y[Uo(Ajy)]°dy

Se h(p) = hg constante temos,

Se hg = 0 temos us = 0.
(d) A solugao uy €,
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ou,

com,

G<x7/)7 2) -

Se v(p) = vy constante,

senh;z
ualp,2) = Z senh \; LU0 i)
j=

senh); Z
- Z senh \; L Jp)

Se vg = 0 temos uy = 0.
(e) Se as fungoes das condigoes de contorno sao constantes a solugdo €,

w(p,z) — %Z o(m(2j — 1)p/L) sen|[(2j — 1)wz/L]

Vo(m(2j — 1)a/L) 27 —1

™ Wo

490 Wo((25 — 1)mp/L) sen[(2j — 1)mz/L]
T Z (2= Dmb/D) 2j-1

b
Uo(\jz)dx
senhA;j(L — 2) / . J
h N J a
* Ole()( i) senhA; L b )
/ ylUo(Asy)]"dy

/ab xUp(\jz)dx
/a WOy

senh/\z
+Ozse h/\L p)
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8. Considere uma casca cilindrica infinita de raio interno a e raio interno
b. Encontre a solugao u(p, z) com as condigoes de contorno,

u(a,z) = f(z),
u(b,z) = g(z).

9. Encontre a solugao u(p, z) para as equagoes:

()
5 (05e) + 5 = 11020

(b)

(2)

com « constante e,

10. Considere o problema anterior com,
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5 Considerando u = u(p, ¥)

Substituindo u(p, ¢) = R(p)P(¢) em (1), vem,

P oo, P
—(pR — =0.
PR+ 5
Da equacao acima temos,
@/l
PR = — 5 = +X°. (29)
Da relagao acima temos,
" 4+ NP =0, (30)
P’R" 4+ pR — N*R=0. (31)
A equagao (30) possui solucao,
D () = by cos Ap + bysen Ay . (32)

A equagao (31) é a equagao diferencial de Cauchy ou Fuler, com solugao,

a
R(p) = p—i + agp. (33)

Notemos que as solugbes acima sao para A # 0. Se A = 0 as fungdes R e ¢
sao constantes. Se A = 0, temos de (29),

" =0, (34)
(bRY =0. (35)

As solugoes das equagoes acima sao,
P () = cop +do , (36)

R(r)=ao+bylnp. (37)
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Escolhemos ¢y = para termos ¢ univoca. Pelo principio da superposicao, a
solugao geral é uma soma das possiveis solugoes individuais,

u(p, ) = ap+bolnp + Z (% + agAp’\> [b1x cos Ap + baysen Agp| . (38)

A>0

A determinacao das constantes e dos possiveis valores de A depende das
condicoes de contorno.

6 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < ¢ < 27, encontre a solugao
u(p, p) com a condi¢ao de contorno,

u(aa 90) = f(%ﬁ) :

A solugao geral, com X inteiro, para que a solucao seja unicamente definida,
e finita em p =0, €

ulp,p) =ag+ > p'[bijcos jio+ byjsenjg] .

i=1

Usando a condi¢ao de contorno temos,

f(p) =ao+ Z a’ [byj cos i + byjsen jo| .

J=1

A expressao acima € uma série de Fourier, logo,

w5 | J@)is.

) 1 4
a’by; = — f(x)cos jrdr,
™ —T
; I . .
a’by; = — f(x)senjxdx, 7=1,2,...
™ —T

o que completa a solu¢ao do problema,
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upg) = = [ pa)de

2 ) .
pFoo1 /” :
E — — d
+ 2. 5 oS Jo B f(z)cos jx dx
g 17 .
g — — dx .
+ 2w senjy— B f(z)senjx dx
Se f(p) = fo constante,

u(p, ) = fo-

2. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < ¢ < 27, encontre a solugao
u(p, ) com a condigao de contorno,

du(a, ) _
0 fe)-
A solucao é,
u(p,p) = ao—l—z p’ cos jgo/7r f(z)cos jx dx
9 s 71.ja]—l o

,'0]. lsenjgo/ f(z)senjzdx,
Tyal~ .

2
j=1

com ag indeterminado.
3. Considerando o intervalo a < p < b, 0 < ¢ < 27, encontre a solucao
u(p, ¢) com as condigoes de contorno,

Escrevemos a solucao como,

u(p, p) = ui(p, @) +uz(p, ),

com,
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(a) A solugdo uy é,

ui(p, ) = ap+bolnp

, l/ f(z)cos jx dx
1 v T
—i—Zl(E—bTJ) Cos Jp 1 "
" ai b¥
1 s

— / f(z)senjx dx

1 p N -
+ (E—ij) senjp <1 aj> ,
j=1

al b¥

com,

Inb 1 [T
- — d
T Wmbja2n /_Wf(:’;) “

1 s
- g/_ﬁf(x)dx
o Ina/b '

Se f(p) = fo constante,

ul(pa ()0) =aop + b()lnpv

com,

Inb
Qg = lnb/afo’
_J
o = Ina/b’

(b) A solugdo us €,
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e\t (L0
b a%

= [ gwysenjod

1 o - 7Tgxsenjxx

+Z E—E sen e 1 X )
j=1 —
(o)

com,

Ina 1 [7
aozlna/b%/ g(x)de,

1 s
_ 2m )

by =
0 Inb/a

9(x)dx

Se g(¢) = go constante,

uz(p, ) = ap +bolnp,

com,

_ golna
o= Ina/b’
9o
by = .
0 Inb/a

4. Considere o problema 1 com u,(p) = cos .
O 1nico coeficiente nao nulo € byy = 1/a, logo a solugdo é,

P
ulp,p) = cos ¢.

5. Considere o problema 1 com u, () = sen .
Agora o dnico coeficiente nao nulo € byy = 1/a, logo,

P
ulp, ) = _seny.

46



6. Considere o problema 3 com u, (@) = cos p e up(p) = sen 2¢.
A solucao €,

b? a
u(p,p) = (—;er) —7 CO8®

a?

at v
+ (—; +p ) msen?go,

7. Uma placa circular de raio a, com faces isoladas, possui metade do seu
contorno a temperatura f(¢) e a outra metade a temperatura g(¢). Calcule
a temperatura no estado estaciondrio (Spiegel [7], probl. 2.28 com a = 1 e
f = w1, g = uy constantes).

8. Uma placa circular de raio a, com faces isoladas, possui seu contorno
com temperatura dada por 120+ 60 cos 2. Calcule a temperatura no estado
estacionério (Spiegel [7], probl. 2.53 com a = 1).

9. Uma placa circular de raio interno a e raio externo b possui faces iso-
ladas, com temperaturas nos contornos f(¢) e g(¢), respectivamente. Calcule
a temperatura no estado estacionario (Spiegel [7], probl. 2.67).

10. Considere o problema anterior nos limites (a) a — 0, (b) b — oo
(Spiegel [7], probl. 2.68).

11. Uma placa possui a forma de um setor de circulo de raio a e angulo
B. Calcule a temperatura no estado estacionério se (Spiegel [7], probl. 2.76
com g =h =0),

u(a, ) = flp), ulp,0) =g(p), ulp,B)=h(p).
12. Encontre a solucao u(p, ¢) para as equagoes:

(a)

Lo (p%) L —f(p, )
pop \" 9p) = p?Op? A
(b)
pdp \"dp) = p? 0 ’
(c)
L () L
pdp \"dp) = p?0p? ’
(d)
1d < du) 1 9%u o2
—— | p— = +au;
pdp \"dp/)  p*0p?



com « constante e,

0<p<a, 0<p<2m,
u(a, o) = p(p).

13. Considere o problema anterior com,

a<p<b, 0<¢<2m,
u(a, o) = p(w), ulb, @) = pa(ep).

7 Considerando u = u(p, p, 2)

Substituindo u(p, ¢, 2) = R(p)P(p)Z(z) em (1), vem,

Da equacao acima temos,

1 1 @// Z//
(R + = =T = a2,
pR

Podemos escrever a equagao para Z,

7" - N7 =
Voltando a (39), temos,

ou,
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"

i)
(pR) + i Np?=0.

P
R
Portanto,

q)//
}%(PR/),‘F)\QPZ:—EEMQ-

Da relagao acima temos,

Q" + 1*d =0,
P’R" 4+ pR + (\2p* — ) )R =0.

A equagao (42) é a equagao diferencial de Bessel, com solugao,

R(p) = a1Ju(Ap) + a2Y . (Ap) -

As solugoes acima sao para A # 0. Se A = 0 temos para R(p),
pQR”—l-,OR/—,UQR: 0’
com solucao,
_ M "
R(p) - pu ‘|‘bOP )
e para Z,

Z(z) = coz + dy .

Pelo principio da superposi¢ao, a solugao geral é uma soma das possiveis

solugoes individuais,

u(p,p,z) = (coz+do)(ao +boInp)

a
+(eoz + fo) Z <% + boyp“) [dm cos i + da,sen el

I

+ Z[alx\/ﬂ]u()‘p) + azxnaYu(Ap)] x
AL

X by, cos pp + boysen ppl[cincoshAz + coysenhAz],

(44)

com ug constante. A determinacao das constantes e dos possiveis valores de

A e p depende das condicoes de contorno.

49



Consideramos agora outra possibilidade para a constante de separagao A.
Escrevemos,

1 1 @// Z//
—(pR) + 5 — = —= = +)?. 45
R g == (45)
Podemos escrever a equagao para Z,
7"+ NZ =0, (46)

com solucao,

Z(z) = c1nco8 Az + consen \z .

Voltando a (28), temos,

"

1 1o
—=(PR) + o =+,

pR p* @
ou,
@//
EORY + 5 =N =0.
Portanto,
P N 2 2 ",
P(RY = Npt = — = ",
R d
Da relagao acima temos,
" 4 2P =0, (47)
PR+ pR — (N?p* + > )R=0. (48)

A equagao (48) é a equagao diferencial modificada de Bessel, com solugao,

R(p) = a11,(Ap) + aaK,(Ap), n#0. (49)
Para p = 0 temos R = ag + bgIn p. A solugao geral é entao,

u(p,p,z) = (coz+dy)(ag+ bolnp) (50)
a
+(eoz + fo) Z <% + boup“) [d1,, cos pp + dyysen )
I
+ Z[alkulu()‘p) + aou Ky (Ap)] %
U
X [b1,, cos pp + boysen ppl[ciy cos Az + coxsen Az] . (51)

30



A determinacao das constantes e dos possiveis valores de A e u depende,
como ¢ usual, das condigoes de contorno.

8 Problemas

1. Considerando o intervalo 0 < p < a, 0 < 2z < L, 0 < ¢ < 27, encontre a
solugao u(p, ¢, z) com as condigoes de contorno,

u(aa P, Z) = f(%pa Z) )
u(p, »,0) = g(p,¥),
u(p, o, L) = hip,p).

Como antes, escrevemos a solug¢ao geral como uma soma de solugdes,
cada uma satisfazendo uma das condi¢oes de contorno. Portanto,

U(p,g&, Z) = ul(pa P, Z) + UQ(p,QO, Z) + U’3(p790a Z) )

com,

ul(a,gp,z):f(go,z), ul(p7§070) 07 ul(ﬂv@aL) 07
UQ(CL,(,O,Z) :()7 U2(p>% ) ( 90)7 u2(p7<107L) 07
07 u3(p7§07 ) _0 U3(p ) h( |28 )

Io(\;
ui(p, @, 2) = Z of ?p)senAjzx
J
2

L 1 T
f/o sen (jry/L) dyo— /_7r f(z,y)dx

I,(\
—l—Z IHEAjzi COS fipsen Az X
jw

L 1 ™
/ sen (jmy/L) dy—/ f(z,y) cos px dx
0 T™J_x

L(Asp)
—i—Z ]Zo\ja) sen fupsen\;z X

L 1 g
/ sen(jmy/L) dy— f(z,y)senpz dx .
0 T

—T

o1



Se f(p, z) = fo constante,

w(p,pz) = Z%ﬂ); ‘ % sen (jmy/L)dy,
Io(

fo( 5a /
Aif) se n; z/ sen(jmy/L)dy ,

)

)

)

)

_ 2/

a Z Io(Aja)
_ 2fo o Lol

— Z o

_ Afox— Lol
= = Z o

Se fo =0 temos u; = 0.
(b) A solugdio us € ([7], 6.97a),

: 2L
sen(]ﬂz/L)m,

sen[(2j — V)mz/L]
2, — 1 '

(25 —1
(2j — D)ma
(

(

27 —1
27 —1

wp/L

)/ L
Jma/L
)mp/
Jra/

B Jo(/\ ) Senh/\m([/ - Z)
UQ(P, QO,Z) - ; Jz(/\ 0j 0 ) senh/\gjL

/a xJo(Aojx )d.yr:i /ﬂ g(x,y)dy

—T

Z J2 (Aujp) senh,;(L — z) cos i X

i (Ayja)  senhA,;L

x/ xJM(/\ujx)dx—/ g(x,y) cos py dy
0

—Tr

Z (Aujp) senh,;(L — z)
J2

X
(Ayja)  senhA,;L i

jit1

a 1 T
></ xJM(/\ij)dx%/ g(z,y)senpuy dy .
0

—T

Se g(p, ) = go constante,

(p,0,2) = 2902/\(]0(])\0;,0 senh)\?LjE\L_Z).
05 1 0@ senh \oj L

Se go = 0 temos us = 0.
Se g(p, ) = p*cosp ([7], 6.97),
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us(p, p,2) = Zjl()\jp) cos psenh A\;(L — z) x
J
1 2 .
Ajx)d
Xsenh)\jL a2J22(/\ja)/0 v he)dr,

com Ji(Aja) = 0. Calculando a integral acima temos,

a 1 a
/ﬁﬁLQﬁﬂxzxﬁca—ﬁfﬂd&@—3/i%Qﬂﬂﬂ.
0 0

J

Usamos as sequintes integrais indefinidas,

/cospa: cos qrdr = sen(p — g)x | sen(p + q)x
2(p—q) 2(p + q)
/senpx cos qrdr = _cos(p —q)r _ cos(p + q)x
2(p — q) 2(p+q)
/ sen2ax
cos? axdy = © -|- ,
4a
/Imj1 = —a"Jo(2) +m/$m_1Jo($)dx,
/.Q?ZJQ d.ﬁE = ;L‘QJ1< ) + ZEJ()(ZE) — / JO(Qf)d.Q? .

(c) A solugdo ug €,

2 Jo(Aojp) senhhgjz
U3(p, 2 Z) - 2 Xj: J12<>\0ja) senh)\ojL

/a xJo(Aojx )da:— /_: h(z,y)dy

(Aujp) senh\,z
X
a2 Z J2 1 (Aja) senh),; L oSty

></ xJM(/\ujx)dx—/ h(z,y) cos py dy
0 7r

—T

EZ Ju(Auip) senhd,;z
a? " J2 1 (Ayja) senh),; L

a 1 ™
X / xJu()\M:U)d:L‘—/ h(zx,y)senuy dy .
0 7r

—T

sen g X

33



Se h(p,p) = hy constante,

. 2h0 Jo )\ij senh)\gjz
“ (p790’ N Z )\0]J1 )\0] S€7Lh)\0jL

Se hg = 0 temos uz = 0.
(d) Considerando as fungdes nas condig¢oes de contorno constantes, a
solucao €,

4y Bol(2) = Unp/L) sen((2) — Dmz/L)
uppz) = = Z10((2]—1)7m/L) 2j — 1

2g0 Z Jo(Aojp) senhAoj(L — z)
)\Ojjl )\Oj senh)\ojL

2h0 Z Jo )\ij S€nh>\0j2
)\OJJ1 )\0_] senh/\OjL '

2. Considerando o intervalo a < p <b,0< 2 < L, 0 < ¢ < 27, encontre
a solugao u(p, p, z) com as condigdes de contorno,

bp,2) = g(p, 2),
ui p, 9070) - h(pu SO) ;
u(p, o, L) = v(p,p).

Escrevemos a solucao como uma soma de solugoes, cada uma satisfazendo
uma das condi¢oes de contorno,

u(ﬂv 9072) = Ul(p,(p,Z) + UQ(p,QO,Z) + U3<,0, 907’Z> + U4(p, 9072) )

com,
Ul(a,@,z):f((P,Z), u1<b,90,2):0 Ul(p,@, )_07 ul( ) 7
U2(G»<Pa Z) = 07 Ug(b,(p72> - 9(90, Z), UQ(p, ®, ) 07 u2(p ) 07
’U,3<CL,(,0, Z) = 07 U3(b, 907'2) = 07 u3(/079070) = h(p7 @)7 u3(,0 ) )
u4(a790a Z) = Oa U4(b,§0,2’) = 07 u4(p73070) - Oa U4(p, 2 L) (P, 90) .
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(a) A solugao uy €,

u(py0,7) = ;%Z%gsen(jm/L)x

2 [F I
Xz/o sen (jmy/L) dy% /ﬂf(a:,y)dx

—|—Z ‘7 p/ cosugosen(jwz/L) X

2 [* I
><—/ sen (jmy/L) dy—/ f(x,y) cos ux dx
L 0 T J)

L)
+Z ] p/ senugpsen(jwz/L) X

2 [* I
x—/ sen (jmry/L) dy—/ f(z,y)senpz dx .
L J, L —

Se f(p, z) = fo constante,

_ ZVOJWP/L

2 L
L iy /L
ui(p, ¢, z) Volima/L) " (jmz/ ) /0 sen (jmy/L)dy,

o > V(23 — Do/ L) sen((2j = D/ L]
oo Vo((2§ — 1)ma/L) 27 —1

Se fo =0 temos uy = 0.
(b) A solugdo usy é€,
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(Aip)
(A0)

L T
sen (jmy/L) dy2— / g(x,y)dx

2(p, 0,2 sen)\jz X

hIMQM
5

c\g

” cos ppsen iz x

F+1

u

L s
/ sen (jry/L) dy— / g(x,y) cos px dx
0

WM( iP) B
< W, (A;b)

<.

hlwt

sen fupsen\;z X

_l’_
SN

L 1 ™
X / sen (jmy/L) dy—/ g(x,y)senpx dz .
0 T J_x

1o

Se g(¢, z) = go constante,

wloips) = L piigeenteg [ sentimuib)dvso
igo ol Wo((2 = D)mp/L) sen[(2j — Dmz/I]
T Wo((25 — 1)wb/ L) 27 —1 '
Se go = 0 temos us = 0.

(c) A solugdo ug €,
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Uy ()\ij) senhAo;(L — z)
b senhXo; L
/ UO )\Oj dv

/b xUp(Aojx )dx— /7r h(z,y)dy

s

U/3(p7 P Z) =

n Z (Auip) senh,;(L — z)
5 senh\,; L
Z / U (g0

b 1 ™
/xU (Ayjz)dr— / h(z,y) cos py dy
T

—T

COS LY X

hA,; (L — 2)
1 (Aip) SENNALg
Z/ O[T v)] o senh\,; L

b T
1
></ xUN()\M-x)dx—/ h(z,y)senuy dy .
o T

—T

sen jup X

Se h(p,p) = hy constante,

Up(Nojp senho;(L — z) [°
u3(P7 @, Z) = Z R 01707 ) 367’)[,);3\0 T ) / $U0(>\0jl‘)dl‘ h()
J / ’U[Uo()\oj’U)]Qd'U ! “

_ ho Z UO()\ij) S@nh/\()j([/

b hAo;
J / U[UO()\OjU)]sz sen 07

Se hg = 0 temos us = 0.
(d) A solugao uy €,

. b
LZ)/ .CCU()()\OJ'SL’)diC.
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Uo(Mojp) senhX\g;z
ug(p,p,2) = b = Senh/\(())J'L
/ w U() AO] !
b m
x/ xUp(Aojx dw—/ v(z,y)dy

N Z Auip) senh\,;z
o, SenhA,;L
Z / WU (g0

s

k 1
x/ mU#()\Wx)dx—/ v(z,y) cos py dy
T

L

COS [Up X

w(Auip) senh\,;z

/ [U ()\ w)]2dw senh\,; L

’ 1
></ :L‘UM()\M':L‘)dl’—/ v(x,y)senpy dy .
a 7r

—T

Sen pup X

Se v(p, ) = vy constante,

Uo(Aojp senhhojz  [°
ug(p,p,2) = Z : 0(A0;1) senh)\s]‘L/ xUy(Aojx)dz vo
J / w[UO()\ij)]de ! ¢

Uo(Xojp) senh\o;jz b
= ’UOZ b , Senh)\ojL/av Q?U()()\Ojl’)dl’.
j / w[Us(hogw)]2dw

Se vg = 0 temos uy = 0.
(e) Se as fungdes nas condigdoes de contorno sao todas constantes,
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_4f Vo( 2] — Vmp/L) sen[(2j — 1)mwz/L]
ulp: ) Z (25 — 1)wa/L) 25 —1

4go Z WO (25 — V)wp/L) sen[(2j — 1)7z/L]
Wo((2j — 1)mb/L) 2j — 1

Aoj ho; (L — b
+h0§ : - UO( ij) SEn 0]( 2)/ 'TUO()\OJ'T)CZ'T
- ) senhXo; L “
J [UOO‘OJ )]"dw

Uo(Xojp) senhXojz b
+UOZ seniro,L /. xUp(Aojx)dx .
[ g

3. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solucao u(p, ¢, z)
da equacao de Laplace com a condigao de contorno,

u<a7 ¥, 2) = f<907 Z) :
4. Considere um cilindro infinito de raio a. Calcule a solucao u(p, ¢, 2)
da equacao de Laplace com a condicao de contorno,

ou(a, ¢, 2)
# =f (‘Pa Z) .
5. Considere uma casca cilindrica infinita de raio interno a e raio externo
b. Calcule a solugao u(p, p, z) da equacao de Laplace com as condigoes de
contorno,

u(a7 @, Z) = f(%pa Z) )
u(b, p, 2) = g(p, 2) .

6. Considere um cilindro em 0 < p < a, 0 < z < L com radiacao
obedecendo a lei de Newton do resfriamento em z = 0. Calcule a temperatura
no estado estaciondrio (Spiegel [7], probl. 6.98).

7. Encontre a solugao u(p, p, z) para as equagoes:

(a)

10 ([ ou 1 9%u  u .
0 p (Pa—p) ;8—@+@ =—f(p,p.2);

1d [ du 1 9%u n 0*u 4y
ta fduy 10w odmw | o
pdp\"dp) T Pog? T 022 ’
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1d (du\ 10u Ou_ .,
pdp\"dp) T o2 o2 T T
(d)
Vi (a1 P
pdp\"dp) T o2 T 02 ’
(e)
LAy 10 Pu
pdp\"dp) " o " 02 ’
" d [ d 1 2u 8
S guw _ gUv_ 2, - _
i (p p)+p2a¢2 52~ @ u=—flpe2);
(g)
1d du +182u 82u+2__f( )
pdp p p pgagog 822 QU= vaOVZ I

com « constante e,

0<p<a, 0<p<2r,0<z<L,
u(a, p,z) = ple, z), ulp,e,0)=rvi(p, ),
u(p, o, L) = 1a(p, ) .

8. Considere o problema anterior com,

a<p<b, 0<p<2r, 0<2<1L,
u(av ‘:072) :ul(SOv Z)v u(bv ‘;072) = IUQ(@O’ Z),
U(p,gD,O) - V1<p7 90)7 u(p7§07 L) - VQ(pa 30) .

9 Apéndice

1. Séries de Fourier.
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+ Z <an COS —l— b, Senw

—/ f(z)dx
/f cos—dx

/f sen@dx n=12,...

2. Série de Fourier de senos.

z) = ijsen (jmz/L),

:%/0 f(x)sen (jmx/L) dx

3. Série de Fourier de cosenos.

f(z) = 3+ Y ascos (jmz/L).

Jj=1

_%/o f(x)cos (jmx /L) dx

4. Polinémios de Legendre (z = cosf).
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Po(l') =1

P(x)=x
1

Py(x) = 5(3202 —1)
1

Ps(x) = 5(5x3 — 3z)
1

Py(z) = g(35:54 — 302% + 3)
1

Ps(z) = §(63x5 — 702° + 157)
1

Ps(z) = 1—6(231956 — 3152* + 1052° — 5)
1
Py(z) = 1—6(497x7 — 6932° + 3152° — 35z)
1
By(z) = 1—28(6435x8 — 120122° 4 69302* — 12602 4 35)

5. Relacao de ortogonalidade.

+1 0, n#k,
/ Po(a)Pu(z)dz = {2

1 m n 1 y = k?
6. Série de polinomios de Legendre.
F(0) = CiPy(cosb),
k=0
2k+1 [7
Cr = ; / f(0)Py(cosf)senb db .
0

7. Fungoes associadas de Legendre.
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Pl(z) = (1 —2)Y? = send

Py (x) = 3x(1 — 2?)"/? = 3sen  cos 0

P} (x) = 3(1 — 2?) = 3sen® 0

Pj(z) = g(5m2 —1)(1—2*)V2 = ;(5 cos® — 1)sen 6
Pj(x) = 152(1 — 2*) = 15senf cos 0

P3(z) = 15(1 — 2%)*? = 15sen®9

Pl(z) = 2(7333 —32)(1 — 2?)1/? 2(700539 — 3cosf)send

1 1
Pi(x) = —(72° = 1)(1 — 2°) = —5(70082 0 — 1)sen” §

)
P(z) = 105x(1 — 22)*/? = 1O5sen39 cos 0
P}(x) = 105(1 — 2°)* = 105sen*0

8. Relagao de ortogonalidade.

+1 , n#k,
/ P (z)P"(z)dx = 2 (n+m)!
- 2n+1(n—m)!’

9. Série de funcoes associadas de Legendre do primeiro tipo.

n==k,

) = Z Dy P["(cos @),

k=0
2k +1
Dk—( tk)—im /f )P (cos @)sen 0 df
10.
L 0, j par
/sen(jmc/L)d:U = 2L
0 —, jimpar
Jm
- =123
(25 = 1)
11.
L L2
/$S€D(j7T$/L)dZL‘: —(=1)* j=1,2,3,..
0 Jm



12.

+L 27,
/ cos(kmx/2L)dx = —sen (k1 /2).
0 km

13.
L 0,077,
/ cos(imx/L)cos(jmz/L)de =< I, =
0 —i=7.
2
14.
1 0,j#k,
/ cos[(2] — 1)m2/2L] cos|(2k — V)rz/2Lldz = 4 "
0 5 yJ = k
15.
iz —x) Z sen (jmz/L)sen (jrx/L),
j=1
0<z,z2< L.

16.

iz —x) =7 Zsen (25 — )ymz/2L]sen ((2j — 1)wx/2L),

0<z,2< L.
17.

§(z — ) Z cos[(2j — 1)wz/2L] cos[(2] — 1)ma/2L]

0<z,2< L.
18.

:ézsen 2]—1712/2[,]’ 0<z<I.
T 27 —1

19.
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4 Z 2j1_ - cos[(2j — 1)mz/2L)sen [(2j — )7/2], 0 <z < L.

20. Funcoes de Bessel.
xJ (x) = nd,(z) — 21 (2),
2n
Jn+1($) = ?Jn(x) - Jnfl(x)a
/xJO(x)dx =zJi(z),
/x”Jn_l(x)dx = a"J,(z),

“ a
/ Po(Xip)dp = = Ji(Xia).
0

1

f(x) = ZApJn()\px), 0<z<a,
p=1

Jn(Apa) =0, p=1,2.3,...,

ﬁ /0“ rJ,(\ez) f(2)d .

2 72
a Jn+1

Ay =

fl@) =Y Apd,(\r), 0<z<a,
p=1

J(Apa) =0, p=1,2,3,...,

2 a
a?(1 = n2/(Apa)?) I3 (Aa) /0

Em particular, se temos,

Ay = r (M) f(z)dx .
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Ji(Apa) =0, p=1,2,3,...,

entao,
fl@)=Ag+ Y A do(\r), 0<z<a,
p=1
com,
Ay = 2 aq:f(x)dx
0 — a2 0 )

2

f(z) = ZAPJH()\I,:U), 0<z<a,
p=1

RJ,(\ya) + SAad, (Aa) =0, p=1,2,3,...,

2(M\pa)? /Oa rJ,(Apx) f(x)dx
a?J2(M\pa)|R?/S? + (M\ea)? —n?]

A =

2 Jo(Ajp)

1=-— — Jr7
a = )\jJ1<)\jCL)

5 Jo()\ja) =0.

5(p—z) = 2 Z jlgiiigngo(ij), Jo(Nja) =0. 0<p<a.
Un()‘jp) = Jn()‘jp)yn(/\ja) - Jn()‘ja>yn()‘jp)a

Un(/\]b) - 0 y
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b
| U0t epdo =0, 5 £ k.

()
Flo) = 3 AiUu(p)
b
/ pf(P)UL(Ajp)dp
Aj = =4 5 .
/ pU:(N\ip)dp
(h)
o =)= 32—, a<p <,
7 [ vy
(i)
/b zUp(\jx)dx
1= Z Uo(Xip) =% :
J ylUo(A\jy) > dy
(1)
Va(Ajp) = In(Ajp) Kn(Ajb) — In(A;0) K (A;p)
(k)
Wa(Ajp) = Li(Ajp) Kn(Aja) — L(Aja) Kn(Ajp)
Zn(Ajp) = Jn(Ajp)Yn(Ajb) — Ju(Ajb)Yn(A;p)
(1)

flz)=2"= 32 j?g:g)\iz [(Aea)® — 4], Jo(Aea) =0.
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