3 - Termodinamica estatistica (Reif [1])

O postulado estatistico fundamental das probabilidades iguais a priori pode
ser usado como base de toda a teoria de sistemas em equilibrio. Além disso,
a hipdtese mencionada no capitulo 2 (e baseada na validade do teorema H)
também faz uma afirmacao sobre sistemas isolados que nao estao em equilibrio,
dizendo que eles tendem a se aproximar de uma situacao final de equilibrio
(caracterizada pela distribuicao estatistica uniforme sobre os estados acessiveis
como exigido pelo postulado fundamental).

Vamos mostrar aqui como essas afirmacoes bésicas levam a algumas conclusoes
muito gerais a respeito de todos os sistemas macroscopicos. Os resultados
e relagoes importantes estabelecidos constituem a estrutura basica da disci-
plina “mecanica estatistica de equilibrio” ou, como € as vezes chamada, “ter-
modinamica estatistica”. De fato, a maior parte destas notas trata de sistemas
em equilibrio e sera portanto uma elaboracao das idéias fundamentais desen-
volvidas neste capitulo.

1 Condigoes de equilibrio e vinculos

Considere um sistema isolado com energia especificada em um dominio es-
treito. Como usual, denotamos por {2 o nimero de estados acessiveis a este
sistema. Pelo nosso postulado fundamental sabemos que, em equilibrio, o sis-
tema possui a mesma probabilidade de estar em qualquer um desses estados.

Vamos recordar brevemente o que entendemos por “estados acessiveis”. Ex-
istem em geral algumas condigoes especificadas que sabemos que o sistema
satisfaz. Estas condigoes agem como vinculos que limitam o ntimero de esta-
dos nos quais o sistema pode ser encontrado sem violar essas condicoes. Os
estados acessiveis sao entao todos os estados consistentes com esses vinculos.

Os vinculos podem ser descritos de forma mais quantitativa especificando os
valores de alguns parametros i, ¥o, ..., Y, que caracterizam o sistema em
uma escala macroscopica. Esses parametros nao sao necessariamente externos.
O numero de estados acessiveis ao sistema depende entao dos valores desses
parametros, e podemos escrever a relagao fundamental
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para o nimero de estados acessiveis ao sistema quando cada parametro deno-
tado por « pertence ao dominio entre vy, e y,+da. Por exemplo, um parametro
Yo Pode denotar o volume ou a energia de algum subsistema. Vamos ver agora
alguns exemplos concretos.



Exemplo 1 Consideremos o sistema mostrado na figura 1, como vimos no
capitulo 2, em que uma caixa ¢ dividida por uma particao em duas partes
iguais, cada uma de volume V;. A metade esquerda é preenchida com gés, en-
quanto a metade direita estd vazia. A particao atua como um vinculo especi-
ficando que apenas aqueles estados do sistema para os quais as coordenadas
de todas as moléculas estejam na metade esquerda, sao acessiveis ao sistema.
Em outras palavras, o volume V' acessivel ao gas é um parametro que tem o

valor V =V;.

Fig. 1. Um sistema consistindo de um volume dividido por uma particao em
duas partes iguais, cada uma de volume V;. O lado esquerdo é ocupado por
gas, o lado direito esta vazio.

Ezemplo 2 Considere um sistema A(®) consistindo de dois subsistemas A e A’
separados por um particao fixa termicamente isolante, como vimos no capitulo
2 (figura 2). A partigdo atua como um vinculo que especifica que nenhuma
energia pode ser trocada entre A e A’. Portanto apenas aqueles estados de A(®)
com a propriedade que a energia de A permanece constante em um certo valor
especificado E = E; sao acessiveis, enquanto os estados de A’ permanecem
constantes em algum outro valor especificado E' = E!.
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Fig. 2. Dois sistemas A e A’, cada um consistindo de gas em um volume fixo,
separados por uma particdo. Se a particao é adiabatica, cada sistema pode
permanecer independentemente em equiliibrio para qualquer valor da pressao
média. Se a particao nao é adiabéatica, as pressoes dos gases em geral irao se
alterar até atingirem valores mutuamente compativeis com a situacao final de



equilibrio.

Exemplo 3 Consideremos o sistema da figura 3, como vimos no capitulo 2,
onde um pistao termicamente isolante separa dois gases A e A’. Se o pistao é
fixo em uma certa posicao, entao o pistao age como um vinculo especificando
que apenas aqueles estados do sistema total para os quais as moléculas de A se
encontram em um volume fixo V;, enquanto as moléculas de A’ se encontram
em um volume fixo V/, sdo acessiveis.

-

Fig. 3. Dois gases A e A’ separados por um pistao.

Suponhamos que a situacao inicial com os vinculos é uma de equilibrio, onde
o sistema isolado pode ser encontrado em qualquer um de seus (); estados
acessiveis com a mesma probabilidade. Imaginemos que agora alguns dos
vinculos sao removidos. Entao todos os estados inicialmente acessiveis ao sis-
tema ainda permanecem acessiveis; mas muitos mais estados adicionais se
tornarao, em geral, também acessiveis. Uma remocao de vinculos pode entao
resultar apenas no aumento do nimero de estados acessiveis ao sistema, ou
possivelmente em nenhuma alteragao. Denotando o nimero final de estados
acessiveis por {1y, podemos escrever

Q> (1)

Consideremos um ensemble representativo de sistemas semelhantes ao que
estamos considerando, e suponhamos que, quando os vinculos sao removidos,
Qs > Q. Imediatamente apds os vinculos serem removidos, os sistemas no
ensemble nao estarao em nenhum dos estados dos quais eles eram previamente
excluidos. Mas os sistemas ocupam agora apenas uma fragao
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dos 2y estados agora acessiveis a eles. Esta ndo é uma situagao de equilibrio.
De fato, nosso postulado fundamental afirma que na situacao final de equilibrio
consistente com a auséncia de vinculos, é igualmente provavel que cada um dos
(24 estados sejam ocupados pelos sistemas. Se 2y >> €);, a situagao particular

em que os sistemas estao distribuidos apenas sobre os (2; estados originais



torna-se assim bastante improvavel; de forma mais precisa, sua probabilidade
de ocorréncia é dada por (2). De acordo com a hipétese discutida no final da
secao 2.3, existe entao uma tendéncia pronunciada para a situagao mudar no
tempo até que a situacao final de equilibrio muito mais provavel seja atingida,
onde os sistemas no ensemble estejam distribuidos igualmente sobre todos os
2y estados possiveis.

Vamos ilustrar essas afirmacoes com os exemplos mencionados anteriormente.

Exemplo 1 Suponhamos que a partigao da figura 1 seja removida. Nao existe
mais qualquer vinculo impedindo uma molécula de ocupar a metade direita da
caixa. E assim extremamente improvavel que todas as moléculas permanecam
concentradas na metade esquerda. De fato, elas se movem até se distribuirem
uniformemente sobre toda a caixa. Nesta situacao final de equilibrio cada
molécula possui entao a mesma probabilidade de ser encontrado em qualquer
lugar dentro da caixa.

Suponhamos que esta situacgao final de equilibrio na auséncia da partigao seja
atingida. Qual é entao a probabilidade P; de encontrar uma situacao em que
todas as moléculas estejam novamente concentradas na metade esquerda da
caixa? A probabilidade P; de encontrar uma dada molécula na metade es-
querda da caixa é 1/2. Portanto a probabilidade P; de encontrar simultanea-
mente todas as N moléculas na metade esquerda da caixa é obtida simples-
mente multiplicando as respectivas probabilidades de cada molécula estar na
metada esquerda, isto é,

1 N
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2
Quando N ¢ da ordem do nimero de Avogadro, N ~ 6 x 10?3, esta probabil-
idade é fantasticamente pequena,

_ 23
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Ezemplo 2 Imaginemos que a particao na figura 2 torna-se termicamente con-
dutora. Isto remove o vinculo inicial porque os sistemas A e A’ estao agora
livres para trocar energia entre si. O niimero de estados acessiveis ao sistema
combinado A©®) = A 4 A’ serd, em geral, muito maior se A ajusta sua ener-
gia para algum novo valor (e A’ correspondentemente ajusta sua energia de
modo a manter a energia do sistema total isolado A() inalterada). Assim a
situacao final de equilibrio mais provavel é atingida quando esse ajuste ocorre
em virtude da transferéncia de calor entre os dois sistemas.

Fxemplo 3 Imaginemos que o pistao da figura 3 é solto, passando a se mover
livtemente. Entao o niimero de estados acessiveis ao sistema combinado A+ A’



é, em geral, muito aumentado se os volumes de A e A" adquirem novos valores
significantemente diferentes dos valores originais. Entao um estado final de
equilibrio muito mais provavel para o sistema combinado A+ A’ é atingido se
o pistao se move de modo a levar os volumes de A e A" a estes novos valores.
Como poderiamos esperar, e como sera mostrado mais tarde, esta situacao de
equilibrio final corresponde a pressoes médias dos gases iguais, de modo que
o pistao se encontra em equilibrio mecanico.

Esta discussao pode ser feita em termos dos parametros relevantes v, ...,
yn do sistema. Suponhamos que um vinculo é removido; por exemplo, um dos
parametros (que chamamos simplesmente de ), que originalmente tem o valor
Yy = y;, € agora permitido variar. Como todos os estados acessiveis ao sistema
sao a priori igualmente provaveis, a distribuicao de probabilidade de equilibrio
P(y) de encontrar o sistema em um dominio entre y e y + dy é proporcional
ao numero de estados acessiveis ao sistema quando o parametro se encontra
neste dominio, isto é,

P(y) ~Q(y). (3)

Esta probabilidade implica na ocorréncia de valores possiveis de y, o que é,
em geral, extremamente diferente da situacao original onde todos os sistemas
no ensemble sdo caracterizados pelo valor y = y; (ver fig. 4). Na auséncia de
vinculos o valor y = y; do parametro representa, portanto, uma configuracao
muito improvavel. Assim a situacao tende a mudar com o tempo até que a
distribuicao uniforme de equilibrio dos sistemas sobre os estados acessiveis
¢é atingida, isto é, até que os vérios valores de y ocorram com probabilidades
dadas por (3). Usualmente Q(y) tem um maximo muito pronunciado em algum
valor . Neste caso praticamente todos os sistemas na situacao de equilibrio
final terao valores correspondentes a situacao mais provavel em que y é muito
proximo de y. Portanto, se inicialmente y; # ¢;, o parametro y ird mudar de
valor apds o vinculo ser removido, até atingir valores préximos a ¢ onde 2 é
maximo. Esta discussao pode ser sumarizada pela seguinte afirmagao:

Se alguns vinculos de um sistema isolado sao removidos, os parametros do
sistema tendem a se reajustar de modo que Q(yi,...,y,) se aprorima de um
mdximo. Em simbolos,

Qy1, ..., Yn) = mazimum. (4)
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Fig. 4. Representacao esquematica do nimero de estados Q(y) acessiveis ao
sistema como fungao do parametro y. O valor inicial desse parametro é deno-
tado por ;.

2 Processos reversiveis e irreversiveis

Suponhamos que a situacao final de equilibrio tenha sido alcancada, de modo
que os sistemas no ensemble estejam distribuidos uniformemente sobre os €2
estados acessiveis finais. Se os vinculos sao agora simplesmente restabelecidos,
os sistemas no ensemble ocuparao estes {1y estados com a mesma probabili-
dade. Assim se 2y > €;, simplesmente restabelecer os vinculo nao restabelece
a situagao inicial. Uma vez que os sistemas estao distribuidos uniformemente
sobre os {1y estados, simples impor ou restabelecer um vinculo nao faz com
que os sistemas se movam espontaneamente de alguns de seus estados possiveis
para ocupar uma classe mais restrita de estados. A remocao de qualquer outro
vinculo nao melhora a situacao; isto poderia apenas levar a uma situacao onde
mais estados se tornam acessiveis ao sistema, de modo que o sistema pode ser
encontrado neles também.

Consideremos um sistema isolado (que nao troca energia na forma de calor ou
trabalho com nenhum outro sistema) e suponhamos que ocorre um processo no
qual o sistema vai de uma certa situacao inicial para uma certa situacao final.
Se a situagao final é tal que a imposicao ou a remocao de vinculos desse sistema,
1solado nao pode restabelecer a situacao inicial, entao o processo é chamado
“irreversivel”. Por outro lado, se a imposi¢ad ou a remocao de vinculos pode
restabelecer a situagao inicial, entao o processo é chamado “reversivel”.

Em termos destas defini¢oes, a remocao original dos vinculos no caso em que
Qs > 2, pode ser chamada de um processo irreversivel. Obviamente, ¢ possivel



encontrar o caso especial em que a remocao original dos vinculos nao muda o
nimero de estados acessiveis, de modo que 2y = ;. Entao o sistema, orig-
inalmente em equilibrio e com a mesma probabilidade de estar em qualquer
um de seus (); estados, simplesmente permanecera com a mesma distribuigao
de probabilidades iguais sobre esses estados. O equilibrio do sistema é com-
pletamente preservado, de modo que este processo especial é reversivel.

Vamos ilustrar essas afirmacoes novamente com os exemplos anteriores.

Ezemplo 1 Uma vez que as moléculas estao em equilibrio e uniformemente
distribuidas pela caixa, apenas recolocar a particao nao muda essencialmente
a situacao. As moléculas continuam distribuidas uniformemente pela caixa. A
remocao original da particao constitui entao um processo irreversivel.

Isto nao significa que a situagao original deste sistema nunca possa ser restab-
elecida. Isso pode ocorrer, desde que o sistema nao permaneca isolado, mas in-
teraja com outros sistemas. Por exemplo, na situacao presente podemos tomar
um pistao, originalmente coincidente com a parede direita da caixa. Podemos
usar agora algum equipamento externo A’ (por exemplo, um corpo caindo)
para mover o pistao para o centro da caixa, realizando assim trabalho sobre o
gas para comprimi-lo novamente na metade esquerda, contra a pressao exerci-
dad pelo gas. O volume do gas foi agora restabelecido ao seu valor inicialV; e
a metade direita da caixa esta vazia como antes. Mas a energia do gés ¢ maior
do que a original por causa do trabalho feito sobre ele durante a recompressao.
Para restabelecermos a energia do gés ao seu valor original, devemos fazé-lo
ceder calor, colocando-o em contato com um sistema conveniente A”. O gds
foi entao restituido ao seu estado inicial, seu volume e sua energia sendo os
mesmos da situacao inicial.

Obviamente, o sistema isolado A©) consistindo do gas e dos sistemas A’ e A”
nao foi restituido ao seu estado inicial, pois os sistemas A’ e A” mudaram
durante o processo. O processo ainda é irreversivel para o sistema completo
A De fato, ao soltarmos o peso para mover o pistdo e ao eliminarmos o
isolamento térmico para permitir troca de calor com A”, removemos vinculos
de A e aumentamos o nimero de estados acessiveis a este sistema isolado.

Exemplo 2 Suponhamos que a interacao térmica entre A e A’ tenha ocor-
rido e que os sistemas estejam em equilibrio. Simplesmente fazendo a particao
novamente adiabatica nao muda as novas energias de A e A’. Nao podemos
restabelecer a situacao original do sistema A+ A’ fazendo calor fluir no sentido
contrario a diregao original da transferéncia espontanea de calor (a menos que
introduzamos uma interacao com sistemas externos convenientes). A trans-
feréncia de calor original é entao um processo irreversivel.

Obviamente, um caso especial pode ocorrer quando as energias iniciais dos
sistemas A e A’ sdo tais que fazendo a particao condutora térmica nao au-



menta o numero de estados acessiveis para o sistema combinado A+ A’. Entao
nenhuma troca de energia ocorre entre A e A’, e o processo é reversivel.

Exemplo 3 Este é, em geral, um processo irreversivel. Simplesmente fixando
0 pistao em sua nova posicao, de modo que ele nao se mova livremente, nao
restabelece os volumes iniciais dos gases.

A discussao desta secao pode ser resumida pela afirmacao de que se alguns
vinculos de um sistema isolado em equilibrio sao removidos, o nimero de
estados acessiveis ao sistema pode apenas aumentar ou permanecer o mesmo,
isto ¢, 2y > ;.

Se 1y = ();, entao os sistemas no ensemble representativo ja estao distribuidos
com igual probabilidade sobre todos seus estados acessiveis. O sistema per-
manece, portanto, sempre em equilibrio e o processo € reversivel.

Se Qf > ;, entao a distribuicao de sistemas sobre os estados possiveis do
ensemble representativo é muito improvavel. O sistema tende assim a mudar
no tempo até que a situacao de equilibrio final mais provavel da distribuigao
uniforme de sistemas sobre estados acessiveis é alcancada. O equilibrio nao
prevalece em todos os estagios do processo e o processo é irreversivel.

Observagoes sobre escalas de tempo significativas. Notemos que nao fizemos
nenhuma afirmacao sobre a velocidade de um processo, isto é, sobre o tempo de
relaxacao T necessario para um sistema atingir a situacao final de equilibrio.
Uma resposta a esta questao s6 pode ser obtida por uma analise detalhada
das interagoes entre as particulas, pois essas interagoes sao responsaveis pelas
mudancas do sistema com o tempo que resultam na obtencao do estado final de
equilibrio. A beleza dos argumentos de probabilidade gerais esta precisamente
no fato de que eles fornecem informacao sobre situacoes de equilibrio, sem
a necessidade de se envolver nas dificuldades de uma andlise detalhada das
interacoes entre o niimero muito grande de particulas de um sistema.

Os argumentos gerais de probabilidade da mecanica estatistica sao entao ba-
sicamente restritos a consideracao de situacoes de equilibrio que nao mudam
com o tempo. Esta limitacao nao é tao forte quanto parece a primeira vista. O
parametro importante é de fato o tempo t.,, de interesse experimental com-
parado com os tempos de relaxacao significativos 7 do sistema em estudo.
Existem trés casos que podem surgir.

1. 7 < tegpt Neste caso o sistema atinge o equilibrio muito rapidamente,
comparado com tempos de interesse experimental. Portanto argumentos de
probabilidade sobre a situagao de equilibrio final sao certamente aplicaveis.

2. T > tezp: Este ¢ o limite oposto onde o equilibrio é atingido muito lenta-
mente comparado com tempos experimentais. Assim a situacao nao é muito



diferente se imaginamos vinculos que impedem o sistema de alcancar o equilibrio.
Mas na presenca desses vinculos o sistema estaria em equilibrio, portanto no-
vamente pode ser tratado por argumentos de probabilidade gerais.

Ezemplo 1. Imaginemos que na figura 2 a particao possui condutividade térmica
muito pequena, de modo que a quantidade de energia transferida entre A e
A" durante um tempo £, de interesse experimental é muito pequeno. Entao
a situacao sera essencialmente a mesma se a particao for feita termicamente
isolante. Neste caso tanto A quanto A’ podem separadamente ser considerados
em equilibrio térmico e tratados correspondentemente.

Exemplo2. Como um segundo exemplo, considere a situagao da figura 5. Temos
um gas contido em um cilindro fechado por um pistao movel. Quando o pistao
é empurrado para baixo e entao solto, ele oscila com um periodo £,s. em torno
de sua posigao de equilibrio. Existem dois tempos de relaxacao significantes
no problema. Se o pistao é deslocado abruptamente, leva um tempo 7; até
que o gas entre novamente em equilibrio térmico com a plataforma onde se
encontra o pistao, trocando calor com ela; também leva um tempo 7;,,; até que
as moléculas do gas atinjam novamente o equilibrio térmico interno, de modo
que tenhamos novamente a distribuicao uniforme sobre os estados acessiveis.
Em geral, 7;,; << 7. Se o tempo de interesse experimental (que aqui é o
periodo de oscilagao t,s.) é tal que

Tint < tosc < Tt

podemos tratar o problema com boa aproximacao considerando o gas como
estando sempre em equilibrio interno, em um macroestado correspondendo
a posicao instantanea do pistao, e considerando as paredes do cilindro como
sendo termicamente isolantes.

Fig. 5. Um gés contido em um cilindro com um pistao que ¢é livre para oscilar.
O gés esta em contato térmico com a plataforma.



3. T = teyp: Neste caso o tempo necessdrio para alcancar o equilibrio é com-
paravel com os tempos de importancia experimental. A distribuicao estatistica
do sistema sobre seus estados acessiveis nao é uniforme e muda durante o
tempo em consideracao. Temos entao um problema dificil que nao pode ser
reduzido a uma discussao de situagoes de equilibrio.

3 Distribuicao de energia entre sistemas em equilibrio

Vamos discutir em grande detalhe a interacao térmica entre dois sistemas
macroscopicos A e A’. Denotamos as energias respectivas desses sistemas por
E e E'. Por conveniéncia, imaginamos as escalas de energia subdivididas em
intervalos pequenos iguais de magnitudes 0 E e JE’, respectivamente. Denota-
mos por (E) o nimero de estados de A entre E e E + JE, e por Y (E') o
ntimero de estados de A" entre E' e E' + 0F'.
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Fig. 6. Dois sistemas macroscépicos A e A’ em interacao térmica entre si.

Supomos que os sistemas nao sao termicamente isolados um do outro, de
modo que podem trocar energia. Os parametros externos dos sistemas sao
supostos fixos, logo a transferéncia de energia é na forma de calor. O sistema
combinado A®) = A4 A’ ¢ isolado e sua energia total £(°) é portanto constante.
A energia de cada sistema separadamente é, assim, nao constante, pois pode
trocar energia com o outro sistema. Supomos sempre que, quando falamos
de contato térmico entre dois sistemas, que a interagao entre os sistemas é
fraca, de modo que suas energias sao simplesmente aditivas. Podemos escrever
portanto,

E + FE' = EY = constante. (5)

Observagao. O Hamiltoniano, ou energia, H do sistema combinado pode ser
sempre escrito na forma,

H =H(A) +H(A) + Hine
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em que H(A) depende apenas das varidveis descrevendo A, H(A’) depende
apenas das variaveis descrevendo A’, e o termo de interacao H;,; depende das
variaveis dos dois sistemas. O tltimo termo H;,; nao pode ser zero, pois senao
os dois sistemas nao interagem, e nao haveria forma de trocarem energia e
chegarem ao equilibrio entre si. Mas a suposicao de interacao fraca é que H;py,
embora finito, é pequeno comparado com H(A) e H(A").

Supomos que os sistemas A e A’ estao em equilibrio um com o outro, e con-
sideramos um ensemble representativo dos sistemas. Entao a energia de A
pode ter uma grande faixa de valores possiveis, mas esses valores nao ocor-
rem de forma alguma com igual probabilidade. Supomos que A possui energia
E ou mais precisamente, uma energia entre ¥ e F + 0F. Entao a energia
correspondente de A’ é dada por,

E=FE9_E. (6)
O nimero de estado acessivei ao sistema inteiro A pode entdo ser consid-
erado como uma funcdo de um tnico parametro, a energia E do sistema A.
Denotamos por Q2 (E) o niimero de estados acessiveis a A) quando A pos-
sui energia entre F e E 4+ dFE. Nosso postulado fundamental afirma que em
equilibrio A® deve ter a mesma probabilidade de estar em qualquer um de
seus estados. Segue entdao que a probabilidade P(FE), de encontrar o sistema
combinado em uma configuracao em que A possui energia entre £'e K +J0FE, é
simplesmente proporcional ao niimero de estados Q) (E) acessiveis ao sistema
total A nessas circunstancias. Em sfmbolos podemos escrever,

P(E) = CQO(E), (7)

em que C' é uma constante de proporcionalidade independente de E.
Mais explicitamente, essa probabilidade pode ser escrita como,
Q(O)( E)

0f)

em que Q,ESQ denota o niimero total de estados acessiveis a A®). Obviamente,

Y

Q§22 pode ser obtida somando Q) sobre todos os estados possiveis de en-
ergia F do sistema A. Da mesma forma, a constante C' em (7) pode ser deter-
minada pela condicao de normalizacao,

> P(E)=1,

isto é, somando P(FE) sobre todos os estados de energia possiveis de A devemos
obter o resultado um. Portanto,
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Mas quando A possui energia E ele pode estar em qualquer um dos seus 2(E)
estados possiveis. Ao mesmo tempo A’ pode ter uma energia ' = E©) — E,
de modo que ele pode estar em qualquer um dos seus V'(E') = Q(E© — E)
estados possiveis. Como todo estado possivel de A pode ser combinado com
todo estado possivel de A’, para obtermos um estado diferente do sistema
total A segue que o nimero de estados diferentes acessiveis a A® quando
A possui energia E, é simplesmente dado pelo produto,

QOE)=QUE)Y(EY - E). (8)

Correspondentemente, a probabilidade (7) do sistema A possuir energia proxima
de F é dada por,

P(E) = CQUE)Y(E® - E). (9)

Ezemplo ilustrativo com nimeros muito pequenos. Consideremos dois sistemas
A e A’ com as caracteristicas mostradas na figura 4. Supomos que a energia
total £© do sistema combinado é, em unidades arbitrérias, igual a 15. Uma
situacao possivel, por exemplo, seria £ = 4 e E/ = 11. Nesse caso A poderia
estar em qualquer um dos seus dois estados possiveis, e A" em qualquer um
dos seus 40 estados possiveis. H4 entdo um total de Q(©2 x 40 = 80 diferentes
estados possiveis para o sistema combinado A + A’. Vamos enumerar sistem-
aticamente algumas das situagoes possiveis em uma tabela, quando a energia
total do sistema é E(©) = 15.

Supondo E = entio ' = Aqui Q(E)= e Q' (E')= Portanto Q) =

4 11 2 40 80
5 10 5 26 130
6 9 10 16 160
7 8 17 8 136
8 7 25 3 1)
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Fig. 7. Gréafico mostrando, no caso especial de dois sistemas muito pequenos
Ae A’ o nimero de estados (FE) acessiveis a A quando sua energia é F, e o
nimero de estados (Y (E’) acessiveis a A’ quando sua energia é E’. As energias
sao medidas em unidades arbitrarias.

Notemos que é mais provavel no ensemble encontrarmos o sistema combinado
em um estado em que A possui energia £ = 6 e A’ possui energia E' = 9.

Essa situagao é duas vezes mais provavel do que a situacao em que £ = 4 e
E' =11.

Vamos agora investigar a dependéncia de P(F) com a energia E. Como A e
A’ sao sistemas com muitos graus de liberdade, sabemos do capitulo 2 que
Q ~ & x Ef logo QE) e Y(E') sio funcdes crescentes extremamente
rapidas de seus respectivos argumentos. Assim, se consideramos a expressao
(9) como uma fun¢ao da energia crescente F, o fator Q(E) aumenta de forma
extremamente rapida, enquanto o fator '(E© — E) decresce de forma ex-
tremamente rapida. O resultado é que o produto desses dois fatores, isto é, a
probabilidade P(F) apresenta um maximo extremamente acentuado para um
valor particular £ da energia E. Entdo a dependéncia de P(E) com E deve
mostrar o comportamento geral ilustrado na figura 5, em que a largura A*E

da regiao em que P(FE) tem magnitude apreciavel é tal que A*E << E.
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Fig. 8. Ilustragao esquematica da dependéncia funcional da probabilidade
P(E) com a energia E.

Observagao. Mais explicitamente, se o niimero de estados mostra o comporta-
mento discutido no capitulo 2 como Q ~ ®f « B/, entdo Q < Ef e O o< E'f,
e (9) nos da,

InP~ flnE+ f'In(EY — E) 4 constante.

Entao In P mostra um maximo unico como uma fun¢ao de F, e esse maximo do
logaritmo corresponde a um méaximo muito pronunciado de P. Exceto para o
fato de que o maximo é enormemente agudo para esses sistemas macroscopicos,
em que §2 e € sdo fungdes da energia que variam de forma extremamente
rapida, a situagao é andloga ao exemplo simples discutido acima. Adiante
veremos uma estimativa mais quantitativa da largura A*E do méximo no
caso de sistemas macroscopicos.

Para localizar a posi¢ao do méximo de P(E), ou equivalentemente, do méximo
do logaritmo, precisamos calcular o valor £ = E, em que,

OlmP 10P 0

OE — POE
Escrevemos a relagao acima como uma derivada parcial, para enfatizar que
todos os parametros externos do sistema sao considerados constantes nesse
calculo. A razao para ser mais conveniente trabalhar com In P em vez de P,
é que o logaritmo é uma funcao de variacdo muito mais suave da energia F,

e envolve os numeros §2 e 2 como uma soma simples em vez de um produto.
Por (9),

(10)
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ImP(E)=InC+InQ(E)+InQ(E), (11)
em que £’ = E®) — E. Portanto (10) fica,

OlnQ(E) 0lnQ(E)
or + om Y

=0,

ou,

B(E) = B'(E"), (12)
em que F e E' sdo as energias correspondentes de A e A’ no maximo, e onde
introduzimos a definicao,

s(m) =25 (13)

com uma defini¢do correspondente para 3. A relacio (12) é a equacio que
determina o valor E onde P(FE) é maxima.

Por sua definicao, o parametro § tem dimensoes de reciproco de energia. E
conveniente introduzir um parametro adimensional T" definido por,

1
ET = -, (14)

g
em que k é uma constante positiva com dimensoes de energia, e cuja magnitude
pode ser escolhida de forma arbitraria. O parametro T é entao por (13) definido

como,

1 08
e 1
em que introduzimos a definicao,
S=kInQ. (16)

A quantidade S é chamada de “entropia”’. A condicao de maxima probabil-
idade P(FE) é entao, por (11), expressa como a condi¢do de que a entropia
total,

S + 5" = méximo. (17)

A condigao para que isso ocorra pode, por (12), ser escrita como,

T=T. (18)
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Observagao. Notemos que o niimero €) de estados acessiveis na faixa de energia
JE, e portanto também a entropia S = kIn €2 de (16) depende do tamanho 0FE
escolhido como intervalo pequeno de subdivisao da energia em uma dada dis-
cussao. A dependéncia de S é, contudo, bastante desprezivel para um sistema
macroscopico, e nao afeta o parametro (.

De fato, no capitulo 2 vimos que Q(F) = w(E)dE, isto é, Q(FE) é proporcional
adF, em que w(E) é a densidade de estados que é independente de §E. Como
dF é um intervalo fixo independente de E, segue de (13) que,

7= oE! o
que é independente de dE. Além disso, supomos que escolhemos em vez de
0F um intervalo de subdivisao de energia ¢*F. O ntimero correspondente de
estados Q*(F) entre F e E 4 §*F é dado entao por,

Inw+1ndFE) =

(19)

2 ()~ g

A entropia correspondente definida por (16) é entao,

S*=klnQ*=S+kln SE (20)
Vimos no capitulo 2 que InQ2 =~ O(f), logo S = kInQ é da ordem de kf,
em que f é o numero de graus de liberdade do sistema. Imaginemos entao
uma situagao extrema, em que o intervalo d E* é escolhido fantasticamente
diferente de  E, como diferindo por um fator tao grande como f, isto é, como
10%*. Entao o segundo termo no lado direito de (20) é no maximo da ordem
de kln f. Mas quando f é um ntumero grande, In f << f. Por exemplo, se
f=10% 1In f = 55, que certamente ¢ desprezivel comparado com f. O dltimo
termo em (20) é portanto completamente desprezivel comparado com S, de
modo que temos como excelente aproximacao,

S*=285.
O valor da entropia S = kIn€) calculado por (16) é entao essencialmente
independente do intervalo  E/ escolhido como subdivisao da escala de energia.

4 A aproximacao do equilibrio térmico

J4 observamos que o maximo exibido por P(E) na energia E = E ¢é extrema-
mente acentuado. Existe, portanto, uma probabilidade extremamente grande
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de, em uma situacao de equilibrio onde A e A’ estdo em contato térmico, o
sistema A possui energia E muito préxima de E, enquanto o sistema A’ tem
correspondentemente uma energia muito préxima de E© — E = E/. As re-
spectivas energias médias dos sistemas em contato térmico devem portanto ser
iguais a essas energias, isto ¢, quando os sistemas estao em contato térmico,

E=E e E=F. (21)

Consideremos a situacdo em que A e A’ estao inicialmente separados em
equilibrio e isolados um do outro, suas respectivas energias sendo muito proximas
de E; e E!. Suas respectivas energias médias sdo portanto £; = F; e E! = E!.
Os sistemas A e A’ sdo agora colocados em contato térmico, de modo que
podem trocar energia entre si. A situacao resultante é entao uma extrema-
mente improvavel, a menos que os sistemas inicialmente tenham energias
muito préximas a E e E’, respectivamente. A situacio tenders entdo a mudar
com o tempo, até que os sistemas atinjam energias médias Ef e Ef tais que,

Ey=FE e E}=F, (22)
de modo que a probabilidade P(F) se torna maxima. Por (12) os parametros
[ dos sistemas sao iguais, isto €,

em que,

Br = B(Ey) e By =B(E}).

A probabilidade final é maxima e assim nunca menor do que o valor original.
Por (11) essa afirmagao pode ser expressa em termos da definicao (16) da
entropia como,

S(Es) + S'(E}) > S(E;) + S'(E;) . (24)
Quando A e A’ trocam energia enquanto se aproximam do equilibrio final, sua
energia total é, obviamente, sempre conservada. Portanto,

Ef+E}:Ei+E£. (25)
Denotamos as variacoes de entropia dos sistemas por,

AS =8} -8 = 5<E;) s< ) . (26)
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Entao a condigao (24) pode ser escrita mais compactamente como,

AS+AS" >0. (27)

Da mesma forma, as variagoes de energia médias sao, por definicao, simples-
mente os respectivos calores absorvidos pelos dois sistemas. Portanto,

Q=E;—E;,
Q =FE} - E]. (28)

A conservagao da energia (25) pode entao ser escrita mais compactamente
como,

Q+Q =0. (29)
Portanto ' = —@Q, de modo que se ) é positivo entao )’ é negativo, e
vice versa. Um calor negativo absorvido é simplesmente calor cedido, e (29)
expressa o fato obvio que o calor absorvido por um sistema deve ser igual ao
calor cedido pelo outro sistema.

Por defini¢ao, chamamos o sistema que absorve calor o sistema “mais frio”, e
o sistema que cede calor o sistema “mais quente”.

Temos basicamente entao duas situagoes possiveis:

1. As energias iniciais do sistema podem ser tais que 3; = 3}, em que 3; = 3(E})
e B/ = B(E!). Entdao E; = E, e a condicio de méxima probabilidade (ou
entropia) ja é satisfeita. A equagao (27) se torna uma igualdade. Os sistemas
permanecem, portanto, em equilibrio. Também nao ha troca de energia, isto
é calor, entre os sistemas.

2. De maneira mais geral, as energias iniciais dos sistemas sao tais que 3; # ..
Entdo FE; # E e os sistemas estao em uma situacao muito improvavel de nao
equilibrio. A equagao é uma desigualdade (27). Essa situagdo entao mudard
com o tempo. Ocorre transferéncia de calor entre os sistemas até que a condigao
de maxima probabilidade, ou entropia, ¢ alcancada quando Ef = E e quando

B% = Bs.

5 Temperatura

Na secao precedente vimos que o parametro 3, ou equivalentemente T° =
(kB)~! possui as seguintes duas propriedades:
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1. Se dois sistemas em equilibrio separadamente sao caracterizados pelo mesmo
valor do parametro, entao os sistemas permanecerao em equilibrio quando
colocados em contato térmico.

2. Se os sistemas sao caracterizados por valores diferentes do parametro, entao
eles nao permanecerao em equilibrio quando colocados em contato térmico.

Além disso, supomos que temos trés sistemas A, B, C'. Sabemos que se A e
C permanecem em equilibrio quando colocados em contato térmico, entao
Ba = Pc. Da mesma forma, sabemos que se B e C' também permenecem
em equilibrio quando colocados em contato térmico, entao Bg = [c. Mas
entao podemos concluir que 54 = fg, de modo que os sistemas A e B per-
manecerao em equilibrio quando colocados em contato térmico. Chegamos
entao a seguinte afirmacao, algumas vezes conhecida como “lei zero da ter-
modinamica”:

Se dois sistemas estao em equilibrio térmico com um terceiro sistema, entdo
eles devem estar em equilibrio térmico entre si.

Essa propriedade faz possivel o uso de sistemas testes, chamados “termometros”,
que permitem medidas para decidir se quaisquer dois sistemas permenecerao
ou nao em equilibrio quando colocados em contato térmico entre si. Um
termometro como esse é qualquer sistema macroscépico M escolhido de acordo
com as seguintes duas especificagoes:

1. Entre os varios parametros macroscopicos caracterizando o sistema M, es-
colhemos um, que chamamos 6, que varia apreciavelmente quando M é colo-
cado em contato térmico com os varios sistemas a serem testados. Todos os
outros parametros macroscépicos de M sao mantidos fixos. O parametro 6,
que pode variar, é chamado o “parametro termométrico” de M.

2. O sistema M é escolhido ser muito menor, isto é, com um numero muito
menor de graus de liberdade, do que o sistema a ser testado. Isto é desejavel
para minimizar a possivel transferéncia de energia para os sistemas sob teste,
de modo a diminuir a perturbacao dos sistemas sob teste a um minimo.

Ezemplos de termometros.

a. Mercurio em um tubo de vidro. A altura do mercurio no tubo é tomada
como o parametro termométrico 5. Este é o familiar “termémetro de vidro
com mercurio”.

b. Gas em um bulbo, com o volume sendo mantido constante. A pressao

média do gas é tomada como o parametro termométrico 6. Este é chamado
um “termometro de gas a volume constante”.
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c¢. Gas em um bulbo, com a pressao mantida constante. O volume do gés é
tomado como o parametro termomeétrico 6. Este é chamado um “termometro
de gés a pressao constante”.

d. Um condutor elétrico mantido a pressao constante e percorrido por uma
corrente. A resisténcia elétrica do condutor é o parametro termométrico 6.
Este é chamado um “termometro de resisténcia”.

Fig. 9. Termometros de gas a volume constante e a pressao constante.

Um termometro M ¢é usado da seguinte maneira. Ele é colocado sucessiva-
mente em contato térmico com os sistemas sob teste, que chamamos A e B, e
permitimos que ainjam o equilibrio.

1. Se o parametro termométrico # do termometro M, como a altura da coluna
de mercurio do termometro de vidro com mercurio, possui o mesmo valor em
ambos os casos, sabemos que ap6s M atingir o equilibrio com A, ele permanece
em equilibrio apds ser colocado em contato térmico com B. Portanto a lei zero
nos permite concluir que A e B permanecerao em equilibrio se colocados em
contato entre si.

2. Se o parametro termométrico de M nao possui o mesmo valor em ambos os
casos, entao sabemos que A e B ndo permanecerao em equilibrio se colocados
em contato térmico entre si. Pois supomos que eles permanecem em equilibrio.
Entao, apés M atingir o equilibrio térmico com A, pela lei zero ele permanecera
em equilibrio quando colocado em contato térmico com B. Entao o parametro
f nao poderia mudar quando M é colocado em contato térmico com B.

Consideremos qualquer termometro M com qualquer parametro 6 escolhido
como parametro termométrico. O valor assumido por # quando o termometro
M atinge o equilibrio térmico com algum sistema A é, por definicao, chamado a
“temperatura” do sistema A com relacao ao particular parametro termométrico
6 do termometro particular M.

De acordo com essa definicao a temperatura pode ser um comprimento, uma
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pressao, ou qualquer outra quantidade. Notemos que, mesmo se dois termometros
diferentes possuem parametros com as mesmas dimensoes, em geral nao é ver-
dadeiro que eles possuirao o mesmo valor da temperatura para o mesmo corpo.
Além disso, se um corpo C' possui uma temperatura que é a metade do valor
entre as temperaturas dos corpos A e B, quando medidas por um termometro,
essa afirmacao nao é necessariamente verdadeira com respeito a temperatura
medida por algum outro termémetro.

Além disso, o conceito de temperatura arbitrario que definimos possui, de
acordo com nossa discussao, a seguinte propriedade fundamental e 1til:

Dois sistemas permanecerao em equilibrio quando colocados em contato térmico
entre si, se e somente se eles possuem a mesma temperatura, referida ao
mesmo termometro.

Notemos que se ¥(6) é qualquer fungao univoca de 6, entdo pode ser usada
como um parametro termométrico, bem como o préprio 6. A fungao (0)
também satisfaz a propriedade acima, e pode ser igualmente designada como
temperatura do sistema com respeito ao termometro particular escolhido para
a medida.

O conceito de temperatura que definimos é importante e util, mas é arbitrario
no sentido que a temperatura atribuida a um sistema depende de forma
essencial das propriedades peculiares do sistema particular M usado como
termometro.

Por outro lado, podemos explorar as propriedades do parametro § e usar o
parametro particular 55, do termometro M como seu parametro termométrico.
Sabemos entao que quando o termometro esta em equilibrio térmico com um
sistema A, entdo By = [4. O termoémetro mede entao, devido a (13), uma
propriedade fundamental do sistema A, a variacao da sua densidade de esta-
dos com a energia. Além disso, se usamos qualquer outro termometro M’, ele
também mostrara um valor Sy = 4 quando colocado em contato térmico
com o sistema A. Vemos entao que,

Se o parametro 8 € usado como um parametro termométrico, entao qualquer
termometro mostra a mesma temperatura quando usado par medir a temper-
atura de um sistema particular. Além disso, essa temperatura mede uma pro-
priedade fundamental da densidade de estados do sistema sob teste.

O parametro 3 é, portanto, um parametro particularmente util e fundamental.
A quantidade adimensional correspondente T' = (k3)~! é assim chamada a
“temperatura absoluta”. Mais tarde discutiremos procedimentos praticos para
encontrar valores numéricos de 3 e T' por medidas apropriadas.

Algumas propriedades da temperatura absoluta. Por (13) a temperatura abso-
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luta é dada por,

1 0lnQ

"= E
Vimos no capitulo 2 que Q(FE) é em geral uma fungdo rapidamente crescente
da energia F. Entao (30) mostra que, em geral,

(30)

B>0ouT>0. (31)

Observagao. Isso é vardade para sistemas ordinarios quando consideramos a
energia cinética das particulas. Esses sistemas nao possuem limite superior
para suas energias possiveis. Um limite inferior, é claro, sempre existe, o es-
tado fundamental de energia em mecanica quantica do sistema. E como vimos
no capitulo 2, (E) aumenta aproximadamente como E/, em que f é o niimero
de graus de liberdade do sistema. Situagoes excepcionais podem surgir, con-
tudo, quando nao queremos considerar os graus de liberdade translacionais
do sistema, como as coordenadas e os momentos, mas consideramos apenas os
graus de liberdade de spin. Nesse caso o sistema possui um limite superior para
sua energia possivel, por exemplo, todos os spins alinhados antiparalelos ao
campo, bem como um limite inferior, por exemplo, todos os spins alilnhados
paralelos ao campo. Correspondentemente, o nimero total de estados, inde-
pendente da energia, acessiveis ao sistema ¢ finito. Neste caso o numero de
estados de spin possiveis (y,;,(E) primeiro aumenta, da forma usual, com
a energia. Mas entao alcanga um valor maximo e entao diminui. Portanto é
possivel obter temperaturas absolutas de spin que sao negativas bem como
positivas.

Se desconsideramos esses casos excepcionais, em que sistemas possuem um
limite superior para sua energia total possivel, T' é sempre positiva e algumas
afirmagoes gerais podem ser feitas. No capitulo 2 vimos que a dependéncia
funcional de Q(FE) é aproximadamente dada por,

Q(E) x< BT,
em que f é o nimero de graus de liberdade do sistema, e a energia E é medida
com respeito a seu estado fundamental. Portanto,

InQ2 =~ fln E + constante.
Assim, quando E = E ~ E, obtemos,

_ OlnQ(E)

& oFE

~ é; , (32)
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KT ~ = . (33)

~ |

Dessa forma a quantidade kT é uma medida aproximada da energia média,
acima do estado fundamental, por grau de liberdade do sistema.

A condicao de equilibrio (12) entre dois sistemas em contato térmico afirma
que suas respectivas temperaturas absolutas devem ser iguais. Por (33) vemos
que essa condicao é aproximadamente equivalente a afirmacgao ébvia, que a
energia total dos sistemas interagentes é compartilhada entre eles de modo
que a energia média por grau de liberdade ¢ a mesma para ambos os sistemas.

Além disso, a temperatura absoluta T possui a propriedade geral de indicar
a direcao do fluxo de calor entre dois sistemas em contato térmico. Isso é
visto mais facilmente no caso em que uma quantidade infinitesimal de calor
Q@ é transferida entre dois sistemas A e A’, originalmente a temperaturas ini-
ciais ligeiramente diferentes §; e (.. Usando a notagao anterior, a condigao
que a probabilidade (11) deve aumentar no processo, ou equivalentemente, a
condigao (27) para a entropia, pode ser escrita como,

O Q(E;), - _ OomY(E) -, -,
i S 24 _ K. il S 24 —_ N>
5B (Ef — E;) + Byl (Ey —E})>0.

Usando a defini¢ao de 3 e as relagoes (28) temos,

(Bi—B)Q >0.

Portanto, se () > 0, entao,

T, <1T;,
se T; e T! sao positivas. Assim, calor positivo é sempre absorvido pelo sistema
com maior (3, e cedido pelo sistema com menor 3. Ou, no caso ordinario em
que as temperaturas absolutas sao positivas, calor é absorvido pelo sistema
com temperatura absoluta menor 7' e cedido pelo sistema com temperatura
absoluta maior 7. Como as expressoes “mais frio” e “mais quente” foram
definidas em termos da direcao do fluxo de calor, podemos dizer, no caso de
temperaturas absolutas positivas, que o sistema mais quente possui temper-
atura absoluta maior que o sistema mais frio. Veremos adiante que as mesmas
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conclusoes sao verdadeiras em situagoes em que uma quantidade finita de calor
¢ transferida.

6 Reservatorios térmicos

A interacao térmica entre dois sistemas é particularmente simples se um deles é
muito maior do que o outro, isto é, se possui um nimero muito maior de graus
de liberdade. Para sermos precisos, supomos que A’ denota o sistema maior
e A qualquer sistema relativamente menor com o qual ele pode interagir. O
sistema A’ é entao chamado de “reservatério térmico”, ou “banho de calor”,
com respeito ao sistema menor, se ele é tao grande que seu parametro de
temperatura permanece essencialmente constante, independente de qualquer
quantidade de calor )" que ele pode absorver do sistema menor. Em simbolos,
essa condicao afirma que A’ é tal que,

op’ /
5 E’Q << f. (34)
Aqui |0f'/OE'| é da ordem de '/E’, em que E’ é a energia média de A’
medida a partir do seu estado fundamental, enquanto o calor )" absorvido
por A’ é no méximo da ordem da energia média E do sistema pequeno A
acima do seu estado fundamental. De fato, supondo a dependéncia aproximada
Q x E'', segue para E' = E' que §' ~ (0lnQ'/OE'") ~ f'/E'. Portanto
0B’ JOE'| =~ f'/E™ ~ p'/E'. Assim esperamos (34) ser vélida se

£ 1
o <<1
isto é, se A’ é suficientemente grande comparado com A.

Notemos que o conceito de um reservatorio térmico é relativo. Um copo de
cha age aproximadamente como um reservatorio térmico com respeito a uma
fatia de limao dentro dele. Por outro lado, ele certamente nao é um banho
térmico com respeito a sala inteira. De fato, a relacao é oposta.

Se o sistema macroscépico A’ possui ' (E’) estados acessiveis e absorve calor
@' = AF’, podemos expressar a variacao resultante em In €)' como uma ex-
pansao de Taylor. Portanto,

. , o O\ ., 1[9*ImQ\
106

=4'Q" + 5

S PE Q%+ ... (35)
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em que usamos a definigdo (13). Mas se A’ age como um reservatoério de calor
de modo que (34) é satisfeita, entdo 5’ nao varia apreciavelmente, e termos de
ordem superior no lado direito de (35) sdo despreziveis. Entao (35) se reduz
a’?

Ql
kKT
O lado esquerdo expressa, pela definigao (16), a variagao de entropia do reser-
vatorio térmico. Portanto chegamos ao resultado simples que, se um reser-
vatério térmico na temperatura 7" absorve calor ()', sua variacao de entropia
resultante é dada por,

Y (E'+Q)-mQ(E)=p80Q =

(36)

/
AS" = —= | para um reservatério térmico. (37)

T/
Uma relacao semelhante vale para qualquer sistema que estd na temperatura
absoluta 7' = (k3)~!, e que absorve uma quantidade infinitesimal de calor
d () de algum outro sistema a uma temperatura ligeiramente diferente. Como
d Q) << E, em que F é a energia do sistema em consideragao, temos,

hmmE+dQ)—hmuE):a;g%ngzﬁdQ,

ou, como S = k1n{Q,

dQ
A
em que dS ¢é o aumento de entropia do sistema.

ds (38)

7 Estreiteza da distribuicao de probabilidade

Vimos que a probabilidade P(F) que A possui energia F possui um maximo
bastante acentuado. Vamos agora investigar mais quantitativamente quao
acentuado ¢ esse maximo.

Nosso método de abordagem ¢ idéntico ao usado no capitulo 1. Para investigar
o comportamento de P(E) préximo ao seu maximo F = E, consideramos a
fungao que varia de forma mais suave, In P(F) de (11), e a expandimos em
uma série de poténcia na diferenga de energia,

E—E. (39)

U
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Expandindo In Q(F) em uma série de Taylor em torno de E, obtemos,

~ 0In (2 1 (0*InQ) ,
em que as derivadas sdo calculadas em E = E. Usamos as abreviacoes,
dln ()

9?1nQ 0
= — = — —B ) (41)
OFE? oF
O sinal menos ¢ introduzido por conveniéncia, pois veremos adiante que a
derivada segunda é sempre negativa.

Com isso escrevemos (40) como,

InQ(E) = nQ(E) + 6y — ;)\nz—i-... (42)

Podemos escrever uma expressao correspondente para In Y (E") préximo de
E' = E'. Pela conservacao da energia, E' = E(©) — E, de modo que,

E —F =—(E-E)=—n. (43)
Analogamente a (42) obtemos entao,

1
mQ(E)=mmQ(E)+ 5 (—n) — 5)\'(—77)2 +... (44)
em que 3 e X' sdo os parametros (41), definidos correspondentemente para o
sistema A’, e calculados na energia £’ = E’. Somando (42) e (44),

n(E) (B')] = QB (B)] + (5 #)n — s+ Xy + .. (49)

No méaximo de Q(E)Q(E’) segue de (12) que f = ', de modo que o termo
linear em 7 se anula. Portanto (45) nos dé para (12) o resultado,

In P(E) =InP(E) — ;)\0772 :

ou,

P(E) = P(E)e 227 = P(E)e 2 (E-E)? (46)



com,

A=A+ N (47)
Notemos que Ay nao pode ser negativo, pois senao a probabilidade P(FE) nao
teria um maximo, isto é, o sistema combinado A©® nio atingiria uma situacao
final de equiliibrio bem definida, como fisicamente sabemos que deve acontecer.
Além disso, nem A nem )\ pode ser negativo. De fato, podemos escolher para
A’ um sistema com N << A. Nesse caso A & A\g, € como ja vimos que \g nao
pode ser negativo, segue que A > 0. Um raciocinio semelhante mostra que
A > 0. O sinal de igualdade corresponde a circunstancias excepcionais. Um
exemplo pode ser um sistema consistindo de uma mistura de gelo e agua em
equilibrio. A adicao de energia ao sistema resulta no derretimento de parte do
gelo, mas ndo muda o parametro de temperatura. Portanto A = —95/0F = 0.

A mesma conclusdo também segue do argumento que ordinariamente Q oc E7.
De fato, usando (41), obtemos de (32) que,

)\:—<—f>:f>0. (48)

A discussao precedente leva a observagoes interessantes. Vimos do comporta-
mento geral da densidade de estados dos sistemas interagentes, que a prob-
abilidade P(E) possui um méximo tnico em alguma energia E. Mostramos
agora mais especificamente que, para E nao muito longe de E, a probabilidade
P(FE) é descrita pela distribuigdo Gaussiana (46). Segue entao da expressao
geral de uma distribuicdo Gaussiana que a energia média £ é dada por,

E=E. (49)
Portanto a energia média de A é de fato igual & energia E, correspondente
a situacdo de mdxima probabilidade. Além disso, (46) mostra que P(FE) fica
desprezivel comparado ao seu valor maximo quando %)\O(E — E)? >> 1, isto

é, quando |E — E | >> A\ Y2 Em outras palavras, ¢ muito improvavel que a
energia de A se encontre fora da regiao £+ A*FE, com,

AE =)\ (50)

Supomos agora que A é o sistema com o maior valor do parametro A. Entao,
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i il

em que E é a energia média de A acima do seu estado fundamental. A largura
fracional do méximo em P(F) é entao dada por,

A'E ~

AE 1 (51)
E T

Se A contém um mol de particulas, f ~ N, ~ 10* ¢ A*E/E ~ 107'2.

Portanto a distribuicao de probabilidade possui de fato um maximo extrema-
mente acentuado, quando consideramos com sistemas macroscopicos contendo
muitas particulas. No nosso exemplo, a probabilidade P(E) se torna desprezivel
se a energia I difere do seu valor médio por mais de uma parte em 10'2. Esse
¢ um exemplo de uma caracteristica geral de sistemas macroscépicos. Como
o numero de particulas é muito grande, flutuagoes em qualquer parametro
macroscopico y, como a energia ou a pressao, sao geralmente despreziveis.
Isso significa que quase sempre observamos o valor médio y do parametro e
tende, portanto, a permanecer insensivel aos aspectos estatisticos do mundo
macroscopico. Apenas quando fazemos medidas muito precisas, ou quando
tratamos com sistemas muito pequenos, que a existéncia de flutuagoes se torna
aparente.

A condigdo A > 0 implica por (41) que,

2
_8 nQ 3B>07

A= T 9EZ

ou,

9 .
OF —
Usando 8 = (kT)™!, a condigao equivalente para T fica,

(52)

oBoT _ 1 or _
OTOE  KI?20E —
Portanto,

or
— >
aE_O, (53)

isto é, a temperatura absoluta de qualquer sistema aumenta com a energia.

A relagao (52) permite estabelecer a conexao geral entre a temperatura abso-
luta e a direcao do fluxo de calor. Na situacao de dois sistemas em contato
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térmico, como vimos anteriormente, supomos que inicialmente 5; # .. Se
o sistema A absorve calor positivo @, (52) implica que seu valor de § deve
diminuir. Ao mesmo tempo, o sistema A’ deve ceder calor, de modo que seu
valor de 3’ deve aumentar. Como 8 é uma funcao continua de E para cada
sistema, os valores de 8 dos sistemas mudam dessa forma continuamente, até
que eles alcancem o valor final comum J3¢. Devemos ter portanto By < f3; e
B > [;. Portanto 3; > f; e o calor positivo ) é absorvido pelo sistema com o
maior valor de 3. Correspondentemente, para temperaturas absolutas positi-
vas, calor positivo é absorvido pelo sistema com menor temperatura absoluta

T.

A afirmacao relativa a T é restrita a casos ordinarios de temperaturas positivas,
pois do contrario 7' nao é uma fungao continua de E. De fato, para sistemas
de spin com um limite superior para a energia possivel, {2 possui um maximo,
e portanto 3 passa continuamente pelo valor 8 = 0. Mas entao, T' = (k3)~*
varia salta de +00 para —oo.

Observagao sobre o nimero total de estados acessiveis. E de algum interesse
calcular o nimero total de estados Q§SZ acessivel ao sistema inteiro A®. Como
a distribuicao de probabilidade é tao acentuada em torno do seu valor maximo,
praticamente todos os estados estao em uma regiao de largura A*E = A\, 12
em torno de E. Como a densidade de estados préximo a E = E 6 igual a

Q(O)(E) /OE, o nimero total de estados é aproximadamente dado por,

(0) .
00 ~ ) pvpg = KQO(E), (54)
SE
com,
A*E
K=—.
SE (55)
Por (54) segue que,
QY =mQOE)+ InK ~InQO(E). (56)

O 1ltimo resultado é verdadeiro em excelente aproximacao porque In K é ex-
tremamente desprezivel comparado com as outras quantidades. Essa é outra
consequéncia marcante do fato de estarmos tratando com niumeros muito
grandes. A razao é que, nao importa qual a subdivisao do intervalo de energia
escolhemos, o nimero K em (55) certamente nao é muito maior do que f, e
f pode ser da ordem do ntimero de Avogadro N,. Portanto In K é da ordem
de In f ou menos. Por outro lado, vimos no capitulo 2 que InQ2 ~ O(f). Mas
quando f é grande, por exemplo, f ~ N, ~ 10*, f >> In f (10** comparado
com apenas 55). Portanto In K é completamente desprezivel comparado com
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InQ(F). A relagao (56) afirma que a distribuigao de probabilidade é tao acen-
tuada em torno do seu maximo que, para o calculo de logaritmos, o nimero
total de estados é igual ao nimero maximo de estados. Disso também segue
que, em analogia com (17), definimos a entropia total de A© em termos do
nimero total de seus estados acessiveis, de modo que,

SO = kY.

Portanto,

SO = kI QO(E) = kIn[Q(E)Y(E")] = kInQ(E) + kIn Q' (E'),

ou,

SO = S(F)+ S'(E). (57)

Entao a entropia como definimos possui a propriedade aditiva simples acima.

8 Dependéncia da densidade de estados com os parametros exter-
nos

Agora que examinamos em detalhe a interagao térmica entre sistemas, vamos
retornar ao caso geral em que interagao mecanica também pode ocorrer, isto
é, em que os parametros externos dos sistemas podem variar. Comegamos
portanto investigando como a densidade de estados depende dos parametros
externos.

Por simplicidade, consideramos a situagao em que apenas um unico parametro
externo x do sistema pode variar. A generalizacao para o caso em que ha
varios desses parametros é imediata. O nimero de estados acessiveis ao sistema
com energia entre £ e E + 0F, depende do valor particular tomado por esse
parametro externo, e denotaremos por Q(F,x). Queremos examinar como {2
depende de .

Quando x varia por uma quantidade dx, a energia E,.(z) de cada microestado
r varia por uma quantidade (OE,/0z)dx. As energias de diferentes estados
sdo, em geral, alteradas por diferentes quantidades. Denotamos por Qy (F, x)
o numero de estados com energia entre £ e E 4+ 0F, quando o parametro
externo tem o valor z, e sdo tais que sua derivada OFE,/0z possui um valor
entre Y e Y 4+ 9Y. O numero de estados é entao dado por,

30



Q(E,x) = Z Qy(F,x), (58)
Y
em que a soma é sobre todos os estados possiveis de Y.

Consideremos uma energia particular £. Quando o parametro externo varia,
alguns estados que originalmente tinham energia menor do que F, terao en-
ergia maior do que F, e vice versa. Qual é entao o niimero total de estados
o(E) cuja energia varia de um valor menor do que F para um valor maior do
que E, quando o parametro varia de z a x + dx? Os estados para os quais
OFE, /Ox possui o valor particular Y, varia sua energia por uma quantidade
infinitesimal Y dx. Portanto todos esses estados com energia Ydz abaixo de
modificarao sua energia de um valor menor do que E para um valor maior do
que E (ver fig....). O nimero 0)Y (E) desses estados é entao dado pelo niimero
por unidade de energia multiplicado pelo intervalo de energia Y dz, isto é, por,

Qy(E, QZ’)

o (B) =55

Yz . (59)

.. ‘I‘ Yix

Fig. 10. Area indicando a faixa de energia ocupada por estados com um valor
de OF,/0x =Y, cuja energia varia de um valor menor que E para um valor
maior que E, quando o parametro externo varia de x a x + dx.

Diferentes estados possuem sua energia mudada por diferentes quantidades
Ydz (positivo ou negativo). Portanto, o nimero total de estados o(FE) cuja
energia varia de um valor menor que F para um valor maior que E, é dado
somando (59) sobre todos os possiveis valores de OF,/Jx =Y, assim,

Qy E x) Q(E, )

= Z oy (E) Z ——YVdr = —~Ydzr, (60)
v v oF
em que usamos a defini¢ao,
V= L S auEa)Y (61)
- Q(E) [E) % Y Y Y

que é o valor ,édio de Y sobre todos os estados acessiveis, cada estado sendo

considerado igualmente provavel. O valor médio assim definido é, obviamente,
uma fungao de E e z, isto é, Y = Y (F,z). Como Y = 0FE,/Jx, temos,
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OE,
ox
em que X é, por definicdo (cap. 2), a forca média generalizada conjugada ao
parametro externo x.

Y =

=X, (62)

Consideramos agora o nimero total de estados Q(E, z) entre E' e E+JF (fig....)
Quando o parametro varia de x a x + dx, o nimero de estados nessa faixa
de energia varia por uma quantidade [0Q(E,x)/0z|dx, que deve ser devido
ao numero de estados que entram nessa faixa, que tem sua energia mudada
de um valor menor que F para um valor maior que F, menos o numero de
estados que deixam essa faixa, com sua energia variada de um valor menor
que F + 0 F para um valor maior que £+ JFE. Em simbolos podemos escrever,

UE,z) , 0o
5 dv =0(FE) —o(E +0FE) = aEﬁE.

Usando (60) temos,

o0 9

I = —a—E(QY), (63)

ou,

o} = )%

T gtsé
T €

Fig. 11. O numero de estados na regiao acima varia quando o parametro
externo varia, porque estados entram e deixam essa faixa de energia.

Dividindo os dois lados por €2,

dlnQ (9an}—/ @

or  OE OF

Para um sistema grande, o primeiro termo do lado direito é da ordem de
(f/E)Y, pois temos aproximadamente 2 oc E/. Por outro lado, o segundo

(64)
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termo do lado direito é apenas da ordem de Y /OE =~ Y /E, e é portanto
menor que o primeiro termo por um fator f. Para sistemas macroscopicos em
que f é da ordem do niumero de Avogadro, o segundo termo no lado direito é
entdo desprezivel. Portanto (64) é, em excelente aproximagao,

0ln 0ln Q) - _
or  OF Y =p8X, (65)

em que usamos (62) e a definigao (13) do parametro de temperatura f.

Quando ha varios parametros externos z, . . ., Z,, de modo que Q@ = Q(F, z1, ..., z,),
a relacao acima é valida para cada um deles. Obtemos entao para cada parametro
externo x, e sua correspondente forca generalizada média X, a relacao geral,

0lnQ _
5n = 0. (66)

9 Equilibrio entre sistemas interagentes

Consideremos dois sistemas A e A" que podem interagir trocando calor e real-
izando trabalho um sobre o outro. Um exemplo especifico pode ser a situacao
mostrada na figura ..., como vimos no capitulo 2. O pistao ¢ livre para se mover
e é capaz de conduzir calor. O sistema A possui energia F e é caracterizado
pelos parametros externos 1, ..., x, que podem variar. Da mesma forma, A’
possui energia E’ e é caracterizado pelos parametros externos z/,...,z/. O
sistema combinado A® = A + A’ é isolado. Portanto,

E + E' = E = constante. (67)

A energia E' de A’ é entao determinada se a energia £ de A é conhecida.
Além disso, se A e A’ podem interagir mecanicamente, isso implica que os
parametros x’ sao fungoes dos parametros .

Exemplo. Na figura ..., o gas é descrito por um parametro externo z, seu
volume V. Da mesma forma, o gias A’ é descrito pelo seu volume V'. Mas
enquanto o pistao se move, o volume total permanece constante, logo,

V 4+ V' =V = constante. (68)
O niimero total de estados acessiveis a A é entdo uma funcao de E e dos

parametros z,(«a = 1,...,n). Novamente Q(O)(Ei X1,...,T,) terd um maximo
bastante acentuado para alguns valores £ = F e r, = T,. A situacao de
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equilibrio corresponde entao a de maxima probabilidade, em que praticamente
todos os sistemas A© possuem valores de F e z, muito préximos de F e Z,.
Os valores médios dessas quantidades em equilibrio sedo entéo iguais a E = E
€Ty = Ty

Processos quase-estdticos infinitesimais. Consideremos um processo quase-
estatico no qual o sistema A, em virtude da sua interacdo com o sistema
A’ é levado de um estado de equilibrio descrido por E e Z,(a = 1,...,n),
para um estado de equilibrio infinitesimalmente diferente descrito por £+ dFE

e Ty + dz,. Qual é a variacao resultante no nimero de estados €2 acessivel a
A?

Como Q2 = Q(E;zy,...,x,), podemos escrever para a variagdo resultante em
In Q2 o resultado puramente matematico,

olnQ) - " 0lnQ)
dlnQ) = ——dF
. OF +a¥1 0z,

Usando a relac¢ao (66), podemos escrever,

dz., . (69)

dlnQ = B(dE + zn: X,dz,) . (70)

a=1

Pela relagao do capitulo 2,

awW =Y X,dz,, (71)
a=1
podemos escrever,
dInQ = BdE +dW) = BdQ, (72)

em que usamos a definicao do calor infinitesimal absorvido por A, conforme
vimos no capitulo 2. A equacao acima é uma relacao fundamental valida para
qualquer processo infinitesimal quase-estético. Por (14) e (16) podemos escr-
ever,

dQ=TdS =dE +aw, (73)
ou equivalentemente,
aQ
ds =—-. 74
= (74)
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Portanto a relacao (38) permanece valida mesmo se os parametros externos
do sistema variam quase-estaticamente. Notemos que no caso especial em que
o sistema é termicamente isolado, isto é, quando o processo é “adiabético”, o
calor absorvido d @ = 0 e (74) afirma que,

ds=0. (75)

A relacao acima mostra que S, ou In{2, ndo varia mesmo se os parametros
externos sao variados quase-estaticamente por uma quantidade finita. Portanto
temos o resultado importante que,

Se os parametros externos de um sistema termicamente isolado variam quase-
estaticamente por qualquer quantidade, AS = 0.

Portanto a realizagao de trabalho quase-estatico varia a energia de um sistema
termicamente isolado, mas nao afeta o nimero de estados acessiveis a ele. De
acordo com a discussao no capitulo 3, um processo desse tipo é entao reversivel.

E importante enfatizar que mesmo se um sistema é termicamente isolado, de
modo que nao absorve calor, sua entropia aumenta se 0s processos que ocorrem
nao sao quase-estédticos. Por exemplo, cada sistema total A© é termicamente
isolado nos trés primeiros exemplos vistos nesse capitulo, mas o nimero de
estados acessiveis a eles, e portanto sua entropia, aumenta.

Condicoes de equilibrio. Consideremos o equilibrio entre os sistemas A e A’ no
caso simples em que os parametros externos sao os volunes V e V'’ dos dois
sistemas. O ntiimero de estados acessiveis ao sistema combinado A©® é, como
em (9), dado pelo produto simples,

QOUE, V) = QB V)X(E V"), (76)
em que E’ e V' sao relacionados a F e V por (67) e (68).

Tomando logaritmos de (76) obtemos,

mQ® =mmQ+mIngQ, (77)

ou,

SO =519 (78)

O valor méximo de Q) ou S© é entdo determinado pela condicao que,

dnQ©® =d(nQ+1nQ) =0, (79)
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para variagoes arbitrarias dF e dV. Mas,

J0In 0ln )

dlnQ) = dE dV = BdE + pd
em que usamos (65) e a forga generalizada X = —(0E,/0V) é, usando a
relacdo (cap. 2),
__9E
Pr = oV

a pressao média p exercida por A. Semelhantemente, temos para A’

dinQY = p'dE" + p'p'dV' = —p'dE — p'p'dV (81)
pois as condigoes de conservacao (67) e (68) implicam que dE" = —dE ¢
dV' = —dV. Entao a condigao de méxima entropia (79) fica,

(8= B)dE + (Bp — B'P')dV = 0. (82)

Como essa relacao deve ser satisfeita para valores arbitrarios de dE e dV/,
segue que os coeficientes de ambas as diferenciais deve se anular,

5_5/:07
Bp— 8D =
ou,
B=p,
p=1p". (83)

Como esperado, essas condicoes simplesmente afirmam que as temperaturas
dos sistemas devem ser iguais, para garantir seu equilibrio térmico, e que suas
pressoes médias devem ser iguais para garantir seu equilibrio mecanico.

Como um exemplo particularmente simples, consideramos a interagao mecanica
de um sistema A com um equipamento puramente mecanico A’, cuja energia
E’ é uma fungado apenas de um parametro externo z. A situacdo pode ser
ilustrada na figura ..., em que A’ é uma mola cujo alongamento é medido pela
distancia 2. O nimero total Q© de estados acessiveis ao sistema A + A’ é
entdo simplesmente proporcional ao nimero de estados Q(F, x) acessiveis a
A. Mas se a energia total constante é E©), a energia de A é,

E=FEY — E'(x), (84)
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e é portanto uma funcao de x. Se x € livre para se ajustar, ele tenderd a mudar
até que o sistema se aproxime de uma situagao de equilibrio em que €2 é um
maximo, isto é,

ian(E,m) =0.

Isso significa que,

31119@ 0ln B

OB ox " ox
Por (84) e (66) temos,
oL’ _
ox
ou,
. OF
X = :
ox

Essa condicao afirma simplesmente que no equilibrio a forca média X exercida
pelo gas A deve ser igual a forga OF'/0x exercida pela mola.

[

X

Fig. 12. Um gés interagindo com uma mola A’ através de um pistao movel.

10 Propriedades da entropia

Entropia e diferenciais exatas. No capitulo 2 discutimos o fato de o calor
infinitesimal @ @) ndo ser um diferencial exato. A relacao (74) estabelece, con-
tudo, o seguinte resultado importante: Embora o calor @ () absorvido em um
processo infinitesimal quase-estatico nao é uma diferencial exata, a quantidade
dQ/T = dS obtida dividindo d () pela temperatura absoluta 7" do sistema é
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uma diferencial exata. Isto é assim porque a entropia S é uma funcao car-
acteristica de cada macroestado do sistema, e dS ¢é simplesmente a diferenca
entre duas dessas funcgoes para macroestados adjacentes.

Observagao. Se a multiplicacao por um fator converte uma diferencial inexata
em uma diferencial exata, entao esse fator é em terminologia matematica um
“fator integrante” para a diferencial inexata. Podemos dizer que a temperatura
absoluta T é caracterizada pela propriedade que T~ é um fator integrante
para d ().

Segue que, dados dois macroestados quaisquer ¢ e f de um sistema, a diferenca
de entropia entre eles pode ser escrita como,

Sf—si:/de:/fdQ, (85)
A eq,i T

em que usamos (74) na ultima integral. A notacao “eq” significa “equilibrio”,
para enfatizar explicitamente o fato que a integral deve ser calculada para
qualquer processo no qual o sistema passa de maneira quase-estdtica por uma
sequéncia de situagoes proximas do equilibrio, do macroestado inicial para o
macroestado final. A temperatura no integrando é entao definida para todos
as etapas do processo. Como o lado esquerdo de (85) se refere apenas aos
macroestados inicial e final, segue que a integral no lado direito deve ser in-
dependente de qualquer processo quase-estatico particular de 7 a f, escolhido
para calcular a integral. Em simbolos,

I a
/ aq ¢ independente do processo. (86)

q,t

Ezemplo. Consideremos os dois processos quase-estaticos indicados pelas lin-
has solida e tracejada, no diagrama pV mostrado na figura ..., como vimos no
capitulo 2. A integral fif d () que nos dé o calor total absorvido de 7 a f, é
diferente quando calculada para os dois processos. Mas a integral fif (@Q/T)
terd o mesmo valor quando calculada para esses processos.

Vamos ver explicitamente como essa integral deve ser calculada. Em qualquer
estdgio do processo, o sistema é caracterizado por um certo valor de V' e o
valor correspondente de p mostrado no grafico. Essa informacgao é adequada
para determinar a temperatura definida 7' para esse macroestado do sistema.
Para irmos a um valor adjacente de V', uma quantidade de calor @) é ab-
sorvida. Portanto conhecemos 1" e @ (), e podemos somar todas as quantidades
sucessivas d () /T, enquanto aumentamos o valor de V; para V.

Implicagoes da definicao estatistica de entropia. Em (16) definimos a entropia
em termos do nimero €2 de estados acessiveis na regiao entre F e £+ JFE pela
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relagao,

S=klnQ. (87)

E importante notar que, se o macroestado de um sistema é especificado, isto
é, se conhecemos os parametros externos e a energia E do sistema, entao o
nimero €2 de estados acessiveis ao sistema é completamente determinado se o
sistema ¢ discutido em termos de mecanica quantica. Portanto a entropia S
possui, por (87), um valor tnico calculado do conhecimento da constitui¢ao
microscopica do sistema. Além disso, o valor de S é certamente tinico para uma
dada escolha do intervalo de subdivisao da energia J . Também mostramos
no fim da seca o 3 que o valor da entropia também ¢é bastante insensivel a
escolha exata da magnitude de JF.

Observagao. A iltima afirmacao ndo sera verdadeira se o sistema é descrito
em termos de mecanica classica. Se o sistema possui f graus de liberdade, o
espaco de fase é subdividido, como vimos no inicio do capitulo 2, em células
de volume arbitrario h{; . O numero total de células, ou estados, acessiveis ao
sistema, é entao obtido dividindo o volume acessivel do espaco de fase, contido
entre as energias E e F + 0 FE pelo volume por célula. Entao,

1
52247/.”/dm.”myﬁn”¢mh
hi

ou,

A9:k1n</“./d%.“my@n”.@y)—kfhﬁm. (88)

Essas relacoes mostram que 2 depende de maneira essencial do tamanho das
células em que subdividimos o espaco de fase. Correspondentemente, S contém
uma constante aditiva que depende do tamanho da célula. Em uma descrigao
classica o valor da entropia portanto nao é inico, mas é definido com uma con-
stante aditiva arbitraria. O que acontece efetivamente em mecanica quantica
¢é que existe uma unidade natural do tamanho da célula, de acordo com a qual
ho deve ser igual a constante de Planck. A constante aditiva se torna entao
univocamente determinada.

Comportamento limite da entropia. A medida que passamos para energia
menores, todo sistema descrito pela mecanica quantica se aproxima do menor
valor possivel da energia Ejy do estado fundamental. Correspondendo a essa
energia existe usualmente apenas um estado possivel do sistema, ou pode haver
um numero comparativamente pequeno desses estados, todos com a mesma
energia Fjy. Dizemos nesse caso que o estado fundamental é “degenerado”. Se
consideramos energia um pouco maiores do que Fjy, o nimero de estados Q(E)
aumenta muito rapidamente, como vimos no capitulo 2. Temos 2 oc (E— E)/,
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se f é o numero de graus de liberdade do sistema. A dependéncia geral de In €2
com a energia F do sistema é esquematicamente como na figura ...

I NLLE)

—
Eo €

Fig. 13. Comportamento de In Q(FE) para energias E > Fy. Notemos que [, a
inclinagao da curva, se torna muito grande para F — FEj, e que 03/0E < 0.

Sempre que a energia do sistema é significativamente maior do que a energia
do estado fundamental Ej, sua entropia S é da ordem de k1n €2, e pela relacao
InQ ~ O(f), como vimos no capitulo 2, da ordem de kf. A medida que sua
energia se aproxima de Ejp, o numero de estados Q(FE) dentro do intervalo 0 E
diminui rapidamente, tornando-se um nimero da ordem de f ou menor, pois
o estado fundamental consiste de apenas um estado, ou no maximo de um
numero relativamente pequeno de estados. Mas entao S = kIn () se aproxima
de um nimero da ordem de k1In f ou menor, que é bastante desprezivel com-
parado a magnitude k£ f da entropia em energias altas. Podemos afirmar entao
com excelente aproximacao, que a entropia se aproxima de zero a medida que
o sistema se aproxima da energia do estado fundamental. Em simbolos,

S — 0 quando E — Ej. (89)

Observagao. Notamos novamente que a base quantica para a validade da dis-
cussao acima. Na estrutura da mecanica classica nao hé uma situagao de menor
energia com um numero de estados pequeno associado definido.

Esse comportamento limite de S pode ser também expresso em termos da tem-
peratura do sistema. Sabemos de (53) que 98/0F < 0, ou equivalentemente
que T /OE > 0. Segue que, a medida que E diminui para Ey, § aumenta e se
torna muito grande, enquanto T = (k3)~! diminui e se torna muito pequeno.
No caso limite T" — 0, E deve se aproximar do valor E, do estado funda-
mental. Por (89), a entropia deve entao se tornar desprezivelmente pequena.
Portanto,

S — 0 quando T'— 0. (90)

Ao aplicarmos (90) a situagoes de interesse experimental devemos, como é
usual, estar certos de que argumentos de equilibrio sao aplicaveis ao sistema
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em consideragao. Em temperaturas muito baixas devemos ser cuidadosos,
pois a welocidade de obtencao do equilibrio pode ser bastante baixa. Outra
questao pratica é como a situagao limite 7" — 0 pode ser alcancada. Em out-

ras palavras, quao pequena deve ser a temperatura para podermos aplicar
(90)?

S6 é possivel responder essa questao conhecendo algo sobre o sistema partic-
ular em consideracao. Um caso bastante frequente é quando os nucleos dos
atomos do sistema possuem spins nucleares. Se levamos um sistema desse tipo
até temperaturas suficientemente baixas Ty, a entropia, ou o nimero de es-
tados, associada com os graus de liberdade nao envolvendo spins nucleares,
pode se tornar bastante pequena. O numero de estados 2, correspondente
as possiveis orientagoes dos spins nucleares pode ser muito grande, de fato
tao grande quanto a temperaturas muito altas. A razao é que os momentos
magnéticos nucleares sao bastante pequenos. Interagoes afetando a orientagao
do spin de um nucleo sao portanto bastante pequenas. Assim, cada spin nu-
clear é ordinariamente orientado de forma completamente aleatéria, mesmo a
temperaturas tao baixas como Tj.

Supomos, por exemplo, que o sistema consiste de atomos com spin nuclear
1/2, como um sistema de atomos de prata. Cada spin pode ter duas ori-
entagoes possiveis. Se as interacoes independentes do spin sao muito pequenas,
essas duas orientacoes nao diferem significativamente em energia, e cada spin
pode apontar com a mesma probabilidade para cima ou para baixo, “up” ou
“down”. Se ha N ntcleos no sistema, ha entdo €, = 2V possiveis estados de
spin acessiveis ao sistema, mesmo em uma temperatura tao baixa quanto Ty.
Apenas em temperaturas muito menores do que Tj as interagoes envolvendo
spins nucleares se tornam importantes. Por exemplo, a situacao em que todos
os spins nucleares estdo alinhados paralelamente (“ferromagnetismo nuclear”)
podem ter energia ligeiramente menor que outras orientacoes de spin. O sis-
tema entao, se atinge o equilibrio, nessa temperatura T' <<< Ty, fica neste
estado onde todos os spins estao alinhados.

No caso em discussao, em que sabemos que os spins nucleares estao alinhados
aleatoriamente em uma temperatura tao baixa como Tj, e nao se afastam
dessa configuracao aleatéria até que a temperatura fica muito menor do que
Ty, podemos fazer ainda uma afirmacao 1til. Podemos afirmar que a medida
que T diminui para Ty, a entropia se aproxima de um valor Sy que é dado
simplesmente pelo nimero de orientagoes possiveis do spin nuclear, isto é,
So = k1In ;. Em simbolos temos o resultado,

S — Sy quando 7" — 0y . (91)

Aqui T — 0, denota uma temperatura limite que é muito pequena, mas
grande o suficiente para que os spins permanecam orientados aleatoriamente.
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Além disso, Sy é uma constante definida que depende apenas do tipo de
nicleos atomicos que compoem o sistema, mas é completamente independente
de quaisquer detalhes sobre os niveis de energia do sistema. Podemos dizer,
resumidamente, que Sy ¢ independente de todos os parametros do sistema
no sentido geral, isto é, independente do arranjo espacial dos atomos ou das
interagoes entre eles. A relagao (91) é 1til porque pode ser aplicada a temper-
aturas que nao sao proibitivamente baixas.

11 Leis termodinamicas e relagoes estatisticas basicas

A discussao desse capitulo é baseada nos postulados estatisticos fundamentais
da segao 3 do capitulo 2. Elaboramos alguns detalhes e vimos varios exemplos
ilustrativos para ganharmos familiaridade com as principais propriedades de
sistemas macroscépicos. As principais ideias sao, contudo, bastante simples.
A maioria delas estd mostrada nas secoes 1, 3 e 9. A discussao desse capitulo
contém todos os resultados fundamentais da termodinamica classica, e todos
os resultados essenciais da mecanica estatistica. Vamos agora resumir esses
resultados na forma de afirmacoes bastante gerais e reuni-las em duas cat-
egorias. A primeira delas consiste de afirmacOes puramente macroscopicas,
que nao fazem nenhuma referéncia as propriedades microscopicas dos sis-
temas, isto é, as moléculas que o formam. Chamamos essas afirmagoes de
“leis termodinamicas”. A outra classe de afirmacoes se refere as propriedades
microscopicas dos sistemas, e sao chamadas de “relagoes estatisticas”.

Leis termodinamicas. A primeira afirmagao foi discutida na segao 5.

Lei zero: Se dois sistemas estao em equilibrio térmico com um terceiro sistema,
eles devem estar em equilibrio térmico entre si.

A proxima afirmacao expressa a conservagao da energia, discutida na se¢ao 8
do capitulo 2.

Primeira lei: Um macroestado de equilibrio de um sistema pode ser caracter-
izado por uma quantidade F, chamada “energia interna”, com a propriedade
de que, para um sistema isolado,

E = constante. (92)

Se o sistema pode interagir e passa portanto de um macroestado para outro,
a variacao resultante em E pode ser escrita na forma,

AE=-W+Q, (93)
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em que W é o trabalho macroscépico feito pelo sistema como resultado da
varia¢ao nos parametros externos. A quantidade @, definida por (93), é chamada
o “calor absorvido pelo sistema”.

Em seguida fomos levados a introduzir a entropia S, que possui as propriedades
simples discutidas nas se¢oes 1 e 9. Obtemos portanto os seguintes resultados:

Sequnda lei: Um macroestado de equilibrio de um sistema pode ser carac-
terizado por uma quantidade S, chamada “entropia”, com as seguintes pro-
priedades.

a. Em qualquer processo no qual um sistema termicamente isolado passa de
um macroestado para outro, a entropia tende a aumentar, isto é,

AS>0. (94)

b. Se o sistema nao é isolado e sofre um processo infinitesimal quase-estatico,
no qual absorve calor @ (), entao,

dQ

T )
em que 1" é uma quantidade caracteristica do macroestado do sistema. Chamamos
T a “temperatura absoluta” do sistema.

ds = (95)

Finalmente, hd uma tltima afirmagao baseada em (91).

Terceira lei: A entropia S de um sistema possui a propriedade limite de que,

S — Sp quando T — 0., (96)

em que Sy € uma constante independente de todos os parametros do sistema
particular.

Notemos novamente que as quatro leis acima sao completamente macroscépicas
no seu contido. Introduzimos trés quantidades, £, S, T, que sao definidas para
cada macroestado do sistema, e fizemos algumas afirmagoes sobre as pro-
priedades dessas quantidades. Mas em nenhum lugar nessas quatro leis fize-
mos qualquer referéncia explicita a natureza microscopica do sistema, como
as moléculas que compoem o sistema e as interagoes entre elas.

Relagaoes estatisticas. Temos primeiro a relacao geral (16),

S=knQ. (97)
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Essa relacao relaciona as quantidades nas leis termodinamicas com o con-
hecimento microscépico do sistema. De fato, se conhecemos a natureza das
particulas que constituem o sistema, e as interagoes entre elas, podemos em
principio usar as leis da mecanica para calcular os estados quanticos possiveis
do sistema e entao calcular (2.

Além disso, podemos usar o postulado estatistico fundamental da secao 3 do
capitulo 2, para fazer afirmagcoes sobre a probabilidade P de encontrar um sis-
tema isolado em uma situagao caracterizada por certos parametros yi, ..., Yn.
Se o numero correspondente de estados acessiveis é €2, entao em equilibrio,

P ox Qo ek (98)

Um grande ntimero de conclusoes segue das afirmagoes puramente macroscépicas,
que chamamos de leis da termodinamica. De fato, a disciplina inteira da ter-
modinamica classica supoes essas leis como postulados basicos, e entao deduz
suas consequéncias em uma discussao macroscopica, que nunca se refere a de-
scrigao microscopica da matéria em termos de atomos ou moléculas. A abor-
dagem ¢ suficientemente produtiva para dar origem a um grande nimero de
resultados importantes. Vamos discuti-los adiante, particularmente no capitulo
5. Essa abordagem também foi historicamente a primeira, pois surgiu em um
contexto em que a constituicao atomica da matéria ainda nao era conhecida ou
suficientemente entendida. Se usamos a informacao microscdpica e a mecanica
estatistica para calcular €2, o poder de predicao é, obviamente, tremendamente
aumentado. Nao apenas podemos calcular quantidades termodinamicas de
primeiros principios usando (97), mas podemos também calcular probabil-
idades e as flutuagoes de quantidades em torno de seus valores médios. A
mecanica estatistica é entao a disciplina mais inclusiva, que abrange toda a
termodinamica classica. Para enfatizar esse fato algumas vezes a chamamos
“termodinamica estatistica”.

12 Calculo estatistico de quantidades termodinamicas

E importante mostrar explicitamente como um conhecimento do nimero de
estados @ = Q(E;xy,...,x,) de um sistema permite calcular importantes
quantidades macroscopicas caracterizando o sistema em equilibrio. A quan-
tidade €2 é uma funcao da energia do sistema em consideragao, e dos seus
parametros externos. As relagoes de interesse particular sao (13) e (66),

18I0
e X, — LOln& (99)

B 0lnQ 1
B B Oz,

b oF
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Essas relacoes permitem calcular a temperatura absoluta e as forcas general-
izadas médias do sistema, a partir do conhecimento de €). Por exemplo, no
caso particular em que z, = V é o volume do sistema, a forca generalizada
média X, ¢, usando (capitulo 2),

_ _9&
p'f’ - av )
a pressao média p,
10InQ
p=— . 100
P= 5y (100)

As equagoes (99) permitem encontrar relagoes entre as forgas generalizadas, os
parametros externos, e a temperatura absoluta 7'. Essas relacoes sao chamadas
“equagoes de estado”, e sao importantes porque relacionam parametros que
sao imediatamente mensuraveis por experimento. Por exemplo, podemos en-
contrar como a pressao média p depende da temperatura T" e do volume V' do
sistema. A relagao p = p(T, V') é a correspondente “equacao de estado”.

Observagao. Notemos que as relagoes (99) sdo implicadas por (95). Essa equagao
nos da, para um processo infinitesimal quase-estatico, a variacao de entropia,

aqQ 1 _
dS=—=—=|dFE Xodz, | . 101
7 = (06 S ) o
Como a entropia S é uma funcao da energia e dos parametros externos, pode-

mos também escrever o resultado puramente matematico,

05\ .= & [0S
dS =|—-=|dFE — | dz, . 102
(5 )% (55 2
Como 101 e 102 devem ser iguais identicamente, para valores arbitrarios de
dE e dz,, os coeficientes correspondentes multiplicando os diferenciais devem

ser iguais. Obtemos portanto,

1 08 X, oS

_ = — _— = _— 1

T 0E T <8xa> ! (103)
em que as derivadas sao calculadas correspondendo a energia E=Ee parametros
To = Tq, do estado de equilibrio em consideragdo. As relagoes (103) sao

idénticas a (99), pois S =kInQ e T = (k)"
Vamos ilustrar os comentarios anteriores aplicando-os a um sistema simples

mas importante, um gés ideal. Vimos no capitulo 2 que para um gés ideal de
N moléculas em um volume V' a quantidade {2 é da forma,
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Qo VVNY(E), (104)

em que x(F£) é independente de V e depende apenas da energia E do gés.
Portanto,

InQ2=NInV + In x(E) + constante. (105)

A equagao (100) portanto nos dd imediatamente para a pressao média do gas
a relagao simples,

N1 N
p=—— = kT 106
ou,
b =nkT, (107)

em que n = N/V é o numero de moléculas por unidade de volume. Essa
a equacao de estado de um géas ideal. Alternativamente podemos escrever
N = vN,, em que v é o numero de moles do gas presente, e N, ¢ o nimero
de Avogadro. Entao (106) fica,

pV =vRT, (108)
em que R = N,k é chamada “constante dos gases”. Notemos que nem a

equacgao de estado nem a constante R depende do tipo de moléculas consti-
tuindo o gas ideal.

Por (99) e (105) obtemos,

~ Olnx(E)

B=—p >

calculado para a energia média £ = E do gas. O lado direito é uma funcao
apenas de F, mas ndo V. Portanto temos que, para um gés ideal, 3 = 3(E),
ou,

E=FE(T). (109)
Assim, obtemos a importante conclusao que a energia média de um gés ideal
depende apenas da sua temperatura, e é independente do volume. Esse re-
sultado ¢ fisicamente razoavel. Um aumento no volume aumenta a distancia
média entre as moléculas e, em geral, muda sua energia potencial média de
interacao. Mas no caso de um gas ideal essa energia de interacao é desprezivel,
enquanto a energia cinética e interna das moléculas nao depende da distancia
entre elas. Portanto a energia total do gds permanece inalterada.
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