3 - A equacao de Laplace
em coordenadas cartesianas

A equacao de Laplace V?u = 0 em coordenadas cartesianas ¢é,

0w Pu  O*u
—|— —=

0. 1
ox? + oy? 022 (1)
1 Considerando u(x)
Nesse caso temos,
0%u
— =0 2
83:2 Y ( )
com solucgao,
u(z) =ax +0. (3)

Problemas

1. Obtenha a solugao u(zx) no intervalo 0 < z < +o0, com u(0) = wuy,
u'(0) = vp.

A solugao € u(x) = ax +b. Em x =0, u(0) = b = up, v'(0) = a = vy,
logo,

u(zx) = vor + ug .

Se a solucao deve ser finita, entdio vg = 0. Assim, uma solucao finita é
necessariamente uma constante.
2. Obtenha a solugao u(x) no intervalo 0 < z < L, com,
(a) u(0) = ug, u(L) = vy.
A solugio é u(x) = axr +b. Emx =0, u(0) =b = up, e emx = L,
u(L) = aLl + b=y, logo, b=1uy e a= (vg—b)/L = (vyg—ug)/L,
Vg — Up

u(z) = 7T+

(b) u/(0) = ug, u(L) = vy.

Temos a = ug e aL +b =1y, ou b= (vg — aL) = vy — ugL, logo,

u(z) = upr + vy — ugL .



(c) w(0) = ug, v (L) = vp.
Agora, b = ugy, a = vy, logo,

u(z) = voxr + ug .

(d) v'(0) = up, v'(L) = vo.
Temos, v'(x) = a = ug = vy. Portanto a derivada deve ser igual em
r=0ex =L, e falta determinar b,

u(z) =upr +0b.

3. Obtenha a solu¢do u(x) no intervalo A < x < B, com,
(a) u(A) = ug, u(B) = vp.

Temos,

aA+b=ug,
&B+b:U0,

logo,
a=(up—wvo)/(A—B), b= (Avg — Bug)/(A— B).
A solucdo € entao,

— Avy — B
u(x):i(;_g)an QjZ_Buo

(b) v (A) = ug, u(B) = vp.
Temos,

a = Uop,
aB+b=uv,

logo b =1y —aB =vg — ugB e,

u(z) = upr + vy — upB .

(c) u(A) = ugp, u'(B) = vp.



Temos,

aA+b=ug,

a =1y,
portanto b = ug — aA = ug — VoA e,

u(z) = vor + ug — voA.

(d) v/'(A) = ug, u'(B) = vy.
Como v = a, devemos ter a = ug = vy, e,

u(z) =upr + b,

com b fica indeterminado.
4. Calcule a temperatura estacionaria para uma barra sobre o eixo x com

extremidades em z = 0 e z = 10. As condigdes de contorno sao u(0) = 150°C,

u(10) = 100°C ([7], probl. 2.52).
A equagao do calor para a situacao estaciondria (equagao de Laplace),

em uma dimensao, € u” = 0. A solugao €,

- Avo — B
u(x):qﬁ_g}x 1’;’1_3“0:150—535.

5. Calcule u(z) para as equagoes:

(a)

d*u

a2 —f();
(b)
d*u o
— =+«
dx? ’
com « constante,
(© 2
du _ 2.
dz? 7
com « constante,
(d)
Pu
@ = ta u;

com « constante,



(e)

com « constante e,

(a) A solugcdo da equagao pode ser escrita como a soma da solu¢ao da
equacao homogénea e uma solucao particular da equacao nao-homogénea,

u(x) = up(x) + up(x) .

Expandimos u,(x) e f(z) em séries de Fourier de senos,

up(x) = Zaj sen (jrx/a),

aj = —/O u,(z') sen (jma'/a) dx’,

a

f(@) =3 bjsen (jnz/a),

bj = g/oa f(2') sen (jma'/a) da’.

Substituindo na equagao diferencial,

d*u
deP = —f(.ﬁl?) 3

- .Zaj(jw/a)2 sen (jmx/a) = — ij sen (jmz/a),

logo,

b _ 1 2 [ ) sen (jma’/a) da’
= e | ) sen )

A solucao particular € portanto,

Clj:



w(a) = 3 a;sen (jrx/a),

Jj=1

= Zsen (jrz/a)—— jﬂ'/(l /f sen (jrz'/a) dx

Podemos escrever a solucao acima em termos de uma func¢ao de Green,

com,

Z sen jmc/a / a sen (jma'[a) .
A solucao da equacgao homogenea €,

up(z) = Az + B.

A solugao w, satisfaz condigoes de contorno homogéneas em v =0 e v = a.
Para a solucdo uy, temos entao,

de onde temos,

o a 0
u(zr) = - T + U

—l—Z sen (jmz/a) jﬂ'/a / f(x') sen (jma’/a) dx

6. Resolva o problema anterior com as condig¢oes de contorno,

u'(0) =ug, u'(a)=1u,.

7. Considere o problema 5 com as condic¢oes de contorno,

b}



2 Considerando u(z,y)

Agora temos,

Substituindo,

temos,

ou,

Temos entao,

ou,

’u  O%*u

@—Fa—?ﬁzo.

u(r,y) = X ()Y (y),

X"Y + XY" =0,

X// Y//
—+—==0.
Xy
X_H:_Y_H:_/\2
X Y ’
X"+ XX =0,
Y= MY =0.

As solucoes das equagdes acima sao,

X(z) = aj cos Az + ag sen Az,

Y (y) = by cosh Ay + by senh \y .

Consideramos A # 0. Se A = 0 vem,

X(z) =apr+by, Y(y)=coy+do.
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Pelo principio da superposigao, escrevemos a solucao geral como,

uw(x,y) = (aox +bo)(coy + do) +

+ Z[al coS AT + ag sen Ax][by cosh Ay + by senh \y].  (5)
A>0

Usando +\2? em vez de —\? como constante de separacao,

u(z,y) = (aox +bo)(coy + do) +
+ Z[al cosh Az + ag senh \z][by cos A\y + basen \y].  (6)

A>0

3 Problemas

1. Mostre que a solugao da equacao,

Pu  Pu

22 "o =

com condigoes de contorno,

u(0,y) = u(a,y) = u(x,0) =0, u(z,b) = fi(x),
é (Morse [10], pag. 797; Spiegel [7], probl. 2.56),

u(z,y) = / (O Gy, €)de

com,

Gol@,y,8) = a senh (jwb/a) e Mg

2 senh (jry/a) jrx  gmé
Z sen .
j=1

A fungao G} é uma fungao de z,y, e da varidvel ¢ sobre a superficie y = b.

Morse e Feshbach [10] mostram a analogia entre um problema homogéneo

com condigoes de contorno nao homogeéneas, e um problema nao homogéneo

com condicoes de contorno homogeneas. FEmbora esse problema seja ho-
mogeéneo, a fungao Gy é andloga a uma fungao de Green.
Escrevemos a solugcao como,

u(z,y) = Z[al cos A\x + ay sen \x][by cosh Ay + by senh \y] .
A>0



As condicoes de contorno nos dao,

u(0,y) = 0= Z a1[by cosh Ay + by senh Ayl ,

A>0

u(a,y) = 0= Z[al cos Aa + ag sen Aa|[by cosh Ay + by senh Ay,

A>0

u(z,0) = 0= Z[al coS AT + ag sen A\xlby ,

A>0

u(z,b) = fiolz)= Z[al COS AT + ag sen \x|[by cosh Ab + by senh \D] .

A>0

Satisfazemos as condi¢oes acima escolhendo,

a1:b1:0,
ANa=gjm, 7=12,...

Com isso a equagdo para fy(z) fica,

JTT

E asbs senh — sen—
a

A expressio acima € uma expansao de fy(x) em série de Fourier de senos,
logo,

asby senhj—ﬂb = / fo(€ sen = df

ou,

Jm€
by = —— - —— dE.
4202 senh(jwb/a)a/o Jol&) sen a ¢
A expansao de f, € assim,

Zsenﬂm/ (€ sen—df

Se f, € constante,

9 . “ .
fb:—z senﬂ—x/ fbsenjlgdﬁ,
‘= a Jo a

1— 4 Z sen[(22j"j—_11)7rx/a] ’ (7)



em que usamos,

2a
a —, jimpar,
| sentingjayie = § w0 T
0 0, jpar.
A figura 1 mostra o grifico da equagio (7) para alguns termos da soma.
2 T | T | T | T | T
- — n=5 _
— n=10
— n=15
1’5 I - n=20 1

Fig. 1. Grdfico da equagdo (7) para os n primeiros. termos da soma com
a=1. Usamos n = 5,10, 15, 20.
A solugado € entao,

h(
o) = 3 sentmafo) TS T2 [ ey sen 2,
ou,

ulz,y) = /0 ()Gl y, €)de

com,



2 senh (jmy/a) jmax jré
Gol.y, &) = Z senh (jmb/a) T a

a <
Jj=1

Emy =09,

u(w,8) = Y sen(jme/a) / ) sen 78 de = fy(a).

J=1
como deve ser. Podemos escrever também,

ulz,b) = /0 ()Gl b, E)dE = filx).

0 que nos dd uma representacdo para a funcao delta de Dirac,

Gy(z,0,€) = gz sen‘¥ sen ‘% =0 —x).
j=1

Se fy € constante (Spiegel [7]; probl. 2.30; probl. 2.56 com a =b),

u(z,y) = Z sen (jmz/a) senh (jmy/a) 2 afbsen jzg dc |

= senh (jmb/a) a Jo
4 sen[(2j — )mx/a] senh[(2j — 1)7y/al
B fb; JZ:; 27 —1 senh|[(2j — 1)wb/a]

Emy =09,

u(z,b) = fb% Z sen[(QQJ;:ll)wx/a] = fv,

como deve ser. Finalmente, se f, =0 entdo u = 0.
2. Considere a mesma placa do problema anterior com,

u(0,y) = fi(y), ula,y) = fa(y),

U(SL', 0) = gl(x) ) u(a:', b) = g2<ZC> :

Calcule a temperatura estacionéria (Spiegel [7], probl. 2.31 com fi, f2, g1, g2
constantes; probl. 2.57 com a = b; Morse e Feshbach [10], p. 1178 com

a=1 fi=fo=9=0).
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Escrevemos a solugao como,

U= Uy + U + u3z + Uy,

com as condi¢oes de contorno,

(Ovy) = ( ) u2<0a y) =0, u3(0a y) =0, u4(07y) =0,

(a> y) =0, uz(a,y) = f2( )7 u3(a,y) =0, u4(a,y) =0,

(:L‘, O) =0, u2(x7 0) =0, u3(x7 O) = gl(l'), u4(0,y) =0,
ul(:z:, b) =0, ug(z,b) =0, ug(z,b) =0, ug(z,b) = go(x).

(a) Cdlculo de u;.
FEscrevemos uy como,

u(z,y) = Z[al cosh A\(a — ) 4 ag senh A(a — x)][by cos Ay + by sen Ay] .
A>0

As condigoes de contorno ficam,

u1(0,y) = Z[al cosh Aa + ag senh Aa][by cos Ay + be sen Ay] = f1(y),

A>0

uy(a,y) = Z(h[bl cos Ay + by senAy] =0,

A>0

uy(z,0) = Z[al cosh A(a — ) + ag senh A\(a — x)]by =0,

A>0

uy(z,b) = Z[al cosh A(a — x) + ag senh A(a — x)][by cos Ab + by sen Ab] = 0,

A>0

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Cleblzoa
/\jb:j’ﬂ', j:1,27

A solugdo fica entao, fazendo by =1,

ui(x,y) = Z as senh \j(a — ) sen \;y .

j=1
Emxz =0,

11



u1(0,y) = Z as senh Aja sen Ay = f1(y).

J=1

Temos uma série de Fourier de senos, logo,

b
as senh \ja = %/o f1(€) sen (\;€) d€,

ou,

1 2/
ag = Wg/o fl(f) Sen ()\jf)df,

Com isso a solugdo uy €,

uy(z,y) = % Z sen\;y senhAj(a — ) f1(€) sen (N\;€) dE .

= senh \ja 0

Podemos verificar que as condi¢oes de contorno sao satisfeitas, u; se anu-
lando emz =a, y=0ey=>5b. Em x =0 temos,

b
ur(0,5) = 7 3 sendyy / F1(€) sen (A€) de = Fuly).
j=1

Comparando a expressao acima com,

fily) = /0 FL(E)5(€ — ) de,

obtemos,

(€= 9) = 3 3 sen(my/) sen (7€ ).

Se f1 € constante,

f = gz sen (jmy/b) f /b sen (jm&/b) dg
1 — bj:1 JTy 1 o J )
2 ) 2b
= g; sen (27 — 1)7Ty/b]f1m>

B f1% Z sen[(2j — 1)my /b

p 2j — 1

= f17

12



OIS,

4 sen|(25 — 1)wy/b
3 (27 — Dmy/b]

T 2j — 1 =1
(i j—
Nesse caso a solugao fica,
2 senh \;(
u(x,y) = ; 2 sen\;y senh)\ ” / f1(€) sen (N\;€) d€,

2 ) senh[jm(a — x)/b] .
= Zfl Z sen (jmy/b) senh (jrab) / sen (jm&/b) dg

j=1 0

senh[(2j — D)m(a —x)/b]  2b
senh[(2j — V)ma/b] (2 — )7

- ?flz sen((2) — 1)my/t]

B senh[(2j — V)m(a — x)/b] sen[(2j — 1)my /b
B _f Z senh[(2j — 1)ma/b] 27 —1

, f1 constante.

Podemos escrever a solu¢ao em termos da funcdao de Green,

senh Aja

2 senh)\ (a —x
wiey) = 33 sendsy / F1(6) sen (A€) de
j=1

com,

senh \j(a — )
G(z,y,&) = 7 Z senh)\ ” sen Ay sen A€ .

Notemos que G(0,y,§) = 5(§ — ).
(b) Calculo de us.
Para uy escrevemos,

ug(z,y) = Z[al cosh Az + ag senh Ax][by cos Ay + by sen Ny .
A>0

As condigoes de contorno ficam,
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y) = Zal[bl cos Ay + by senAy] =0,

A>0

us(a,y) = Z[al cosh Aa + ag senh Aa][by cos Ay + by sen Ay| =

A>0

ug(z,0) = Z[al cosh Az + ag senh Ax]by =0,

A>0

f2(y),

us(x,b) = Z[al cosh Az + ay senh \x][by cos Ab + by sen Ab] =0,

A>0

Satisfazemos as condicoes acima escolhendo,

alzblzo,
Nb=jm, j=1,2,...

A solucdo fica entao, fazendo by =1,

us(z,y) = Z as senh \;jx sen Ayl .
j=1
Emx=a,

y) = ZQQ senh \ja sen\jy = fa(y).

=1

Temos uma série Fourier de senos, logo,

9 b
as senh \ja = 5/ fa(v) sen (A\jv) dv
0

ou,

12
as = Wg/o fa(v) sen (A\jv) dv,

Com isso a solucdo us €,

senh \;x 2
xy):;sen)\ senh)\ab/f2 sen (A\v) dv

(c¢) Calculo de ug.
Escrevemos ug como,

14



ug(z,y) = Z[al cos A\x + ag sen \x|[by cosh A(b — y) + by senh A(b — y)] .

A>0

As condicoes de contorno ficam,

uz(0,y) = Z ai[by cosh A(b —y) + bg senh A(b —y)] =0,

A>0

ug(a,y) = Z[al cos Aa + ag sen Aa|[by cosh A(b — y) + by senh A\(b —y)] =0,

A>0

us(z,0) = Z[al coS AT + ag sen Ax][by cosh Ab + by senh Ab] = g1 () ,

A>0

ug(z,b) = Z[al cos AT + ag senAx]by =0,

A>0

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

aflzbl:()a

ANa=gjm, 7=12,...

A solucdo fica entao, fazendo by =1,

ug(z,y) = Z as sen \;x senh A\;(b—vy) .

j=1
Emy =

)

ug(z,y) = Z as sen \;jx senh ;b = g1 ().
j=1

Temos uma série de Fourier de senos, logo,

2 a
as senh \;b = —/ g1(v) sen (A\jv) dv,
@ Jo

ou,

1 2 [
as = ma/o g1(v) sen (A\jv) dv,

Com isso a solucdo us ¢€,
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senhA\j(b—y)2 [
ug(z,y) = ; Sen\;x sen]h()\jb y>a/0 g1(v) sen (A\jv) dv.

(d) Cdlculo de uy.

Escrevemos Uyg COMo,

ug(z,y) = Z[al cos A\x + ag sen \x][by cosh Ay + by senh \y] .
A>0

As condicoes de contorno ficam,

ug(0,y) = Z a1 [by cosh Ay + by senh Ay] =0,

A>0

ug(a,y) = Z[al cos Aa + ag sen Aa|[by cosh Ay + by senh Ay] =0,
A>0

uy(z,0) = Z[al cos AT + ag senAx]by =0,

A>0

uy(x,b) = Z[al COS AT + ag sen Ax|[by cosh Ab + by senh \b] = go(x) ,

A>0

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

&1:b1:O,

Na=gjm, 7=12,...
A solucdo fica entao, fazendo by =1,

ug(z,y) = Z as sen \;x senh Ay .

j=1

Emy =09,

ug(z,y) = Z as sen \;x senh \;b = go(x) .

j=1

Temos uma série de Fourier de senos, logo,

2 a
as senh \;b = a/ g2(v) sen (A\jv)dv,
0
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ou,

1 2 [
- = Aw)d
senh)\jba/o ga(v) sen (Av) dv,

Com isso a solugdo uy €,

a2

senh \jy2 [
ug(z,y) = Z senijWA;Za/O g2(v) sen (Ajv) dv .

i=1

3. Uma placa semi-infinita de largura a possui lados paralelos em x = 0,
x =aey = 0. Calcule a temperatura no estado estacionario se u(0,y) =

fw), u(a,y) = g(y), u(z,0) = h(x) (Spiegel [7], probl. 2.58 com f =g =0,
h = up; Wangsness [2], p. 186).

4. Obtenha u(x,y) no intervalo —L < z < L, —oo < y < 400, para as
condigoes de contorno,

(a) u(z,0) = f(x).

Escrevemos a solugao na forma,

u(z,y) = Z[al cos Ax + ag sen \x][by cosh Ay + by senh \y] .
A>0

Para termos uma solugao finita em y — 00 escrevemos,

Ze_)‘y[al cos Az + ag sen x|, y >0,

A>0
u(z,y) =
() Z eM[ay cos Az + ag sen \x], y < 0.

A>0

A condigoes de contorno nos dd,

u(z,0) = f(z)= Z[al COS AT + ag sen \x],

A>0

que € uma série de Fourier,
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+ Z (an cos —_— + b, sen ?)
- / fla)da

/ f(z cos—dx

/ f(x sen@d:p n=12,...

Portanto, fazendo A, = nr/L, a solugdo é,

_my/L< nmT b nm:) -0
%e ancos—L + nsen—L , Uy ,

my/L( nmwx b mrx) <0
Ze ancos—L + nsen—L , Y .

n=0

u(z,y) =

(b) u(x,0) = f(x).

(c) u(z, L) = f(x).

(d) ual, L) = (a).

5. Encontre a solugao da equagao de Laplace em y > 0 se u(x,0) = f(x)
(Spiegel [7], probl. 5.19).

6. Mostre que a solucao do problema anterior pode ser escrita na forma
(Spiegel [7], probl. 5.20),

L[> yf
—d .
ule ) = / P22
7. Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl. 5.44),
Pu 0%

@+82_0 y>0

com,

1, 2>0.

—1 <0
u(x,o>={ P

8. Considere o problema anterior com (Spiegel [7], probl. 5.45),
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0, z<0,
u(x,O):{u x>0
05 .

9. Considere o problema 7 com (Spiegel [7], probl. 5.46),

0, x< -1,
uw(z,0)=4q1, —1<z<1,
0, x>1.

10. A regidgo = > 0, y > 0 possui potencial nulo em = = 0 e f(z) em
y = 0. Calcule u(z,y). Calcule u(z,y) se f(z) =1 (Spiegel [7], probl. 5.47).

11. As linhas y = 0 e y = a possuem potenciais zero e f(x), respectiva-
mente. Calcule o potencial entre as linhas (Spiegel [7], probl. 5.49).

12. Encontre a solucao da equacao de Laplaceem 0 < z < 00, 0 < y < 00
se u(z,0) = f(z) e u(0,y) = g(y)-

13. Encontre a solugdo u(z,y) da equagado de Laplace em 0 < z < a,
0 <y <b, com as condigdes de contorno (Morse e Feshbach [10], p.707),

u(0,y) = u(a,y) = u(z,b) =0,
u(r,0) = () .

u(ey) = 3 A senh|(jr/a)(b - )] sen (jre/a),

j=1

_ Z senibe[;jz(/;;;[;(l—) y)] sen (jﬂx/a)g /Oa Yo(2') sen (jma’fa)dx’ .

14. Encontre a solugdo u(z,y) da equagao de Laplace em 0 < z < a,
0 <y < o0, com as condigdes de contorno (Morse e Feshbach [10], p.709),

u(0,y) = u(a,y) =0,
u(r,0) = ¥s(z).

15. Encontre a solugdo u(z,y) da equagao de Laplace em 0 < z < a,
—o00 <y < 400, com as condi¢oes de contorno,

u(0,y) = u(a,y) =0.
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16. Encontre a soluc¢ao u(x,y) para as equagoes:

(a)

v2u = _f('ray) 3
(b)
Viu = +a?;
com « constante,
()
Viu = —a?;

com « constante,

(d)

Vu = 4+a*u;

com « constante,

(e)

Viu = —o’u;

com « constante e,

e}

0<r<a, b

u(0,y) = pmi(y), ula,y) = p2(y),
uw(z,0) =vy(x), u(z,b) = ().

<y

IN

(a) De forma andloga ao caso unidimensional, escrevemos a solugao como,

w(z,y) = up(x,y) + up(z,y) ,

com a solucdo uy, da equacao homogénea com condicoes de contorno nao-
homogéneas (problema 2), e u, uma solugdo particular da equagao ndo-
homogénea com condicoes de contorno homogéneas.

Ezpandimos u, e f em séries de senos de Fourier duplas,

T T
Z A;j sen — sen ]Ty

ij=1

4 [ b imx! gy’
Aij:%/o /0 u,(2',y') se - deldy/,

T T
Z B;; sen — sen ]Ty

ij=1
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4 a b ol i
Bij = %/O /0 f(@',y) sen m;x sen j%dx'dy’.

Substituindo u, e f na equacdao diferencial,

V2up - _f(xvy) )

Pu,  0*u,

o2 + 8y2 - —f(x,y),

— ZAU (im/a) senﬂ senm — ZA,] (jm/b) senﬂ sen‘% =

=1 ij=1
= — Z B;; senﬂ sen Jzy
1j=1
logo,

B;;

(im/a)® + (jﬁ/ b)?

i’

(im/a)® + Jﬁ/b ab/

A solucdo particular € entdo,

uy(x,y) = ZA” sen — i sen]%

ij=1
[

= Z sen i sen Ty !
- b (im/a)? + (jm/b)?

/ - /
/ / f(&',y) sen i seanTyda:’dy/.

Podemos wverificar que u, satisfaz condigoes de contorno homogéneas.
crevendo u, em termos de func¢dao de Green temos,

ij=1

a b
wiew) = [ [ Gl )16 yiray
o Jo
com (Morse e Feshbach [10], p. 798),
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> ITT Ty 1
G . / / =
(z,y;2",9) > sen a """y (infa)? + (jn/b)
4 imx’ Jjry’
X — Sen —— sen —— .

ab a b

5 X
ij=1

17. Encontre a solugdo u(z,y) da equagao de Laplace em 0 < z < a,
0 <y <b, com as condigdes de contorno (Morse e Feshbach [10], p.712),

ux<07 y) = uﬁ(CL?y) = uy(x7 b) = 07
u(z,0) = s(z) .
18. Encontre a solugao u(zx,y) da equagao de Laplace em —oo < z < o0,

0 <y <b, com as condigdes de contorno (Morse e Feshbach [10], p. 1176),

w(z,0) =uy, —d/2<x<d/2,
u(z,0) =0, < —d/2,z>d/2,
u(z,b) =0,.

19. Resolva o problema 16 com as condigoes de contorno,

4 Considerando u(z,y, 2)

Substituindo em (1) a solugao,

u(z,y,2) = X (@)Y (y)Z(2),

temos,
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X'YZ+XY"Z+XYZ"' =0,

ou,
X// Y// Z//
— 4+ —+—==0.
X vz
Escrevemos a equacao acima na forma,
X// Y// Z//
Xy Tz % )

Podemos escrever a funcao 7,

Z(z) = ¢y cosh Az 4 cgsenh Az .

Reescrevemos (8) na forma,

X// Y//
YZ—?—)\QE—IR; (9)
de onde temos,
X"+ p’X =0,

Y// 4 ()\2 . IUQ)Y —

As solucoes para X e Y sao,

X(x) = ay cos px + as sen px
Y(y) = bicos /A2 — pi2y + basen /A2 — p2y, X > 2,

Y (y) = by cosh /i — A2y + bysenh \/p2 — N2y, A < pi?.

Notemos que as fungoes X,Y,Z serao trigonométricas ou hiperbdlicas de
acordo com a forma como escrevemos as constantes de separacao, £\2, 452
2 2.
(a) —A y THTE

u(z,y,z) = Z (@1, cos px + ag, sen px) X
A,u>0
X (b1ay cos /A2 — P2y + boy, sen /A2 — p2y) X
x (c1ncosh Az + coysenh Az), A% > p?, (10)
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u(z,y,z) = Z (@1, cos px + agy, sen pux) X
A,u>0

X (by cosh v/ 2 — N2y + by senh /2 — A2y) X
x (c1ncosh Az + coysenh \2), A% < p?. (11)

(b) =A% +pu*:

u(z,y,z) = Z (ay cosh px + ag senh px) x
A,u>0

X (by cos /A2 + p2y + basen /A2 + p?y) X
X (c1 cosh Az + co senh A\z) . (12)

(c) +2%, —p*:

u(z,y,z) = Z (@1 cos px + ag sen px) X
A,u>0

X (by cosh \/ A% 4+ 2y + by senh /A2 + p2y) x
X (€1 cos Az + casen Az) . (13)

(d) +22, +p*:

u(z,y,z) = Z (ay cosh px + ag senh px) x
A,u>0

X (by cosh \/ A2 — p2y + by senh /A% — p2y) x
x(crcos Az + cosen \z), A* > p?, (14)

u(z,y,z) = Z (ay cosh px + ag senh px) x
A,u>0

X (by cos /12 — A2y + b sen /2 — N2y) X

x(cpcos Az 4 cosen \z), A? < . (15)

Notemos que as solugoes acima sao para A e g nao nulos. Se temos A = 0,
por exemplo, a solucao para Z é,

Z(Z) = CLQZ+b0.
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5 Problemas

1. Calcule u(z,y,z) em 0 < x < a, 0 <y < b, 0 < z < ¢, com (Spiegel [7],
2.73 com a = b = ¢; Morse e Feschbach [10], p. 1256 com u(z,y,0) = 9 e
os demais lados iguais a zero),

U(O,y,Z) :f1(y72>7 U(OJ?y:Z) :fQ(yvz)a
u(z,0,2) = gi1(x, 2), u(x,b, z)=gs(z,2),
U({L‘,y,O) :hl(m7y)7 U(ZL’,y7C) :h2($7y).

Escrevemos a solugao como,

U= Uy + U + ug + ug + us + ug ,

com uq(0,y,2) = f1(y, z) e zero nas outras faces. Analogamente para us, etc.
(a) Cdlculo de u;.
Escrevemos uy como,

u(z,y,2) = Z senh[p(a — x)] X

X (by cos ay + by sen ay)(cq cos Az + ¢ sen Az),  (16)
o =p? =N, ot >N (17)

e as condicoes de contorno,

25



U’l(O?y?Z) = fl(yVZ) )

= Z senh (pa) X
A
X (by cos ay + by sen ay)(cq cos Az + ¢o sen Az)

ul(auyVZ) = 0
ui(x,0,z) = O—Zsenh (a —x)] x

><b1(01 COS Az + co sen \z)

u(z,b,2) = 0= Z senh [pu(a — x)] x

A
X (b1 cos ab + by sen ab)(cq cos Az + o sen \z)

uy(z,y,0) = O—Zsenh (a —x)] x

X (by cos ay + by sen ay)ey

u(z,y,c) = 0= Z senh[pu(a — x)] x
A
X (by cos ay + by sen ay)(cy cos Ac + ¢z sen Ac)

a2:u2_)\2’ ,U2>>\2-

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

blzclzoa
Nc=1im, i=1,2,...
ajb=jm, 7=1,2,...

A equagao para fi fica,

fily,z) = Z boco senh (pi;a) sen (jmy/b) sen(irz/c),

2 2 2 2 2
i + A= g, pa > A

Temos uma expansao em série de senos de Fourier, logo,

ZbQCQ senh (p;ja) sen (jmy/b) = / fi(y,¢) sen (im(/c) dC,

J
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b c
b senh(s0) = 5 [ sen (/o) dn [ 70,0 sem (imCc)dc.

Portanto,

1 2 [° 9 e
—Mja)E/O sen (jﬁn/b)dﬁg/o fi(n, C) sen (im¢/c) dC .

b pu—
202 senh (

A expansao para fi € entao,

fily,z) = Z sen (jmy/b) sen (irz/c) X
2

= " sen (jrn/) dn’ [ i.cysem i ey ac.

Se f1 € constante,

fi = Z sen (jmy/b) sen (imz/c) x

ij

2 [° , 2 [° ,
Xg/o sen (jmn/b) dng/o f1sen (in(/c)dC,
16 sen[(25 — )my/b] sen[(2i — 1)mz/c]
= 2. 2j — 1 % — 1 ’

ou,

16 sen[(2j — )my/b] sen|[(2i — 1)7z/c]
Zj: 2 — 1 % — 1 ’

em que usamos,

a 2a
/ sen (i€ /a)dE = { in’ Lmpar
0 0, <par.

A figura 2 mostra um grdfico de (18) para alguns termos da série.
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— n=5
— n=10
— n=15
1’5_ — n=20 ]

Fig. 2. Grifico de (18) para os n primeiros termos da série, com b= c =1,
Yy = 075; en = 5,10,15,20
A solugao fica entao,

w(z,y,2) = Z Sez}lgﬁi]‘;fﬂ sen (jmy/b) sen (imz/c) x

< [ sen Grngoyan?. [ 5.6y sem incre)ac,

Ozj2~+)\?:p?j7 p? > A2
Se f1 € constante,

16 5~ senhliy(o =)

senh (p;;a)

" sen[(2j.— 1)my/b] 5671[(21'.— 1)mz/c] "
27 —1 2t —1




e se f1 =0 temos u; = 0.
Podemos escrever a solucao acima como,

(2,9, 2 (. y,2m, Q) f1(n, Q)dndc
= e

ou, como u1(0,y,2) = fi(y, 2)

1(z,y, 2 / / (z,y,21,0ui(0,n,¢)dndC,

com,
senh [pi;(a — )] : .
Glz,y,zin,0) = Z senh (ieya) sen(jmy/b) sen (imz/c) X
ij v
2 . 2 .

X sen (jmn/b) _ sen (imC/c),

a?%—)fzu%, > A2
Emx =0,

u1(0,y,2) = Z sen (jmy/b) sen (imz/c) X
b c
< [ sen Grngbyin= [ 0. sen Gimc ) ac

= fl(yaz)a
Oé?-f-)\?:/jfj, M2>)‘27

como deve ser.
Também podemos escrever,

1(0,y,2 / / (0,9, z;m, Qua (0,7, {)dndc,

G(0,y,z;m,() = Z sen (jmy/b) sen (irz/c) X

ij
2 2
Xy sen (jmn/b) — sen (in(/c),
c
a?%—)\?:,u?j, P> A2,
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Portanto podemos escrever,

G(0,y,2m,¢) = 0(n —y)d(¢ — 2).

Para o cdlculo de usy etc., o procedimento é andlogo.
(b) Cdlculo de us.
(c¢) Cdlculo de ug.
(d) Cdlculo de uy.
(e) Cdlculo de us.

A condicao de contorno para us €,

u5(x,y,0) = hl(xay> 9

com us = 0 nas outras faces.
Escrevemos us como,

us(z,y,2) = Z (aq cos px + ag sen px) X
A,u>0

x (b1 cos ay + by sen ay) x
x senhAc—2), N >p?, o =\ —u°

e as condicoes de contorno,
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us(0,y,2) = 0= Z a1(by cos ay + by sen ay) X
A,u>0
X senh A(c — z),

us(a,y,2z) = 0= Z (a1 cos pa + ag sen pa) X
A, >0
X (by cos ay + by sen ay) X
X senh A(c — z),
us(z,0,2) = 0= Z (ay cos px + as sen pux) x
A,u>0

xby senh A(c — z)
us(z,b,2) = 0= Z (ay cos px + ag sen pux) X

A,u>0
X (by cos ab + by sen ab) x
X senh A(c — z),
u5(l‘7ya0> = hl(l‘ay)7

= E (ay cos px + ag sen pux) X
A,u>0

X (by cos oy + by sen ay) %
X senh Ac,

us(z,y,¢) = 0.

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Clebl:O,
wia=m, 1=0,1,2,...,
ajb=jm, 7=0,1,2,...

A equagao para hy fica entao,

hy(z,y) = Z asby sen (irx/a) sen (jmy/b) senh e,

ij

. 2 . 2
™ (i
ij Ty b a

Temos uma expansdao em série de senos de Fourier, logo,
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b
Zagbg sen (imx/a) senh \;jjc = %/0 hi(z,¢) sen (jw(/b)dC,

2 [ 2 [
asby senh \;jjc = a/o sen (imn/a) dng/o hi(n,¢) sen (jm(/b) dC .

Portanto,

12 , 2 [ .
o = e [ sen Gimnfayang. [ n(n.0)sen () .

A expansao para hy € assim,

hy(x,y) = Z sen (imx/a) sen (jmy/b) x
a b
2 sen tmnjaang [ hatn,¢)sen e vy

. 2 . 2
A —2e 2= (1T m
= a5+ AR s

Se hy € constante,

hy = Z sen (imx/a) sen (jmy/b) x
ij
a b
x%/o sen (imn/a) dn%/o hy sen (jw(/b)dC,

ou,

16 sen|[(2i — 1)wx/a] sen [(25 — 1)my/b]
=52 2 — 1 2j — 1 ’

em que usamos,
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2a

/a sen (im€ Ja)dé = { in’
0

0, ipar.

1 impar,

A solucdo fica entao,

senh \;;(c — z)

senh \;jc

us(z,y,2) = Z sen (irx/a) sen (jmy/b)
a b
<= [ sen imnfa) ng. [ ol €)sen G/ ac

a

. 2 . 2
P S S (AL my
N e b + p

Se hy € constante,

16~ Z senh \ij(c — 2) "

us(z,y,2) = 2 senh \j;c

]

" sen[(2i — 1)wz/al sen [(25 — 1)my/b]

2 —1 2 —1 ’
v (2=1P (212
- b2 a? ’

e se hy = 0 temos us = 0.
Podemos escrever a solugcao acima como,

(2,9, 2 / / (@, y, 21, Q)ha(n, ¢)dnd(.,

ou, como us(z,y,0) = hi(z,y),

(z,y,2 / / G(x,y, 2, Q)us(n, ¢, 0)dnd(

com,

senh \ij(c — z)

G,y m,Q) = 5 S sen(imz/a) sen (jmy/b)
ij

senh \;;jc

x sen (imn/a) sen (jw(/b),

. 2 . 2
m 1T
N2z =(IT) ()
i a] My b a
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Em z=0,

us(z,y,0) = Z sen (irx/a) sen (jry/b) X
2 [ 2 [°
<2 [ sen Gmnjay o [t ¢)sen (mb) e

= h’l('r?y)a
gm 2 i\ 2
2 9 2
i=atei= () + (5)
como deve ser.

Também temos,

a b
u5(x,y,0) :/O /0 G<x7y70;n7C)u5(na Cvo)dndga

com,
G(z,y,0;n,() = iz sen (imxz/a) sen (jmy/b) X
7y7 7777 - ab ” ™ jﬂ-y
x sen (imn/a) sen (jwC/b) .
Portanto,

G(z,y,0;n,() = %Z sen (imz/a) sen (jmy/b) X

x sen (imn/a) sen (j7w(/b),
= 0(n—2)d(C—y).

(f) Calculo de ug.

2. Considere o problema anterior com u(z,y,0) = hi(x,y), as outras
fungodes iguais a zero (Spiegel [7], probl. 2.75; probl. 2.72 com a = b = ¢).

3. Encontre a solugao da equacao de Laplace em x > 0 se u(0,y,2) =
f(y, 2).

4. Encontre a solucao da equacao de Laplace em z > 0, vy > 0 se
u(0,y,2) = f(y, 2) e u(z,0,2) = g(z, 2).

5. Encontre a solugao da equacao de Laplace em x > 0, y > 0, z > 0 se

u(0,y,2) = f(y,2), w(z,0,2) = g(z,2) e u(z,y,0) = h(z,y).
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6. Encontre a solugao u(z,y, z) para as equagoes:
(a)
VQU = _f(xvyvz) )
(b)
Viu = +a?;

com « constante,

(c)

Viu = —a?;

com « constante,

(d)

Vu = 4+a*u;
com « constante,

(e)

com « constante e,

0<z<a, 0<y<b, 0<z<c,

u(oaya Z) = lj'l(yv Z) ) u(aaya 2) = ,u2(ya Z) )
u(z,0,2) =vi(x,2), u(x,b,z) =w(x,z2),
u(z,y,0) =m(z,y), ulx,y,c)=mn(z,y

De forma andloga aos casos unidimensional e bidimensional, escrevemos
a solucao como,

u(xaya Z) - Uh(l',y,Z) + up(xayvz) )

com a solucao uy da equacao homogénea com condicoes de contorno nao-
homogéneas (problema 1), e u, uma solugdo particular da equagao ndo-
homogénea com condicoes de contorno homogéneas.

FEzpandimos u, e f em séries de senos de Fourier triplas,

7rac jﬁy kmz
(T, Y, 2 E Ajji sen sen ,
a b c
ijk=1

/ N / k /
Aijr = / / / uy(2',y', ') sen i sen?L sen——da'dy'dz’
abe a b c
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1T jﬂy kmz
f(z,y, 2 E Biji, sen sen ,
b c
ijk=1

/ - / k /
/ / / f(@'y, 7)) sen i sen?™Y sen T2 dx'dy'dz .
~ abe a b c

Substituindo u, e f na equacao diferencial,

VQUP = _f(xvya Z) )
0*u, N 0*u, N 0*u,
ox? 0y? 0722

= _f($7yaz>>

0 . . k
- Z Aii[(im/a)® + (jm /b)* + (km/c)?] sen ik senﬁ;y sen 2
ijk=1 a c
= T Ty kmz
= Z Biji sen sen sen :
4 a b c
ijk=1
logo,
Bijk
A . 3 . 5 5
(im/a)? + (jm/b)* + (km/c)
1

(im/a)? + (jm/b)? (]{771'/6)
/ N / k /
abc/ / / f@',y, 7)) sen am senﬁ;y sen Zz dx'dy'dz" .

A solucdo particular € entao,

i JTY
up(z,y,2) = g Ajj sen senT = sen——,
ijk=1
I JTy kmz

= E sen sen sen X
a b c

1
- <m/a + (/b + (kmje)?

/ - / k !/
/ / / f(' v, 2") sen i sen ™Y gen T2 dz'dy'dz" .
abc a b c
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Podemos wverificar que u, satisfaz condigoes de contorno homogéneas.

crevendo u, em termos de funcdao de Green temos,

a b c
(., 2) = / / / Gla,y, 50y, V(g )i dyfd |
0 0 0

com,

oo . .
A ITT jmy kmz

G($7y,Z,I,y,Z) = sen sen sen X

a

A b c
ijk=1

1
“lirja)? + (/0 + (ke o)

8 imax! gy krz
X — sen sen sen
abc a b c

3 X

/!

7. Resolva o problema anterior com as condigoes de contorno,

ux(07y7 Z) = #1(% Z) ) uz(a'7ya Z) = ,u2(ya Z) )
uy(2,0,2) = vi(x, 2), uy(z,b,2) =1z, 2),

Uz(%y, O) = 771(1'7?!), uZ(xay7C> = V2<xay) .

8. Considere o problema 6 com as condigoes de contorno,

uﬂ?(ovyv Z) + h[u(07 Y, Z) - Ml(y7 Z)] = 07 u2<a7 Y, Z) + h[u<a7y7 Z) - Mg(y, Z)] =0
uy (2,0, 2) + hlu(x,0,2) — 1 (z,2)] =0, uy(x,b,z) + hlu(z, b, z) — va(z,2)] =0,
0

Es-

)

UZ(Iayv O) + h[u(x,y, 0) - 771(%9)] =0, uz(J:?ya C) + h[u(l‘ay’ C) - 772(x7y)] =

Apéndice

1. Série de Fourier

37



flx) = % + Z[am cos(mmx /L) + by, sen (mmz/L)],

—:iL/_if(x)dav

= %/_z f(z) cos(mmz/L) dx
1 b
:Z/Lf(x)sen (mrz/L)dz, m=0,1,2,...

2. Série de Fourier de senos

z) = ij sen (jmz/L),

= %/0 f(x)sen (jmz/L)dx

3. Série de Fourier de cosenos

f(z) = 3+ Y ascos (jmz/L).

Jj=1

_%/o f(x)cos (jmx /L) dx

4. Série de Fourier de senos dupla

ZZansen I sen nlzy’

m=1 n=1

mmnx

4 L1 Lo
B, = — x,y)sen sen —dmd
Lle/ , J(py)sen Ty sen 7 Sy,

5. Série de Fourier de senos tripla

oo 0 oo

[
f(z,y,z Z Z Z By sen zf sen 77”27;3/ sen nL:Z ,

=1 m=1n=1

8 /L1 /L2 /L3 Imx mmy nmz
By = x,1, z) sen — sen sen —dxdydz .
l LnLaLs Jg . ; flz,y,2) L L, Ly Y
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a 20 .,
/ sen (in€ /a)dé = { in’ t DAL
0 0, 2par.

lsen(a+b)x  lsen(a—b)x
2 a+b 2 a-0»

/ cosax cosbr dxr =

Y

L , , _ lsen|[(i+j)mz/L] = 1sen[(i—j)ma/L] -
/_L cos(imx/L) cos(jmx/L)dr = > (it )7/L + 2 U= j)r/L

Y

o, i#5,
L i=1,
L : , _ lsen[(i+j)mz/L]  1sen|[(i —j)mx/L] "
/0 cos(imx/L) cos(jma/L)dx = 2 i+ )/L 2 (i = j)r/L ,
_JO0, i# g,
L2, i=j.
8.
_lsen(a—b)xz 1lsen(a+b)x
/senamsenbxdm-§ p— G ,
L . . _ Lsen[(i —j)mx/L]  1sen[(i+j)mx/L] -
/L sen (irz/L) sen (jmx/L)dr = 2 i =)/l > U+ /L _L,
)0, i # g,
L, =,
L , , _ lsen[(i —j)mz/L]  Lsen[(i+ j)ma/L] "
/o sen (imx/L) sen (jrx/L)dr = 2 i = /L > (it )7/L ,

o, i#j,
L2, i=j.
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/ con 4z cos he de — _lcos(a +b)x ~ lcos (a —b)x
2 a+b 2 a-—>b
: 1eosl(i 4+ f)me/L)  Leos|(i— j)mr/L]|”
/ sen (imx/L) cos (jmx/L)dx = B VTR ;
L 2 (i+j)n/L 2 (i—j)m/L .
- teos{(i + fme/L) _ Lcos[(i — me/L]|
/ sen (irx/L) cos (jmx/L)dx = R T R )T ;
0 2 (t+7)n/L 2 (i—j)m/L
e VP CIC L
7 /I/ )
- 2(2+])7T/L 2(i — j)r/L J
0, 1=7.
10.
L2
L +—, ¢impar,
/ xsen (irx/L)dxr = [
0 ——, 1par,
s
L? ,
- (-1 i+1
i7r( )
sen ar T COoSax
/sten ax dr = o — .
a a
11.
2L sen (imx/L) ;
_ -~ it Siahet Sbayguny | i+1 L.
x ZZI Z, (-, 0<z<
12.
:éz sen 22—17rx/L]’ O<az<lL.
= 21— 1
13.
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5(5—:16):%2 senmsen‘ﬂ.

‘= a a
14.
| — 16 Z sen [(27 — 1)my/b] sen [(2i — 1)wz/c]
C o2 - 25 —1 20 — 1 '
15.
50— )5(C —2) = =3 sen (jmy/b) sem (im2/c) x
— —z) = — sen (jm sen (iwz/c
n—y be - JTy
x sen (jmn/b) sen (im(/c).
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