
3 - A equação de Laplace
em coordenadas cartesianas

A equação de Laplace ∇2u = 0 em coordenadas cartesianas é,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0 . (1)

1 Considerando u(x)

Nesse caso temos,

∂2u

∂x2
= 0 , (2)

com solução,

u(x) = ax+ b . (3)

Problemas

1. Obtenha a solução u(x) no intervalo 0 ≤ x ≤ +∞, com u(0) = u0,
u′(0) = v0.

A solução é u(x) = ax + b. Em x = 0, u(0) = b = u0, u
′(0) = a = v0,

logo,

u(x) = v0x+ u0 .

Se a solução deve ser finita, então v0 = 0. Assim, uma solução finita é
necessariamente uma constante.

2. Obtenha a solução u(x) no intervalo 0 ≤ x ≤ L, com,
(a) u(0) = u0, u(L) = v0.
A solução é u(x) = ax + b. Em x = 0, u(0) = b = u0, e em x = L,

u(L) = aL+ b = v0, logo, b = u0 e a = (v0 − b)/L = (v0 − u0)/L,

u(x) =
v0 − u0
L

x+ u0 .

(b) u′(0) = u0, u(L) = v0.
Temos a = u0 e aL+ b = v0, ou b = (v0 − aL) = v0 − u0L, logo,

u(x) = u0x+ v0 − u0L .
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(c) u(0) = u0, u
′(L) = v0.

Agora, b = u0, a = v0, logo,

u(x) = v0x+ u0 .

(d) u′(0) = u0, u
′(L) = v0.

Temos, u′(x) = a = u0 = v0. Portanto a derivada deve ser igual em
x = 0 e x = L, e falta determinar b,

u(x) = u0x+ b .

3. Obtenha a solução u(x) no intervalo A ≤ x ≤ B, com,
(a) u(A) = u0, u(B) = v0.
Temos,

aA+ b = u0 ,

aB + b = v0 ,

logo,

a = (u0 − v0)/(A− B) , b = (Av0 −Bu0)/(A−B) .

A solução é então,

u(x) =
u0 − v0
A−B

x+
Av0 − Bu0
A−B

.

(b) u′(A) = u0, u(B) = v0.
Temos,

a = u0 ,

aB + b = v0 ,

logo b = v0 − aB = v0 − u0B e,

u(x) = u0x+ v0 − u0B .

(c) u(A) = u0, u
′(B) = v0.
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Temos,

aA+ b = u0 ,

a = v0 ,

portanto b = u0 − aA = u0 − v0A e,

u(x) = v0x+ u0 − v0A .

(d) u′(A) = u0, u
′(B) = v0.

Como u′ = a, devemos ter a = u0 = v0, e,

u(x) = u0x+ b ,

com b fica indeterminado.
4. Calcule a temperatura estacionária para uma barra sobre o eixo x com

extremidades em x = 0 e x = 10. As condições de contorno são u(0) = 150oC,
u(10) = 100oC (Spiegel [7], probl. 2.52).

A equação do calor para a situação estacionária (equação de Laplace),
em uma dimensão, é u′′ = 0. A solução é,

u(x) =
u0 − v0
A− B

x+
Av0 −Bu0
A− B

= 150− 5x .

5. Calcule u(x) para as equações:
(a)

d2u

dx2
= −f(x) ;

(b)
d2u

dx2
= +α2 ;

(c)
d2u

dx2
= −α2 ;

(d)
d2u

dx2
= +α2u ;

(e)
d2u

dx2
= −α2u ;
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(f)
d2u

dx2
+ α2u = −f(x) ;

(g)
d2u

dx2
− α2u = −f(x) ;

(h)
d2u

dx2
+ α2u = −β2 ;

(i)
d2u

dx2
− α2u = −β2 ;

com α constante e,

0 ≤ x ≤ a ,

u(0) = u0 , u(a) = ua .

(a)

d2u

dx2
= −f(x) ;

A solução da equação pode ser escrita como a soma da solução da equação
homogênea e uma solução particular da equação não-homogênea,

u(x) = uh(x) + up(x) .

Expandimos up(x) e f(x) em séries de Fourier de senos,

up(x) =
∑

j=1

aj sen (jπx/a) ,

aj =
2

a

∫ a

0

up(x
′) sen (jπx′/a) dx′ ,

f(x) =
∑

j=1

bj sen (jπx/a) ,

bj =
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .

Com isso a expansão de f fica,
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f(x) =
∑

j=1

sen (jπx/a)
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

Substituindo up e f na equação diferencial,

d2up
dx2

= −f(x) ,

−
∑

j=1

aj(jπ/a)
2 sen (jπx/a) = −

∑

j=1

bj sen (jπx/a) ,

logo,

aj =
bj

(jπ/a)2
=

1

(jπ/a)2
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .

A solução particular é portanto,

up(x) =
∑

j=1

aj sen (jπx/a) ,

=
∑

j=1

sen (jπx/a)
1

(jπ/a)2
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .

Podemos escrever a solução acima em termos de uma função de Green,

up(x) =

∫ a

0

G(x, x′)f(x′)dx′ ,

com,

G(x, x′) =
∑

j=1

sen (jπx/a)
1

(jπ/a)2
2

a
sen (jπx′/a) .

A solução da equação homogênea é,

uh(x) = Ax+ B .

A solução up satisfaz condições de contorno homogêneas em x = 0 e x = a.
Para a solução uh temos então,

u(0) = B = u0 ,

u(a) = Aa+ B = ua
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de onde temos,

A =
ua − u0

a
, B = u0 .

A solução completa é então,

u(x) =
ua − u0

a
x+ u0

+
∑

j=1

sen (jπx/a)
1

(jπ/a)2
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .

Vamos verificar que a expressão acima é de fato solução da equação diferen-
cial dada. Temos,

u′(x) =
ua − u0

a

+
∑

j=1

cos (jπx/a)
1

jπ/a

2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

u′′(x) = −
∑

j=1

sen (jπx/a)
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

= −f(x) ,

como deve ser.
(b)

d2u

dx2
= +α2 ;

Substituindo −f por +α2 na solução em (a) temos,
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u(x) =
ua − u0

a
x+ u0

+
∑

j=1

sen (jπx/a)
1

(jπ/a)2
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

=
ua − u0

a
x+ u0

+
∑

j=1

sen (jπx/a)
1

(jπ/a)2
2

a

∫ a

0

(−α2) sen (jπx′/a) dx′ ,

=
ua − u0

a
x+ u0

−α2
∑

j=1

sen (jπx/a)
1

(jπ/a)2
2

a

∫ a

0

sen (jπx′/a) dx′ .

Usando a integral (apêndice),

∫ a

0

sen (iπξ/a)dξ =







2a

iπ
, i ı́mpar ,

0 , i par .

temos,

u(x) =
ua − u0

a
x+ u0

−α2
∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]
1

[(2j − 1)π/a]2
2

a

2a

(2j − 1)π
,

=
ua − u0

a
x+ u0 −

4a2α2

π3

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)3
.

A solução acima satisfaz as condições de contorno. Vamos verificar que
satisfaz a equação diferencial. Temos,

u′(x) =
ua − u0

a
−

4aα2

π2

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)2
,

u′′(x) =
4α2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1
.

Usando a identidade (apêndice),
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1 =
4

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1
, 0 < x < a ,

vem,

u′′(x) = +α2 ,

como esperado.
Embora tenhamos usado o resultado da letra (a), podemos integrar dire-

tamente a equação diferencial,

u′′(x) = α2 ,

u′(x) = α2x+ c0 ,

u(x) =
1

2
α2x2 + c0x+ c1 .

Usando as condições de contorno,

u(0) = c1 = u0 ,

u(a) =
1

2
α2a2 + c0a+ c1 = ua ,

logo,

c1 = u0 ,

c0 =
ua − u0

a
−

1

2
α2a .

A solução é portanto,

u(x) =
1

2
α2x2 +

(

ua − u0
a

−
1

2
α2a

)

x+ u0 .

Comparando com a expressão acima com a série temos,

1

2
α2x2 +

(

ua − u0
a

−
1

2
α2a

)

x+ u0 =

=
ua − u0

a
x+ u0 −

4a2α2

π3

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)3
,
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ou,

x2 − ax = −
8a2

π3

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)3
, 0 ≤ x ≤ a .

Podemos verificar numericamente ou graficamente que o resultado acima está
correto. Vamos tentar obter esse resultado calculando a série de Fourier para
a função x2 − ax. No caṕıtulo 15 vamos obter os resultados,

x2 =
a2

3
+

∞
∑

n=1

4a2

(nπ)2
(−1)n cos

nπx

a
, 0 ≤ x ≤ a ,

x =
2a

π

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
sen

nπx

a
, 0 ≤ x ≤ a .

Portanto podemos escrever,

x2 − ax =
a2

3
+

∞
∑

n=1

4a2

(nπ)2
(−1)n cos

nπx

a

−a
2a

π

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
sen

nπx

a
,

=
a2

3
+

2a2

π

∞
∑

n=1

(−1)n

n

[

2

nπ
cos

nπx

a
+ sen

nπx

a

]

.

Podemos verificar numericamente ou graficamente que o resultado acima está
correto. Temos assim a igualdade,

−
8a2

π3

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)3
=

=
a2

3
+

2a2

π

∞
∑

j=1

(−1)j

j

[

2

jπ
cos

jπx

a
+ sen

jπx

a

]

, 0 ≤ x ≤ a .

Como provar a identidade acima?
Podemos obter outra expressão entre séries considerando as expressões

para u′. Temos,
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ua − u0
a

−
4aα2

π2

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)2
=

= α2x+
ua − u0

a
−

1

2
α2a ,

ou,

−
4aα2

π2

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)2
= α2x−

1

2
α2a ,

2x− a = −
8a

π2

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)2
.

Assim obtemos outra expressão para a série representando x,

x =
1

2
a−

4a

π2

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)2
.

Podemos verificar numericamente ou graficamente que o resultado acima está
correto. Integrando a expressão acima obtemos outra expressão para x2,

1

2
x2 =

1

2
ax−

4a

π2

∑

j=1

a

(2j − 1)π

sen [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)2
,

x2 = ax−
8a

π2

∑

j=1

a

(2j − 1)π

sen [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)2
.

Substituindo a série para x temos a série para x2. Da expressão acima obte-
mos o resultado que procurávamos,

x2 − ax = −
8a2

π3

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)3
.

(c)

d2u

dx2
= −α2 ;

Nesse caso temos, trocando +α2 na solução anterior por −α2,

u(x) =
ua − u0

a
x+ u0 +

4a2α2

π3

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

(2j − 1)3
,
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ou,

u(x) = −
1

2
α2x2 +

(

ua − u0
a

+
1

2
α2a

)

x+ u0 .

(d)

d2u

dx2
= +α2u ;

A solução é,

u(x) = A senhαx+B coshαx .

Das condições de contorno temos,

u(0) = B = u0 ,

u(a) = A senhαa+ B coshαa = ua ,

logo,

B = u0 ,

A =
ua − u0 coshαa

senhαa
.

A solução fica então,

u(x) =
ua − u0 coshαa

senhαa
senhαx+ u0 coshαx .

(e)

d2u

dx2
= −α2u ;

Temos agora,

u(x) = A senαx+B cosαx .

Das condições de contorno temos,

u(0) = B = u0 ,

u(a) = A senαa+ B cosαa = ua ,
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logo,

B = u0 ,

A =
ua − u0 cosαa

senαa
.

A solução fica então,

u(x) =
ua − u0 cosαa

senαa
senαx+ u0 cosαx .

(f)
d2u

dx2
+ α2u = −f(x) .

Escrevemos a solução como na letra (a), uma soma da solução da equação
homogênea e de uma solução particular da equação não homogênea,

u(x) = uh(x) + up(x) .

A solução da equação homogênea foi obtida na letra (e). Expandimos up(x)
e f(x) em séries de Fourier de senos, como na letra (a),

up(x) =
∑

j=1

aj sen (jπx/a) ,

aj =
2

a

∫ a

0

up(x
′) sen (jπx′/a) dx′ ,

f(x) =
∑

j=1

bj sen (jπx/a) ,

bj =
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .

Com isso a expansão de f fica,

f(x) =
∑

j=1

sen (jπx/a)
2

a

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .

Substituindo up e f na equação diferencial,

12



d2up
dx2

+ α2up = −f(x) ,

−
∑

j=1

aj(jπ/a)
2 sen (jπx/a) + α2

∑

j=1

aj sen (jπx/a) =

= −
∑

j=1

bj sen (jπx/a) ,

de onde obtemos,

−aj(jπ/a)
2 + α2aj = −bj ,

ou,

aj = −
bj

α2 − (jπ/a)2
.

Notemos que devemos ter α2 6= (jπ/a)2, j = 1, 2, . . .. A solução particular é
então,

up(x) =
∑

j=1

aj sen (jπx/a) ,

= −
∑

j=1

bj
α2 − (jπ/a)2

sen (jπx/a) ,

= −
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .

A solução acima satisfaz condições de contorno homogêneas, como esperado.
Vamos verificar se a função acima satisfaz a equação diferencial. Temos,
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u′′p(x) + α2up =

=
2

a

∑

j=1

(jπ/a)2
sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′

−α2
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

=
2

a

∑

j=1

[

(jπ/a)2 − α2
] sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

= −
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

= −f(x) ,

com deve ser.
Em termos da função de Green,

up(x) =

∫ a

0

G(x, x′)f(x′)dx′ ,

com,

G(x, x′) = −
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2
sen (jπx′/a) .

A solução completa é então,

u(x) =
ua − u0 cosαa

senαa
senαx+ u0 cosαx

−
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .

(g)

d2u

dx2
− α2u = −f(x) ;

Nesse caso a solução da equação homogênea é dada na letra (d). A
solução particular da equação não homogênea é dada pelo resultado da le-
tra (f) com +α2 trocado por −α2,

up(x) =
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 + (jπ/a)2

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ .
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Nesse caso a função de Green é,

G(x, x′) =
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 + (jπ/a)2
sen (jπx′/a) .

(h)

d2u

dx2
+ α2u = −β2 .

A solução da equação homogênea foi obtida na letra (e). Substitúımos f(x) =
β2 no resultado da letra (f), obtendo para a solução particular,

up(x) = −
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

= −
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2

∫ a

0

β2 sen (jπx′/a) dx′ .

Usando a integral (apêndice),

∫ a

0

sen (iπξ/a)dξ =







2a

iπ
, i ı́mpar ,

0 , i par ,

vem,

up(x) = −
2β2

a

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
2a

(2j − 1)π
,

= −
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
.

Vamos verificar que a expressão acima satisfaz a equação diferencial. Temos,

u′p(x) = −
4β2

a

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
,

u′′p(x) =
4πβ2

a2

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
(2j − 1) ,

logo,

15



u′′p(x) + α2up =
4πβ2

a2

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
(2j − 1)

−α2
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
,

=
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2

[

π2

a2
(2j − 1)− α2

1

2j − 1

]

,

=
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2

[

π2

a2
(2j − 1)2 − α2

]

1

2j − 1
,

= −
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1
,

= −β2 ,

em que usamos a identidade (apêndice),

1 =
4

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1
, 0 < x < a .

A solução é então,

u = uh + up ,

=
ua − u0 cosαa

senαa
senαx+ u0 cosαx

−
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
.

Encontramos a solução usando o resultado da letra (f), mas podemos
integrar diretamente a equação. Temos,

d2u

dx2
+ α2u = −β2 ,

d2u

dx2
+ α2u+ β2 = 0 ,

d2u

dx2
+ α2

(

u+
β2

α2

)

= 0 .

Definindo,
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v = u+
β2

α2
,

a equação acima fica,

v′′ + α2v = 0 .

A solução da equação acima foi encontrada na letra (e),

v(x) =
va − v0 cosαa

senαa
senαx+ v0 cosαx ,

com,

v0 = u0 +
β2

α2
,

va = ua +
β2

α2
.

Portanto a solução u é,

u = v −
β2

α2
=
va − v0 cosαa

senαa
senαx+ v0 cosαx−

β2

α2
,

=
ua + β2/α2 − (u0 + β2/α2) cosαa

senαa
senαx

+(u0 + β2/α2) cosαx−
β2

α2
.

Calculando as derivadas de u,

u′ =
ua + β2/α2 − (u0 + β2/α2) cosαa

senαa
α cosαx

−(u0 + β2/α2)α senαx ,

u′′ = −
ua + β2/α2 − (u0 + β2/α2) cosαa

senαa
α2 senαx

−(u0 + β2/α2)α2 cosαx .

As duas formas de escrever a solução devem ser equivalentes, logo deve-
mos ter,
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ua + β2/α2 − (u0 + β2/α2) cosαa

senαa
senαx

+(u0 + β2/α2) cosαx−
β2

α2
=

=
ua − u0 cosαa

senαa
senαx+ u0 cosαx

−
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
,

ou,

1− cosαa

senαa
(β2/α2) senαx+ (β2/α2) cosαx =

=
β2

α2
−

4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
.

A expressão acima é uma representação em série para uma combinação de
seno e coseno. Podemos verificar numericamente ou graficamente que o re-
sultado acima está correto.

Comparando as derivadas u′ podemos obter outra expressão envolvendo
séries. Temos,

ua − u0 cosαa

senαa
α cosαx− u0α senαx

−
4β2

π

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1

(2j − 1)π

a
=

=
ua + β2/α2 − (u0 + β2/α2) cosαa

senαa
α cosαx

−(u0 + β2/α2)α senαx ,

ou,

−
4α2

a

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

α2 − [(2j − 1)π/a]2
=

=
1− cosαa

senαa
α cosαx− α senαx .
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Obtemos assim uma representação em séries para outra combinação linear
de senos e cosenos. Podemos verificar numericamente ou graficamente que
o resultado acima está correto.

(i)

d2u

dx2
− α2u = −β2 .

A solução da equação homogênea foi obtida na letra (d),

uh(x) =
ua − u0 coshαa

senhαa
senhαx+ u0 coshαx .

A solução da equação não-homogênea pode ser obtida substituindo f(x) = β2

na letra (g). Obtemos,

up(x) =
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 + (jπ/a)2

∫ a

0

f(x′) sen (jπx′/a) dx′ ,

=
2

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 + (jπ/a)2

∫ a

0

β2 sen (jπx′/a) dx′ ,

=
2β2

a

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
2a

(2j − 1)π
,

=
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
,

em que usamos a identidade (apêndice),

∫ a

0

sen (iπξ/a)dξ =







2a

iπ
, i ı́mpar ,

0 , i par .

A solução é portanto,

u = uh + up ,

=
ua − u0 coshαa

senhαa
senhαx+ u0 coshαx

+
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
.

Calculando as derivadas de u,
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u′ =
ua − u0 coshαa

senhαa
α coshαx+ u0α senhαx

+
4β2

a

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
,

u′′ =
ua − u0 coshαa

senhαa
α2 senhαx+ u0α

2 coshαx

−
4β2π

a2

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
(2j − 1) .

Portanto,

u′′ − α2u =
ua − u0 coshαa

senhαa
α2 senhαx+ u0α

2 coshαx

−
4β2π

a2

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
(2j − 1)

−
ua − u0 coshαa

senhαa
α2 senhαx− u0α

2 coshαx

−α2
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
,

=
∑

j=1

4β2

(2j − 1)π

(

−
π2

a2
(2j − 1)2 − α2

)

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
,

= −
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1
= −β2 ,

em que usamos a identidade (apêndice),

1 =
4

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1
, 0 < x < a .

Obtivemos a solução usando o resultado da letra (g), mas podemos inte-
grar a equação diretamente. Temos,

u′′ − α2u = −β2 ,

u′′ − α2u+ β2 = 0 ,

u′′ − α2

(

u−
β2

α2

)

= 0 .
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Definindo agora,

v = u−
β2

α2
,

a equação diferencial fica,

v′′ − α2v = 0 ,

com solução,

v = A senhαx+ B coshαx .

Usando as condições de contorno para u vem,

v(0) = v0 = B = u0 −
β2

α2
,

v(a) = va = A senhαa+ B coshαa = ua −
β2

α2
.

Das equações acima temos,

B = u0 −
β2

α2
,

A senhαa = ua −
β2

α2
−B coshαa ,

A =
ua − (β2/α2)− (u0 − β2/α2) coshαa

senhαa
.

A solução u é portanto,

u = v + β2/α2 ,

= A senhαx+B coshαx+ β2/α2 ,

=
ua − (β2/α2)− (u0 − β2/α2) coshαa

senhαa
senhαx

+(u0 − β2/α2) coshαx+ β2/α2 .

As duas formas de escrever a solução devem ser equivalentes, logo,
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ua − (β2/α2)− (u0 − β2/α2) coshαa

senhαa
senhαx

+(u0 − β2/α2) coshαx+ β2/α2 =

=
ua − u0 coshαa

senhαa
senhαx+ u0 coshαx

+
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
,

ou,

−(β2/α2) + (β2/α2) coshαa

senhαa
senhαx

−(β2/α2) coshαx+ β2/α2 =

=
4β2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
.

Assim,

−1 + coshαa

senhαa
senhαx− coshαx+ 1 =

=
4α2

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
1

2j − 1
.

Obtemos então uma série de senos para uma combinação linear de senos e
cosenos hiperbólicos. Podemos verificar numericamente ou graficamente que
o resultado acima está correto.

Comparando agora as derivadas u′ vem,

ua − (β2/α2)− (u0 − β2/α2) coshαa

senhαa
α coshαx

+(u0 − β2/α2)α senhαx =

=
ua − u0 coshαa

senhαa
α coshαx+ u0α senhαx

+
4β2

a

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
,

ou,
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−1 + coshαa

senhαa
α coshαx− α senhαx =

=
4α2

a

∑

j=1

cos [(2j − 1)πx/a]

α2 + [(2j − 1)π/a]2
.

Obtemos assim uma série de cosenos para uma combinação linear de senos e
cosenos hiperbólicos. Podemos verificar numericamente ou graficamente que
o resultado acima está correto.

6. Resolva o problema 5 com as condições de contorno,

u′(0) = u0 , u′(a) = ua .

7. Considere o problema 5 com as condições de contorno,

u′(0) + h[u(0)− u0] = 0 ,

u′(a) + h[u(a)− ua] = 0 .

8. (a) Resolva a equação linear,

u′′ + α2u = f cosωx .

Obtemos,

u =
1

senαa

[

ua −

(

u0 −
f

α2 − ω2

)

cosαa−
f

α2 − ω2
cosωa

]

senαx

+

(

u0 −
f

α2 − ω2

)

cosαx+
f

α2 − ω2
cosωx .

Usando o resultado da letra (f) do problema 5 com f(x) = −f cosωx,

u =
1

senαa
(ua − u0 cosαa) senαx+ u0 cosαx

+
2f

a

∑

j=1

sen (jπx/a)

α2 − (jπ/a)2
× ,

×

[

−
cos[((jπ/a)− ω)a]

2[(jπ/a)− ω]
−

cos[((jπ/a) + ω)a]

2[(jπ/a) + ω]

+
1

2[(jπ/a)− ω]
+

1

2[(jπ/a) + ω]

]

.
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Podemos verificar que as duas formas da solução são equivalentes.
(b) Resolva a equação não linear [12],

u′′ + α2u+ bu3 = f cosωt .

9. Considere a equação,

d2u

dx2
= −f(x) .

Calcule f(x) para as soluções abaixo:
(a)

u(x) =
Ae−κx

x
;

(b)

u(x) =
e−κx

x
(a+ bx) ;

(c)

u(x) =
e−κx

x
(a+ bx+ cx2) ;

(d)
u(x) = Ae−κx ;

(e)
u(x) = e−κx(a+ bx) ;

(f)
u(x) = e−κx(a+ bx+ cx2) .

7. Encontre a solução particular up(x) para a equação,

d2u

dx2
= −f(x) ,

em 0 ≤ x ≤ a, com condições de contorno homogêneas em x = a, nos
seguintes casos:

(a)

f(x) =
Ae−κx

x
;

(b)

f(x) =
e−κx

x
(a+ bx) ;

(c)

f(x) =
e−κx

x
(a+ bx+ cx2) ;
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(d)
f(x) = Ae−κx ;

(e)
f(x) = e−κx(a+ bx) ;

(f)
f(x) = e−κx(a+ bx+ cx2) .

2 Considerando u(x, y)

Agora temos,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 . (4)

Substituindo,

u(x, y) = X(x)Y (y) ,

temos,

X ′′Y +XY ′′ = 0 ,

ou,

X ′′

X
+
Y ′′

Y
= 0 .

Temos então,

X ′′

X
= −

Y ′′

Y
≡ −λ2 ,

ou,

X ′′ + λ2X = 0 ,

Y ′′ − λ2Y = 0 .

As soluções das equações acima são,

X(x) = a1 cosλx+ a2 senλx ,

Y (y) = b1 coshλy + b2 senhλy .

Consideramos λ 6= 0. Se λ = 0 vem,
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X(x) = a0x+ b0 , Y (y) = c0y + d0 .

Pelo prinćıpio da superposição, escrevemos a solução geral como,

u(x, y) = (a0x+ b0)(c0y + d0) +

+
∑

λ>0

[a1 cosλx+ a2 senλx][b1 coshλy + b2 senhλy] . (5)

Usando +λ2 em vez de −λ2 como constante de separação,

u(x, y) = (a0x+ b0)(c0y + d0) +

+
∑

λ>0

[a1 coshλx+ a2 senhλx][b1 cosλy + b2 senλy] . (6)

3 Problemas

1. Mostre que a solução da equação,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ,

com condições de contorno,

u(0, y) = u(a, y) = u(x, 0) = 0 , u(x, b) = fb(x) ,

é (Morse [10], pág. 797; Spiegel [7], probl. 2.56),

u(x, y) =

∫ a

0

fb(ξ)Gb(x, y, ξ)dξ

com,

Gb(x, y, ξ) =
2

a

∑

j=1

senh (jπy/a)

senh (jπb/a)
sen

jπx

a
sen

jπξ

a
.

A função Gb é uma função de x, y, e da variável ξ sobre a superf́ıcie y = b.
Morse e Feshbach [10] mostram a analogia entre um problema homogêneo
com condições de contorno não homogêneas, e um problema não homogêneo
com condições de contorno homogêneas. Embora esse problema seja ho-
mogêneo, a função Gb é análoga a uma função de Green.

Escrevemos a solução como,
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u(x, y) =
∑

λ>0

[a1 cosλx+ a2 senλx][b1 coshλy + b2 senhλy] .

As condições de contorno nos dão,

u(0, y) = 0 =
∑

λ>0

a1[b1 coshλy + b2 senhλy] ,

u(a, y) = 0 =
∑

λ>0

[a1 cosλa+ a2 senλa][b1 coshλy + b2 senhλy] ,

u(x, 0) = 0 =
∑

λ>0

[a1 cosλx+ a2 senλx]b1 ,

u(x, b) = fb(x) =
∑

λ>0

[a1 cosλx+ a2 senλx][b1 coshλb+ b2 senhλb] .

Satisfazemos as condições acima escolhendo,

a1 = b1 = 0 ,

λja = jπ , j = 1, 2, . . .

Com isso a equação para fb(x) fica,

fb(x) =
∑

j=1

a2b2 senh
jπb

a
sen

jπx

a
.

A expressão acima é uma expansão de fb(x) em série de Fourier de senos,
logo,

a2b2 senh
jπb

a
=

2

a

∫ a

0

fb(ξ) sen
jπξ

a
dξ ,

ou,

a2b2 =
1

senh (jπb/a)

2

a

∫ a

0

fb(ξ) sen
jπξ

a
dξ .

A expansão de fb é assim,

fb(x) =
2

a

∑

j=1

sen
jπx

a

∫ a

0

fb(ξ) sen
jπξ

a
dξ .

Se fb é constante,
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fb =
2

a

∑

j=1

sen
jπx

a

∫ a

0

fb sen
jπξ

a
dξ ,

1 =
4

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1
, (7)

em que usamos,

∫ a

0

sen (jπξ/a)dξ =







2a

jπ
, j ı́mpar ,

0 , j par .

A figura 1 mostra o gráfico da equação (7) para alguns termos da soma.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x

0

0,5

1

1,5

2

n=5
n=10
n=15
n=20

Fig. 1. Gráfico da equação (7) para os n primeiros. termos da soma com
a = 1. Usamos n = 5, 10, 15, 20.

A solução é então,

u(x, y) =
∑

j=1

sen (jπx/a)
senh (jπy/a)

senh (jπb/a)

2

a

∫ a

0

fb(ξ) sen
jπξ

a
dξ ,
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ou,

u(x, y) =

∫ a

0

fb(ξ)Gb(x, y, ξ)dξ

com,

Gb(x, y, ξ) =
2

a

∑

j=1

senh (jπy/a)

senh (jπb/a)
sen

jπx

a
sen

jπξ

a
.

Em y = b,

u(x, b) =
∑

j=1

sen (jπx/a)
2

a

∫ a

0

fb(ξ) sen
jπξ

a
dξ = fb(x) ,

como deve ser. Vamos verificar a solução. Temos,

∂2u(x, y)

∂x2
= −

∑

j=1

(jπ/a)2 sen (jπx/a)
senh (jπy/a)

senh (jπb/a)

2

a

∫ a

0

fb(ξ) sen
jπξ

a
dξ ,

∂2u(x, y)

∂y2
=

∑

j=1

(jπ/a)2 sen (jπx/a)
senh (jπy/a)

senh (jπb/a)

2

a

∫ a

0

fb(ξ) sen
jπξ

a
dξ ,

logo,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ,

como esperado.
Podemos escrever também,

u(x, b) =

∫ a

0

fb(ξ)Gb(x, b, ξ)dξ = fb(x) ,

o que nos dá uma representação para a função delta de Dirac,

Gb(x, b, ξ) =
2

a

∑

j=1

sen
jπx

a
sen

jπξ

a
= δ(ξ − x) .

Se fb é constante (Spiegel [7]; probl. 2.30; probl. 2.56 com a = b),

u(x, y) =
∑

j=1

sen (jπx/a) senh (jπy/a)

senh (jπb/a)

2

a

∫ a

0

fb sen
jπξ

a
dξ ,

= fb
4

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1

senh [(2j − 1)πy/a]

senh [(2j − 1)πb/a]
.
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Em y = b,

u(x, b) = fb
4

π

∑

j=1

sen [(2j − 1)πx/a]

2j − 1
= fb ,

como deve ser. Finalmente, se fb = 0 então u = 0.
2. Considere a mesma placa do problema anterior com,

u(0, y) = f1(y) , u(a, y) = f2(y) ,

u(x, 0) = g1(x) , u(x, b) = g2(x) .

Calcule a temperatura estacionária (Spiegel [7], probl. 2.31 com f1, f2, g1, g2
constantes; probl. 2.57 com a = b; Morse e Feshbach [10], p. 1178 com
g1 = 1, f1 = f2 = g2 = 0).

Escrevemos a solução como,

u = u1 + u2 + u3 + u4 ,

com as condições de contorno,

u1(0, y) = f1(y), u2(0, y) = 0, u3(0, y) = 0, u4(0, y) = 0,
u1(a, y) = 0, u2(a, y) = f2(y), u3(a, y) = 0, u4(a, y) = 0,
u1(x, 0) = 0, u2(x, 0) = 0, u3(x, 0) = g1(x), u4(0, y) = 0,
u1(x, b) = 0, u2(x, b) = 0, u3(x, b) = 0, u4(x, b) = g2(x).

(a) Cálculo de u1.

u1(x, y) =
2

b

∑

j=1

senλjy
senhλj(a− x)

senhλja

∫ b

0

f1(ξ) sen (λjξ) dξ .

(b) Cálculo de u2.

u2(x, y) =
∑

j=1

senλjy
senhλjx

senhλja

2

b

∫ b

0

f2(v) sen (λjv) dv .

(c) Cálculo de u3.

u3(x, y) =
∑

j=1

senλjx
senhλj(b− y)

senhλjb

2

a

∫ a

0

g1(v) sen (λjv) dv .

(d) Cálculo de u4.
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u4(x, y) =
∑

j=1

senλjx
senhλjy

senhλjb

2

a

∫ a

0

g2(v) sen (λjv) dv .

3. Uma placa semi-infinita de largura a possui lados paralelos em x = 0,
x = a e y = 0. Calcule a temperatura no estado estacionário se u(0, y) =
f(y), u(a, y) = g(y), u(x, 0) = h(x) (Spiegel [7], probl. 2.58 com f = g = 0,
h = u0; Wangsness [2], p. 186).

4. Obtenha u(x, y) no intervalo −L ≤ x ≤ L, −∞ ≤ y ≤ +∞, para as
condições de contorno,

(a) u(x, 0) = f(x).

u(x, y) =















∑

n=0

e−nπy/L
(

an cos
nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)

, y > 0 ,

∑

n=0

enπy/L
(

an cos
nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)

, y < 0 .

(b) ux(x, 0) = f(x).
(c) u(L, y) = f(y).
(d) ux(L, y) = f(y).
5. Encontre a solução da equação de Laplace em y > 0 se u(x, 0) = f(x)

(Spiegel [7], prob. 5.19; [8]. prob. 12.65).
6. Considere o problema 5 com (Spiegel [7], probl. 5.45; [8], prob. 12.66),

f(x) =

{

0 , x < 0 ,

u0 , x > 0 .

7. Mostre que a solução do problema 5 pode ser escrita na forma (Spiegel
[7], probl. 5.20),

u(x, y) =
1

π

∫

∞

−∞

yf(v)

y2 + (v − x)2
dv .

8. Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl. 5.44),

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 , y > 0 ,

com,

u(x, 0) =

{

−1 , x < 0 ,

1 , x > 0 .
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9. Considere o problema 5 com (Spiegel [7], probl. 5.46),

u(x, 0) =











0 , x < −1 ,

1 , −1 < x < 1 ,

0 , x > 1 .

10. A região x > 0, y > 0 possui potencial nulo em x = 0 e f(x) em
y = 0. Calcule u(x, y). Calcule u(x, y) se f(x) = 1 (Spiegel [7], prob. 5.47;
[8], prob. 12.67).

11. As linhas y = 0 e y = a possuem potenciais zero e f(x), respectiva-
mente. Calcule o potencial entre as linhas (Spiegel [7], probl. 5.49).

12. Encontre a solução da equação de Laplace em 0 < x <∞, 0 < y <∞

se u(x, 0) = f(x) e u(0, y) = g(y).
13. Encontre a solução u(x, y) da equação de Laplace em 0 ≤ x ≤ a,

0 ≤ y ≤ b, com as condições de contorno (Morse e Feshbach [10], p.707),

u(0, y) = u(a, y) = u(x, b) = 0 ,

u(x, 0) = ψs(x) .

u(x, y) =
∑

j=1

Aj senh [(jπ/a)(b− y)] sen (jπx/a) ,

=
∑

j=1

senh [(jπ/a)(b− y)]

senh (jπb/a)
sen (jπx/a)

2

a

∫ a

0

ψs(x
′) sen (jπx′/a)dx′ .

14. Encontre a solução u(x, y) da equação de Laplace em 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ ∞, com as condições de contorno (Morse e Feshbach [10], p.709),

u(0, y) = u(a, y) = 0 ,

u(x, 0) = ψs(x) .

15. Encontre a solução u(x, y) da equação de Laplace em 0 ≤ x ≤ a,
−∞ ≤ y ≤ +∞, com as condições de contorno,

u(0, y) = u(a, y) = 0 .

16. Encontre a solução u(x, y) para as equações:
(a)

∇2u = −f(x, y) ;
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(b)
∇2u = +α2 ;

(c)
∇2u = −α2 ;

(d)
∇2u = +α2u ;

(e)
∇2u = −α2u ;

(f)
∇2u+ α2u = −f(x, y) ;

(g)
∇2u− α2u = −f(x, y) ;

(h)
∇2u+ α2u = −β2 ;

(i)
∇2u− α2u = −β2 ;

com α constante e,

0 ≤ x ≤ a , 0 ≤ y ≤ b ,

u(0, y) = µ1(y) , u(a, y) = µ2(y) ,

u(x, 0) = ν1(x) , u(x, b) = ν2(x) .

(a) De forma análoga ao caso unidimensional, escrevemos a solução como,

u(x, y) = uh(x, y) + up(x, y) ,

com a solução uh da equação homogênea com condições de contorno não-
homogêneas (problema 2), e up uma solução particular da equação não-
homogênea com condições de contorno homogêneas.

Expandimos up e f em séries de senos de Fourier duplas,

up(x, y) =
∞
∑

ij=1

Aij sen
iπx

a
sen

jπy

b
,

Aij =
4

ab

∫ a

0

∫ b

0

up(x
′, y′) sen

iπx′

a
sen

jπy′

b
dx′dy′ ,
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f(x, y) =
∞
∑

ij=1

Bij sen
iπx

a
sen

jπy

b
,

Bij =
4

ab

∫ a

0

∫ b

0

f(x′, y′) sen
iπx′

a
sen

jπy′

b
dx′dy′ .

Substituindo up e f na equação diferencial,

∇2up = −f(x, y) ,

∂2up
∂x2

+
∂2up
∂y2

= −f(x, y) ,

−

∞
∑

ij=1

Aij(iπ/a)
2 sen

iπx

a
sen

jπy

b
−

∞
∑

ij=1

Aij(jπ/b)
2 sen

iπx

a
sen

jπy

b
=

= −

∞
∑

ij=1

Bij sen
iπx

a
sen

jπy

b
,

logo,

Aij =
Bij

(iπ/a)2 + (jπ/b)2
,

=
1

(iπ/a)2 + (jπ/b)2
4

ab

∫ a

0

∫ b

0

f(x′, y′) sen
iπx′

a
sen

jπy′

b
dx′dy′ .

A solução particular é então,

up(x, y) =
∞
∑

ij=1

Aij sen
iπx

a
sen

jπy

b
,

=
∞
∑

ij=1

sen
iπx

a
sen

jπy

b

1

(iπ/a)2 + (jπ/b)2
×

×
4

ab

∫ a

0

∫ b

0

f(x′, y′) sen
iπx′

a
sen

jπy′

b
dx′dy′ .

Podemos verificar que up satisfaz condições de contorno homogêneas. Es-
crevendo up em termos de função de Green temos,

up(x, y) =

∫ a

0

∫ b

0

G(x, y; x′, y′)f(x′, y′)dx′dy′ ,
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com (Morse e Feshbach [10], p. 798),

G(x, y; x′, y′) =
∞
∑

ij=1

sen
iπx

a
sen

jπy

b

1

(iπ/a)2 + (jπ/b)2
×

×
4

ab
sen

iπx′

a
sen

jπy′

b
.

17. Encontre a solução u(x, y) da equação de Laplace em 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ b, com as condições de contorno (Morse e Feshbach [10], p.712),

ux(0, y) = ux(a, y) = uy(x, b) = 0 ,

u(x, 0) = ψs(x) .

18. Encontre a solução u(x, y) da equação de Laplace em −∞ ≤ x ≤ ∞,
0 ≤ y ≤ b, com as condições de contorno (Morse e Feshbach [10], p. 1176),

u(x, 0) = u0 , −d/2 ≤ x ≤ d/2 ,

u(x, 0) = 0 , x ≤ −d/2 , x ≥ d/2 ,

u(x, b) = 0, .

19. Resolva o problema 16 com as condições de contorno,

ux(0, y) = µ1(y) , ux(a, y) = µ2(y) ,

uy(x, 0) = ν1(x) , uy(x, b) = ν2(x) .

20. Considere o problema 16 com as condições de contorno,

ux(0, y) + h[u(0, y)− µ1(y)] = 0 , ux(a, y) + h[u(a, y)− µ2(y)] = 0 ,

uy(x, 0) + h[u(x, 0)− ν1(x)] = 0 , uy(x, b) + h[u(x, b)− ν2(x)] = 0 .

21. Resolva a equação (Spiegel [8], prob. 12.12),

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 10e2x+y .

22. Resolva a equação (Spiegel [8], prob. 12.31),
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∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ,

com,

u(x, π/2) = 0 , u(x, 0) = 4e−3x .

4 Considerando u(x, y, z)

Substituindo em (1) a solução,

u(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z) ,

temos,

X ′′Y Z +XY ′′Z +XY Z ′′ = 0 ,

ou,

X ′′

X
+
Y ′′

Y
+
Z ′′

Z
= 0 .

Escrevemos a equação acima na forma,

X ′′

X
+
Y ′′

Y
= −

Z ′′

Z
≡ −λ2 . (8)

Podemos escrever a função Z,

Z(z) = c1 coshλz + c2 senhλz .

Reescrevemos (8) na forma,

X ′′

X
= −

Y ′′

Y
− λ2 ≡ −µ2 , (9)

de onde temos,

X ′′ + µ2X = 0 ,

Y ′′ + (λ2 − µ2)Y = 0 .

As soluções para X e Y são,
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X(x) = a1 cosµx+ a2 senµx ,

Y (y) = b1 cos
√

λ2 − µ2y + b2 sen
√

λ2 − µ2y , λ2 > µ2 ,

Y (y) = b1 cosh
√

µ2 − λ2y + b2 senh
√

µ2 − λ2y , λ2 < µ2 .

Notemos que as funções X, Y, Z serão trigonométricas ou hiperbólicas de
acordo com a forma como escrevemos as constantes de separação, ±λ2,±µ2.

(a) −λ2,−µ2:

u(x, y, z) =
∑

λ,µ>0

(a1µ cosµx+ a2µ senµx)×

×(b1λµ cos
√

λ2 − µ2y + b2λµ sen
√

λ2 − µ2y)×

×(c1λ coshλz + c2λ senhλz) , λ2 > µ2 , (10)

u(x, y, z) =
∑

λ,µ>0

(a1µ cosµx+ a2µ senµx)×

×(b1 cosh
√

µ2 − λ2y + b2 senh
√

µ2 − λ2y)×

×(c1λ coshλz + c2λ senhλz) , λ2 < µ2 . (11)

(b) −λ2,+µ2:

u(x, y, z) =
∑

λ,µ>0

(a1 coshµx+ a2 senhµx)×

×(b1 cos
√

λ2 + µ2y + b2 sen
√

λ2 + µ2y)×

×(c1 coshλz + c2 senhλz) . (12)

(c) +λ2,−µ2:

u(x, y, z) =
∑

λ,µ>0

(a1 cosµx+ a2 senµx)×

×(b1 cosh
√

λ2 + µ2y + b2 senh
√

λ2 + µ2y)×

×(c1 cosλz + c2 sen λz) . (13)

(d) +λ2,+µ2:
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u(x, y, z) =
∑

λ,µ>0

(a1 coshµx+ a2 senhµx)×

×(b1 cosh
√

λ2 − µ2y + b2 senh
√

λ2 − µ2y)×

×(c1 cosλz + c2 sen λz) , λ2 > µ2 , (14)

u(x, y, z) =
∑

λ,µ>0

(a1 coshµx+ a2 senhµx)×

×(b1 cos
√

µ2 − λ2y + b2 sen
√

µ2 − λ2y)×

×(c1 cosλz + c2 sen λz) , λ2 < µ2 . (15)

Notemos que as soluções acima são para λ e µ não nulos. Se temos λ = 0,
por exemplo, a solução para Z é,

Z(z) = a0z + b0 .

5 Problemas

1. Calcule u(x, y, z) em 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c, com (Spiegel [7],
2.73 com a = b = c; Morse e Feschbach [10], p. 1256 com u(x, y, 0) = ψ0 e
os demais lados iguais a zero),

u(0, y, z) = f1(y, z) , u(a, y, z) = f2(y, z) ,

u(x, 0, z) = g1(x, z) , u(x, b, z) = g2(x, z) ,

u(x, y, 0) = h1(x, y) , u(x, y, c) = h2(x, y) .

Escrevemos a solução como,

u = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 ,

com u1(0, y, z) = f1(y, z) e zero nas outras faces. Analogamente para u2, etc.
(a) Cálculo de u1.
Escrevemos u1 como,

u1(x, y, z) =
∑

λ,µ

senh [µ(a− x)]×

×(b1 cosαy + b2 sen αy)(c1 cosλz + c2 sen λz) , (16)

α2 = µ2 − λ2 , µ2 > λ2 , (17)
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e as condições de contorno,

u1(0, y, z) = f1(y, z) ,

=
∑

λ,µ

senh (µa)×

×(b1 cosαy + b2 sen αy)(c1 cosλz + c2 sen λz) ,

u1(a, y, z) = 0 ,

u1(x, 0, z) = 0 =
∑

λ,µ

senh [µ(a− x)]×

×b1(c1 cosλz + c2 sen λz) ,

u1(x, b, z) = 0 =
∑

λ,µ

senh [µ(a− x)]×

×(b1 cosαb+ b2 sen αb)(c1 cosλz + c2 sen λz) ,

u1(x, y, 0) = 0 =
∑

λ,µ

senh [µ(a− x)]×

×(b1 cosαy + b2 sen αy)c1 ,

u1(x, y, c) = 0 =
∑

λ,µ

senh [µ(a− x)]×

×(b1 cosαy + b2 sen αy)(c1 cosλc+ c2 sen λc) ,

α2 = µ2 − λ2 , µ2 > λ2 .

Satisfazemos as condições acima escolhendo,

b1 = c1 = 0 ,

λic = iπ , i = 1, 2, . . .

αjb = jπ , j = 1, 2, . . .

A equação para f1 fica,

f1(y, z) =
∑

ij

b2c2 senh (µija) sen (jπy/b) sen (iπz/c) ,

α2

j + λ2i = µ2

ij , µ2

ij > λ2i .

Temos uma expansão em série de senos de Fourier, logo,
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∑

j

b2c2 senh (µija) sen (jπy/b) =
2

c

∫ c

0

f1(y, ζ) sen (iπζ/c) dζ ,

e,

b2c2 senh (µija) =
2

b

∫ b

0

sen (jπη/b) dη
2

c

∫ c

0

f1(η, ζ) sen (iπζ/c) dζ .

Portanto,

b2c2 =
1

senh (µija)

2

b

∫ b

0

sen (jπη/b) dη
2

c

∫ c

0

f1(η, ζ) sen (iπζ/c) dζ .

A expansão para f1 é então,

f1(y, z) =
∑

ij

sen (jπy/b) sen (iπz/c)×

×
2

b

∫ b

0

sen (jπη/b) dη
2

c

∫ c

0

f1(η, ζ) sen (iπζ/c) dζ .

Se f1 é constante,

f1 =
∑

ij

sen (jπy/b) sen (iπz/c)×

×
2

b

∫ b

0

sen (jπη/b) dη
2

c

∫ c

0

f1 sen (iπζ/c) dζ ,

= f1
16

π2

∑

ij

sen [(2j − 1)πy/b]

2j − 1

sen [(2i− 1)πz/c]

2i− 1
,

ou,

1 =
16

π2

∑

ij

sen [(2j − 1)πy/b]

2j − 1

sen [(2i− 1)πz/c]

2i− 1
, (18)

em que usamos,

∫ a

0

sen (iπξ/a)dξ =







2a

iπ
, i ı́mpar ,

0 , i par .

A figura 2 mostra um gráfico de (18) para alguns termos da série.
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Fig. 2. Gráfico de (18) para os n primeiros termos da série, com b = c = 1,
y = 0, 5, e n = 5, 10, 15, 20.

A solução fica então,

u1(x, y, z) =
∑

ij

senh [µij(a− x)]

senh (µija)
sen (jπy/b) sen (iπz/c)×

×
2

b

∫ b

0

sen (jπη/b) dη
2

c

∫ c

0

f1(η, ζ) sen (iπζ/c) dζ ,

α2

j + λ2i = µ2

ij , µ2 > λ2 .

Se f1 é constante,

u1(x, y, z) = f1
16

π2

∑

ij

senh [µij(a− x)]

senh (µija)
×

×
sen [(2j − 1)πy/b]

2j − 1

sen [(2i− 1)πz/c]

2i− 1
×

α2

j + λ2i = µ2

ij , µ2 > λ2 ,
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e se f1 = 0 temos u1 = 0.
Podemos escrever a solução acima como,

u1(x, y, z) =

∫ b

0

∫ c

0

G(x, y, z; η, ζ)f1(η, ζ)dηdζ ,

ou, como u1(0, y, z) = f1(y, z),

u1(x, y, z) =

∫ b

0

∫ c

0

G(x, y, z; η, ζ)u1(0, η, ζ)dηdζ ,

com,

G(x, y, z; η, ζ) =
∑

ij

senh [µij(a− x)]

senh (µija)
sen (jπy/b) sen (iπz/c)×

×
2

b
sen (jπη/b)

2

c
sen (iπζ/c) ,

α2

j + λ2i = µ2

ij , µ2 > λ2 .

Em x = 0,

u1(0, y, z) =
∑

ij

sen (jπy/b) sen (iπz/c)×

×
2

b

∫ b

0

sen (jπη/b) dη
2

c

∫ c

0

f1(η, ζ) sen (iπζ/c) dζ ,

= f1(y, z) ,

α2

j + λ2i = µ2

ij , µ2 > λ2 ,

como deve ser.
Também podemos escrever,

u1(0, y, z) =

∫ b

0

∫ c

0

G(0, y, z; η, ζ)u1(0, η, ζ)dηdζ ,

com,

G(0, y, z; η, ζ) =
∑

ij

sen (jπy/b) sen (iπz/c)×

×
2

b
sen (jπη/b)

2

c
sen (iπζ/c) ,

α2

j + λ2i = µ2

ij , µ2 > λ2 .
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Portanto podemos escrever,

G(0, y, z; η, ζ) = δ(η − y)δ(ζ − z) .

Para o cálculo de u2 etc., o procedimento é análogo.
(b) Cálculo de u2.
(c) Cálculo de u3.
(d) Cálculo de u4.
(e) Cálculo de u5.
A condição de contorno para u5 é,

u5(x, y, 0) = h1(x, y) ,

com u5 = 0 nas outras faces.
Escrevemos u5 como,

u5(x, y, z) =
∑

λ,µ>0

(a1 cosµx+ a2 senµx)×

×(b1 cosαy + b2 sen αy)×

× senhλ(c− z) , λ2 > µ2 , α2 = λ2 − µ2 ,

e as condições de contorno,
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u5(0, y, z) = 0 =
∑

λ,µ>0

a1(b1 cosαy + b2 sen αy)×

× senhλ(c− z) ,

u5(a, y, z) = 0 =
∑

λ,µ>0

(a1 cosµa+ a2 senµa)×

×(b1 cosαy + b2 sen αy)×

× senhλ(c− z) ,

u5(x, 0, z) = 0 =
∑

λ,µ>0

(a1 cosµx+ a2 senµx)×

×b1 senhλ(c− z) ,

u5(x, b, z) = 0 =
∑

λ,µ>0

(a1 cosµx+ a2 senµx)×

×(b1 cosαb+ b2 sen αb)×

× senhλ(c− z) ,

u5(x, y, 0) = h1(x, y) ,

=
∑

λ,µ>0

(a1 cosµx+ a2 senµx)×

×(b1 cosαy + b2 sen αy)×

× senhλc ,

u5(x, y, c) = 0 .

Satisfazemos as condições acima escolhendo,

a1 = b1 = 0 ,

µia = iπ , i = 0, 1, 2, . . . ,

αjb = jπ , j = 0, 1, 2, . . .

A equação para h1 fica então,

h1(x, y) =
∑

ij

a2b2 sen (iπx/a) sen (jπy/b) senhλijc ,

λ2ij = α2

j + µ2

i =

(

jπ

b

)2

+

(

iπ

a

)2

.

Temos uma expansão em série de senos de Fourier, logo,
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∑

i

a2b2 sen (iπx/a) senhλijc =
2

b

∫ b

0

h1(x, ζ) sen (jπζ/b) dζ ,

e,

a2b2 senhλijc =
2

a

∫ a

0

sen (iπη/a) dη
2

b

∫ b

0

h1(η, ζ) sen (jπζ/b) dζ .

Portanto,

a2b2 =
1

senhλijc

2

a

∫ a

0

sen (iπη/a) dη
2

b

∫ b

0

h1(η, ζ) sen (jπζ/b) dζ .

A expansão para h1 é assim,

h1(x, y) =
∑

ij

sen (iπx/a) sen (jπy/b)×

2

a

∫ a

0

sen (iπη/a) dη
2

b

∫ b

0

h1(η, ζ) sen (jπζ/b) dζ ,

λ2ij = α2

j + µ2

i =

(

jπ

b

)2

+

(

iπ

a

)2

.

Se h1 é constante,

h1 =
∑

ij

sen (iπx/a) sen (jπy/b)×

×
2

a

∫ a

0

sen (iπη/a) dη
2

b

∫ b

0

h1 sen (jπζ/b) dζ ,

ou,

1 =
16

π2

∑

ij

sen [(2i− 1)πx/a]

2i− 1

sen [(2j − 1)πy/b]

2j − 1
,

em que usamos,
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∫ a

0

sen (iπξ/a)dξ =







2a

iπ
, i ı́mpar ,

0 , i par .

A solução fica então,

u5(x, y, z) =
∑

ij

sen (iπx/a) sen (jπy/b)
senhλij(c− z)

senhλijc
×

×
2

a

∫ a

0

sen (iπη/a) dη
2

b

∫ b

0

h1(η, ζ) sen (jπζ/b) dζ ,

λ2ij = α2

j + µ2

i =

(

jπ

b

)2

+

(

iπ

a

)2

.

Se h1 é constante,

u5(x, y, z) =
16h1
π2

∑

ij

senhλij(c− z)

senhλijc
×

×
sen [(2i− 1)πx/a]

2i− 1

sen [(2j − 1)πy/b]

2j − 1
,

λ2ij =
(2j − 1)2π2

b2
+

(2i− 1)2π2

a2
,

e se h1 = 0 temos u5 = 0.
Podemos escrever a solução acima como,

u5(x, y, z) =

∫ a

0

∫ b

0

G(x, y, z; η, ζ)h1(η, ζ)dηdζ ,

ou, como u5(x, y, 0) = h1(x, y),

u5(x, y, z) =

∫ a

0

∫ b

0

G(x, y, z; η, ζ)u5(η, ζ, 0)dηdζ ,

com,

G(x, y, z; η, ζ) =
4

ab

∑

ij

sen (iπx/a) sen (jπy/b)
senhλij(c− z)

senhλijc
×

× sen (iπη/a) sen (jπζ/b) ,

λ2ij = α2

j + µ2

i =

(

jπ

b

)2

+

(

iπ

a

)2

.
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Em z = 0,

u5(x, y, 0) =
∑

ij

sen (iπx/a) sen (jπy/b)×

×
2

a

∫ a

0

sen (iπη/a) dη
2

b

∫ b

0

h1(η, ζ) sen (jπζ/b) dζ ,

= h1(x, y) ,

λ2ij = α2

j + µ2

i =

(

jπ

b

)2

+

(

iπ

a

)2

,

como deve ser.
Também temos,

u5(x, y, 0) =

∫ a

0

∫ b

0

G(x, y, 0; η, ζ)u5(η, ζ, 0)dηdζ ,

com,

G(x, y, 0; η, ζ) =
4

ab

∑

ij

sen (iπx/a) sen (jπy/b)×

× sen (iπη/a) sen (jπζ/b) .

Portanto,

G(x, y, 0; η, ζ) =
4

ab

∑

ij

sen (iπx/a) sen (jπy/b)×

× sen (iπη/a) sen (jπζ/b) ,

= δ(η − x)δ(ζ − y) .

(f) Cálculo de u6.
2. Considere o problema anterior com u(x, y, 0) = h1(x, y), as outras

funções iguais a zero (Spiegel [7], probl. 2.75; probl. 2.72 com a = b = c).
3. Encontre a solução da equação de Laplace em x > 0 se u(0, y, z) =

f(y, z).
4. Encontre a solução da equação de Laplace em x > 0, y > 0 se

u(0, y, z) = f(y, z) e u(x, 0, z) = g(x, z).
5. Encontre a solução da equação de Laplace em x > 0, y > 0, z > 0 se

u(0, y, z) = f(y, z), u(x, 0, z) = g(x, z) e u(x, y, 0) = h(x, y).
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6. Encontre a solução u(x, y, z) para as equações:
(a)

∇2u = −f(x, y, z) ;

(b)
∇2u = +α2 ;

(c)
∇2u = −α2 ;

(d)
∇2u = +α2u ;

(e)
∇2u = −α2u ;

(f)
∇2u+ α2u = −f(x, y, z) ;

(g)
∇2u− α2u = −f(x, y, z) ;

(h)
∇2u+ α2u = −β2 ;

(i)
∇2u− α2u = −β2 ;

com α constante e,

0 ≤ x ≤ a , 0 ≤ y ≤ b , 0 ≤ z ≤ c ,

u(0, y, z) = µ1(y, z) , u(a, y, z) = µ2(y, z) ,

u(x, 0, z) = ν1(x, z) , u(x, b, z) = ν2(x, z) ,

u(x, y, 0) = η1(x, y) , u(x, y, c) = η2(x, y) .

De forma análoga aos casos unidimensional e bidimensional, escrevemos
a solução como,

u(x, y, z) = uh(x, y, z) + up(x, y, z) ,

com a solução uh da equação homogênea com condições de contorno não-
homogêneas (problema 1), e up uma solução particular da equação não-
homogênea com condições de contorno homogêneas.

Expandimos up e f em séries de senos de Fourier triplas,
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up(x, y, z) =
∞
∑

ijk=1

Aijk sen
iπx

a
sen

jπy

b
sen

kπz

c
,

Aijk =
8

abc

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

up(x
′, y′, z′) sen

iπx′

a
sen

jπy′

b
sen

kπz′

c
dx′dy′dz′ ,

f(x, y, z) =
∞
∑

ijk=1

Bijk sen
iπx

a
sen

jπy

b
sen

kπz

c
,

Bijk =
8

abc

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

f(x′, y′, z′) sen
iπx′

a
sen

jπy′

b
sen

kπz′

c
dx′dy′dz′ .

Substituindo up e f na equação diferencial,

∇2up = −f(x, y, z) ,

∂2up
∂x2

+
∂2up
∂y2

+
∂2up
∂z2

= −f(x, y, z) ,

−

∞
∑

ijk=1

Aijk[(iπ/a)
2 + (jπ/b)2 + (kπ/c)2] sen

iπx

a
sen

jπy

b
sen

kπz

c
=

=
∞
∑

ijk=1

Bijk sen
iπx

a
sen

jπy

b
sen

kπz

c
,

logo,

Aijk =
Bijk

(iπ/a)2 + (jπ/b)2 + (kπ/c)2
,

=
1

(iπ/a)2 + (jπ/b)2 + (kπ/c)2
×

×
8

abc

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

f(x′, y′, z′) sen
iπx′

a
sen

jπy′

b
sen

kπz′

c
dx′dy′dz′ .

A solução particular é então,
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up(x, y, z) =
∞
∑

ijk=1

Aijk sen
iπx

a
sen

jπy

b
sen

kπz

c
,

=
∞
∑

ijk=1

sen
iπx

a
sen

jπy

b
sen

kπz

c
×

×
1

(iπ/a)2 + (jπ/b)2 + (kπ/c)2
×

×
8

abc

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

f(x′, y′, z′) sen
iπx′

a
sen

jπy′

b
sen

kπz′

c
dx′dy′dz′ .

Podemos verificar que up satisfaz condições de contorno homogêneas. Es-
crevendo up em termos de função de Green temos,

up(x, y, z) =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

G(x, y, z; x′, y′, z′)f(x′, y′, z′)dx′dy′dz′ ,

com,

G(x, y, z; x′, y′, z′) =
∞
∑

ijk=1

sen
iπx

a
sen

jπy

b
sen

kπz

c
×

×
1

(iπ/a)2 + (jπ/b)2 + (kπ/c)2
×

×
8

abc
sen

iπx′

a
sen

jπy′

b
sen

kπz′

c
.

7. Resolva o problema anterior com as condições de contorno,

ux(0, y, z) = µ1(y, z) , ux(a, y, z) = µ2(y, z) ,

uy(x, 0, z) = ν1(x, z) , uy(x, b, z) = ν2(x, z) ,

uz(x, y, 0) = η1(x, y) , uz(x, y, c) = ν2(x, y) .

8. Considere o problema 6 com as condições de contorno,

ux(0, y, z) + h[u(0, y, z)− µ1(y, z)] = 0 , ux(a, y, z) + h[u(a, y, z)− µ2(y, z)] = 0 ,

uy(x, 0, z) + h[u(x, 0, z)− ν1(x, z)] = 0 , uy(x, b, z) + h[u(x, b, z)− ν2(x, z)] = 0 ,

uz(x, y, 0) + h[u(x, y, 0)− η1(x, y)] = 0 , uz(x, y, c) + h[u(x, y, c)− η2(x, y)] = 0
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Apêndice

1. Série de Fourier

f(x) =
a0
2

+
∞
∑

m=1

[am cos(mπx/L) + bm sen (mπx/L)] ,

a0
2

=
1

2L

∫ L

−L

f(x) dx ,

am =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos(mπx/L) dx ,

bm =
1

L

∫ L

−L

f(x) sen (mπx/L) dx , m = 0, 1, 2, . . .

2. Série de Fourier de senos

f(z) =
∑

j=1

bj sen (jπz/L) ,

bj =
2

L

∫ L

0

f(x) sen (jπx/L) dx .

3. Série de Fourier de cosenos

f(z) =
a0
2

+
∑

j=1

aj cos (jπz/L) ,

aj =
2

L

∫ L

0

f(x) cos (jπx/L) dx .

4. Série de Fourier de senos dupla

f(x, y) =
∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

Bmn sen
mπx

L1

sen
nπy

L2

,

Bmn =
4

L1L2

∫ L1

0

∫ L2

0

f(x, y) sen
mπx

L1

sen
nπy

L2

dxdy .

5. Série de Fourier de senos tripla

f(x, y, z) =
∞
∑

l=1

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

Blmn sen
lπx

L1

sen
mπy

L2

sen
nπz

L3

,
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Blmn =
8

L1L2L3

∫ L1

0

∫ L2

0

∫ L3

0

f(x, y, z) sen
lπx

L1

sen
mπy

L2

sen
nπz

L3

dxdydz .

6.

∫ a

0

sen (iπξ/a)dξ =







2a

iπ
, i ı́mpar ,

0 , i par .

7.

∫

cos ax cos bx dx =
1

2

sen (a+ b)x

a+ b
+

1

2

sen (a− b)x

a− b
,

∫ L

−L

cos(iπx/L) cos(jπx/L) dx =
1

2

sen [(i+ j)πx/L]

(i+ j)π/L
+

1

2

sen [(i− j)πx/L]

(i− j)π/L

∣

∣

∣

∣

∣

L

−L

,

=

{

0 , i 6= j ,

L , i = j ,

∫ L

0

cos(iπx/L) cos(jπx/L) dx =
1

2

sen [(i+ j)πx/L]

(i+ j)π/L
+

1

2

sen [(i− j)πx/L]

(i− j)π/L

∣

∣

∣

∣

∣

L

0

,

=

{

0 , i 6= j ,

L/2 , i = j .

8.

∫

sen ax sen bx dx =
1

2

sen (a− b)x

a− b
−

1

2

sen (a+ b)x

a+ b
,

∫ L

−L

sen (iπx/L) sen (jπx/L) dx =
1

2

sen [(i− j)πx/L]

(i− j)π/L
−

1

2

sen [(i+ j)πx/L]

(i+ j)π/L

∣

∣

∣

∣

∣

L

−L

,

=

{

0 , i 6= j ,

L , i = j ,

52



∫ L

0

sen (iπx/L) sen (jπx/L) dx =
1

2

sen [(i− j)πx/L]

(i− j)π/L
−

1

2

sen [(i+ j)πx/L]

(i+ j)π/L

∣

∣

∣

∣

∣

L

0

,

=

{

0 , i 6= j ,

L/2 , i = j .

9.

∫

sen ax cos bx dx = −
1

2

cos(a+ b)x

a+ b
−

1

2

cos (a− b)x

a− b
.

∫ L

−L

sen (iπx/L) cos (jπx/L) dx = −
1

2

cos[(i+ j)πx/L]

(i+ j)π/L
−

1

2

cos [(i− j)πx/L]

(i− j)π/L

∣

∣

∣

∣

∣

L

−L

,

= 0 ,

∫ L

0

sen (iπx/L) cos (jπx/L) dx = −
1

2

cos[(i+ j)πx/L]

(i+ j)π/L
−

1

2

cos [(i− j)πx/L]

(i− j)π/L

∣

∣

∣

∣

∣

L

0

,

=







1− (−1)i+j

2(i+ j)π/L
+

1− (−1)i+j

2(i− j)π/L
, i 6= j ,

0 , i = j .

10.

∫ L

0

x sen (iπx/L) dx =











+
L2

iπ
, i ı́mpar ,

−
L2

iπ
, i par ,

=
L2

iπ
(−1)i+1 ,

∫

x sen ax dx =
sen ax

a2
−
x cos ax

a
.

11.

x =
2L

π

∑

i=1

sen (iπx/L)

i
(−1)i+1 , 0 < x < L .
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12.

1 =
4

π

∑

i=1

sen [(2i− 1)πx/L]

2i− 1
, 0 < x < L .

13.

δ(ξ − x) =
2

a

∑

j=1

sen
jπx

a
sen

jπξ

a
.

14.

1 =
16

π2

∑

ij

sen [(2j − 1)πy/b]

2j − 1

sen [(2i− 1)πz/c]

2i− 1
.

15.

δ(η − y)δ(ζ − z) =
4

bc

∑

ij

sen (jπy/b) sen (iπz/c)×

× sen (jπη/b) sen (iπζ/c) .
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