3 - A equacao de Laplace
em coordenadas cartesianas

A equacao de Laplace V?u = 0 em coordenadas cartesianas ¢é,

0w Pu  O*u
—|— —=

0. 1
ox? + oy? 022 (1)
1 Considerando u(x)
Nesse caso temos,
0%u
— =0 2
83:2 Y ( )
com solucgao,
u(z) =ax +0. (3)

Problemas

1. Obtenha a solugao u(zx) no intervalo 0 < z < +o0, com u(0) = wuy,
u'(0) = vp.

A solugao € u(x) = ax +b. Em x =0, u(0) = b = up, v'(0) = a = vy,
logo,

u(zx) = vor + ug .

Se a solucao deve ser finita, entdio vg = 0. Assim, uma solucao finita é
necessariamente uma constante.
2. Obtenha a solugao u(x) no intervalo 0 < z < L, com,
(a) u(0) = ug, u(L) = vy.
A solugio é u(x) = axr +b. Emx =0, u(0) =b = up, e emx = L,
u(L) = aLl + b=y, logo, b=1uy e a= (vg—b)/L = (vyg—ug)/L,
Vg — Up

u(z) = 7T+

(b) u/(0) = ug, u(L) = vy.

Temos a = ug e aL +b =1y, ou b= (vg — aL) = vy — ugL, logo,

u(z) = upr + vy — ugL .



(c) w(0) = ug, v (L) = vp.
Agora, b = ugy, a = vy, logo,

u(z) = voxr + ug .

(d) v'(0) = up, v'(L) = vo.
Temos, v'(x) = a = ug = vy. Portanto a derivada deve ser igual em
r=0ex =L, e falta determinar b,

u(z) =upr +0b.

3. Obtenha a solu¢do u(x) no intervalo A < x < B, com,
(a) u(A) = ug, u(B) = vp.

Temos,

aA+b=ug,
&B+b:U0,

logo,
a=(up—wvo)/(A—B), b= (Avg — Bug)/(A— B).
A solucdo € entao,

— Avy — B
u(x):i(;_g)an QjZ_Buo

(b) v (A) = ug, u(B) = vp.
Temos,

a = Uop,
aB+b=uv,

logo b =1y —aB =vg — ugB e,

u(z) = upr + vy — upB .

(c) u(A) = ugp, u'(B) = vp.



Temos,

aA+b=ug,

a =1y,
portanto b = ug — aA = ug — VoA e,

u(z) = vor + ug — voA.

(d) v/'(A) = ug, u'(B) = vy.
Como v = a, devemos ter a = ug = vy, e,

u(z) =upr + b,

com b fica indeterminado.

4. Calcule a temperatura estacionaria para uma barra sobre o eixo x com
extremidades em z = 0 e z = 10. As condigdes de contorno sao u(0) = 150°C,
u(10) = 100°C (Spiegel [7], probl. 2.52).

A equagao do calor para a situacao estaciondria (equagao de Laplace),
em uma dimensao, € u” = 0. A solugao €,

Ug — Vo AUO — BUO

u(x):A_Bx+ 1B =150 — b5z

5. Calcule u(z) para as equagoes:

(a)

d*u

a2 —f();
(b)
d*u 9
proR
(c)
Pu
i
(d)
d*u 9
PR
(e)
LS
dx? ’



s +atu=—f(r);
() .
o= —f(2);
(h) .
a2 +ou=—p%;
(1) .
5 —au=—p"
com « constante e,
0<z<a,

(a)

A solucao da equacao pode ser escrita como a soma da solucao da equagao
homogénea e uma solucdao particular da equacdo nao-homogénea,

u(x) = up(x) + up(z) .

Ezxpandimos uy(x) e f(x) em séries de Fourier de senos,

uy(z) = " ajsen (jra/a),

Jj=1

a; = 5/0 up(2')sen (jma'/a)dx',

flz) = ij sen (jmx/a),

b; = %/Oa f(&")sen (jma'/a) da' .

Com isso a expansao de f fica,



= Z sen (jﬁx/a)s/oa f(a')sen (jma'/a)dx’,

Substituindo u, e f na equacao diferencial,

d2
]

—Za] (jm/a)*sen (jmx/a) = Zb sen (jmx/a),

logo,

b _ L 2 ' 2 )sen (jwa'/a) da’
i = T [ J@)sen (' fa)d

A solugao particular € portanto,

a; =

Up(.T) = ZCL]' sen (jﬂ'x/a)’
] 1 2 ¢ / .y ,
= ; sen (]m:/a)ma/o f(«')sen (jma'/a) dx

Podemos escrever a solucao acima em termos de uma func¢ao de Green,

com,

Z sen j7T.7J/CL / Za sen (jma’Ja) .
A solucdo da equagao homogenea é,

up(x) = Ax + B.

A solugao u, satisfaz condigoes de contorno homogéneas em v =0 e x = a.
Para a solucao uy temos entao,



de onde temos,

u(z) = Ba "Moo U

—l—Z sen (jmx/a) jﬂ'/a / f(x')sen (jma'/a) dx

Vamos verificar que a expressao acima € de fato solug¢ao da equacdao diferen-
cial dada. Temos,

Uq — U

a

+ZCOS (jmx/a)
j=1

/f sen (jma'/a)dx’,

]7‘(‘/(1@
u'(z) = —Z sen (jmn/a)a/o f(x')sen (jma'/a) dx
= —f(l'>7

como deve ser.

(b)

d*u .
= +a?
dx?

Substituindo — f por +a* na solu¢do em (a) temos,



u(z) = Ha ; 90, U

] 1 2 ¢ / . ,
+jzl sen (wa/a)ma/o f(2)sen (jmx'/a)dx

Uqg — Up
= T + Ug
a

2 ¢ 2 S /
+Z sen (jrr/a)—— (]7‘(‘/&) / (—a®)sen (jmx'/a)dx",

ua—uo
= T —+ Ug
a

2 [ . /
—a Z sen (jrzx/a)——— (]ﬂ/a) / sen (jrz'/a) dz

Usando a integral (apéndice),

2a

/ sen (in€/a)d§ = i LUTPeT

0 0, zpar.

temos,

u(zr) = ta on + ug
) 1 2 2a
- Z e [T = e o Ty jaP @~ )m
_ Ua uox b 4a’a? sen [(2] — D)z /al .
a w4 (25 —1)3
7j=1

A solugcao acima satisfaz as condi¢oes de contorno. Vamos verificar que
satisfaz a equacgao diferencial. Temos,

, _ ug—uy  4aa? cos [(2) — 1)mx/al
wle) = z_; (2 -1 7
]_
40 sen (27 — 1)wz/al
" o
(@) = =D 2j — 1 '

J=1

Usando a identidade (apéndice),



vem,

como esperado.
Embora tenhamos usado o resultado da letra (a), podemos integrar dire-

tamente a equacgao diferencial,

u'(z) = a?,
u'(7) = o’z + ¢,
1
u(zr) = §a2x2 + cor + ¢ .

Usando as condigoes de contorno,

u(0) = ¢1 = up,

1
u(a) = 5042@2 + coa+ ¢1 = ug,

logo,

C1 = Ug,

Uy — Uy 1 4
— —a‘a.
2

Co

A solucdo € portanto,

1 L 1
u(z) = §a2x2 + (% — 5042&) T+ ug.

Comparando com a expressao acima com a série temos,

1 - 1
—a?z? + Ba—to —o’a | v+ uy =
2 a 2
sen [(27 — 1)wz/al

_ Ug — U 4a’a’?
= - T + ug 3 Z 25— 1) ,
7=1




ou,

) 8a? sen [(2j — )7z /al
4 2j 13

0<z<a.

Podemos verificar numericamente ou graficamente que o resultado acima estd
correto. Vamos tentar obter esse resultado calculando a série de Fourier para

a fungdo x* — ax. No capitulo 15 vamos obter os resultados,
2 > 2
9 a da . nm

¥ = —+ —1)"cos—, 0<zr<a,

3 Z (mr)2( ) a
n=1

20 = (=1)"*1 nmx

r = — sen , 0<zx<a
T Z n a o

Portanto podemos escrever,

a = 4a? nmx
? —ar = + Z (—1)" cos —

3 s n
n=1

Podemos verificar numericamente ou graficamente que o resultado acima estd
correto. Temos assim a igualdade,

8a? sen [(25 — 1)mz/al

T (2 1)
2208 SN (—1Y [ 2 ' '
3 [ s a a

Como provar a identidade acima?
Podemos obter outra expressao entre séries considerando as expressoes
para u'. Temos,



cos [(2) — 1)mx/al

—uy  4dac?
N Z (2] —1)2 -

7j=1
a— 1
:a2x+u all ——oz2a,
a 2
ou,
4ac’ cos [(27 — 1)mwx/al 1
s 2/ 1) = o’y — Foa
jzl J
oy g 50 s[(2].—1)7m:/a]
7T2 (25 —1)

Assim obtemos outra expressao para a série representando x,

1 4a cos [(2] — 1)mx/al ‘

T=—-a— — ,
20w (21

Podemos verificar numericamente ou graficamente que o resultado acima estd
correto. Integrando a expressdo acima obtemos outra expressao para 2,

1 1 4 ) —
1o 1~ 4o Z a sen [(2] 1)z /al ’
2 2 p (27 — )m (25 —1)2

2
= ap 8a _a sen [(2] — D)z /al |
T (2] — D) (25 —1)2

Substituindo a série para x temos a série para x°. Da expressio acima obte-

mos o resultado que procurdvamos,
5 8a? sen [(27 — 1)mz/al

r —ar = ——75 ;
e (2 -1)

(c)

2
d“u 9

- )

dx?
Nesse caso temos, trocando +a? na solucdo anterior por —a?,

_ Ug — g da’a sen [(2j — 1)wz/al
u(zr) = T+ up + = Z 2j — 1) ;

a .
Jj=1

10



ou,

Uy — Uy 1 2)
——— 4+ —a‘a|r+ug.
a 2

(d)

A solucgdo €,

u(x) = Asenh ax + B cosh ax .

Das condicoes de contorno temos,

u(0) = B =y,
u(a) = Asenh aa + B coshaa = u,,

logo,
B = Up ,
A Ug — Ug cosh aa
senh aa
A solucdo fica entao,
U, — Ug cosh aa
u(z) = senh ax + ug cosh az .
senh aa
(¢)
d*u )
gz = O

Temos agora,

u(z) = Asenax + Bcosax .

Das condicoes de contorno temos,

u(0) = B =y,
u(a) = Asenaa + B cosaa = u,,

11



logo,

B = Ug ,
4 Ya—Upcosaa
sen aa ‘
A solugdo fica entao,
Ug — Uy COS QL
u(r) = ————— senax + ug cos o .
sen aa
0) )

U 2

— +ta'u=—f(x).

. (@)

Escrevemos a solugao como na letra (a), uma soma da solu¢ao da equagdao
homogénea e de uma solugcao particular da equacao nao homogénea,

u(z) = up(z) + up(z) .

A solugdo da equagio homogénea foi obtida na letra (e). Expandimos u,(x)
e f(x) em séries de Fourier de senos, como na letra (a),

up(a) = " a;sen (jra/a),

j=1

a; = 5/0 uy(2')sen (jma'/a)dx’,

flz) = ij sen (jmx/a),

b; = %/Oa f(&")sen (jma'/a) da' .

Com isso a expansao de [ fica,

f(z) = Z sen (jﬂx/a)z/oa f(z")sen (jmx'/a) da'.

j=1

Substituindo u, e f na equacdao diferencial,

12



d?u,,

dx?

— Zaj(jﬁ/a) sen (jmr/a) + o Zaj sen (jmx/a) =
=1 =1

—l—ozup _f(x)a

=— Z bjsen (jrx/a),
j=1

de onde obtemos,

ou,
b.
a=——
a? — (jm/a)?
Notemos que devemos ter o # (j7/a)?, j =1,2,.... A solu¢ao particular é
entao,

upl@) = Y ajsen (jma/a),

b, sen (jrx/a
= —ZW (Jrz/a),

=1
2

- = —sen (mz/a) / f(z")sen (jma'/a) dx
a‘~a — (ym/a)?

A solugao acima satisfaz condicoes de contorno homogéneas, como esperado.
Vamos verificar se a fung¢ao acima satisfaz a equacgao diferencial. Temos,

13



2 , sen (jmx/a)
— (jm/a)?

_ _Z sen (jmz/a) / f(x')sen (jma'/a) dx

— (jm/a)?

_2 T a2—a —sen (rz/a) sen (jmx'/a
T O [ sen (') da
- —gz sen (ij/a)/o f(@)sen (jma'/a)dx’

= —f(z),

com deve ser.
Em termos da fungao de Green,

- | cesarar

2
= ——Z sen (jme/a) sen (jma'/a).
a

/f sen (jmz'/a) dx

com,

— (jm/a)?

A solucao completa € entao,

Ug — Up COS A

u(r) = ——————— senax + ugCos ax
sen aa
__Z sen j;rx//aa / f(x')sen (jma'/a) dx
(9)
d2
d—;; —a*u= —f(x);

Nesse caso a solugao da equagdo homogénea é dada na letra (d). A
solugao particular da equagao nao homogénea é dada pelo resultado da le-
tra (f) com +a? trocado por —a?,

up(r) = —Z sen (jme/a) /f sen (jmz'/a) dx

+ (ym/a)?

14



Nesse caso a funcdao de Green é,

G(z,x') = 2z:wsen (jma’/a).

a ‘= a?+ (jm/a)?
(h)
d*u )
@*FO[ u = ﬁ .

A solugdo da equagao homogénea foi obtida na letra (e). Substituimos f(x) =
B% no resultado da letra (f), obtendo para a solugdo particular,

up(r) = ——Z sen (jrz/a) / f(z")sen (jma'/a) dx

jﬂ/a
2
a Zj - ]7T/(L

Usando a integral (apéndice),

/Sen(iwf/a)dfz i AT
0 0, par,

vem,

B _25 sen [(25 — 1)mx/al 2a
up(z) = —— Z (2] = Dm/al* (25 — )m

(
—
432 en [(2j — 1)mz/a] 1
- x Z — (25— U)r/a22j — 1

Vamos verificar que a expressao acima satisfaz a equacgao diferencial. Temos,

(1) = _452 Z cos [(2j — 1)mx/al

“ < a? = [(2j = /a2’
" 4732 sen [(27 — 1)mx/al ,_ .
W e B s

logo,

15



" 2 477'52 sen ((27 — 7z /a .
w(z)+a’u, = p Z 5 _[Eéj — 1))7r//a]]2(2‘7 -1)

24ﬁ; sen [(25 — V)wz/a] 1
s Z (2 — VrjaP2j — 1

A sen [(2j — Dma/al [7* . 0 2 1

= T X [ v/ e |
AR sen [(

= — Z —

27 — )z /al

-1 -]

(2j — V)m/a)? 2j -1
4R sen [(2) — 1)mz/al
T jzl 2j — 1 ’
= _527

em que usamos a identidade (apéndice),

4 sen[(2j — 1)mzx/a]
1=-— 0<z<a.
T Z 2j —1 ’ r=a
J=1
A solugdo € entao,
U = Up+ Up,

Ug — Ug COS QL
= —————————senax + upcosar
sen aq

432 sen [(2) — Dwxz/a] 1
T 2 —[(2j — Dr/a22j —1°

Encontramos a solugao usando o resultado da letra (f), mas podemos
integrar diretamente a equacdo. Temos,

d2

o T o= A
d2
. — T« 2u+p4%=0,

i—I—a (u+ﬁ2) 0.

dx?

Definindo,

16



62

v:u+—2,
o

a equacao acima fica,
v +aofv=0.
A solugao da equagao acima foi encontrada na letra (e),

Vg — Up COS

v(x) = ———— senaux + vy cos ax
sen aa
com,
ﬁ2
Vo = Ug + —5,
a
52

Vg = Ug + —5
«

Portanto a solucao u €,

B2 v, — vycosaa 2
u = v— == senax+ vycosar — —

a? sen aa a?’
Uq + /0 — (ug + 5%/a?) cos aa
= sen ax
sen aa

2
+(up + %/a?) cos ax — % :

Calculando as derivadas de u,

, ug + %/a? — (ug + B*/a?) cos aa
u =  COS O
Sen aa

—(ug + B%/a*)asen ax
2/ 2 _ 2/ 2
o Mt B/’ —(u+ /e cosaa 5
sen caa

—(ug + B%/a*)a* cosax .

As duas formas de escrever a solucao devem ser equivalentes, logo deve-
mos ter,

17



uq + B8%/a* — (ug + B*/a?) cos aa
sen aa

sen axr

2
+(ug + B*/a®) cos ax — % =
Ug — Ug COS a

= —————————senar + Uy CoS ax
sen aaq

43? sen [(2) — D)wx/a] 1
B ; o —[(2j—Dr/a22j—1°

ou,

1;;%(52/052) sen ax + (3% /a?) cos ax =
B 4p? sen [(2j — V)rx/a] 1
R ZQQ_[(Qj_1>7T/a]22j_1.

J=1

A expressao acima € uma representacao em série para uma combinacao de
seno e coseno. Podemos verificar numericamente ou graficamente que o re-
sultado acima esta correto.

Comparando as derivadas u' podemos obter outra expressio envolvendo
séries. Temos,

Ug — U COS A
———————— (@ COS T — U SEN AT
sen aa

43? cos[(2j — V)mxfa] 1 (2j—1)m
T ;a2—[(2j—1)7r/a]22j—1 a

g + %/ — (ug + §7/a?) cos aa
B sen aa
—(up + B%/a*)asen ar

Q. COS ax

ou,

_4a2 cos [(27 — 1)z /al _
a jzl a? —[(2j — 1)m/a)?

1 —cosaa
= —————————@CcosSaxr — aSen ax .
sen aa

18



Obtemos assim uma representacdo em séries para outra combinacdo linear
de senos e cosenos. Podemos verificar numericamente ou graficamente que
o resultado acima estd correto.

(i)
d*u
g~ Cu=—0

A solugao da equagdo homogénea foi obtida na letra (d),

Ug — Up cosh aa

up(z) = senh ax + ug cosh ax .

senh aa

A solugdo da equagdo ndao-homogénea pode ser obtida substituindo f(x) = (3
na letra (g). Obtemos,

up(r) = %Zw/ f(z")ysen (jma'/a) dx

i (ym/a)>
- _Z St ‘7]77://@& / B*sen (jma’/a) dx

252 sen (27 — V)wz/a]  2a
a Z + (2 —Dr/al? (2j — D)7

+ 1
432 sen (27 — V)wz/a] 1
T Z +1[(27 — D)m/a)?25 — 1"

em que usamos a identidade (apéndice),

a 20
/ sen (im€ Ja)dé = { in’ LHmPAr
0 0, <par.

A solucdo € portanto,

U = Up+ Up,
Ug — Ug COsh aa

= senh ax + ugy cosh ax
senh aa

432 sen [(2j — Drz/a] 1
i)Y 21 [(2j - Un/al?2j —1°

Calculando as derivadas de u,
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, Ug — Ug cosh aa
U = « cosh ax + uga senh ax
senh aa

432 cos [(2j — 1)z /al
L ]Z; a?+ (275 — ) /a)?

y U, — upcoshaa

u = a?senh ar + upa? cosh ax
senh aa
432 27 —1
a? a?+[(2j — 1) /a)?
Portanto,
— h
W' — oty = Lo U0COSRAD o enhaz + upa’® cosh ax

senh aa
43%7 sen [(25 — )z /a] .
— 27 —1
a2 Z o1 2 = mjar @ Y
Ug — Up coshaa 9

— a? senh ax — uga cosh aur
senh aa

4B sen 2] — Drz/a] 1
Z (27 — 1)m/a]?2j — 1"

_ 452 72 sen [(27 — 1)7z/al
R (‘E 20 e) R

432 sen [(25 — Dmx/a
:_fz [(zjj—l)/] g

J=1

em que usamos a identidade (apéndice),

O<z<a.

4 sen (27 — D7mx/a
3 [(2) — D7z /al

1=— : ,
s 27 —1

J=1

Obtivemos a solugao usando o resultado da letra (g), mas podemos inte-
grar a equacao diretamente. Temos,

u”—oz2u:—ﬁ2,
' —ofu+ BE=0,

2
u/’—az(u—%) 0.

20



Definindo agora,

a equacao diferencial fica,

V" —av =0,

com solucao,

v = Asenh azx + B cosh az.

Usando as condigoes de contorno para u vem,

2
v(0) =v9g =B =uy —

?7
52
v(a) = v, = Asenhaa + Bcoshaa = u, — —; .
a
Das equagoes acima temos,
2
B = wuy— a2’
2
Asenhaa = wu, —— — Bceoshaa,
a
4 - uq — (8%/a?) — (ug — B*/a?) cosh aa
N senh aa '
A solugcdo u € portanto,
u = v+ B*a?,
= Asenhax + Bcoshax + 32/a?,
L= (82]a?) — — 32/02) cosh
= (Rfed) = (uy = Ffo?)coshaa

senh aa
+(ug — B*/a?) cosh ax + B*/a?.

As duas formas de escrever a solucao devem ser equivalentes, logo,
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U, — (8°/a?) = (up — 5*/a?) coshaa
senh aa
+(up — #%/a?) cosh ax + %/a* =
U, — Ug cosh aa

- senh o 4 g cosh ax
senh aa

432 sen [(2j — Dmz/a] 1
* T Zla2+[(2j— Dr/a22j — 1

senh oz

ou,
—(B%/a?) + (B%/a?) cosh aa cenls v
senh aa
—(B%/a?*) cosh ax + % /a? =
_4p? sen (27 — Drz/a] 1
o7 2:; a? +[(2j — Dm/a]?2j — 1
Assim,

—hcoshaa e — coshax 1
senh aa

40 sen [(25 — rx/al 1
_ a5~ son [ = e

oo =1 042+[(2j_1)7r/a]22]-_1-

Obtemos entao uma série de senos para uma combinacao linear de senos e
cosenos hiperbolicos. Podemos verificar numericamente ou graficamente que
o resultado acima estd correto.

Comparando agora as derivadas v’ vem,

o — (82/0?) — (g — B/0?) cosh aa
senh aa
+(up — %/a?)asenh ax =
u, — Ug cosh aa

- a cosh ax + ugasenh o
senh aa

45° cos [(2j — 1)mz/a]
T Z a? +[(2j — V)7 /a]*’

« cosh ax

Jj=1

ou,
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—1 4 cosh aa
senh aa

B 402 Z cos[(27 — 1)mx/al
a a?+ (25— r/a]?>

a cosh ax — avsenh ax =

Obtemos assim uma série de cosenos para uma combinacao linear de senos e
cosenos hiperbolicos. Podemos verificar numericamente ou graficamente que
o resultado acima estd correto.

6. Resolva o problema 5 com as condigoes de contorno,

u'(0) = ug, u'(a)=1u,.

7. Considere o problema 5 com as condigoes de contorno,

8. (a) Resolva a equacao linear,

u” 4+ a*u = fcoswz.

Obtemos,

u = Ug — | U — 5 5 cosaa — D) 2COSCL)& sen axr
sen aa o — W o —Ww

+(w — — 5 | cosax + — 5 COSWT .
ot —w at —w

Usando o resultado da letra (f) do problema 5 com f(x) = —f coswz,

1
u = (uq — ug CcOS a) sen ax + ug Cos o
sen aa

L2 N sen (jrz/a) .
Z o2 — (jr/a)?
" [_COS[((JW/G) —w)a]  cos[((jm/a) + w)d]
2[(jm/a) — w] 2[(jm/a) + w]
1 N 1
2((Gm/a) —w] * 2[(jm/a) + w]
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Podemos verificar que as duas formas da solug¢ao sdo equivalentes.
(b) Resolva a equagao nao linear [12],

u” + o*u+ bu® = fcoswt.

9. Considere a equagao,

d*u
a2 —f(z).
Calcule f(z) para as solugoes abaixo:
@) N
e RT
U/(LU) - T )

(b)

—RIT

u(z) = ex (a+bx);

—RT

u(z) = ex (a+ bx + cx?);

u(z) = Ae "™ ;
u(z) = e " (a+bx);

u(r) = e " (a+ bx + cx?).

7. Encontre a solugdo particular u,(x) para a equacdo,

dz?
em 0 < x < a, com condigoes de contorno homogéneas em r = a, nos
seguintes casos:

(a)

(b)

—RT

f() = —(a+ba);

—RKI

f(x):6 (a+ bx + ca?);
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flz) = Ae™™;

fx) =e"(a+bx);

f(z) =e "™ (a+bx + cz?).

2 Considerando u(zx,y)

Agora temos,

Substituindo,

temos,

ou,

Temos entao,

ou,

Pu
ox2 Oy

u(r,y) = X ()Y (y),

X"Y + XY" =0,

4L =0
X Ty

X_”__Y_”__)\2

X Y ’
X"+ XX =0,
Y —NY =0.

As solucoes das equagoes acima sao,

X(x) = ay cos Az + agsen Az,
Y (y) = by cosh Ay + by senh \y .

Consideramos A # 0. Se A = 0 vem,
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X(x) =apx +by, Y(y)=coy+do-

Pelo principio da superposicao, escrevemos a solucao geral como,

u(x,y) = (aox +bo)(coy + do) +

+ Z[al CoS AT + ag sen Ax][by cosh A\y + by senh \y].  (5)
A>0

Usando +)2 em vez de —\? como constante de separacao,

u(x,y) = (aox +bo)(coy + do) +

+ Z[al cosh Az + ag senh \z][b; cos Ay + basen \y].  (6)
A>0

3 Problemas

1. Mostre que a solugao da equacao,

0’u  0%u B

22 "o =

com condigoes de contorno,

u(0,y) = u(a,y) = u(z,0) =0, u(x,b) = fo(z),
¢ (Morse [10], pag. 797; Spiegel [7], probl. 2.56),

ulz,y) = / " ()Gl y, €)de

com,

2 senh (jry/a) jmax VESS
Gol.y, &) = EZ senh (jwb/a) ST T
7j=1

A funcao G} é uma fungao de z,y, e da varidvel £ sobre a superficie y = b.
Morse e Feshbach [10] mostram a analogia entre um problema homogéneo
com condig¢oes de contorno nao homogéneas, e um problema nao homogéneo
com condicoes de contorno homogéneas. Embora esse problema seja ho-
mogéneo, a funcao Gy é analoga a uma funcao de Green.

Escrevemos a solugcao como,
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u(z,y) = Z[al CoS AT + ag sen Ax][by cosh Ay + by senh Ay .
A>0

As condicoes de contorno nos dao,

u(0,y) = 0= Z a1[by cosh Ay + by senh Ay] ,

A>0
u(a,y) = 0= Z[al cos Aa + ag sen Aa][by cosh Ay + by senh Ay,
A>0
u(z,0) = 0= Z[al CoS Ax + ag sen Azxlby ,
A>0
u(z,b) = filz) = Z[al coS AT + ag sen Ax][by cosh Ab + by senh \b] .
A>0

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

G,lzbl:(),
Na=gjm, 7=12,...

Com isso a equagdo para fy(z) fica,

fo(x) = Z asby senh jmb sen 122 .

, a a
g=1

A expressio acima € uma expansdao de fy(x) em série de Fourier de senos,
logo,

b
asby senh — Jm / fo(€ Sen = df ,

ou,

_ 2 [ jr
asby = — (jwb/a)a/o fp(&) sen ” g .

A expansao de f, € assim,

folz) = — Z sen jm:/ (& sen = df

Se fy € constante,
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9 . “ .
fb:—Zsenﬂ—x/ fbsen‘ﬁdﬁ,
a ‘= a Jo a

4 sen[(2j — 1)mx/d]

1=-
T Z 27 —1 ’ 0

J=1 J
em que usamos,
u 2a .,
—, J impar,
/ sen (jn¢/ayde = § ja
0 0, 7par.

A figura 1 mostra o grdfico da equagao (7) para alguns termos da soma.

2 T | T | T | T | T

— n=5
— n=10
— n=15
1’5_ — n=20 ]

Fig. 1. Grdfico da equagao (7) para os n primeiros. termos da soma com
a=1. Usamos n = 5,10, 15, 20.
A solucdo € entao,

u(z,y) = Z sen (jrx/a)———— senh (jmy/a) 2 / fo(&) sen —d{

‘= senh (jmb/a) a
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ou,

u(z,y) = / ()G, €)de

com,

2 senh (jmy/a) jmx jmé
Gol,y, &) = az1 senh (jwb/a) STy S T

Emy =09,

wat) = 3 senmafa)’ [ ful€)sen 2 ds = fifo),

j=1

como deve ser. Vamos verificar a solugao. Temos,

Pu(z,y) . 2 , senh (jmy/a) 2
92 = —;(jﬂ'/a) sen (jrx/a) ———— senh (j7b/a) a / fo(§) sen —df,

O*u(z,y) senh (jmy/a) 2
(9—y2 = gjﬁ/a sen (jrx/a) ———+—= senh (jrb/a) a / (& Sen—df,
logo,

u, o,

ox2 oy

como esperado.
Podemos escrever também,

ua,b) = / C ()Gl b, E)dE = fila).

0 que nos dd uma representacao para a funcdao delta de Dirac,

Gy(z,b,8) = Zsen‘ﬂsenﬁ—é(f—x).

a

Se f, € constante (Spiegel /7/, probl. 2.30; probl. 2.56 com a =1),

w(z,y) = Z sen (jrx/a)senh (jry/a) 2 / fsen df}

‘= senh (jmb/a)
o sen[(2j — 1)mz/a] senh [(2j — 1)7y/al
= b ; 2j—1 senh [(2j — 1)wb/a]
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Emy =

)

u(b) = fb% Z sen [(22‘7:7—_11)7173/(1] e
j=1

como deve ser. Finalmente, se f, =0 entao u = 0.
2. Considere a mesma placa do problema anterior com,

u(0,y) = fi(y), ula,y) = fa(y),
u(m, 0) = gl(x) ) u(m, b) = gQ(m) .

Calcule a temperatura estacionéria (Spiegel [7], probl. 2.31 com fi, f2, g1, g2
constantes; probl. 2.57 com a = b; Morse e Feshbach [10], p. 1178 com

g =1 fi=fo=g.=0).

Escrevemos a solug¢ao como,

’LL:U1+U2+U3+’LL4,

com as condicoes de contorno,

ul(ovy) =N ( )7 u2<0a y) =0, u3(0a y) =0, u4(07y) =0,

ul(aa y) =0, UQ(CL,y) = fQ( )7 U3(a,y) =0, U4(6L,y) =0,

ul(xa O) =0, u2(x> 0) =0, US(x> O) = 91(-1'), u4(0,y) =0,
uy(z,b) =0, ug(z,b) =0, ug(z,b) =0, ug(z,b) = go(x)

(a) Cdlculo de u;.

) o b
u (@, y) = % Y sen\yy senh A](a. D[ fue)sen (Ae) de
(b) Cdlculo de us.

senh \;jz2 [°
Z sen \jy———— senb \ja 3 / fa(v) sen (A\jv) dv

(c) Calculo de ug.

senh \;(b—1y)2 [*
y) = Z sen \;x senil()\»b )5/0 g1(v)sen (A\jv)dv.
- j

(d) Cadlculo de uy.
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senh \;y 2
Z sen \jr——— senb b a / g2(v) sen (A\jv) dv.

3. Uma placa semi-infinita de largura a possui lados paralelos em x = 0,
x =aey = 0. Calcule a temperatura no estado estacionario se u(0,y) =
f(y), u(a,y) = g(y), u(z,0) = h(x) (Spiegel [7], probl. 2.58 com f = g =0,
h = up; Wangsness [2], p. 186).

4. Obtenha u(x,y) no intervalo —L < z < L, —oo < y < +00, para as
condicoes de contorno,

(a) u(z,0) = f(x).

’””y/L( cosw—l—b se m) >0
Ze n L n S€I1 I Y s

u(x,y) = =0
Zemy/L (a,mos? +bnsen?> , y<O0.
n=0

(b) ug(z,0) = f(z).
() w(L,y) = f(y).
(d) ux(L y) = f(y).
5. Encontre a solugao da equagao de Laplace em y > 0 se u(x,0) = f(x)
(Spiegel [7], prob. 5.19; [8]. prob. 12.65).
6. Considere o problema 5 com (Spiegel [7], probl. 5.45; [8], prob. 12.66),

f(x):{o, z <0,

ug, x>0.

7. Mostre que a solucao do problema 5 pode ser escrita na forma (Spiegel

[7], probl. 5.20),
L[~ yflv)
—d .
um9) = / vt (o—a2
8. Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl. 5.44),
Pu  *u
6x2+6 5 =0, y>0,

com,



9. Considere o problema 5 com (Spiegel [7], probl. 5.46),

0, z< -1,
u(z,0)=4¢1, —1<z<1,
0, x>1.

10. A regidgo z > 0, y > 0 possui potencial nulo em z = 0 e f(z) em
y = 0. Calcule u(z,y). Calcule u(x,y) se f(x) =1 (Spiegel [7], prob. 5.47;
[8], prob. 12.67).

11. As linhas y = 0 e y = a possuem potenciais zero e f(x), respectiva-
mente. Calcule o potencial entre as linhas (Spiegel [7], probl. 5.49).

12. Encontre a solugao da equagao de Laplaceem 0 < z < 00, 0 < y < 00
se u(z,0) = f(z) e u(0,y) = g(y).

13. Encontre a solugdo u(z,y) da equagao de Laplace em 0 < z < a,
0 <y < b, com as condigdes de contorno (Morse e Feshbach [10], p.707),

u(0,y) = u(a,y) = u(r,b) =0,
u(z,0) = ¥s(z).

u(z,y) = Y Ajsenh[(jm/a)(b—y)]sen (jrz/a),

J=1

Z senfsle[r(l{f(/jcgé?cg y)] sen (jﬂ'l‘/a)% /0“ (2") sen (jra’fa)dx'.

14. Encontre a solugdo u(z,y) da equagao de Laplace em 0 < z < a,
0 <y < oo, com as condigdes de contorno (Morse e Feshbach [10], p.709),

u(0,y) = u(a,y) =0,
u(z,0) = Pg(x) .

15. Encontre a solugdo u(z,y) da equagao de Laplace em 0 < z < a,
—00 <y < 400, com as condigoes de contorno,

u(0,y) = u(a,y) =0.
16. Encontre a soluc¢ao u(x,y) para as equagoes:
(a)
VQU = _f(xay) )
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Viu=—a?;
(d)

Vu = +au
(e)

Viu = —o’u;

com « constante e,

0<z<a, 0<y<D,

w(0,y) = mly), ula,y) = pa(y),
u(z,0) =v1(x), u(z,b) =w(z).

(a) De forma andloga ao caso unidimensional, escrevemos a solugdo como,

w(z,y) = up(x,y) + up(x,y),

com a solucao up da equagcao homogénea com condigoes de contorno nao-
homogéneas (problema 2), e u, uma solugao particular da equagdo nao-
homogénea com condicoes de contorno homogéneas.

Ezpandimos u, e f em séries de senos de Fourier duplas,

T
Z A;jsen L sen ‘%

1g=1
4 [ imx' jmy
A = — u, (2, y) sen sen —=—dx'dy’,
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ZB’J sen@senj%y,

=1

/
I gx'dy

4 a
B, =—
! ab/o

Substituindo u, e f na equacgao diferencial,

V2U’p - _f(xvy) )
D*u,  0*uy
81‘2 (9y2 —f(CC, y) )

—ZAij(m/a)2 senﬂsenﬂ - ZA” (jm/b) sen@sen‘% =
ij=1

- 1T T
:—E Bijsen—sen‘&,
> a b
ij=1
logo,
B;;
Al] — J

(im/ a)2 (jm/b)?
imx! jmy’

o o JI / /
= Grjars ]7r/b ab//fa: y') sen sen — dz'dy

A solugao particular € entao,

up(z,y) = Z A;jsen ? sen j%y

b (im/a)* + (jm/b)?

/ N /
/ / f(z',y") sen i Sen]WTyd:v’dy'.

Podemos wverificar que u, satisfaz condigoes de contorno homogéneas. FEs-
crevendo u, em termos de funcgao de Green temos,

a b
() = / / Gla,ysa,y) [ (g )d'dy
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com (Morse e Feshbach [10], p. 798),

s ITT Jmy 1
Glz,y;2'y) = -
(z,y;2',9) ;sen a "N (in/a)? + (ju/b)?
4 imd jmy
X — sen Sen

ab a b

17. Encontre a solugdo u(z,y) da equagao de Laplace em 0 < z < a,
0 <y <b, com as condigdes de contorno (Morse e Feshbach [10], p.712),

ux(O,y) = um(a,y) = Uy(va) - O’
u(:r;, 0) = Qﬂs(l') :

18. Encontre a solugao u(x,y) da equagao de Laplace em —oo < 2 < o0,
0 <y <b, com as condigdes de contorno (Morse e Feshbach [10], p. 1176),

u(z,0) =ug, —d/2<z<d/2,
u(z,0) =0, < —d/2,2>d/2,
u(z,b) =0,.

19. Resolva o problema 16 com as condigoes de contorno,

uz(0,9) = 1Y) ux(a,y) = pa(y)
uy(2,0) = v1(z), uy(z,b) =1a(z).

20. Considere o problema 16 com as condigoes de contorno,

Uz(()?y) + h[u(oay) - ;ul(y)] =0, U,x((l, y) + h[u(a>y) - M?(y)] =0
uy(x,0) + hlu(z,0) — vy (x)] =0, uy(x,b) + hlu(z,b) — 1a(x)] =0.

21. Resolva a equagao (Spiegel [8], prob. 12.12),
0u  0%u

_ 2z+
era—zﬁ—lOe v.

22. Resolva a equagao (Spiegel [8], prob. 12.31),
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0’u  O%*u

o2 T =Y

com,

u(z,7/2) =0, u(z,0)=4e".

4 Considerando u(x,y, 2)

Substituindo em (1) a solugao,

u(r,y, 2) = X(2)Y (y)Z(2) ,

temos,
X'YZ4+XY"Z+XYZ"=0,
ou,
X// Y/l Z/l
—+ —=+—==0.
X * Y + Z
Escrevemos a equacao acima na forma,
X// YI/ Z/I
74‘?:—75—)\2. (8)

Podemos escrever a funcao 7,

Z(z) = c1cosh Az + ¢y senh Az .

Reescrevemos (8) na forma,

X// Y/I
e 9
~ % ©w 9)

de onde temos,
X'+ p’X =0,
Y'+ (XN = p?)Y =0.

As solucoes para X e Y sao,
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X(z) = a; cos px + ag sen px
Y (y) = by cos /A2 — pi2y + bysen /A2 — p2y, A2 > p?,
Y (y) = by cosh /2 — N2y + bysenh /2 — N2y, M\ < p?.

Notemos que as funcoes X,Y,Z serao trigonométricas ou hiperbdlicas de
acordo com a forma como escrevemos as constantes de separacao, =A%, 4-p%.

(a) =A%, —p?:

u(z,y,z) = Z (@1, cos px + ag, sen px) X
A,p>0

X (biay €08 \/ A% — p2y + by, sen /A2 — p?y) x

x (c1ncosh Az + coysenh A2), A% > p?, (10)

u(z,y,z) = Z (@1, cos px + ag, sen pux) X
A,u>0

X (by cosh v/ 2 — A2y + by senh /2 — A\2y) X
x (c1ncosh Az + coysenh \2), A% < p?. (11)

(b) =A% +pu*:

u(z,y,z) = Z (a1 cosh px + ag senh pux) x
A,u>0

X (by cos / A2 + p?y + basen /A2 + p?y) X
X (c1 cosh Az + cosenh A\z) . (12)

(C) +/\27 _/'LQZ

u(z,y,z) = Z (ay cos pux + ag sen ux) X
A,u>0

X (by cosh \/ A% 4+ 2y + by senh /A2 + p2y) x
X (1 cos Az + cosen \z) . (13)

(d) +A2, +p?:
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u(z,y,z) = Z (ay cosh px + ag senh pz) x

A >0
X (by cosh /A2 — 12y + by senh /A2 — p2y) x
x(c1cos Az + cysen Az), A2 > p?, (14)
u(z,y,z) = Z (ay cosh px + ag senh px) x
Ap>0
X (by cos /12 — A2y + b sen /2 — N2y) X
x(ccos Az + casen Az), A < p?. (15)

Notemos que as solugoes acima sao para A e g nao nulos. Se temos A = 0,
por exemplo, a solucao para Z é,

Z(z) = apz + by .

5 Problemas

1. Calcule u(z,y,2z) em 0 <z <a,0 <y <b,0<z< ¢ com (Spiegel [7],
2.73 com a = b = ¢; Morse e Feschbach [10], p. 1256 com u(z,y,0) = 9y e
os demais lados iguais a zero),

u(O,y, Z) = fl(yaz)a U(CL,y, Z) = fQ(y>z)>
U(ZL‘,O,Z) :gl(fL’,Z), u(x,b,z) ZQQ(ZL‘,Z),
U(%,y,O) :hl(xvy)7 U(I,y,C) :hQ(xvy)‘

Escrevemos a solu¢cao como,

U = U] + U + U3 + Ug + U5 + Ug,

com uy(0,y,2) = fi(y, z) e zero nas outras faces. Analogamente para us, etc.
(a) Cidlculo de u;.

Escrevemos up como,

w(z,y,2) = Z senh [pu(a — x)] %

X (by cos ay + by sen ay)(cy cos Az + casen Az),  (16)
a2:,u2—)\2, M2>>‘27 (17)
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e as condicoes de contorno,

U1(07y, Z) = f1<y7 Z),

= Z senh (pa) x
A

X (by cos ay + by sen ay)(cy cos Az + ¢y sen Az),
0,

O—Zsenh (a —x)] x

X by (01 COS Az + cosen \z)

uy(z,b,2) = O—Zsenh (a —x)] X

~—

ui(a,y, z

—
~—

ui(x,0, 2

(61 cos ab + by sen ab)(cy cos Az + casen Az)

uy(z,y,0) = O—Zsenh (a —x)] x

X (by cos ay + by sen ay)cy ,

u(z,y,c) = O—Zsenh (a —x)] X

(61 cos ay + by sen ay)(cy cos Ac + ¢y sen Ac)

062:/,L2—>\2, ,LL2>)\2.

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

A equagao para fi fica,

fily,z) = Z baco senh (p;;a) sen (jmy/b) sen (irz/c),

2 \2 2 2 2
i+ A =g, pa > A

Temos uma expansao em série de senos de Fourier, logo,
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3 baca sen (pga) sen (ry/b) = / fi(y. Q) sen (im/e) €.

J

b c
boco senh (p1;5a) = %/o sen (jmn/b) dn%/o fi(n,¢)sen (im¢/c)dC .

Portanto,

1 2

b c
bes = st [ sen G/t dn [ (0. sen (in¢/c) dc

A expansao para fi € entao,

fily,z) = Z sen (jmy/b) sen (imz/c) x
< [ sen Grayan? [, Q)sen im¢/c) ¢

Se f1 € constante,

fi = Zsen(jwy/b)sen(iwz/c) X
b c
X%/o sen (jﬂn/b)dné/o fisen (imC/c)dC,

.16 sen [(2j — 1)my/b] sen[(2i — 1)7z/c]
= I 2j — 1 2i — 1 ’

ou,

16 sen [(2j — 1)my/b] sen[(2i — 1)7z/c]
=0 2. 2j — 1 2 — 1 ’

(4]
em que usamos,

“ 2a
/ sen (iné/a)d§ = {E  Lmpar
0

0, <par.

A figura 2 mostra um grdfico de (18) para alguns termos da série.
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— n=5
— n=10
— n=15
1’5_ — n=20 ]

Fig. 2. Grifico de (18) para os n primeiros termos da série, com b= c =1,
Yy = 075; en = 5,10,15,20
A solugao fica entao,

w(z,y,2) = Z Sen:;[l'lffj(g;;)xﬂ sen (jmy/b) sen (imz/c) X

2 [° , 2 [° ,
< [ sen Grayan? [ in.Qpsen (imce) de.
0 0
a?—i—k?zu%, e > A2
Se f1 € constante,

16 Z senh [;;(a — x)] "

senh (p;;a)

. sen [(27 — )my/b] sen [(2i — 1)7z/c] "
27 —1 2 — 1




e se f1 =0 temos u; = 0.
Podemos escrever a solucao acima como,

(2,9, 2 (. y,2m, Q) f1(n, Q)dndc
= e

ou, como u1(0,y,2) = fi(y, 2)

1(z,y, 2 / / (z,y,21,0ui(0,n,¢)dndC,

com,

G(z,y,z;n,() = Z Senstr[l[ffjkizj;)x)] sen (jmy/b) sen (irz/c) x

2 2
X7 sen (jmn/b) —sen (iw(/c),
c
a?—l—)\?:p?j, T
Emxz =0,

ur(0,y,2) = Zsen (jmy/b) sen (imz/c) x

ij

2 [ , 2 [ ,

< | sen Graydn [ il ¢)sen (im¢e) de
0 0

= fl (y7 Z) )
O[?—i_)\?:/%%? ,LL2>)\2,

como deve ser.
Também podemos escrever,

1(0,y,2 / / (0,9, z;m, Qui (0,7, {)dndc,

G(0,y,2;1,C) Z sen (jmy/b) sen (imz/c) X

tj

Q*‘Il\:)

en (jmr/ b) —sen (in(/c),
ozj—l—)\f—uij, p? > A%
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Portanto podemos escrever,

G(0,y,2m,¢) = 0(n —y)d(¢ — 2).

Para o cdlculo de usy etc., o procedimento é andlogo.
(b) Cdlculo de us.
(c¢) Cdlculo de ug.
(d) Cdlculo de uy.
(e) Cdlculo de us.

A condicao de contorno para us €,

u5(x,y,0) = hl(xay> 9

com us = 0 nas outras faces.
Escrevemos us como,

us(z,y,2) = Z (a1 cos pux + ag sen ux) X
A,u>0

X (by cos ay + by sen ay) X
xsenh A(c — z), A\ >p*, o

e as condicoes de contorno,
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us(0,y,2) = 0= Z a1(by cos ay + be sen ay) x
A,u>0
x senh A(c — z),

us(a,y,2z) = 0= Z (ay cos pa + ag sen pa) x
A,u>0

X (by cos ay + bg sen ay) X
x senh A(c — z),
us(z,0,2) = 0= Z (ay cos px + as sen px) X
A,u>0

xby senh A(c — z),
us(z,b,2) = 0= Z (ay cos px + ag sen ux) x

A,u>0
X (by cos ab + by sen ab) x
x senh A(c — z),
U5(I, Y, O) = h1(1'7 y) )

= E (ay cos px + ag sen px) X
A,u>0

X (b1 cos ay + by sen ay) X
x senh Ac,

us(z,y,¢) = 0.

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Clebl:O,
wia=m, 1=0,1,2,...,
ajb=jm, 7=0,1,2,...

A equacao para hy fica entao,

hi(z,y) = Z asby sen (imz/a) sen (jmy/b) senh A c,

ij

. 2 . 2
A2 —a2a 2= (1T o
=g A

Temos uma expansdao em série de senos de Fourier, logo,
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b
Z&ng sen (imx/a) senh \;jc = %/0 hi(z,¢)sen (jm(/b)dC,

2 [ 2 [
asby senh \;jc = 5/0 sen (imn/a) dng/o hi(n, ) sen (jm(/b)dC .

Portanto,

1 2 [ , 2 b :
asby = ma/{) sen (imn/a) dng/o hi(n, ) sen (jm(/b)dC.

A expansao para hy € assim,

hi(z,y) = Z sen (imx/a)sen (jmwy/b) x
a b
3/0 sen (imn/a) dn%/ﬂ hi(n,¢)sen (jm(/b)dc¢,

. 2 . 2
A2 —q2 2= (1T m
o= ag g ) B s

Se hy € constante,
hy = Z sen (imx/a)sen (jmwy/b) %
i

a b
><§/O sen (iwn/a)dn%/o hysen (jm(/b)dC,

ou,

16 sen [(2i — 1)mz/a] sen [(25 — 1)7wy/b]
1=52. 2 — 1 2j — 1 ’

em que usamos,
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2a

/a sen (im€ Ja)dé = { in’
0

0, <par.

1 impar,

A solucdo fica entao,

senh \;;(c — z)
senh )\Z‘jC

us(z,y,2) = Z sen (imx/a)sen (jmy/b)
a b
<= [ sen (imnfa) g [ C)sen (im/0)dc

a

. 2 . 2
A2 2= (1T my
i = Qg b + a

Se hy € constante,

16h, Z senh \;;(c — z)

U5($7yvz) = 2 senh )\ijc

ij

, sen [(2i — )7z /a] sen [(25 — 1)mwy/b]

2 — 1 2j — 1 ’
2'_122 2'_122

R N Vil

?, b2 CL2

e se hy = 0 temos us = 0.
Podemos escrever a solugcao acima como,

(2,9, 2 / / (@, y, 21, Q)ha(n, ¢)dnd(.,

ou, como us(z,y,0) = hi(z,y),

(z,y,2 / / G(z,y, z;m, Q)us(n, ¢, 0)dndc

com,

senh \;;(c — z)

4
Gla,y,2m,¢) = — 3 sen(ime/a)sen (jry/b)
ij

senh \;;c

x sen (imn/a)sen (jm(/b),

. 2 . 2
m 17T
N2 =(IT) ()
i Oé] Hy b a
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Em z=0,

us(z,y,0) = Z sen (imx/a) sen (jmwy/b) x
a b
<2 [ sen (imnfa)dn. [ i, Qpsen (/) dc,

a
= hl(xay)7

N2 N
2 2 2 [ JT 1T
=it = () + (5)

como deve ser.

Também temos,

a b
u5(x,y,0) :/O /0 G<x7y70;n7C)u5(na Cvo)dndga

com,
G(z,y,0;n,() = iz sen (irx/a)sen (jmy/b) X
7y7 77]7 - CLb - ™ jﬂy
x sen (imn/a)sen (jm(/b).
Portanto,

G(z,y,0;n,() = %Z sen (imz/a)sen (jmy/b) x

x sen (imn/a)sen (jm(/b),
= 0(n—x)d(C—y).

(f) Cdlculo de ug.

2. Considere o problema anterior com u(z,y,0) = hi(x,y), as outras
fungodes iguais a zero (Spiegel [7], probl. 2.75; probl. 2.72 com a = b = ¢).

3. Encontre a solugao da equacao de Laplace em x > 0 se u(0,y,2) =
[y, 2).

4. Encontre a solucao da equacao de Laplace em z > 0, vy > 0 se
uw(0,y,2) = f(y, 2) e u(z,0,2) = g(z, 2).

5. Encontre a solugao da equacao de Laplace em x > 0, y > 0, z > 0 se

u(0,y,2) = f(y,2), w(z,0,2) = g(z,2) e u(z,y,0) = h(z,y).
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6. Encontre a solugao u(z,y, z) para as equagoes:

VQU = _f(xvyvz) ;

Viu = +a?;
()

Vi = —a?;
(d)

Vi = +a’u;
(e)

Viu = —o’u;

Viu — ou=—p*;
com « constante e,
0<xr<a, 0<y<bh, 0<z<c,
w(0,y,2) = m(y,2), ula,y,z) = pay,z),
u(z,0,2) =1(x, 2), u(x,b, z) =z, 2),
w(@,y,0) = m(z,y), wz,y,c)=n(zy

De forma andloga aos casos unidimensional e bidimensional, escrevemos
a solucao como,

u(‘raya Z) = Uh(%?JaZ) + up('ray?'z) )

com a solucao uy da equacao homogénea com condi¢oes de contorno nao-
homogéneas (problema 1), e u, uma solugdo particular da equagao ndo-
homogénea com condicoes de contorno homogéneas.

FEzpandimos u, e f em séries de senos de Fourier triplas,
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I JTy kmz
(T, Y, 2 E Ajji sen , sen 2 sen o
ijk=1

8 a b c i s ks
Aij = —/ / / up(2',y', 2') sen ™% sen 7Y gen 21 dz'dy'dz,
abe Jo Jo Jo a b c

' 7Y kmz
flx,y, 2 E Bijk sen . s n sen ,
ijk=1

8 a b pc s s o) ks
Biji = —/ / / f(@',y,2") sen T sen ™Y sen 2 dx'dy'dz" .
abe Jo Jo Jo a b c

Substituindo u, e f na equacgao diferencial,

V2U’p = —f(x,y, Z) )
Pu,  Ou,  0*u,

(93:2 + ay2 822 :_f(xayaz)a
oo . . k
— Z Aijrl(im/a)? + (jm /b)* + (k7 /c)?] sen T sen jzy sen = —
ijk=1 a ¢
- T Ty kmz
= Z Biji, sen sen sen ,
“ a b c
ijk=1
logo,
A Bijk
Y (im/a)? + (jm/b)? + (km/c)?
1

(m/a jﬂ'/b 2+<k’7T/C)

N / N / k, /
f 2’y 2') sen T2 sen2™Y gen 512 dx'dy'dz .
abc a b c

A solucdo particular € entdo,
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B A jmy
up(z,y,2) = ZJ;gsen - % sen sen ,

. (m/a jﬂ'/b) (km/c)?
. / . / k: /
f x',y, 2') sen T sen 7Y gon 12 dx'dy'dz .
abc a b c

Podemos wverificar que u, satisfaz condigcoes de contorno homogéneas. Es-
crevendo u, em termos de funcgao de Green temos,

(2., 2 / // (z,y, 22y, 2) (', 2)da' dy d’

com,

- I Ty kmz
G N A
(x,y,z;2" 9, 2") Z Se —— sen == sen — X
ijk=1
" 1
(im/a)* + (jm /b)* + (km/c)?
imx! jmy’ kmz
X —— sen sen sen
abc a b c

/

7. Resolva o problema anterior com as condigoes de contorno,

uft(oaya Z) = Nl(ya Z) ) ur(aaya Z) = IMZ(ya Z) )
uy(2,0,2) = v1(x, 2), uy(z, b, 2) =1z, 2),

uZ(xaya 0) - 771(%?/); U’Z(xay7c> = V2<177?J) .

8. Considere o problema 6 com as condigoes de contorno,

ux(()?yv Z) + h[u(oa Y, Z) - /M(Z/, Z)] = 07 um<a7 Y, Z) + h[u<a7ya Z) - /L2(y7 Z)] = O,
uy(2,0,2) + hlu(z,0,2) —vi(z,2)] =0, uy(z,b,2)+ hlu(z,b,2) —a(x,2)] =0,
uz(x,y,O)—i—h[u(x,y,O) _n1<x7y)] =Y, uz(x,y,c)—i—h[u(x,y,c)—n2(x,y)] =0
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Apéndice
1. Série de Fourier

[e.9]

ao
=5+ Z am cos(mnaz /L) + by, sen (mmx/L)],

m=1
@:L/f
oL | ;

1 L

— f(z) cos(mmz /L) dx

L),

1 L

— f(z)sen (mmz/L)dx, m=0,1,2,...
L),

2. Série de Fourier de senos

Z) = ij sen (jmz/L),

Jj=1

9 L
= —/ f(z)sen (jrz/L)dx
L J,
3. Série de Fourier de cosenos

J() =5+ Y ayeos (jmz/L),

j=1

_ % /O (@) cos (jra/L) da

4. Série de Fourier de senos dupla

mmx nmy

Z Z B, sen sen L_2 ,

m=1 n=1

1 2 M
B, = / / T,y)sen sen —dxd
L) f(z,y) I, I,

5. Série de Fourier de senos tripla

o0 oo o
mmy nwz

flz,y,z Z Z Z Bion sen sen o sen L_3 ,

=1 m=1n=1
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L1 Ly L3
/ / f(z,y, 2) sen T2 sen 7Y cen —dxdydz

an
: LL2L3 L Ls
6.
“ 2a
/ sen (im€/a)d = < i’ Pt
0 0, 2par.
7.
1 1 —
/cosaxcosbxdxz—sen(a—i_b)x _sen(a b)x’
2 a+b 2 a—>b
: Lsen (i + j)ma/L]  1sen[(i —j)ma/L]|"
. , sen[(i + j)mx sen|[(i — j)mw
cos(imx /L) cos(jmx/L)dx = = - + = — ,
[ contmaf ) eostma Lyt = RIS 4 g2 y
)0, £y,
-\ L, =1,

L _ _ _ lsen[(i+j)mz/L]  1sen|[(i —j)mx/L] -
/0 cos(imx/L) cos(jma/L)dx = > (i )7/L + 2 = j)r/L

J0, i#yg,
L2, i=j.

)

8.
_lsen(a—b)z 1lsen(a+b)z
/senaxsenbxdaz‘ 5 4_b 2 a+b ’
5 1 [( jrz/L]  Lsen|(i+j)ma/L]|
. ‘ sen T sen |(i + j)mw
I Lydr = = ’
/_L sen (irx/L) sen (jmx/L)dx 2 (i—jr/L 2 (i+j)x/L I
_ )0 i# g,
l_ja
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L , , _ Llsen([(i —j)mz/L]  Lsen[(i+ j)mx/L] -
/0 sen (imx/L) sen (jrx/L)dr = > = /L 2 Gt /L O ,

o, i#j,
L2, i=j.

9.
/sen 7 cos be do — _lcos(cH—b) lcos (a —b)x
2 a-+b 2 a—>b
: eos[(i + j)me/L)  Leos|(i— j)ma/L]|
/ sen (imx/L) cos (jmx/L)dx = B VTR ;
L 2 (i+j)n/L 2 (i—j)m/L .,
: Leos[(i +j)me/L)  Leos|(i— j)ma/L]|
/ sen (imx/L) cos (jmx/L)dx = SRR IO R LIl D )
0 2 (i+j)n/L 2 (i—J)r/L
— (=)™ 1 — (1) oy
= 2<z+m/L 26— j)ym/L> "7
0, 1=7.
10.
LQ
L +—, ‘impar,
/xsen (imx/L)dx = 7
0 ——, ipar,
s
L? A
= (-1 i+1
sen axr X COSaxr
/a:senaxdx: T — .
a a
11.
L 2msenlma/l) o

T “ 2
=1
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12.

4 sen [(2i — 1)mz/L]

1=-— L.
- 5 1 , 0<z <
13.
jrx. JTE
Z sen —— sen —
a
14.
- 16 Z sen [(2j — 1)my/b] sen[(2i — 1)7z/c]
o2 - 25 —1 2 —1 '
15.

dn—y)d(—2) = %Z sen (jmy/b) sen (imz/c) X

x sen (jmn/b) sen (iw(/c).
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