
20 - Problemas de valores de contorno

1 Equações diferenciais parciais lineares

A equação diferencial parcial linear de ordem dois em duas variáveis indepen-
dentes é da forma,

A
∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G , (1)

comA,B,C,D,E, F,G podendo depender de x e y mas não de u. Uma equação
de segunda ordem com variáveis independentes x e y que não possui a forma
acima é chamada não linear.

Se G é igual a zero a equação é chamada homogênea, e se G 6= 0 é chamada
não homogênea. A generalização para equações de ordem superior é imediata.

A equação (1) é classificada como eĺıptica, hiperbólica ou parabólica conforme
B2 − 4AC seja menor, maior ou igual a zero, respectivamente.

2 Algumas equações diferenciais parciais importantes

Equação da corda vibrante

∂2y

∂t2
= a2

∂2y

∂x2
. (2)

Essa equação é aplicável a pequenas vibrações transversais de uma corda
flex́ıvel esticada, como uma corda de violino, inicialmente localizada no eixo
x e colocada em movimento (fig. 1). A função y(x, t) é o deslocamento de
um ponto x da corda no instante t. A constante a2 = τ/µ, com τ a tensão
constante da corda e µ a massa constante por unidade de comprimento da
corda. Supomos que nenhuma força externa atua sobre a corda e que ela vibra
apenas devido à sua elasticidade.
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Fig. 1.

A equação pode ser facilmente generalizada para mais dimensões, como por ex-
emplo as vibrações de uma membrana em duas dimensões. Em duas dimensões
a equação é,

∂2z

∂t2
= a2

(

∂2y

∂x2
+

∂2z

∂y2

)

. (3)

Equação da condução do calor

∂u

∂t
= κ∇2u . (4)

Aqui u(x, y, z, t) é a temperatura na posição (x, y, z) em um sólido no in-
stante t. A constante κ é a difusividade, igual a K/σµ, com K a condutividade
térmica, σ o calor espećıfico, e µ a densidade, massa por unidade de volume,
suposta constante. Chamamos ∇2u o Laplaciano de u, que em coordenadas
cartesianas retangulares tridimensionais (x, y, z) é,

∇2u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
. (5)

Equação de Laplace

∇2v = 0 . (6)
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Essa equação ocorre em muitas áreas. Na teoria da condução do calor, por
exemplo, v é a temperatura do estado estacionário, isto é a temperatura após
um longo intervalo de tempo, com equação obtida fazendo ∂u/∂t = 0 na
equação da condução do calor. Na teoria da gravitação ou da eletricidade v
representa o potencial gravitacional ou potencial eletrostático, respectivamente.
Por essa razão a equação é chamada equação do potencial.

O problema de resolver ∇2v = 0 em uma região R quando v é uma função
dada no contorno de R é algumas vezes chamada problema de Dirichlet.

Equação das vibrações longitudinais de uma barra

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
. (7)

Essa equação descreve o movimento de uma barra (fig. 2) que pode vibrar
longitudinalmente (na direção x), supondo as vibrações serem pequenas. A
variável u(x, t) é o deslocamento longitudinal da posição de equiĺıbrio da seção
reta transversal em x. A constante c2 = E/µ, com E sendo o módulo de
elasticidade, estresse dividido por deformação, e depende das propriedades da
barra, µ é a densidade, massa por unidade de volume.

Notemos que essa equação é a mesma da corda vibrante.

Fig. 2.

Equação das vibrações transversais de uma barra

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 . (8)

Essa equação descreve o movimento de uma barra, inicialmente localizada
no eixo x (fig. 3), que vibra transversalmente, isto é perpendicularmente à
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direção x, supondo pequenas vibrações. Nesse caso y(x, t) é o deslocamento
transversal ou deflexão em um ponto x no instante t. A constante b2 = EI/Aµ,
com E o módulo de elasticidade, I o momento de inércia de qualquer seção
transversal em torno do eixo x, A é a área da seção transversal, e µ é a massa
por unidade de comprimento. No caso em que uma força externa transversal
F (x, t) é aplicada, o lado direito da equação é substitúıdo por b2F (x, t)/EI.

Fig. 3.

3 O Laplaciano em diferentes sistemas de coordenadas

O Laplaciano ∇2u aparece bastante em equações diferenciais parciais em
ciência e engenharia. Dependendo do tipo de problema envolvido, a escolha
do sistema de coordenadas pode ser importante na obtenção de soluções. Por
exemplo, se o problema envolve um cilindro, pode ser mais conveniente usar
coordenadas ciĺındricas, e se envolve uma esfera, pode ser mais conveniente
usar coordenadas esféricas.

O Laplaciano em coordenadas ciĺındricas (ρ, ϕ, z) (fig. 4) é dado por,

∇2u =
∂2u

∂ρ2
+

1

ρ

∂u

∂ρ
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
. (9)

As equações de transformação entre coordenadas retangulares e ciĺındricas
são,

x = ρ cosϕ ,

y = ρ sen ϕ ,

z = z , (10)

com ρ ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −∞ ≤ z ≤ +∞.
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Fig. 4.

O Laplaciano em coordenadas esféricas (r, θ, ϕ) (fig. 5) é,

∇2u =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

r2 sen θ

∂

∂θ

(

sen θ
∂u

∂θ

)

+
1

r2 sen 2θ

∂2u

∂ϕ2
. (11)

As equações de transformação entre coordenadas retangulares e esféricas são,

x = r sen θ cosϕ ,

y = r sen θ sen ϕ ,

z = r cos θ , (12)

com r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Fig. 5.
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4 Métodos para resolver problemas de valores de contorno

Existem vários métodos para resolver problemas de valores de contorno en-
volvendo equações diferenciais parciais lineares. Vamos ver dois métodos que
representam pontos de vista algo opostos.

No primeiro método procuramos a solução geral da equação diferencial par-
cial, e então particularizamos para obter a solução real usando as condições
de contorno. No segundo método primeiro encontramos soluções particulares
da equação diferencial parcial e então constrúımos a solução real usando es-
sas soluções particulares. Dos dois métodos o segundo será de muito maior
aplicabilidade do que o primeiro.

Soluções gerais.

Nesse método primeiro encontramos a solução geral e então a solução par-
ticular que satisfaz as condições de contorno. Os seguintes teoremas são de
importância fundamental.

Teorema 1.1 (Prinćıpio da superposição). Se u1, u2, . . . , un são soluções de uma
equação diferencial parcial linear homogênea, então c1u1 + c2u2 + . . . + cnun,
com c1, c2, . . . , cn constantes, também é uma solução.

Teorema 1.2 A solução geral de uma equação diferencial parcial linear não
homogênea é obtida adicionando uma solução particular da equação não ho-
mogênea à solução geral da equação homogênea.

Às vezes podemos encontrar soluções gerais usando os métodos para equações
diferenciais ordinárias.

Se A,B, . . . , F em (1) são constantes, então a solução geral da equação ho-
mogênea pode ser encontrada supondo u = eax+by, com a e b constantes a
serem determinadas.

Soluções particulares por separação de variáveis.

Nesse método, simples mas poderoso, supomos que a solução pode ser expressa
como um produto de funções desconhecidas, cada uma dependendo de apenas
uma das variáveis independentes. O sucesso do método está em ser posśıvel
escrever a equação resultante de modo que cada lado depende apenas de uma
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variável independente, enquanto o outro lado depende das outras variáveis,
logo cada lado deve ser uma constante. Repetindo o método as funções de-
sconhecidas podem ser determinadas. A superposição dessas soluções pode ser
usada para encontrar a solução real.

5 Problemas

1-Obtenha a equação da corda vibrante ([7], probl. 1.1).

Supomos que ∆s na figura 6 representa um elemento de arco da corda. Como
supomos a tensão constante, a força vertical resultante agindo para cima sobre
∆s é,

τ sen θ2 − τ sen θ1 .

Como sen θ ∼= tan θ para ângulos pequenos, essa força é,

τ
∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
− τ

∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x
,

em que usamos o fato que tan θ = ∂y/∂x. Pela segunda lei de Newton, essa
força é igual à massa do elemento de corda, µ∆s multiplicada pela aceleração
de ∆s, que é ∂2y/∂t2 + ε, em que ε → 0 se ∆s → 0. Temos então, aproxi-
madamente,

τ

[

∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
− ∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x

]

= (µ∆s)

(

∂2y

∂t2
+ ε

)

.

Se as vibrações são pequenas, então ∆s ∼= ∆x, e após dividirmos a equação
acima por µ∆x,

τ

µ

∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
− ∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x

∆x
=

∂2y

∂t2
+ ε .

Tomando o limite ∆x → 0, que também implica em ε → 0,

τ

µ

∂

∂x

(

∂y

∂x

)

=
∂2y

∂t2
,

ou,

∂2y

∂t2
= a2

∂2y

∂x2
,
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com a2 = τ/µ.

Fig. 6.

2-Escreva as condições de contorno para uma corda vibrante de comprimento
L com (a) as extremidades em x = 0 e x = L fixas, (b) forma inicial dada por
f(x), (c) distribuição de velocidade inicial dada por g(x), (d) deslocamento
em qualquer ponto x em um instante t é finito ([7], probl. 1.2).

(a) Se a corda é fixa em x = 0 e x = L, então o deslocamento y(x, t) em x = 0
e x = L deve ser zero em qualquer instante de tempo t > 0,

y(0, t) = 0 , y(L, t) = 0 , t > 0 .

(b) Como a corda possui forma inicial dada por f(x), temos,

y(x, 0) = f(x) , 0 < x < L .

(c) Como a velocidade inicial da corda em qualquer ponto x é g(x), temos,

yt(x, 0) = g(x) , 0 < x < L .

Notemos que yt(x, 0) é o mesmo que ∂y/∂t calculada em t = 0.

(d) Como y(x, t) é limitado, podemos encontrar uma constante M indepen-
dente de x e t tal que,

|y(x, t)| < M , 0 < x < L , t > 0 .

3-Escreva condições de contorno para a corda vibrante com (a) a extremidade
x = 0 em movimento com deslocamento dado por G(t), (b) a extremidade
x = L não é fixa mas é livre para se mover ([7], probl. 1.3).
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(a) O deslocamento em x = 0 é dado por y(0, t), logo,

y(0, t) = G(t) t > 0 .

(b) Se τ é a tensão, a força transversal atuando em qualquer ponto x é,

τ
∂y

∂x
= τyx(x, t) .

Como a extremidade x = L é livre para se mover, de modo que não há forças
atuando sobre ela, temos,

τyx(L, t) = 0 , ou yx(L, t) = 0 , t > 0 .

4-Supomos que a tensão é variável, isto é τ = τ(x). Obtenha a equação da
corda vibrante nesse caso ([7], probl. 1.4).

Agora temos para a força vertical,

τ(x)
∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
− τ(x)

∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x
,

e assim,

τ(x)
∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
− τ(x)

∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

x

µ∆x
=

∂2y

∂t2
+ ε .

Fazendo o limite ∆x → 0, que implica ε → 0, temos,

∂

∂x

[

τ(x)
∂y

∂x

]

= µ
∂2y

∂t2
,

após multiplicarmos por µ.

5-Mostre que o fluxo de calor através de um plano em um meio condutor é
−K∂u/∂n, em que u é a temperatura, n é a normal na direção perpendicular
ao plano, e K é a condutividade térmica do meio ([7], probl. 1.5).

Supomos dois planos paralelos I e II distantes ∆n (fig. 7), com temperaturas
u e u+∆u, respectively.
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Fig. 7.

Então o calor flui do plano de maior temperatura para o plano de menor
temperatura. A quantidade de calor por unidade de área, por unidade de tempo,
chamada fluxo de calor, é diretamente proporcional à diferença de temperatura
∆u, e inversamente proporcional à distância ∆n. Temos portanto,

Fluxo de calor de I para II = −K
∆u

∆n
,

em que K é a constante de proporcionalidade, chamada condutividade térmica.
O sinal menos na equação acima é porque se ∆u > 0, o fluxo de calor ocorre
de II para I. As dimensões de K são,

K ∼ energia

tempo . comprimento. temperatura
,

e as unidades SI de K são J/m.s.K.

Tomando o limite em que ∆n vai a zero, também temos ∆u indo a zero, logo,

Fluxo de calor através do plano I = −K
∂u

∂n
.

Às vezes chamamos ∂u/∂n o gradiente de u, que em forma vetorial é ∇u, de
modo que a equação acima pode ser escrita como,

Fluxo de calor através do plano I = −K∇u .

Vemos que as dimensões de K∂u/∂n ou K∇u são,

K∇u ∼ energia

tempo.área
,

10



e as unidades SI são J/s.m2.

6-Se a temperatura em qualquer ponto (x, y, z) de um sólido no instante t é
u(x, y, z, t), e se K, σ e µ são respectivamente a condutividade térmica, o calor
espećıfico e a densidade do sólido, todas supostas constantes, mostre que ([7],
probl. 1.6),

∂u

∂t
= κ∇2u , κ = K/σµ .

Consideremos um pequeno volume de um sólido, como indicado na figura 8,
e grandemente aumentado na figura 9. A quantidade de calor por unidade
de área, por unidade de tempo, entrando no elemento pela face PQRS é
−K∂u/∂x|x. Como a área da face PQRS é ∆y∆z, a quantidade total de
calor entrando no elemento pela face PQRS em ∆t é,

−K
∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x
∆y∆z∆t .

Da mesma forma, a quantidade de calor deixando o elemento de volume pela
face NWZT é,

−K
∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
∆y∆z∆t .

A quantidade de calor que permanece no elemento é dada pela quantidade
entrando menos a quantidade saindo, que é então,

{

K
∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
−K

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x

}

∆y∆z∆t .

Da mesma forma podemos escrever para as direções y e z,

{

K
∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y+∆y
−K

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y

}

∆x∆z∆t ,

e,

{

K
∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z+∆z
−K

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z

}

∆x∆y∆t ,

respectivamente. A quantidade total de calor ganha pelo elemento de volume é
a soma das três relações acima. Essa quantidade de calor aumenta a temper-
atura do elemento de ∆u. Pela definição de calor espećıfico, o calor necessário
para aumentar a temperatura de uma massa m por ∆u é mσ∆u, em que σ é o
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calor espećıfico. Se a densidade do sólido é µ, então m = µ∆x∆y∆z. Portanto
a quantidade de calor dada pela soma das relações acima é igual a,

σµ∆x∆y∆z∆u .

Assim,

{

K
∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
−K

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x

}

∆y∆z∆t

+

{

K
∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y+∆y
−K

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y

}

∆x∆z∆t

+

{

K
∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z+∆z
−K

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z

}

∆x∆y∆t = σµ∆x∆y∆z∆u .

Dividindo essa expressão por ∆x∆y∆z∆t,



















K
∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x+∆x
−K

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x

∆x



















+



















K
∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y+∆y
−K

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y

∆y



















+



















K
∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z+∆z
−K

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z

∆z



















= σµ
∆u

∆t
.

No limite em que ∆x, ∆y, ∆z, ∆t todos tendem a zero, obtemos,

∂

∂x

(

K
∂u

∂x

)

+
∂

∂y

(

K
∂u

∂y

)

+
∂

∂z

(

K
∂u

∂z

)

= σµ
∂u

∂t
,

ou, se K é constante,

K

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

= σµ
∂u

∂t
.

Podemos reescrever a equação acima como,

∂u

∂t
= κ∇2u ,

com κ = K/σµ sendo a difusividade. As dimensões de κ são,

κ ∼ comprimento2

tempo
,
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e as unidades SI de κ são m2/s.

Fig. 8.

Fig. 9.

7-Considere o problema anterior com métodos vetoriais ([7], probl. 1.7).

Seja V um volume arbitrário em um sólido, e S sua superf́ıcie (fig. 8). O
fluxo total de calor por S, ou a quantidade de calor deixando S por unidade
de tempo, é,

∫

S
(−K∇u) · ndS ,

em que n é o vetor unitário à superf́ıcie. Assim, a quantidade de calor entrando
em S por unidade de tempo é,

∫

S
(K∇u) · ndS =

∫

V
∇ · (K∇u)dV ,
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pelo teorema da divergência. O calor contido em um volume V é,

∫

V
σµudV .

A taxa de aumento de calor é portanto,

∂

∂t

∫

V
σµudV =

∫

V
σµ

∂u

∂t
dV .

Igualando o lado direito das expressões acima,

∫

V

[

σµ
∂u

∂t
−∇ · (K∇u)

]

dV = 0 ,

e como V é arbitrário, o integrando deve ser identicamente zero, logo,

σµ
∂u

∂t
= ∇ · (K∇u) ,

ou, se K, σ, µ são constantes,

∂u

∂t
=

K

σµ
∇ · ∇u = κ∇2u .

8-Obtenha a equação da condução do calor na presença de uma fonte térmica
([13]).

Representamos a fonte térmica pela função F (r, t). As dimensões de F são,

F ∼ energia

tempo.comprimento3
,

e as unidades SI são J/s.m3. A equação do calor fica,

σµ
∂u

∂t
= ∇ · (K∇u) + F (r, t) ,

ou, se K, σ, µ são constantes,

∂u

∂t
=

K

σµ
∇ · ∇u+

1

σµ
F (r, t) = κ∇2u+ f(r, t) ,

com,

f(r, t) =
1

σµ
F (r, t) .
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Se há troca de calor com o meio, de acordo com a lei de Newton, a quantidade
de calor perdida é,

F0 = h(u− T0) ,

em que T0(r, t) é a temperatura do meio, e h é o coeficiente de troca térmica.
Assim, a densidade de fontes térmicas em r, t é,

F = F1(r, t)− h(u− T0) ,

em que F1(r, t) é a densidade de outras fontes de calor.

Se temos uma barra homogênea, a equação da condução do calor com troca
térmica lateral, é da forma,

∂u

∂t
= κ∇2u− αu+ f(r, t) ,

com,

α =
h

σµ
, f(r, t) = αT0(r, t) +

1

σµ
F1(r, t) .

Se os coeficientes dependem da posição e do tempo, isto é, temos um meio não
homogêneo, a equação do calor fica,

σ(r, t)µ(r, t)
∂u

∂t
= ∇ · [K(r, t)∇u] + F (r, t) .

9-Uma barra de difusividade κ possui extremidades em x = 0 e x = L, sobre
o eixo x (fig. 10). Sua superf́ıcie lateral é isolada, de modo que o calor não
pode entrar ou sair. (a) Se a temperatura inicial é f(x) e as extremidades
estão na temperatura zero, enuncie as condições de contorno. (b) Considere
agora a extremidade x = L isolada. (c) Considere agora a extremidade x = L
irradiando para o meio na temperatura u0 ([7], probl. 1.9).

Fig. 10.
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10-Mostre que u(x, t) = e−8t sen 2x é uma solução do problema de contorno
([7], probl. 1.12),

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
,

u(0, t) = u(π, t) = 0 ,

u(x, 0) = sen 2x .

11-([7], probl. 1.13) (a) Encontre a solução geral da equação,

∂v

∂x
+ 3

∂v

∂y
= 0 .

(b) Encontre a solução particular que satisfaz a condição v(0, y) = 4 sen y.

12-Mostre que y(x, t) = F (2x+ 5t) +G(2x− 5t) é uma solução geral de,

11-(a)Encontre a solução geral da equação,

4
∂2y

∂t2
= 25

∂2y

∂x2
.

(b) Encontre a solução particular que satisfaz as condições,

y(0, t) = y(π, t) = 0 , y(x, 0) = sen 2x ,
∂y(x, 0)

∂t
= 0 .

12-(a)Encontre a solução geral da equação,

∂2z

∂x∂y
= x2y .

(b) Encontre a solução particular que satisfaz as condições,

z(x, 0) = x2 , z(1, y) = cos y .

13-Resolva a equação,

t
∂2u

∂x∂t
+ 2

∂u

∂x
= x2 .

14-Resolva a equação,
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∂2u

∂x2
+ 3

∂2u

∂x∂y
+ 2

∂2u

∂y2
= 0 .

15-Encontre a solução geral de,

(a) 2
∂u

∂x
+ 3

∂u

∂y
= 2u.

(b) 4
∂2u

∂x2
− 4

∂2u

∂x∂y
+

∂2u

∂y2
= 0.

16-Resolva a equação,

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 10e2x+y .

17-Resolva a equação,

∂2u

∂x2
− 4

∂2u

∂y2
= e2x+y .

18-Resolva o problema de valores de contorno abaixo pelo método de separação
de variáveis,

∂u

∂x
= 4

∂u

∂y
, u(0, y) = 8e−3y .

19-Resolva o problema anterior se u(0, y) = 8e−3y + 4e−5y.

20-Resolva o problema abaixo,

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
, 0 < x < 3 , t > 0 , u(0, t) = u(3, t) = 0 ,

u(x, 0) = 5 sen 4πx− 3 sen 8πx+ 2 sen 10πx , |u(x, t)| < M .

Fig. 11.
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21-Resolva o problema abaixo,

∂2y

∂t2
= 16

∂2y

∂x2
, 0 < x < 2 , t > 0 ,

y(0, t) = y(2, t) = 0 ,

y(x, 0) = 6 sen πx− 3 sen 4πx ,

∂y

∂t
= 0 , |y(x, t) < M | .

22-Resolva o problema abaixo,

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
, 0 < x < 3 , t > 0 ,

u(0, t) = u(3, t) = 0 ,

u(x, 0) = f(x) , |u(x, t) < M | .

23-Uma corda horizontal com extremidades fixas vibra em um plano vertical
sob a influência da gravidade. Mostre que sua equação é (Spiegel [7], probl.
1.26),

∂2y

∂t2
= a2

∂2y

∂x2
− g ,

em que g é a aceleração da gravidade. Encontre a solução para as condições
de contorno:

(a) u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = 0;

(b) u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) (Spiegel [7], probl. 2.59);

(c) u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g0 =constante.

24-Uma barra localizada no eixo x possui extremidades em x = 0 e x = L. A
temperatura inicial da barra é f(x), 0 < x < L, e as extremidades x = 0, x = L
são mantidas a temperaturas constantes T1, T2, respectivamente. Supondo o
meio na temperatura u0 e a lei de resfriamento de Newton, mostre que a
equação diferencial parcial para a temperatura da barra, em qualquer ponto
e em qualquer tempo, é dada por (Spiegel [7], probl. 1.27),

∂u

∂t
= κ

∂2u

∂x2
− β(u− u0) ,

e escreva as condições de contorno correspondentes. Encontre a solução u(x, t).
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25- Escreva as condições de contorno para o problema anterior se (a) as ex-
tremidades em x = 0 e x = L são isoladas; (b) as extremidades em x = 0
e x = L irradiam no meio de acordo com a lei de resfriamento de Newton
(Spiegel [7], probl. 1.28). Encontre a solução u(x, t).

26-Uma corda possui as extremidades em x = 0 e x = L. Ela é deslocada
uma distância h no seu ponto médio, e então solta. Formule o problema de
valores de contorno para o deslocamento y(x, t) de um ponto qualquer da
corda (Spiegel [7], probl. 1.31).

27-Suponha que no problema 21 temos y(x, 0) = f(x), com 0 < x < 2. Resolva
o problema expandindo f(x) em uma série de senos.

28-Suponha que no problema 22 as condições de contorno são,

∂u(0, t)

∂x
= 0 , u(3, t) = 0 , u(x, 0) = f(x) .

Resolva o problema expandindo f(x) em uma série de cosenos.

29-Obtenha a solução do problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl.
1.44),

∂2y

∂t2
= 4

∂2y

∂x2
,

y(0, t) = y(5, t) = 0 , y(x, 0) = 0 ,
∂y(x, 0)

∂t
= f(x) , 0 < x < 5 , t > 0 .

se,

(a) f(x) = 5 sen πx.

(b) f(x) = 3 sen 2πx− 2 sen 5πx.

30-Resolva,

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
− 2u ,

se,

u(0, t) = u(3, t) = 0 , u(x, 0) = 2 sen πx− sen 4πx .

31-Uma corda flex́ıvel, com densidade linear de massa constante λ = m/L,
é suspensa por uma extremidade, como mostrado na figura 12. Obtenha a
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equação satisfeita pela função y(x, t), que descreve a posição da corda. Obtenha
a solução y(x, t) se a posição inicial da corda é y(x, 0) = f(x) e a velocidade
inicial é ∂y(x, 0)/∂t = h(x) ([7], problemas 6.99, 6.100, 6.102, 6.103; [13], pág.
59).

Fig. 12.
Fig. 13.

Escrevendo a segunda lei de Newton para o elemento de corda na figura 13
temos,

Ty(x+ dx)− Ty(x) = ∆ma .

Notemos que o movimento da corda é na direção y. Substituindo ∆m = λdx
e a = ∂2y/∂t2,

Ty(x+ dx)− Ty(x) = λ dx
∂2y

∂t2
,

Ty(x+ dx)− Ty(x)

dx
= λ

∂2y

∂t2
,

∂Ty

∂x
= λ

∂2y

∂t2
.

Agora,

tan θ =
∆y

∆x
=

∂y

∂x
,

Tx = T cos θ , Ty = sen θ ,

logo,
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tan θ =
sen θ

cos θ
=

Ty

Tx

=
∂y

∂x
,

Ty = Tx
∂y

∂x
.

A componente x da tensão compensa a força da gravidade,

Tx(x) = λ(L− x)g ,

e a equação de movimento fica,

∂Ty

∂x
= λ

∂2y

∂t2
,

∂

∂x

(

Tx
∂y

∂x

)

= λ
∂2y

∂t2
,

∂

∂x

(

λ(L− x)g
∂y

∂x

)

= λ
∂2y

∂t2
,

−g
∂y

∂x
+ (L− x)g

∂2y

∂x2
=

∂2y

∂t2
,

ou,

(L− x)g
∂2y

∂x2
− g

∂y

∂x
=

∂2y

∂t2
.

Substituindo y(x, t) = X(x)T (t) obtemos,

(L− x)gX ′′T − gX ′T = XT ′′ ,

(L− x)g
X ′′

X
− g

X ′

X
=

T ′′

T
= −µ2 .

Fazendo v = L− x,

X ′ =
dX

dx
=

dX

dv

dv

dx
= −dX

dv
,

X ′′ =
d2X

dx2
= − d

dx

dX

dv
= −d2X

dv2
dv

dx
=

d2X

dv2
,

e a equação para X fica,

(L− x)gX ′′ − gX ′ + µ2X = 0 ,

vg
d2X

dv2
+ g

dX

dv
+ µ2X = 0 ,
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ou,

v
d2X

dv2
+

dX

dv
+

µ2

g
X = 0 .

Fazendo agora v = z2, temos,

2z
dz

dv
= 1 ,

dz

dv
=

1

2z
,

dX

dv
=

dX

dz

dz

dv
=

dX

dz

1

2z
,

d2X

dv2
=

d

dv

dX

dv
=

d

dv

(

dX

dz

1

2z

)

=
1

2z

d2X

dz2
1

2z
− dX

dz

1

2z2
1

2z
,

e a equação para X fica,

v
d2X

dv2
+

dX

dv
+

µ2

g
X = 0 ,

z2
(

1

2z

d2X

dz2
1

2z
− dX

dz

1

2z2
1

2z

)

+
dX

dz

1

2z
+

µ2

g
X = 0 ,

1

4

d2X

dz2
+

1

4z

dX

dz
+

µ2

g
X = 0 ,

ou,

z2
d2X

dz2
+ z

dX

dz
+

4µ2

g
z2X = 0 .

A equação acima é a equação diferencial de Bessel de ordem 0, com solução,

X(z) = AJ0(2µz/
√
g) ,

X(v) = AJ0(2µ
√

v/g) ,

X(x) = AJ0(2µ
√

(L− x)/g) .

A equação para T é,

T ′′ + µ2T = 0 ,

com solução,

T (t) = B cos(µt) + C sen (µt) .

A solução geral é então,
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y(x, t) =
∑

i=1

J0(2µi

√

(L− x)/g)[Bi cos(µit) + Ci sen (µit)] .

Vemos que µi são as frequências de oscilação do sistema. As condições de
contorno são,

y(0, t) = 0 =
∑

i=1

J0(2µi

√

L/g)[Bi cos(µit) + Ci sen (µit)] ,

y(x, 0) = f(x) =
∑

i=1

J0(2µi

√

(L− x)/g)Bi ,

∂y(x, 0)

∂t
= h(x) =

∑

i=1

J0(2µi

√

(L− x)/g)Ciµi .

A primeira condição acima determina µi como ráızes da equação,

J0(2µi

√

L/g) = 0 , i = 1, 2, . . .

As outras equações são expansões de f e g em série de funções de Bessel J0.
Para f temos,

f(x) =
∑

i=1

J0(2µi

√

(L− x)/g)Bi .

Fazendo a troca de variáveis u = 2
√

(L− x)/g, temos x = L− gu2/4 e,

f(x) =
∑

i=1

J0(2µi

√

(L− x)/g)Bi ,

f(L− gu2/4) =
∑

i=1

J0(µiu)Bi .

Multiplicando a equação acima por uJ0(µju) e integrando em u,

∫ 0

2
√

L/g
uJ0(µju)f(L− gu2/4)du =

∑

i=1

Bi

∫ 0

2
√

L/g
uJ0(µiu)J0(µju)du ,

em que os limites de integração correspondem a x = 0 e x = L. Definindo

a = 2
√

L/g e invertendo os limites de integração dos dois lados,

∫ a

0
uJ0(µju)f(L− gu2/4)du=

∑

i=1

Bi

∫ a

0
uJ0(µiu)J0(µju)du ,

=Bj

∫ a

0
uJ2

0 (µju)du ,

=Bj
a2

2
J ′2
0 (µja) = Bj

a2

2
J2
1 (µja) .
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Portanto,

Bj =
2

a2J2
1 (µja)

∫ a

0
uJ0(µju)f(L− gu2/4)du .

Procedendo analogamente para h(x) temos,

Cj =
2

µja2J2
1 (µja)

∫ a

0
uJ0(µju)h(L− gu2/4)du .

32. Obtenha a equação das vibrações transversais de uma barra,

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

33-Vimos que a equação das vibrações transversais de uma barra é,

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

Obtenha a solução para as condições de contorno,

y(0, t) = 0 ,

∂y(0, t)

∂x
= 0 ,

y(x, 0) = f(x) ,

∂y(x, 0)

∂t
= g(x) ,

com f(0) = g(0) = 0.

Escrevemos a solução como X(x)T (t), obtendo,

XT ′′ + b2X(4)T = 0 ,

T ′′

T
+ b2

X(4)

X
= 0 ,

T ′′

T
= −b2

X(4)

X
= −µ2 .

A equação para T é assim,

T ′′ + µ2T = 0 ,
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com solução,

T (t) = A cosµt+ B sen µt .

A equação para X é,

X(4) − µ2

b2
X = 0 .

Definindo λ4 = µ2/b2 temos,

X(x) = C sen λx+D cosλx+ E senhλx+ F coshλx .

Das condições de contorno para y(0, t) e ∂y(0, t)/∂x, temos,

X(0) = 0 ,

X ′(0) = 0 .

logo,

D + F = 0 ,

λC + λE = 0 .

Das equações acima temos,

F = −D ,

E = −C ,

Outras condições usuais são,

X ′′(L) = 0 ,

X ′′′(L) = 0 ,

ou,

C( sen λL+ senhλL) +D(cosλL+ coshλL) = 0 ,

−C(cos λL+ coshλL) +D( senλL− senhλL) = 0 .

As equações acima são um sistema homogêneo para C e D. Os valores de λ
são portanto dados pela condição,
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( sen λL+ senhλL)( senλL− senhλL) + (cosλL+ coshλL)2 = 0 ,

ou,

f(λL) ≡ 1 + 1 cosλL coshλL = 0 .

Fazendo o gráfico da função acima obtemos as ráızes λi (figura 14). As primeiras
ráızes λiL são,

1, 8746, 4, 6935, 7, 8545, 10, 995, 14, 136, . . .

0 5 10 15 20 25 30
-100

-80

-60

-40

-20

0

20
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Fig. 14. Gráfico de f(λ) em função de λ. Usamos L = 1.

As frequências angulares são portanto,

µi = 2πfi = bλ2
i ,

e as frequências lineares são,

fi =
bλ2

i

2π
.

Um valor t́ıpico de b é ∼= 15 m2/s, logo as primeiras frequências são, con-
siderando L = 1 m,

8, 36Hz, 52, 43Hz, 146, 83Hz, 287, 72Hz, 475, 59Hz, . . .

26



A solução é então, usando o prinćıpio da superposição,

y(x, t)=
∑

i=1

[Ci( sen λix− senhλix) +Di(cosλix− coshλix)]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] .

Das condições de contorno para f e g temos,

y(x, 0)= f(x) ,

=
∑

i=1

[Ci( sen λix− senhλix) +Di(cosλix− coshλix)]Ai ,

∂y(x, 0)

∂t
= g(x) ,

=
∑

i=1

[Ci( sen λix− senhλix) +Di(cosλix− coshλix)]Biµi .

Como tratar as expansões acima?

34-Obtenha a solução para a equação das vibrações transversais de uma barra
([7], probl. 2.66),

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

com as condições de contorno,

y(0, t) = y(L, t) = 0 ,

∂2y(0, t)

∂x2
=

∂2y(L, t)

∂x2
= 0 ,

y(x, 0) = f(x) ,
∂y(x, 0)

∂t
= g(x) .

Escrevemos a solução na forma,

y(x, t) =
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix][Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

com λ4
i = µ2

i /b
2. As condições de contorno ficam,
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y(0, t) = 0 =
∑

i=1

Di[Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

y(L, t) = 0 =
∑

i=1

[Ci sen λiL+Di cosλiL][Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

y(x, 0) = f(x) =
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix]Ai ,

∂y(x, 0)

∂t
= g(x) =

∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix]Biµi ,

∂2y(0, t)

∂x2
= 0 =

∑

i=1

[−Diλ
2
i ][Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

∂2y(L, t)

∂x2
= 0 =

∑

i=1

[−Ciλ
2
i sen λiL−Diλ

2
i cosλiL][Ai cosµit+ Bi sen µit] .

Satisfazemos as equações acima escolhendo,

Di = 0 ,

λiL = iπ , i = 1, 2, . . .

As condições para f e g são séries de Fourier no intervalo 0 < x < L, logo
são séries de seno de Fourier de meio intervalo,

F (x) =
∞
∑

i=1

bi sen
iπx

L
,

bi =
2

L

∫ L

0
F (x) sen

iπx

L
dx .

Comparando com as equações para f e g,

f(x) =
∑

i=1

AiCi sen λix =
∑

i=1

AiCi sen
iπx

L
,

g(x) =
∑

i=1

BiCiµi sen λix =
∑

i=1

BiCiµi sen
iπx

L
,

temos,

AiCi =
2

L

∫ L

0
f(x) sen

iπx

L
dx ,

BiCiµi =
2

L

∫ L

0
g(x) sen

iπx

L
dx .

A solução é portanto,
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y(x, t)=
2

L

∑

i=1

sen
iπx

L
cos

i2π2bt

L2

∫ L

0
f(x) sen

iπx

L
dx

+
2

L

∑

i=1

L2

i2π2b
sen

iπx

L
sen

i2π2bt

L2

∫ L

0
g(x) sen

iπx

L
dx .

35-Considere o problema anterior com a solução na forma,

y(x, t)=
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix+ Ei senhλix+ Fi coshλix]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

com λ4
i = µ2

i /b
2.

As condições de contorno nos dão,

y(0, t)= 0 ,

=
∑

i=1

[Di + Fi][Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

y(L, t)= 0 ,

=
∑

i=1

[Ci sen λiL+Di cosλiL+ Ei senhλiL+ Fi coshλiL]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

y(x, 0)= f(x) ,

=
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix+ Ei senhλix+ Fi coshλix]Ai ,

∂y(x, 0)

∂t
= g(x) ,

=
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix+ Ei senhλix+ Fi coshλix]Biµi ,

∂2y(0, t)

∂x2
=0 ,

=
∑

i=1

[−Diλ
2
i + Fiλ

2
i ][Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

∂2y(L, t)

∂x2
=0 ,

=
∑

i=1

[−Ciλ
2
i sen λiL−Diλ

2
i cosλiL+ Eiλ

2
i senhλiL+ Fiλ

2
i coshλiL]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] .

Das equações acima temos,
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Di = Ei = Fi = 0 ,

λiL = iπ .

Obtemos portanto a solução do problema anterior.

36-Obtenha a solução para a equação das vibrações transversais de uma barra
([7], problema 3.42),

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

com as condições de contorno,

y(0, t) = y(L, t) = 0 ,

∂y(0, t)

∂x
=

∂y(L, t)

∂x
= 0 ,

y(x, 0) = f(x) .

Escrevemos a solução na forma,

y(x, t)=
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix+ Ei senhλix+ Fi coshλix]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

com λ4
i = µ2

i /b
2.

37-Obtenha a solução para a equação das vibrações transversais de uma barra,

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

com as condições de contorno,

y(0, t) = y(L, t) = 0 ,

∂2y(0, t)

∂x2
=

∂y(L, t)

∂x
= 0 ,

y(x, 0) = f(x) ,
∂y(x, 0)

∂t
= g(x) .

Escrevemos a solução na forma,

y(x, t)=
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix+ Ei senhλix+ Fi coshλix]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] ,
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com λ4
i = µ2

i /b
2.

38-Obtenha a solução para a equação das vibrações transversais de uma barra,

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

com as condições de contorno ([13], pág. 166),

y(0, t) =
∂y(0, t)

∂x
= 0 ,

∂2y(L, t)

∂x2
=

∂3y(L, t)

∂x3
= 0 ,

y(x, 0) = f(x) ,
∂y(x, 0)

∂t
= g(x) .

Escrevemos a solução na forma,

y(x, t)=
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix+ Ei senhλix+ Fi coshλix]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

com λ4
i = µ2

i /b
2.

39-Obtenha a solução para a equação das vibrações transversais de uma barra,

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

com as condições de contorno ([13], pág. 166),

y(0, t) =
∂2y(0, t)

∂x2
= 0 ,

∂2y(L, t)

∂x2
=

∂3y(L, t)

∂x3
= 0 ,

y(x, 0) = f(x) ,
∂y(x, 0)

∂t
= g(x) .

Escrevemos a solução na forma,

y(x, t)=
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix+ Ei senhλix+ Fi coshλix]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] ,
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com λ4
i = µif32

2/b2.

40-Obtenha a solução para a equação das vibrações transversais de uma barra,

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

com as condições de contorno ([13], pág. 166),

∂2y(0, t)

∂x2
=

∂3y(0, t)

∂x3
= 0 ,

∂2y(L, t)

∂x2
=

∂3y(L, t)

∂x3
= 0 ,

y(x, 0) = f(x) ,
∂y(x, 0)

∂t
= g(x) .

Escrevemos a solução na forma,

y(x, t)=
∑

i=1

[Ci sen λix+Di cosλix+ Ei senhλix+ Fi coshλix]×

×[Ai cosµit+ Bi sen µit] ,

com λ4
i = µ2

i /b
2.

41-Obtenha a solução para a equação das vibrações transversais de uma barra
(Spiegel [7], probl. 2.65),

∂2y

∂t2
+ b2

∂4y

∂x4
= 0 , 0 < x < L .

com as condições de contorno,

y(0, t) = y(L, t) = 0 ,

∂y(x, 0)

∂t
= 0 ,

∂2y(0, t)

∂x2
=

∂2y(L, t)

∂x2
= 0 ,

y(x, 0) = f(x) , |y(x, t)| < M .

42-Considere o problema anterior com yt(x, 0) = g(x) (Spiegel [7], probl. 2.66).

43-Uma barra semi-infinita (x > 0) fixa em x = 0 é solta do repouso com
posição inicial f(x). Calcule y(x, t) (Spiegel [7], probl. 5.52).
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44-Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl. 3.42),

∂2u

∂t2
+ b2

∂4u

∂x4
= 0 , 0 < x < L , t > 0 ,

u(0, t) = ux(0, t) = u(L, t) = ux(L, t) = 0 , u(x, 0) = f(x) , |u(x, t)| < M .
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