20 - Problemas de valores de contorno

1 Equacoes diferenciais parciais lineares

A equacao diferencial parcial linear de ordem dois em duas variaveis indepen-
dentes ¢é da forma,

0*u 0%u 0*u ou ou
A B D—+ FEF—
0x? * 0xdy + O@yQ + ox + dy

+ Fu=G, (1)

com A, B,C, D, E, F, G podendo depender de e y mas nao de u. Uma equacao
de segunda ordem com variaveis independentes x e y que nao possui a forma
acima é chamada nao linear.

Se G ¢ igual a zero a equagao é chamada homogénea, e se G # 0 é chamada
nao homogénea. A generalizacao para equacoes de ordem superior é imediata.

A equagao (1) é classificada como eliptica, hiperbdlica ou parabélica conforme
B? — 4AC seja menor, maior ou igual a zero, respectivamente.

2 Algumas equagoes diferenciais parciais importantes

Equacao da corda vibrante

0%y 0%y
= )

Essa equacao ¢é aplicavel a pequenas vibragoes transversais de uma corda
flexivel esticada, como uma corda de violino, inicialmente localizada no eixo
x e colocada em movimento (fig. 1). A fungao y(z,t) é o deslocamento de
um ponto z da corda no instante t. A constante a® = T/p, com T a tensao
constante da corda e p a massa constante por unidade de comprimento da
corda. Supomos que nenhuma forga externa atua sobre a corda e que ela vibra
apenas devido a sua elasticidade.



Fig. 1.

A equagao pode ser facilmente generalizada para mais dimensoes, como por ex-
emplo as vibragoes de uma membrana em duas dimensoes. Em duas dimensoes
a equagao é,

0?2 , [(0%y 0%z
o = (5 a) )

Equacao da condugao do calor

U
% = rVu. (4)
Aqui u(z,y,z2,t) é a temperatura na posi¢ao (z,y,z) em um sélido no in-
stante t. A constante  é a difusividade, igual a K/opu, com K a condutividade
térmica, o o calor especifico, e u a densidade, massa por unidade de volume,
suposta constante. Chamamos V2u o Laplaciano de u, que em coordenadas
cartesianas retangulares tridimensionais (z, vy, 2) é,

Pu  Pu
2, —
vu_(?m2+8y2+822' 5)
Equacao de Laplace
Vi =0. (6)



Essa equacao ocorre em muitas areas. Na teoria da conducao do calor, por
exemplo, v é a temperatura do estado estaciondrio, isto é a temperatura apds
um longo intervalo de tempo, com equagao obtida fazendo du/0t = 0 na
equacao da conducao do calor. Na teoria da gravitacao ou da eletricidade v
representa o potencial gravitacional ou potencial eletrostdtico, respectivamente.
Por essa razao a equacao é chamada equacao do potencial.

O problema de resolver VZv = 0 em uma regiao R quando v ¢ uma funcao
dada no contorno de R é algumas vezes chamada problema de Dirichlet.

Equacao das vibragoes longitudinais de uma barra

0*u 0*u
E ™

Essa equacdo descreve o movimento de uma barra (fig. 2) que pode vibrar
longitudinalmente (na dire¢ao z), supondo as vibragoes serem pequenas. A
varidvel u(zx, t) é o deslocamento longitudinal da posicao de equilibrio da se¢ao
reta transversal em x. A constante ¢> = E/u, com E sendo o médulo de
elasticidade, estresse dividido por deformagao, e depende das propriedades da
barra, i é a densidade, massa por unidade de volume.

Notemos que essa equagao é a mesma da corda vibrante.

Fig. 2.

Equacao das vibragoes transversais de uma barra

0? ot
9Y L 22Y . (8)
ot? Ox?
Essa equacao descreve o movimento de uma barra, inicialmente localizada
no eixo z (fig. 3), que vibra transversalmente, isto é perpendicularmente &



dire¢ao x, supondo pequenas vibragoes. Nesse caso y(z,t) é o deslocamento
transversal ou deflexdo em um ponto z no instante t. A constante b*> = E1 /Ay,
com E o médulo de elasticidade, I o momento de inércia de qualquer secao
transversal em torno do eixo x, A é a drea da secao transversal, e  é a massa
por unidade de comprimento. No caso em que uma forga externa transversal
F(x,t) é aplicada, o lado direito da equagao ¢ substituido por v*F(z,t)/E1.

Fig. 3.

3 O Laplaciano em diferentes sistemas de coordenadas

O Laplaciano V?u aparece bastante em equacoes diferenciais parciais em
ciéncia e engenharia. Dependendo do tipo de problema envolvido, a escolha
do sistema de coordenadas pode ser importante na obtencao de solucoes. Por
exemplo, se o problema envolve um cilindro, pode ser mais conveniente usar
coordenadas cilindricas, e se envolve uma esfera, pode ser mais conveniente
usar coordenadas esféricas.

O Laplaciano em coordenadas cilindricas (p, ¢, z) (fig. 4) é dado por,

82u+ 18u+ 1 82u+82u ()
p*  pdp  p*Op*  0z%

As equagoes de transformagao entre coordenadas retangulares e cilindricas
sao,

Vu =

T =pcosp,
y=psen p,
z=z, (10)

comp>0,0< ¢ <27, —o0 <z < 400.



Fig. 4.
O Laplaciano em coordenadas esféricas (r, 0, ¢) (fig. 5) é,

10 ou 1 0 ou 1 d%u
9, _ L O fo0uy 1 O ouy 1 Odwu
Viu= r2or (T 81“) + r2sen 6 00 (sen 939) * r2sen 26 0p? (11)

As equagoes de transformacao entre coordenadas retangulares e esféricas sao,

x =rsen fcosp,
y =rsen fsen ¢,
z=rcost, (12)

comr>0,0<0<m 0<p<27.

Fig. 5.



4 Métodos para resolver problemas de valores de contorno

Existem varios métodos para resolver problemas de valores de contorno en-
volvendo equacoes diferenciais parciais lineares. Vamos ver dois métodos que
representam pontos de vista algo opostos.

No primeiro método procuramos a solucao geral da equacao diferencial par-
cial, e entao particularizamos para obter a solucao real usando as condicoes
de contorno. No segundo método primeiro encontramos solugoes particulares
da equacao diferencial parcial e entao construimos a solugao real usando es-
sas solugoes particulares. Dos dois métodos o segundo serd de muito maior
aplicabilidade do que o primeiro.

Solucgoes gerais.

Nesse método primeiro encontramos a solucao geral e entao a solucao par-
ticular que satisfaz as condigoes de contorno. Os seguintes teoremas sao de
importancia fundamental.

Teorema 1.1 (Principio da superposicao). Se uq, ug, . . . , u, a0 solugdes de uma
equacao diferencial parcial linear homogénea, entao ciuy + coug + ... + Cpty,
com ¢y, Ca, ..., C, constantes, também é uma solucao.

Teorema 1.2 A solucao geral de uma equacao diferencial parcial linear nao
homogénea ¢ obtida adicionando uma solucao particular da equacao nao ho-
mogénea a solucao geral da equagao homogénea.

As vezes podemos encontrar solucoes gerais usando os métodos para equagoes
diferenciais ordinarias.

Se A,B,...,F em (1) sdo constantes, entao a solugao geral da equagao ho-
mogénea pode ser encontrada supondo u = €™t com a e b constantes a
serem determinadas.

Solucoes particulares por separacao de variaveis.

Nesse método, simples mas poderoso, supomos que a solugao pode ser expressa
como um produto de fungoes desconhecidas, cada uma dependendo de apenas
uma das variaveis independentes. O sucesso do método estd em ser possivel
escrever a equacao resultante de modo que cada lado depende apenas de uma



variavel independente, enquanto o outro lado depende das outras variaveis,
logo cada lado deve ser uma constante. Repetindo o método as fungoes de-
sconhecidas podem ser determinadas. A superposicao dessas solucoes pode ser
usada para encontrar a solugao real.

5 Problemas

1-Obtenha a equagao da corda vibrante ([7], probl. 1.1).

Supomos que As na figura 6 representa um elemento de arco da corda. Como
supomos a tensao constante, a for¢a vertical resultante agindo para cima sobre

As €,

T sen Oy — 7 sen 6y .

Como sen 6 = tan 0 para angulos pequenos, essa forca é,

dy dy
Tax z+Azx Tax :z:7
em que usamos o fato que tanf = Jy/0x. Pela sequnda lei de Newton, essa
forca € igual a massa do elemento de corda, nAs multiplicada pela aceleragao
de As, que é O%*y/Ot* + ¢, em que ¢ — 0 se As — 0. Temos entdo, aproxi-
lﬁy y

madamente,
0%y
ZJ - < = (uA —_— .
"0zloras O ] (uis) (5»:2 “)

Se as vibracoes sao pequenas, entio As = Ax, e apds dividirmos a equacdo
acima por pAx,

dy dy

Z£ z—&—Aw_%r _ a2y

] Az - ot2

Tomando o limite Ax — 0, que também implica em ¢ — 0,

TO (g _ Oy
pwoxr \ox)  ot2’

Oy 0%
_a _—

o2 ox?’

+e€.

ou,



com a® =T/ u.

Fig. 6.

2-Escreva as condicoes de contorno para uma corda vibrante de comprimento
L com (a) as extremidades em # = 0 e x = L fixas, (b) forma inicial dada por
f(z), (c) distribuigao de velocidade inicial dada por g(x), (d) deslocamento
em qualquer ponto x em um instante ¢ é finito ([7], probl. 1.2).

(a) Se a corda € fira em x =0 ex = L, entdo o deslocamento y(z,t) em x =0
e x = L deve ser zero em qualquer instante de tempo t > 0,

y(0,t) =0, y(L,t)=0, t>0.

(b) Como a corda possui forma inicial dada por f(x), temos,

y(x,0) = f(x), 0<z<L.

(c) Como a velocidade inicial da corda em qualquer ponto x € g(x), temos,

yi(z,0) =g(z), 0<ax<L.

Notemos que y(z,0) € 0o mesmo que 0y/0t calculada em t = 0.

(d) Como y(x,t) é limitado, podemos encontrar uma constante M indepen-
dente de x et tal que,

ly(z,t)| <M, O<z <L, t>0.

3-Escreva condigoes de contorno para a corda vibrante com (a) a extremidade
x = 0 em movimento com deslocamento dado por G(t), (b) a extremidade
x = L nao é fixa mas ¢ livre para se mover ([7], probl. 1.3).



(a) O deslocamento em x =0 é dado por y(0,t), logo,

y(0,t) = G(t) t>0.

(b) Se T € a tensdo, a for¢a transversal atuando em qualquer ponto x é,

dy
T% = Ty, (x,t).

Como a extremidade x = L € livre para se mover, de modo que nao hd forgas
atuando sobre ela, temos,

TY:(L,t) =0, ou y.(L,t) =0, t>0.

4-Supomos que a tensao é variavel, isto é 7 = 7(x). Obtenha a equagao da
corda vibrante nesse caso ([7], probl. 1.4).

Agora temos para a forga vertical,

x Oy - T(IK)@
ox z+Ax Ox x’
€ assim,
x Oy - T(SL’)@
0T lutAx Ozl. _ Py i
UAT ot? '

Fazendo o limite Ax — 0, que implica € — 0, temos,

9 ()@ _ Py
oz T\ Wor| ~ Pore

apos multiplicarmos por .
5-Mostre que o fluxo de calor através de um plano em um meio condutor é

—KOu/0n, em que u é a temperatura, n é a normal na diregdo perpendicular
ao plano, e K ¢ a condutividade térmica do meio ([7], probl. 1.5).

Supomos dois planos paralelos I e II distantes An (fig. 7), com temperaturas
u e u+ Au, respectively.



Fig. 7.

Entao o calor flui do plano de maior temperatura para o plano de menor
temperatura. A quantidade de calor por unidade de drea, por unidade de tempo,
chamada fluxo de calor, € diretamente proporcional a diferenca de temperatura
Au, e inversamente proporcional a distancia An. Temos portanto,

Fluzo de calor de I para II = —K% ,
An

em que K € a constante de proporcionalidade, chamada condutividade térmica.
O sinal menos na equagdo acima € porque se Au > 0, o fluxo de calor ocorre
de Il para 1. As dimensoes de K sdo,

energia

K ~
tempo . comprimento. temperatura’

e as unidades SI de K sdo J/m.s.K.

Tomando o limite em que An vai a zero, também temos Au indo a zero, logo,

ou
Fluxo de calor através do plano [ = —Ka— .
n
As vezes chamamos ou/on o gradiente de u, que em forma vetorial é Vu, de
modo que a equagdo acima pode ser escrita como,

Fluzo de calor através do plano [ = —KVu.
Vemos que as dimensoes de KOu/On ou KVu sao,

eENerqgia
KVu ~ ————— |
tempo.area

10



e as unidades SI sao J/s.m?.

6-Se a temperatura em qualquer ponto (x,y, z) de um sélido no instante ¢ é
u(z,y,2,t), ese K, o e pusao respectivamente a condutividade térmica, o calor
especifico e a densidade do sélido, todas supostas constantes, mostre que ([7],
probl. 1.6),

ou 9
E—de u, k=K/ou.

Consideremos um pequeno volume de um solido, como indicado na figura 8,
e grandemente aumentado na figura 9. A quantidade de calor por unidade
de drea, por unidade de tempo, entrando no elemento pela face PQRS ¢é

—Kou/0x|,. Como a drea da face PQRS é AyAz, a quantidade total de
calor entrando no elemento pela face PQRS em At €,

ou
K2
ox

AyAzAt .

Da mesma forma, a quantidade de calor deizando o elemento de volume pela

face NWZT é,

ou
—K%

A quantidade de calor que permanece no elemento é dada pela quantidade
entrando menos a quantidade saindo, que é entao,

AyAzAt .
T+Ax

ou
_ g
z+Ax ox

ou
{Kax

Da mesma forma podemos escrever para as direcoes y e z,

} AyAzAt.

xT

{Kau —K@ }AxAzAt,
Y ly+ay Oy ly
67
K% — K@ AxAyAt,
82 Z+AZ az z

respectivamente. A quantidade total de calor ganha pelo elemento de volume é
a soma das trés relacoes acima. Essa quantidade de calor aumenta a temper-
atura do elemento de Au. Pela definicao de calor especifico, o calor necessario
para aumentar a temperatura de uma massa m por Au € moAu, em que o € 0

11



calor especifico. Se a densidade do sdlido € p, entdo m = pAxAyAz
a quantidade de calor dada pela soma das relagoes acima € igual a,

opuArAyAzAu .
Assim,
ou ou
K— — K—|  AyAzAt

{ ox z+Azx ox x} yes

+{K8u —K@ }AmAzAt
Y ly+ay Oy ly
ou ou

+ 4 K— — K—| } AzAyAt = cuAxAyAzAu.
82 z+Az 82 z

Dividindo essa expressao por AxAyAzAt,

Ox z+Ax 0x |, + ay y+Ay ay Y
Ax Ay
TR Y
+ 0z 2+ Az 0z z:\ _ &
Az Fat

No limite em que Ax, Ay, Az, At todos tendem a zero, obtemos,

0 ou 0 ou 0 ou ou
or (Kax> Ty (%) T o (Kaz> = or

ou, se K ¢é constante,

K 0%u N 0%u N 0%u ou
=ou— .
or?  Oy? 022 W ot
Podemos reescrever a equacdo acima como,

@ = kV?u,

ot

com k= K/opu sendo a difusividade. As dimensdes de k sao,

comprimento®
K~ —
tempo

12

. Portanto



e as unidades SI de k sio m?/s.

Fig. 8.

Fig. 9.

7-Considere o problema anterior com métodos vetoriais ([7], probl. 1.7).
Seja V' um volume arbitrdrio em um sdlido, e S sua superficie (fig. 8). O

fluzo total de calor por S, ou a quantidade de calor deizando S por unidade
de tempo, ¢,

/S (—KVu) -ndS,

em que n € o vetor unitdrio a superficie. Assim, a quantidade de calor entrando
em S por unidade de tempo €,

/S (KVu) -ndS = /V V- (KVu)dV

13



pelo teorema da divergéncia. O calor contido em um volume V €,

/ opudV .
1%

A taxa de aumento de calor é portanto,

0 ou
a/vauudv—/va,uadv.

lgualando o lado direito das expressoes acima,

ou
/V [a,uat V. (KVu)] AV =0,

e como V' € arbitrdrio, o integrando deve ser identicamente zero, logo,

Uui;l; =V - (KVu),

ou, se K,o, 1 sao constantes,
ou K

— = —V - -Vu=xrVu.
ot o

8-Obtenha a equagao da condugao do calor na presenga de uma fonte térmica

([13]).

Representamos a fonte térmica pela fungdo F(r,t). As dimensies de F sdao,

energia
F o~ J

tempo.comprimento’’
e as unidades SI sio J/s.m3. A equagao do calor fica,

9,
a,ua—qz =V - (KVu)+ F(r,t),

ou, se K,o,u sao constantes,
0 K 1
T DV - Vut —F(r,t) = 6V + f(r,1),

ot ou ou
com,

f(r,t) = U—MF(r,t).

14



Se hd troca de calor com o meio, de acordo com a lei de Newton, a quantidade
de calor perdida ¢,

Fo = h(U—TQ),

em que To(r,t) € a temperatura do meio, e h é o coeficiente de troca térmica.
Assim, a densidade de fontes térmicas em r,t €,

F = Fl(r,t) — h(u — To) s

em que Fy(r,t) é a densidade de outras fontes de calor.

Se temos uma barra homogénea, a equacdo da conducdao do calor com troca
térmica lateral, € da forma,

—1; = ﬁvzu—au+f(r,t),
com,
—h f(r,t) = T(rt)+1F(rt)
a=— =« — .
) ’ 0\%, 14

Se os coeficientes dependem da posicao e do tempo, isto €, temos um meio nao
homogéneo, a equagao do calor fica,

ou

o = V- [K(r,t)Vu] + F(r,t).

o(r,t)u(r,t)

9-Uma barra de difusividade x possui extremidades em x = 0 e x = L, sobre
o eixo x (fig. 10). Sua superficie lateral é isolada, de modo que o calor nao
pode entrar ou sair. (a) Se a temperatura inicial é f(z) e as extremidades
estdo na temperatura zero, enuncie as condigoes de contorno. (b) Considere
agora a extremidade = = L isolada. (c¢) Considere agora a extremidade z = L
irradiando para o meio na temperatura ug ([7], probl. 1.9).

Fig. 10.
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10-Mostre que u(x,t) = e”® sen 2z é uma solu¢ao do problema de contorno

([7], probl. 1.12),

o _ 0%
ot 022’
u(0,t) = u(m,t) =0,

u(z,0) = sen 2z.

11-([7], probl. 1.13) (a) Encontre a solugao geral da equagao,

ov ov
%+38—y_0.

(b) Encontre a solucao particular que satisfaz a condi¢ao v(0,y) = 4 sen y.
12-Mostre que y(z,t) = F(2x + 5t) + G(2x — 5t) é uma solugao geral de,

11-(a)Encontre a solucao geral da equacao,

0%y 0%y
4ZY 959 Y
ot? 58352

(b) Encontre a solugao particular que satisfaz as condigoes,

Jy(x,0)

5 =0.

y(0,t) = y(m,t) =0, y(x,0) = sen 2x,

12-(a)Encontre a solugao geral da equacao,

0%z 9
=z%y.
0xdy 4
(b) Encontre a solucgao particular que satisfaz as condigoes,

2(z,0) = 2%, 2(1,y) = cosy.

13-Resolva a equacao,

0*u ou
Oxot + 2% N

t

14-Resolva a equacao,

16



0% u  0%u

b) 4 —4 =0.
(b) 0x? 0xdy + 0y?
16-Resolva a equacao,
Pu *u
s+ = 10e*1Y
0x? + 0y? c
17-Resolva a equagao,
Ox? Oy? '

18-Resolva o problema de valores de contorno abaixo pelo método de separagao
de variaveis,

ou ou
—_— = 4— p— _3y .

19-Resolva o problema anterior se u(0,y) = 8¢~ + 4™,
20-Resolva o problema abaixo,
ou _0%u

A bl
ot ox?’
u(z,0) =5 sen 4mx — 3 sen 87x + 2 sen 107z, |u(x,t)] < M.

O<ax<3, t>0, u(0,t)=u(3,t)=0,

Fig. 11.
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21-Resolva o problema abaixo,

0%y 0%y

9V _162Y 2, t
= 1655, 0<e<2, t>0,
y(x,0) = 6 sen mx — 3 sen 4nzx,
dy

= = t M|.

Y~ 0, Jyla,t) < M|

22-Resolva o problema abaixo,

ou _0%u

— =2—, 0 3, t>0
ot 922 <r <o, > U,
u(0,t) = u(3,t) =0,

u(z,0) = f(x), |u(xz,t) < M|.

23-Uma corda horizontal com extremidades fixas vibra em um plano vertical
sob a influéncia da gravidade. Mostre que sua equagao é (Spiegel [7], probl.
1.26),

%y _ ,0%

e =05 — 7,

ot? Ox?
em que g ¢ a aceleragao da gravidade. Encontre a solugao para as condicoes
de contorno:

(a) U(J},O) = f(:(]), ut<x’0) = 0;
(b) u(z,0) = f(z), us(x,0) = g(x) (Spiegel [7], probl. 2.59);
(c) u(z,0) = f(x), us(x,0) = go =constante.

24-Uma barra localizada no eixo = possui extremidades em x =0e xz = L. A
temperatura inicial da barra é f(z),0 < z < L, e as extremidades z = 0, x = L
sao mantidas a temperaturas constantes T}, T, respectivamente. Supondo o
meio na temperatura ug e a lei de resfriamento de Newton, mostre que a
equacao diferencial parcial para a temperatura da barra, em qualquer ponto
e em qualquer tempo, é dada por (Spiegel [7], probl. 1.27),

2
@—maz—ﬁ(u—uo),

ot ox2

e escreva as condigdes de contorno correspondentes. Encontre a solugao u(zx, t).

18



25- Escreva as condiges de contorno para o problema anterior se (a) as ex-
tremidades em z = 0 e x = L sao isoladas; (b) as extremidades em z = 0
e v = L irradiam no meio de acordo com a lei de resfriamento de Newton
(Spiegel [7], probl. 1.28). Encontre a solugao u(z,t).

26-Uma corda possui as extremidades em x = 0 e x = L. Ela é deslocada
uma distancia h no seu ponto médio, e entao solta. Formule o problema de
valores de contorno para o deslocamento y(x,t) de um ponto qualquer da
corda (Spiegel [7], probl. 1.31).

27-Suponha que no problema 21 temos y(z,0) = f(x), com 0 < z < 2. Resolva
o problema expandindo f(x) em uma série de senos.

28-Suponha que no problema 22 as condigoes de contorno sao,

aué(g)c, t) =0, u(3,t)=0, u(x,0)= f(x).

Resolva o problema expandindo f(z) em uma série de cosenos.

29-Obtenha a solu¢ao do problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl.
1.44),

Py _ 0%
o2 0z’
y0.0) =36.0 =0, y.0)=0, PV ) 0<acs 10

se,
(a) f(z) = bsenmzx.

(b) f(x) = 3sen2mx — 2sen b,
30-Resolva,

ou_u_,
ot Ox? v

se,

uw(0,t) = u(3,t) =0, u(z,0)=2senmxr — sendnx.

31-Uma corda flexivel, com densidade linear de massa constante A = m/L,
¢é suspensa por uma extremidade, como mostrado na figura 12. Obtenha a
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equacao satisfeita pela fungao y(z, t), que descreve a posicao da corda. Obtenha
a solugao y(z,t) se a posigao inicial da corda é y(z,0) = f(z) e a velocidade
inicial é dy(x,0)/0t = h(x) ([7], problemas 6.99, 6.100, 6.102, 6.103; [13], pag.
59).

Fig. 13.
Fig. 12.

Escrevendo a sequnda lei de Newton para o elemento de corda na figura 13
temos,

T,(x+dx) —T,(x) = Ama.

Notemos que o movimento da corda € na dire¢cao y. Substituindo Am = \dx
ea=0%/0t,

02y

T,(z+dx) —T,(x) = Adx 2
Ty(x +dv) —Ty(z) ) 0%y

dx o)
or, |
or ot

Agora,
Ay Oy

tanf = A_x = %,

T,=Tcos0, T,= sent,

logo,
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SenG_Ty_@

tand = == =
an cos T, Oz’
dy
T, =T,—.
v or

A componente x da tensao compensa a forca da gravidade,

e a equacao de movimento fica,

or, %
ox = o2’
2
o (pon\ Py
ox ox ot?
0 dy\ | 9%y
Oz (A(L —x)ga) B
dy y 0%y
99, T T IG5 = 5

ou,

Substituindo y(z,t) = X (x)T(t) obtemos,

(L—2)gX"T —gX'T =XT",
X// X/ T//
Loa)go g =T — 2,
(L—a)g~ ~95 =7 =—H

Fazendo v =L — x,

T dr  dvdr  dv’
C&PX ddX  PXdv PX

o dX _dXdv _dX

" _dar _
X0 = dz2  dx dv dv? dx dv? ’

e a equacao para X fica,

(L—2)gX" —gX' +p*’X =0,
d’X dX

UQW—FQE—F,UQX:O,
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ou,

Fazendo agora v = z*, temos,

dz dz 1

dv dv 227
X axa:_ax 1
dv  dz dv dz 2z’
EX  ddX  d (dX'l) 1 X1 dX 1 1

T 22 d2? 22 dz 222227

d? ~ dvdo  dv\dz2z)

e a equacao para X fica,

'Ui‘l’i_’_iX: )
LdX 1 dX 1 1) dX 1 42
2 = — 4+ XxX=0
<22 dz? 22  dz 2z22z>jL dz 22+ g ’
1d?’X  1dX P
T
4d22+4zdz+g ’

ou,

,d*X N dX N 44
2t z—+ —
dz? dz g
A equacao acima € a equacgao diferencial de Bessel de ordem 0, com solucao,

22X =0.

X(2) = Ado(2pz/\/9),
X (v) = Ado(2my/v/g),
X(2) = Ado(2p/(L - 2)/g).

A equacao para T €,

T+ p*T =0,

com solucao,

T(t) = Bcos(ut) + C sen(ut) .

A solucdo geral € entao,
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x,t) = Z: Jo(2uir/ (L — x)/g)[Bi cos(pit) + C; sen (u;t)] .

Vemos que p; sao as frequéncias de oscilagao do sistema. As condigoes de
contorno sao,

y(0,t) =0 = Z JO(Qui\/TM) [B; cos(pit) + C; sen (uit)]
(ZL‘ O :L‘) ZJO 2;“@\/ _m>/g)Bm

3y<a : >:h<m>:;Jo<2ui (L~ )/9)Cips .

A primeira condi¢ao acima determina p; como raizes da equag¢ao,

As outras equagoes sao expansoes de f e g em série de funcoes de Bessel Jy.
Para f temos,

Z Jo(2uin/ (L — )/ 9) B

Fazendo a troca de varidveis u = 24/(L , temos x = L — gu?/4 e,

= Zl Jo(2pir/ (L —x)/9)Bi

f(L—gu*/4) = Z Jo(pu)B

Multiplicando a equagdo acima por uJo(p;u) e integrando em u,

~/2i/L_/g udo(pju) f(L — gu?/4)du = Z:ZI B; /;i/L_/g wdo(piw) Jo(pju)du,

em que os limites de integracao correspondem a x = 0 e x = L. Definindo
a=2,/L/g e invertendo os limites de integra¢ao dos dois lados,

/0 uJo(pju) f (L — 9u2/4)du:ZBi/0 udo(piw) Jo(pju)du
=1
=D, /a uJg (pyu)du
2

a
=B i le(ﬂ] ) = BJ?J%WJ‘G)-
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Portanto,

2 a
Bi= ohora | o) (£ = g 4)du.

Procedendo analogamente para h(x) temos,

2

1o T (ja) /Oa uJo(pu)h(L — gu®/4)du .

j= 2 712
pjia®Ji

32. Obtenha a equacao das vibragoes transversais de uma barra,

84
I 29 Y 0, 0<a<L.
xXr

4
+b2axy_o, O<z<L.

Obtenha a solugao para as condicoes de contorno,

y(07t) =
dy(0,t)

oxr
y(z,0) = f(z),
WD) _ ga,

com f(0) = g(0) = 0.

0,

Escrevemos a solug¢ao como X (x)T'(t), obtendo,

XT" +0*XWT =0,
T e

Rt
T + X ’
7;/ _ —bQX;) = 2.

A equacao para T € assim,

T+ 1*T =0,

24



com solucao,

T(t) = Acosut + B sen ut.
A equacao para X ¢,

2
XW—%X:u

Definindo \* = 2 /b? temos,

X(x) = Csen Az + D cos \x + E senh Ax + F cosh Az .
Das condigoes de contorno para y(0,t) e dy(0,t)/0x, temos,

X(0)=0.

D+F=0,
AC +\E=0.

Das equagoes acima temos,

F=-D,
E=-C,

Outras condigoes usuais sao,

X"(L) =0,
X"(L)=0,

ou,

C(sen AL+ senh AL) + D(cos AL + coshAL) =0,
—C(cos AL + cosh AL) + D(sen AL — senhAL) = 0.

As equagoes acima sao um sistema homogéneo para C' e D. Os valores de A
sao portanto dados pela condigao,
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(sen AL + senh AL)( sen AL — senh AL) + (cos AL + cosh AL)* = 0,

ou,

fAAL)=141cosALcosh AL =0.

Fazendo o grdfico da fung¢ao acima obtemos as raizes \; (figura 14). As primeiras
raizes \;L sao,

1,8746, 4,6935, 7,8545, 10,995, 14,136, ..

100

80

60

40

20

0 (R S — [N R S [ ———— _—— e e —— -]

-20

40 i

.60 — _

.80 - _

-100 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 5 10 15 20 25 30

Fig. 14. Grdfico de f(\) em fun¢do de A. Usamos L = 1.

As frequéncias angulares sao portanto,

pi = 27 fi = bAY

e as frequéncias lineares sao,

o
fi= 2

Um walor tipico de b é = 15 m?/s, logo as primeiras frequéncias sio, con-

siderando L =1 m,

8,36 Hz, 52,43 Hz, 146,83 Hz, 287,72Hz, 475,59 Hz,...
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A solucdo € entao, usando o principio da superposicao,

y(z,t) =>_[Ci( sen Nz — senh A\ix) + D;(cos Nz — cosh A\;x)] x
i=1
X[A; cos uit + B; sen pt].

Das condigoes de contorno para f e g temos,

y(z,0)= f(x),
= Z[Cl( sen \jx — senh \;x) + D;(cos \jz — cosh \;z)|A;
i=1
y(z,0)
= Z[CZ( sen \ix — senh \jx) + D;(cos \jz — cosh \;z)| B .
i=1

Como tratar as expansoes acima?

34-Obtenha a solucao para a equacao das vibragoes transversais de uma barra
([7], probl. 2.66),

Py _
ot? ozt

com as condicoes de contorno,

0, O<x<L.

(0.1) = (L. 1) =0,

Py0.1) _ L)
D2 z? ’

w0) = f(a), 200 ).

Escrevemos a solugao na forma,

y(x,t) = 2:[0Z sen \x + D; cos \jx|[A; cos uit + B; sen ugt],

i=1

com N} = p? /b, As condigoes de contorno ficam,
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y(0,t) =0 = Z D;[A; cos it + B; sen ugt],

y(L,t) =0 :izl:[ci sen AiL + D; cos A;L|[A; cos pi;t + B; sen pit],
y(z,0) = f(;p)zzl > [Cy sen Niw + D cos Nz A;

i=1
89(5{ 0) = g(z) = Z[CZ sen \ix + D; cos \ix| B

i=1

82%(;)2,15) = 0= [~D;A][A; cos it + B; sen p;t],

i=1
PYLD) = S1-CiA% sen ML~ Dod? cos N LJ[A; cos it + B, sen .

i=1

Satisfazemos as equacoes acima escolhendo,
Di — O,
)\iL:iﬂ', 1= 1,27...

As condigoes para f e g sao séries de Fourier no intervalo 0 < x < L, logo
sao séries de seno de Fourier de meio intervalo,

F(z) =Y sen%,
i=1

1T

b 2 LF d
i_Z/o (:v)senT x.

Comparando com as equagoes para f e g,

1T

flz) = ZAiCi sen \x = ZA,C,- sen A
=1 i=1

g(z) =Y B;Cip; sen \ix = > _ B;Cip; sen ? :
i=1 i=1
temos,
2 L ]
A,C; = z/o f(z) sen ?dm,
9 L
B;C;u; 7 g(x) sen 2 dx

A solucdo € portanto,
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2r2ht iTx

2
=7 g sen @ cos - 2 72 f(:U) sen de

2 L2 i i*rbt L inx
+Z Zz::l 2y SEN T Sen 73 /0 g(x) sen de

35-Considere o problema anterior com a solucao na forma,

Z[Ci sen \;x + D; cos \jz + E;senh \jx + Fj cosh A\;z] X
i=1

X [A; cos it + B; sen pt],

y(.l’,t)z

com \} = p? /b2

As condicoes de contorno nos dao,

y(0,1)=0,
= [D; + F}][A; cos it + B; sen p;t],
=1
y(L,1)=0,
[CZ- sen \;L + D; cos ;L + E; senh \;L + F; cosh \; L] x
[A cos it + B; sen p;t]
y(z,0) = f(z),
= 2:[0Z sen \x + D; cos \jx + E; senh \jx + F; cosh \jz] A;
i=1
dy(z,0)
o 9@,
=Y [C;sen \ix + D;cos \ix + E; senh \jx + F; cosh \jx] B;ju;
=1
%y (0.) _
ox? ’
= [=DiX] + EN][A; cos pit + By sen puit]
i=1
Oy(L.t) _
Ox? ’

Z [—Ci\2 sen \;L — DA} cos \i L + E;\? senh AL + F;\7 cosh \; L] x

=1
X [A; cos pit + B; sen pt] .
Das equagoes acima temos,
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Obtemos portanto a solugao do problema anterior.

36-Obtenha a solucao para a equagao das vibragoes transversais de uma barra
([7], problema 3.42),

o2 B
a—t§+b28—xﬂ=o, O<az<lL.

com as condicoes de contorno,

y(07t) - y(L’t) =0,
0y(0,t) _ 9y(L,t) _

Ox ox ’
y(z,0) = f(z).

Escrevemos a solugao na forma,

y(x,t)= Z[C’, sen \ix + D; cos \ix + E; senh Az + F; cosh A\;x] %
i=1

X [A; cos it + B; sen pt],
com \} = p2 /b2

37-Obtenha a solugao para a equacao das vibragoes transversais de uma barra,

o2 o
aTZ?leaTz:O’ O<z<L.

com as condicoes de contorno,

y(0,t) = y(L,t) =
?y(0,t)  Oy(L,t)
02 oxr

y(w,0) = f(@), L = gla).

Escrevemos a solugao na forma,

y(x,t)= Z[Cl sen \ix + D; cos \ix + E; senh \jx + F; cosh \;x] X
i=1

X [A; cos it + B; sen pt],
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com \} = 2 /b2

38-Obtenha a solucao para a equagao das vibragoes transversais de uma barra,

0%y My
7 p2 2
oz " ot

com as condigoes de contorno ([13], pag. 166),

=0, O<z<L.

MQw:ammw:O’
ox
Oy(L,t) _ Py(L,t) _
ox2 9z

dy(z,0)

y(ac,O) = f(l’), ot :g(ac).

Escrevemos a solugao na forma,

y(x,t)= Z[C’, sen \jx + D; cos \jx + E; senh \jx + Fj cosh ;x| X
i=1
X [A; cos it + B; sen pt]
com \} = p2 /b2

39-Obtenha a solugao para a equacao das vibragoes transversais de uma barra,

84
YV 2l Y 0<z<L.
X

com as condigoes de contorno ([13], pag. 166),

9%y(0,1)

y(0,1) = oz U
O*y(L,t)  Py(L,t) 0

ox?2  0x3
o, 0) = f(a), 20 ).

Escrevemos a solugao na forma,

y(x,t)= Z[Cl sen \ix + D; cos \ix + E; senh \jx + F; cosh ;x| X
i=1

X [A; cos it + B; sen pt],
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com A} = p; f322 /b2

40-Obtenha a solucao para a equacgao das vibracoes transversais de uma barra,

0%y My
7 22
oz T gt

com as condigoes de contorno ([13], pag. 166),

=0, O0<z<L.

9%y(0,t)  °y(0,t)

o2 OaB =0,
PyLt) (L)
o2 93

dy(x,0)

0)= = )
y(w,0) = fla), Lo = g(o)
Escrevemos a solugdo na forma,

y(x,t)= 2:[0z sen \jx + D; cos \jx + E; senh \jx + Fj cosh ;x| X
i=1
X[A; cos it + B; sen pt],

4 _ 212
com \; = uz/b°.
41-Obtenha a solucao para a equacao das vibracoes transversais de uma barra

(Spiegel [7], probl. 2.65),

52 B
5£+§a%:0,0<x<L.

com as condicoes de contorno,

y(07t) - y(L?t) =0,

dy(x,0)
ot 0,

o*y(0,t)  Py(L,t) 0
ox2  ox2

y(ZE,O) = f(l‘)’ |y($7t)| <M.

42-Considere o problema anterior com y;(z,0) = g(z) (Spiegel [7], probl. 2.66).

43-Uma barra semi-infinita (x > 0) fixa em = = 0 é solta do repouso com
posigao inicial f(x). Calcule y(x,t) (Spiegel [7], probl. 5.52).
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44-Resolva o problema de valores de contorno (Spiegel [7], probl. 3.42),
0? o
—u+627u:0, O<xz<L, t>0,
u(0,t) = ug(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, u(z,0)= f(z), |u(zt)] <M.
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