15 - Equacoes de estado para outros sistemas

1 Sistema linear

1.1 A equagao 7 = K(L — Lg), com Lo(T)

1.2 A equagio T = KT(L/Ly — L%/ L?)

2 Filme superficial

2.1 A equagio o0 =oo(1 —T/Tp)", n=1

2.2 A equagio 0 = oo(1 —T/Tp)", n > 1

2.3 A equagio (0 — 09g)A = KT

3 Célula reversivel

3.1 Célula com E(T)

8.2 Célula com E(T) = E + a(T — Ty) + b(T — Ty)* + (T — Tp)?

4 Dielétrico

Consideramos aqui um sistema com trés variaveis. As coordenadas termodinamicas
sao T, p', B, em que p’ é a polarizacao extensiva, ou momento de dipolo elétrico
total, e I/ é o campo elétrico. Também podemos usar T', P, I/, com P a polar-
izacao intensiva, ou momento de dipolo elétrico por unidade de volume, dada
por

/

p
P==.
Vv
Embora p’, P e E sejam vetores no caso geral, consideramos o caso mais

simples de uma tnica direcao, assim precisamos apenas dos mddulos desses



vetores. O volume também é considerado fixo, logo temos trés variaveis inde-
pendentes, T, E, p/.

4.1 A equagao de estado P = (a+b/T)E

Consideramos a equagao para um dielétrico dada por,

com a e b constantes. As dimensoes de a sao,

P momento de dipolo elétrico/volume
anry — = s

E campo elétrico
_Q.L/L3 - Q2 B QQTQ
- F/Q  FL* M.L3’

em que @) é carga, T é tempo, M é massa, e L é comprimento. As dimensoes
de b sao,
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beal = 2
A

X temperatura .

As unidades ST de a sao entao C?.s*/kg.m?, e de b sao C*.s*. K /kg.m?.

A equacao de estado em termos do momento de dipolo elétrico p’ é,

p = (a—l—;) VE, (2)

com V constante. Como a equagao é particularmente simples, podemos isolar
EeT,

_ T
(b+aT)V’
bV E
T= e )

Calculando as derivadas de interesse,



Qa
&

(

_
» (b al)2V’

T
OF T
(ap)T T (b+al)V’
<8p’> _WE

ar ) , T2

Podemos verificar que,

(or), (a0), (56, =
or ) \ov ) ,\oE), ~

como esperado.

A energia interna

A primeira equacao da energia é,
ou ) <8E>
— | =-T|— | +F,
(3}9’ T oT .

(1) —rp s
T

logo,

op' (b+ al)?V
by’ Ty
— 7
(b+ aT)?V * (b4 aT)V'’
B ap’T2
(b4 al)2V

Integrando a expressao acima em relacao a p’ com T constante nos da,

aT2p’2
U(T,p) = T).
)= 59+ arpe + 0l
A energia interna intensiva é,
U al?p™
W(T,p) = = (T

n 2nV (b+ aT)



Os calores especificos

A capacidade térmica Cy é,

_(oUu\  abTp” .
Cp/ = (W)p/ = m + nao(T) .

O calor especifico ¢y ¢,

Cp/ apr'Q .
= T).
n  nV(b+al)3 +o(T)
Usando a identidade,

op'\> (0F
CE_C/ZT() </> 7
P or ) ,\or' ) ,
temos,

b2p/2
Cg—Cy=—i——.
PO TV b+ aT)?
A capacidade térmica Cg é entao,
62p/2 bp/2

CE = Cp/ -+ 3 -+ 7’LCL0(T) ,

V(b+aT)?  V(b+al)
e o calor especifico molar cg é,

b p/2

== - ' T
nV (b+ aT)? +ao(1),

CE
A entropia
A primeira equacao T'dS é,

OB\ .,
TdS = CpdT — T <8T>p, dp’,

logo,



Portanto,

dT by
dS=0C,— — — = __dp .
=T T b ar

Com T constante temos,

by
ds = — dp’
= " lrarpv®
Integrando em p/’,
, bp/2
T =—_— = T).
STP) = 55 arpy ) (8)
Calculando Cyy,
oS abTp'?
cC,=T|—] =————— Ta(T).
’ <8T>pf G+ arypy 00

Comparando com a expressao anterior para C)y temos,

Tay(T) = ao(T) . 9)
Como,
< (Tay) = ay + T (T)
dT a1) = ax aq )
temos,
< (Tar) — ay = ()
dT ay a; = Qg )
ou,
— 2 (Tay) - ag(T)
ap = dT aq Qo .
Portanto,
/ a\(T)dT = Tay — ao(T). (10)

Uma aplicagao da primeira equacao T'dS ¢é o cédlculo do calor trocado em um
processo isotérmico,



/

bp

dQ =TdS = —dep', T constante.
Assim,
bT f, T ) )
= o | P = — (0} —p;"), T constante. (11
Q (b + CLT 2V p p 2V<b + QT)2 (pf pz ), constante ( )

Outra aplicagao da primeira equacao 7'dS é o célculo da variacao da temper-
atura e do momento de dipolo em um processo adiabatico,

by
Py -0, 12
b+ary®?> @=0 (12)

Como C, é uma funcao complicada de T' e p/, é dificil integrar a expressao
acima. Para variagoes pequenas, no entanto, podemos escrever,

Cp/ dT -

bTp'
/ . 1
(b+aT)2VAp’ Q=0 (13)

A expressao para um processo adiabéatico no diagrama T, p’ é,

Cy AT =

b p/2

—m + na; (T) = So = constante, Q =0. (14)

A segunda equagao TdS é,

dp
TdS = CpdT + T <8T> dE

logo,

bVE
TdS = Cgdl — ‘;dE

Em um processo isotérmico,

Q= ——/EdE = Ef E?), T constante. (15)

Em um processo adiabatico temos,

WE
CpdT = ‘;dE Q=0 (16)



e podemos escrever, aproximadamente,

bVE

Escrevendo dS,
dl’  bVE
=(Cgp— — ——dFE.
dsS = Cg T T2 d
Integrando a 7' constante,
bV E
S(T,E) =— T dE + nas(T),
ou,
bV E?
Calculando Cg,
05 bV E? )

Comparando com a expressao anterior para Cg temos,

Tas(T) = ao(T). (20)

A expressao para um processo adiabatico no diagrama T, F é,

bV E?
277

+ nas(T) = Sy = constante, @ = 0. (21)

A terceira equacao T'dS é,

TdS = C, (aT> dE +Cg <8T> dp’,
/ E

E), op'
logo,
(b+ aT)*V ™
TdS =Cy~——dE — dp’ .
S =0 CepypP

Em um processo a E constante,



2

T
Q=- / Cg bVEdp/’ E constante,

e em um processo a p’ constante,

Q= /C (b+ aT dE p’ constante.

Para um processo adiabético,

(b+ aT)2V T
Cp 2
bp WE

e temos, aproximadamente,

2 2
(b+aT?V ) oo T

Cr by/ WE

dE:CEidplv ona

Ap', Q=0.

(22)

(23)

(24)

(25)

Vamos tentar obter S(F,p’). Precisamos escrever dS em fungao de E,p'.

Temos,

b+ aT T
MdE Cp——dp' .

dS —
5 =Gy vy WE

Para eliminar T, vamos considerar o caso mais simples em que ay = 0. Assim,

T /2 T 2 /2 T
4S — abTp {(b—l—a )VdE_ bp i
Vb+al)  bTp V(b+ a2 WVE
ap/ Tp/2 ,
= dE — dp’.
b+ al V2E(D + aT)2 "
Substituindo T',
Clp/ Tp/Z ,
dS = dE — d
5= v ar V2E(b+al)2 T
- aVEdE B p? OWWE (p—aVE)?
=ap by V2Ep —aVE  (bp)?
p—aVFE p—aVE
=q———dFE — ————dp'.
T o P

Integrando dS em F com p’ constante,

/ a / E2 /
S(E,p) = 3 (Ep —aV2> + as(p’).

9

(26)



Integrando agora dS em p’ com F constante,

n_af., p*
S(E,p):g Ep_QaV +ay(E).

Comparando as duas ultimas expressoes temos,

, p/2 CL2 VEQ
N E) = — _ 27
a’3(p) 2bv ) a’4< ) 2b ( )
A expressao para S(FE,p') é portanto,
aBp  VaE:  p?

S(E,p) = — — . 28

Uma adiabética no diagrama S(E,p’) é assim,

Ey  ValE? 2

it p So = constante, @ =0. (29)

b 2wV
Um processo isotérmico no diagrama E, p’ é dado pela reta p’ ~ E.

O trabalho
Vamos calcular o trabalho em algumas situacoes particulares. Temos,

dW = —FEdp',
logo,

Ty
W:—/Ed/:_/id/
P b+an)V'?
Em um processo isotérmico,
T T , ,
W:_i/ /d/:_i /_,' T ¢ te.
(b+al)V pap 2<b+aT>v<pf p; ), T constante

Em um processo adiabatico precisamos da curva E(p'), dada por,

V2a?E? —2aVp'E+p? - S =0, Q=0,
em que escolhemos Sy convenientemente. Temos uma equacao do segundo
grau. O discriminante é,



A= (2aVp)?* —4.V?a®.(p* — S5) = 4V?a*S]
logo,

2aVp £2VaSy, p' £S5y

b= 2122 Va @=0.
Escolhendo o sinal +,
w=- [ Eay,
p/ + SO /
- d
Va P,
1 2 2 So
=5y —p) = W —p), @=0. (30)

O ciclo de Carnot

A figura 1 mostra um ciclo de Carnot para esse dielétrico, com a = 1073,
b=V =1 em unidades SI.

3000
— T=200K
2500~  |— T=400K 3 -
7 — S,=6 - |
8,=-5
4
2000 - 0 |
1500~ /
1000 |- — /2 -
— 1 vQ,
| | |
500 6 7 8 9
»

Fig. 1. Um ciclo de Carnot para um dielétrico. Os valores de Sy nas adiabaticas
e T nas isotermas sao indicados. Usamos a = 1072, b = V = 1 em unidades

SI.

Os vértices do ciclo sao dados pela solucao das equagoes,

10



Es = FEr,
Ty

Er = m , lisotermas,
/
Es = P+ 5 , adiabaticas.
Va
A solucao é,
b+ aT)sS,
y =% (31)

Usando a equacao acima para p’ e a equacao de estado para E obtemos os
quatro vértices do ciclo,

2 E
11 6 | 1000
2|72 11200
31 8,4 | 2400
4 | 7 | 2000

Calculando o trabalho e o calor trocado em cada etapa temos (em joules),

Etapa Q W AU =Q—-W
1—2|Q.=-1100 | -1320 220
2—3 0 -2160 2160
3—=4 | Qp=2200 | 3080 -880

4 —1 0 1500 -1500
ciclo 1100 1100 0

Notemos que o trabalho sobre as adiabaticas nao é igual, pois U nao depende
s6 de T'. O trabalho total no ciclo é W = 1100 J, como o calor total (AU = 0
no ciclo). O rendimento do ciclo é

1174 1100
— - —1-—"=0.5=50 32
n - 5300 = %, (32)

como deve ser, pois o rendimento do ciclo de Carnot é 1 — T, /T}, nesse caso
igual a 0,5.

11



A entalpia

A entalpia é,

H=U-Ey,
_ Tp2(2b+ aT)

26+ arypy 0T (33)

A energia livre de Helmholtz

A energia livre de Helmholtz é,

F=U-TS,

Tpl2
== T —nTa(T). 4
2V(b—|—aT)+na0( ) —nTay(T) (34)

A energia livre de Gibbs

A energia livre de Gibbs é,

G=U-TS—Ep =F—FEp=H-TS,

/2
G—___ "
2V (b+ aT)

+nag(T) — nTay(T) . (35)
4.2 A equagao de estado p' = x(T)VE

Consideramos aqui uma equacao mais geral para um dielétrico, dada por,

P =x(TVE, (36)
em que x(7') é uma funcao da temperatura. A equacao anterior é um caso desse

tipo, com x(T') = a+b/T. Adiante veremos outros exemplos. A polarizagao é
o momento de dipolo elétrico por unidade de volume,

(37)

<|=
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As dimensoes da susceptibilidade dielétrica x sao

carga’ carga’

~

energia X comprimento  forca x comprimento?

As unidades ST de y sao portanto C?/J.m ou C?/N.m?.

As derivadas de interesse sao,

OB _ XV
or X2V’

p/

Podemos verificar que,

(or), ), (56, =
ar ) ,\ov' ) ,\oE ),

A energia interna

A primeira equacao da energia é,

U OF
—) =-T(Z= E
(&), = (5),

logo,
ou ! Tx
(), 0%)
o), xV X
Integrando em p’ com 1" constante,

2

T
U(T,p) = 21;)(‘/ (1 - XX> + nay(T) .

13



Os calores especificos

Calculando Cyy,

aT

Calculamos C'g da relagao,

op'\° (OF
—C., =Tz -
es-cr=7(57), (7).,

2V x3

oU Tp? . ) )
Cp/_< ) N (x¥ — 2xX?) + nao(T) .

p/

E
ou,
Tx*V E?
Cp—Cy=X"2"
X
Temos,
TPIQX‘ .
CE 2VX2 + nao(T)
A entropia

A primeira equacao T'dS é,

OF ,
TdS = CydT — T <8T>p/ dyp

ou,

Tp'x

TdS = CydT + 47

Em um processo adiabatico temos,

Tp'x
Vx?

O calor trocado em um processo isotérmico é,

CyAT = —

14

Ap', S constante.

(39)

(40)



(2

T T
Q= /TdS = V;((Q p'dp’ X (p'?c —p'?), T constante.

- 2V 2
Integrando agora dS em p’ com T constante,

S(T,p) = X . + nay(T).

Com isso um processo adiabatico é dado por,

12

2>$X2 + nay(T) = Sy = constante.
Calculando Cyy,
0S y? . 5
=T —| = — 2 Ta(T).
© <6T>p/ vy X~ 2]+ T ()

Comparando as expressoes para Cyy,
ag = Tay .
Substituindo p" em S(T,p') obtemos S(7), F),

. EQ
S(T,E) = XV2 +nay(T).

Em termos de T, E um processo adiabatico é,

XV E?

+ nay (T) = Sy = constante.

Calculando dS em termos de T', F,

-
ds = (XVQ + ndl(T)> dT + YV EdE .

Assim, em um processo adiabatico,

( KV E?

5 + nal(T)> AT = —xVEAE, S constante,

ou,

15
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(46)

(47)

(49)



C
?EAT = —xVFEAFE, Sconstante.

A segunda equacao T'dS é,

TdS = CgdT +TxVEIE,

logo em um processo adiabatico,

CgAT = —TxVEAFE, S constante,

como antes. O calor trocado com T constante é assim,

1

1
Q= / TdS — / TXVEAE = STXV(E} — Ef), T constante.

A terceira equacao T'dS é,

V 2
TdS = —Op,X;f,dE L Cp—dyp.

VEYx
A variacao de F e p/ em um processo adiabético é assim,

V2

p/

~Y ]‘ /
Cy AFE = CEﬁAp , S constante.

(51)

(52)

(53)

(56)

Para obtermos E(p") em um processo adiabético precisamos da forma de x (7).

Um processo isotérmico é dado pela reta p’ ~ E.

O trabalho
Temos,

dW = —Edp',
logo,

/
W:—/Ed’:—/id'.
p =

Em um processo isotérmico,

16



1

i 1 2 2
W = —/dep/ = —Vx/p’dp’ = —ﬂ(p'f —p';), T constante. (57)

Em um processo adiabatico no diagrama FEp’ precisamos eliminar T, logo
precisamos da forma de y. Da mesma forma para estudarmos o ciclo de Carnot.

A entalpia

A entalpia é dada por,

H=U-Eyp,
logo,
n_ P° Tx
H(T = -14 = T). 58
(.7 M( +X)+nao<> (59)

Em funcao de T', F,

H(T,E)

_ X‘;EQ <_1 + 7;?) + nao(T). (59)

A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,

F=U-TS,
logo,

/2

2xV

F = +nay(T) —nTay(T). (60)

A energia livre de Gibbs

A energia livre de Gibbs é,

17



G=U-TS—EYy=F—-Ey=H-T8S,

ou,

p/2

G=-—
2xV

+nao(T) —nTa (T).

4.8 A equagao p' = x(T)VE, com x =C/T

A susceptibilidade elétrica x é,

X:

Y

NIQ

(oW

em que a constante C' possui dimensoes de,

c carga? - temperatura

comprimento? - forga
As unidades SI de C' sdo portanto C*K/N.m?.

A energia interna fica,

U(T) = nao(T),

de onde temos,

Cp/ = nao(T) .

A capacidade térmica C'g é obtida de,

CV E?
Cp—Cp = T2
Obtemos,
p”
O calor em um processo isotérmico é,
T
Q= —ﬁ(p/?c — p’?) , T constante.

18
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A entropia é,

N — J—
S(T,p") 20V+na1(T)'
Em funcao de T, F,
CV E?

Em um processo adiabatico,

12

P
20V

+ nay(T) = Sy = constante .
Em termos de T, E,

CV E?

272
A primeira equacao T'dS é,

/

p /
TdS = CydT — T
dS = Cyd S

e em um processo adiabatico,

p/
cVv

CyAT =T
A segunda equagao TdS é,

Ap’, S constante.

TdS = CpdT — OTVEdE,

logo em um processo adiabatico,

cv
CpAT = TEAE’ S constante.
A terceira equacao T'dS é,
cv CVE
p p
Assim um processo adiabético é dado por,
AFE Ap/

Cvg =Ce

;-

19

+ nay(T) = Sy = constante .

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(75)



Um processo isotérmico é dado por p’ ~ E.

O trabalho é dado por,

Ty’
W = —/—d i 78
cv (78)
Em um processo isotérmico,
1 /gt 1 /2 /2
= —— = —_—— —_ . .
oV /p dp 2Cv(p ¢ —p5), Tconstante (79)

Como U =U(T), Qr = Wr.

Para obtermos a curva de um processo adiabatico no diagrama Ep’ precisamos
de uma forma especifica para ag e a;. Supondo ag(T") = byT temos,

aOZle,
bOZTd17
bo .

?:a17

aq :b01DT+b1,

com by, b; constantes. Nesse caso,

12

N_ D

S(T,p') = 20V+n(bolnT+bl). (80)
Em termos de T, E,

CV E?

S(T,E)=— 572 +n(boInT + by) . (81)

Eliminando T,
p”
S(E,p) = ~507 +nlbgIn(CVE/pY) + b1]. (82)

Um processo adiabatico no diagrama Ep’ é entdao dado por,

/2

_ZZV + nlby In(CVE/p") + bi] = Sy = constante. (83)
Isolando F,
v 1 P’
E = oy P {nbo [So + v nbll } , S constante. (84)
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Podemos agora obter a expressao para o trabalho em um processo adiabatico,

12

1 SQ - nb1 P
W:—/Ed’:—— 7/ Eyarymendl L/
PF="ov eXp( nby ) PP acvnb, ) ¥
—nb
W = —nbg exp (SO n 1)
nbo
/2 72
X lexp (20?/];160) — exp <QC]€;nb0> , S constante. (85)
Podemos agora construir o ciclo de Carnot. Escolhemos C' = 100, V =n =
bp = by = 1 (unidades SI). A figura 2 mostra as isotermas 7" = 200 K e

T = 400 K, e as adiabaticas Sp =5 e Sy = 6.

120
i — T=200 K
— T=400 K
SO=5
80 _ SO=6 / f ]
L 4 i
E Qh /
40— / —
= 2
L ] QC ,
0 | [ | | |
0 5 10 15 20 25
»’

Fig. 2. Ciclo de Carnot para o sistema dielétrico com y = C/T.

Os vértices do ciclo na figura 3 sao dados na tabela abaixo.

o E
1| 7,7242 | 15,448
2 116,114 | 32,228
31 19,957 | 79,828
41 14,082 | 56,328

Podemos obter esses valores do grafico ou resolvendo a equacao EFr = Eg para
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cada vértice, isto é, para cada valor de T' e Sy. A equacao resultante para p’ é,

P =20V (nbyInT + nby — Sp) .

O valor correspondente de E é obtido da equacao de estado.

(6)

Usando as expressoes anteriores para () e W em processos isotérmicos e
adiabaticos calculamos seus valores em cada etapa. A tabela abaixo mostra os

resultados.
Etapa Q W | AU=Q—-W
1 —2|Q.=-200 |-200 0
2—=3 0 -200 200
3—=4| Q=400 | 400 0
4 —1 0 200 -200
ciclo 200 200 0

Como U = U(T), o trabalho adiabético entre duas isotermas é o mesmo, para
quaisquer adiabaticas, pois AU é o mesmo,

AUy = —Woq = U(Ty) — U(T,) .

O rendimento é dado por,

S QW
o @

=0,5=50%,

como deve ser, pois o rendimento de um ciclo de Carnot é,

nesse caso igual a 0,5.

Vamos calcular as fungoes que restam. A entalpia’e,

H<T7 p/) - =
Em funcao de T', F,

C

cv

12

+ nao(T) .

H(T,E) = —?VEQ + nao(T) .

22
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A energia livre de Helmholtz é,

Tp/2
F = Yoit + naog(T) —nTay(T). (91)
A energia livre de Gibbs é,
Tp/2
G= —20V+na0(T)—nTa1(T). (92)

44 A equagio p' = x(T)VE, com x =C/(T' = Tp), T > To; x = C/aog(Ty —
T), T <T,

Kokok

5 Solido paramagnético

A situacao aqui é analoga ao caso anterior, temos um sistema com trés variaveis.
As coordenadas termodinamicas sao T, m, H, em que m é a magnetizagao ex-
tensiva, ou momento de dipolo magnético total, e H é o campo magnético.
Também podemos usar T, m, H, com M a magnetizacao intensiva, ou mo-
mento de dipolo magnético por unidade de volume, dada por

M=
%

Embora m, M e H sejam vetores no caso geral, consideramos como antes o
caso mais simples de uma tinica dire¢ao, assim precisamos apenas dos modulos
desses vetores. O volume também é considerado fixo.
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5.1 A equacao m = x(T)VH

5.2 A equagao de Curie, m = x(T)VH, com x =C/T

5.8 A equagdio de Curie com C,, constante

5.4 A equagdo de Curie com C,, = AJT?

5.5 A equacao m = x(T)VH, com x = AT, T < T.

6 Sdlidos

6.1 A equacaopv+ f(V) =T (u— up)
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