14 - Equacoes de estado para fluidos

1-A equacgao de estado de van der Waals.

2-A equagao de estado p(v — b) = RT.

3-A equacao de estado pv = RT(1+ B/v).

4-A equacao de estado de Dieterici.

5-A equacgao de estado de van der Waals modificada (ou de Berthelot).
6-A equagao de estado de Beattie-Bridgman.

7-A equagao de estado pv = RT(1 + B/v + C/v?).

8-A equagao de estado pv = RT(1 + B/v + C/v* + D/v?).
9-A equacao de estado de Redlich-Kwong.

10-A equacao de estado de Soave-Redlich-Kwong.

11-A equacao de estado de Clausius de trés parametros.
12-A equacao de estado cubica geral.

13-A equagao de estado pv = RT + B'p

14-A equacao de estado pv = RT + B'p + C'p?

15-A equacao de estado pv = RT + B'p + C'p* + D'p?
16-A equacao de estado de Benedict-Webb-Rubin.

17-A equacao de estado para radiagao de corpo negro.

1 A equacao de estado de van der Waals

A equacao de estado de van der Waals é dada por

<p+%>(v—b):RT, (1)

em que a e b sao constantes empiricas, caracteristicas para cada substancia.
Calculando as derivadas necessérias temos

op R

(a_T>v S v—b
op\ RT 2a

(a_> BCE

(@) R —=0bp’ @)
ar ), 2a(v —b)2 — RTv3 "

(@), (&), @), =

1

Podemos verificar que



como deve ser.
A expansividade volumétrica
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por

1/ 0v
b _<8_T)

Com a derivada calculada anteriormente obtemos

Rv*(v —b)
RTv3 — 2a(v — )2~
Notemos que  é dado como uma funcao de T e v.

A compressibilidade isotérmica x
A compressibilidade isotérmica é dada por

v\Op)

Com a derivada calculada anteriormente obtemos

8=

B vi(v — b)?
"~ RTv® —2a(v—b)2"

Notemos que « é dado como uma funcao de T e v.

Podemos verificar que
p__R__ (%
ko v—b \9T),’

K

como deve ser.
A energia interna

Vamos calcular a energia interna como uma funcao de 7" e v. Neste caso

podemos escrever

ou ou

Calculamos (Ou/0v)r a partir da primeira equagao da energia,

ou op
Y 7 (Z2) _ .
(av)T (aT)V P

(7)

Calculando (0p/0T)y a partir da equagao de estado e substituindo na ex-

pressao acima temos



Assim,

du = cydT + %dv,
v

Considerando cy constante e integrando a expressao acima para du chegamos
a

pois

U:CvT—g—i"U/o, (9)
(%

em que uy ¢ uma constante de integragao. Notemos que escrevemos u como
uma funcao de 7" e v.

Os calores especificos

Supomos cy constante. Calculamos ¢, da relagao

Tvf?
v =", (10)
Obtemos
R*Tv3
= ) 11
@ =YY RTE Z2a(v = b (11)
Definindo,
(€)= lim o, (12)
temos,
(cplo=cv+ R, (13)

como esperado.
A entropia
Vamos calcular a entropia a partir da primeira equacao 7'dS,

Op

Tds = cydl +T <8_T) § dv . (14)



Calculando (0p/dT)y a partir da equagao de estado, substituindo na ex-
pressao acima e dividindo por 7', obtemos
drl dv
ds=cy— + R .
Vo v—2>b
A equagao acima pode ser integrada, considerando ¢y constante. O resultado
é

s=cyInT+ Rln(v —b) + s0, (15)

em que sy é uma constante de integracao. Notemos que obtivemos s como
uma funcao de T e v.

A entalpia

A entalpia pode ser calculada a partir da relagao

h=u+pv. (16)
O resultado é
2 RT
h:cVT——a Z%—uo. (17)
U J—

Notemos que obtivemos h como uma funcao de 7' e v.

A energia livre de Helmholtz

Com a energia interna e a entropia podemos calcular a energia livre de
Helmholtz, dada por

f=u—-"Ts. (18)
Obtemos

f:CVT(l—lnT)—E—RTln(U—b)—TSO—’—Uo. (19)
v

Notemos que obtivemos f como uma funcao de T e v.

A energia livre de Gibbs

Com a entalpia e a entropia podemos calcular a energia livre de Gibbs,
dada por

g=h—-Ts. (20)
Obtemos
2 T
g:ch(l—lnT)——a+R Z—RTln(v—b)—Tso—i—uo. (21)
voov—



Notemos que obtivemos g como uma fungao de T e v.

Processos adiabaticos

Podemos obter a equagao para um processo reversivel adiabatico a partir
da expressao para a entropia. Fazendo s = ¢ =constante temos

cyInT+ Rln(v —b) = ",
In7T% +1In(v — b)* =",
In[T (v —b)% =",

T (-0 =e"=¢,

T(v—b)/v =YV =c.

Portanto, no diagrama T'V a equacao para um processo adiabatico a partir
da equagao de van der Waals é

T(v—0b)v =¢, (22)

em que ¢ é uma constante.
Em termos de p ev temos, eliminando a temperatura na equacao acima,

(p+ %) (0= bRV — Re= ¢, (23)

em que ¢ é uma nova constante.

O ponto critico

A equacao de van der Waals é a equacao de estado mais simples a ap-
resentar uma transicao de fase, sendo bastante utilizada para representar a
coexisténcia das fases de liquido e vapor para diversas substancias. De fato,
podemos verificar que a equagao acima apresenta um ponto critico, definido

pelas equacgoes
0
(),
ov ) 1

(22) - o

Abaixo da temperatura critica T, temos a coexisténcia de duas fases, liquido
e vapor.
O ponto critico para a equacao de estado de van der Waals é dado por

8a a

ve = 3b, c:m; Pc:ﬁ-

(25)

b}



Das equacoes acima temos,

Pelc 3
=—-=0,375. (26)
RT, 8
Variaveis adimensionais
As fungoes termodinamicas acima podem ser escritas em termos de variaveis
adimensionais, de modo a facilitar o trabalho numérico e a construcao de

graficos. Definimos, portanto,

P v

- T

D= U= T=—. 27
p pC ’ ! UC 7 TC ( )

A pressao pode ser escrita na forma

8T 3

p = - —. 28
P=5—1 w2 (28)
Podemos agora construir o grafico das isotermas. Escohemos a = 1,

b = 1073. Para esses valores temos T, = 35,638, v, = 0,003 p, = 3 x 10*.
Consideramos unidades SI. A pressao para algumas temperaturas é mostrada
na figura 1.

6 T T T T T I T I T

T=09T,
— T:T ]
C
— T=1,1 Tc .

0,6 0.8 1 1,2 1.4 1,6 1.8 2

Fig. 1. Isotermas para a equacao de estado de van der Waals, para treés
temperaturas.



A expansividade volumétrica é mostrada na figura 2, para duas temper-
aturas. A compressibilidade isotérmica é mostrada na figura 3. A figura 4
mostra ¢, — cy.

0,4 T T T T T I T I T

0,3

@ 0,2

0,1

Fig. 2. A expansividade volumétrica  para a equacao de estado de van der
Waals, para duas temperaturas.
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Fig. 3. A compressibilidade isotérmica k para a equacao de estado de van
der Waals, para duas temperaturas.
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Fig. 4. A diferenca c, — ¢y para a equacao de estado de van der Waals, para
duas temperaturas.



O coeficiente de Joule-Kelvin
Vamos calcular o coeficiente de Joule-Kelvin, definido por

Vimos que podemos escrever y na forma

p= (8T ~1). (30)

Cp
A curva de inversao é dada por g = 0. Supondo ¢y /R = 3/2, podemos
fazer o grafico das isentélpicas e da curva de inversao, no diagrama (7, p,).
A figura 5 mostra as isentalpicas para vérios valores de h,., bem como a curva
de inversao, em que p = 0.

7 T T T T T T T T T T T T

6

\ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40

p*

0 |

Fig. 5. Grafico das isentdlpicas para diversos valores de h, e da curva de
inversao para um fluido de van der Waals.

O coeficiente de Joule

O coeficiente de Joule é definido por,

or
== 31
que pode ser escrito como,
1 BT
=—|p——). 32
=, (p - ) (32)
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Fig. 6. Grafico g x p para T = 0.8.

Os coeficientes viriais
A expansao virial para a equagao de estado é da forma,

pU B C
—=14+—+—=+... 33
RT +v+v2+ (33)

Escrevemos a equagao (1) na forma acima,

pv v a

RT " o-b Tre 40V (34)

Agora expandimos f em uma série de poténcias em = = 1/v,

10



J@) =0 " R
‘f@)_(1—1xy__é%’
Pe) = o
) = o
F9) =
o) = s,

Expandindo f em torno de z = 0,

fe) = JO)+ PO+ 500 + "0+
= 1+ (b—a/RT)x +b*2* + b2® + b*2* + 072" . .. |

logo,
B=b—a/RT,
C =10,
D=1,
E =10,
F=0,

(35)

O diagrama de fases

Para fazermos o grafico do diagrama de fases, por exemplo, a curva T X ¥
mostrando o ponto critico e os ramos liquido e de vapor, é til fazer gréaficos
g X p, como a figura 7, para temperaturas abaixo da temperatura critica.
Temos assim uma estimativa dos volumes especificos na coexisténcia. Para a
temperatura da figura 2, temos p ~ 0,38, g ~ —0,48, e as estimativas para
os volumes de coexisténcia sao v, ~ 4,16 e v, = 0, 51.

O diagrama de fases de uma substancia apresenta duas densidades coex-
istindo para uma mesma temperatura, abaixo da temperatura critica T,.. O

11



grafico g X p, para uma dada temperatura 7" < T,, é do tipo mostrado na
figura 7. Para cada temperatura precisamos resolver o sistema de equagoes

b = Puv,
gi = Gu, (36)

em que o indice [ significa liquido e o indice v significa vapor. Precisamos
resolver este sistema para cada temperatura abaixo de T, e fazer um grafico
como o mostrado na figura 8. A estimativa inicial para T = 0.8 é 7; = 0.51,
v, = 4.16, e é obtida de graficos como a figura 6.

i x \ \ 7]

0.6

0 5 10 15 20

Fig. 7. Diagrama de fases para um sistema que obedece a equacao de estado
de van der Waals.

2 A equagao de estado p(v —b) = RT
Consideramos agora a equacao de estado,

p(v—0) = RT. (37)

Calculando as derivadas,

12



dp R
(o7), =755

dp RT
(%)T - _(U —b)?’
0%p 2RT

( )T - (v—0)%

o0v?

Derivando agora (135) em relagao a T' com p constante,
ov
ZZ) =R
P <8T)p ’

(g_T> _ % (39)

p

ou,

Podemos verificar que,

(3),(5),(3),

O coeficiente de expansao volumétrica
e a compressibilidade isotérmica
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por

1 /0v
6:5(87)1),

R (v—-0)
B= = (40)

ou,

A compressibilidade isotérmica é dada por
1 (0v
v \Op),’

K= = : (41)

=
Il
|

ou,

Podemos verificar que

13



B_ (%
K or),’
como deve ser.

A energia interna e o calor especifico ¢y
Considerando a energia interna uma funcao de T', v,

ou ou

A primeira equacao da energia é,
0
ouN _p(ory _,
ov /), or ).,

(@) _ 7 R B RT _o.
ov ), v—b wv—2>b

Portanto u depende apenas de T'. Escrevemos entao,

ou,

du = cydT,
logo,
u = /CvdT + ug .

O calor especifico ¢,
Calculamos ¢, da relagao

Tv3?
Cp — Cy = o
A entropia
A primeira equacao T'dS é,
dp
Tds=cydT +T | =] d
s =cyal + ( 8T>V v,

logo,

) _w
or), T

Integrando a expressao acima em relagao a T' com v constante,

14



s(T,v) = /%dT +a(v).

05\ _ () _ "
ov T_ oT V_v—b'

Também temos,

Integrando essa relacao em relacao a v com 7' constante,

s(T,v) = Rln(v —b) + ¢(T) .

A entropia é portanto,

s(T,v) = Rln(v — b) +/%VdT+so.

A entalpia
A entalpia é,

h=u+pv,

ou

T
p Bt 2+/chT+u0.

/l) —
A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,

f=u—-"Ts,

ou,

f:—RTln(v—b)+/chT—T/%VdT+u0—Tso.

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,

g=h-—-Ts,

ou,

g = RT%—RTlnv—b

/CvdT T/ —dT+ Uy — TS() .

(43)

(44)

(45)

(46)



Processos adiabaticos
Um processo adiabatico é definido por s constante,

Rln(v—b)—f—/%quLsO:sl.

O ponto critico
O ponto critico é definido por,

op\
(%)T—O’

62p>
“~2) =o,
<3U2 T

ou,

Vemos que nao ha ponto critico.
O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

Vimos que podemos escrever p na forma

p=—(BT ~1).

Cp

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

que pode ser escrito como,

Os coeficientes viriais

16
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A expansao virial para a equacao de estado é,

11509
RT v w2

Escrevemos a equacao (135) na forma acima,

po v
RT ~v—p 1Y)

Agora expandimos f em uma série de poténcias em x = 1/v. Calculando as
derivadas de f,

f@) =1

F@) = =
o) = o
10 = o

Expandindo f em torno de z = 0,

fl@) = FO)+ F(0)x+ % F(0)2% + % F0)2 + .

= +...,
logo,
f(0)=1,
f/(O) =b,
f//(o) — 2b27
f’”(O) = 6b3,
e?
B=b,
= b2
D = 3

17



3 A equagao de estado pv = RT(1 + B/v).

4 A equacao de estado de Dieterici

A equacao de estado de Dieterici é,

RT
— —a/RTv 4
p=——c : (49)
As derivadas sao,
8]7 _ R —a/RTv a —a/RTv
(8T>V T +Tv(v—b)e ’
_ RTv+a o—a/RTv
Tv(v—b) ’
op RT a
e - —a/RTv ¥ _—a/RTv
(av)T R E e R
_ —RTv*+a(v— b)efa/RTU
B v2(v — b)? ’
@ — 2RT e—@/RTv _ % —a/RTv
ov? ) (v—"5)3 v2(v — b)?
_(1,(3’112 - 2b’U) —a/RTv + a’ e—a/RTU ' (50)
[v2(v — b)]? RTv*(v —b)
Derivando a equagao de estado (49) em relagao a T' com p constante,
R RT v
0= _efa/RTv . —efa/RTv (_)
v—> (v—"0)2 aor),
RT a a ov
—a/RTv e
AT RT? T RTw (8T>p ’
logo,
v\ _ RTv(v—1b)+av(v—b) (51)
ar), ~ RT?v2 —aT(v—0)

Podemos verificar que,

(@), (&), ), =

18



O coeficiente de expansao volumétrica [
e a compressibilidade isotérmica «
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por,

L
van’

_ RTv(v—0b) +a(v—b)

B

ou,

= 52
p RT?v? —aT (v —b) (52)
A compressibilidade isotérmica é dada por,
v \0dp/),’
ou,
_ U(U - b)2 a/RTv
" RTv? - a(v — b)6 ‘ (53)
Podemos verificar que,
B_ (o
K or ).’

como deve ser.
A energia interna e o calor especifico ¢y
Considerando a energia interna como funcao de T, v,

ou ou
du = (3_T>VdT+ (%>Tdv.

A primeira equacao da energia é,
0
ouN _p(ory _,
ov /), or ),

(%) — a e—a/RTU )
ov), v(v—>b)

Portanto a energia interna é,

ou,

o—a/RTv
u(T,v) :a/v(v—_b)dzH—C(T).

19



Como a energia interna é definida a menos de uma constante arbitraria, e
devemos ter v > b, escolhemos,

v 6—a/RTU’ .
w(T,v) = a/% mdv +¢(T).
Fazemos agora a troca de varidveis x = 1/v/,
w(T,v) = — /1/v 0 eman/RT gy 4 o(T).
’ 12 1 —bx
Fazendo outra troca de variaveis, y = 1 — bz,

1-b/v d
uw(T,v) = %e‘“/bRT /1/2 eay/bRT?y +c(T).

Definindo t = ay/bRT,

a (1-b/v)a/bRT et
u(T,v) = —e_a/bRT/ —dt + ¢(T).
b a/2bRT t

A fungao exponencial integral [4, 5] é,

PV. %dt, z>0.

—0o0

Dois valores numéricos como referéncia sao,

Ei(—1) = —0,219, Ei(1)=1,895.

Portanto,

uw(T,v) = %e_“/bRT[Ei((l —b/v)a/bRT) — Ei(a/2bRT))
+c(T) + ug - (54)
A derivada da exponencial integral é,

dEi(z) e*
dx x

Com isso podemos calcular ¢y,

_(Ou
v=\or),’

20



CL2

cy = We_a/bRT[Ei((l—b/v)a/bRT)—Ei(a/2bRT)]
+%e*a/bRT[exp(a/2bRT) — expl(1 — b/v)a/bRT)] + &(T). (55)

O calor especifico ¢,
Calculamos ¢, da relagao

A entropia
A primeira equacao T'dS é,

Tds =cydl+T <§—§,)Vdv,

logo,

Portanto,

s(T,v) :/C%dT,

s(T,v) = / dT%e*a/m[Ei(u—b/v)a/bRT)—Ei(())]

_ / AT e expl(1 — b/v)a/bRT]

+ / d?Tc'(T) +d(v). (56)

E mais conveniente obter s integrando em v. Temos,

(@), Gr),

logo, integrando em relagao a v com 7' constante

S(T, v) = / (%)Vdv,
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RTv+a
T — sy 7a/RTvd T

ou,
U RTV +a ,

T _ —a/RTvd / T) .

s(T,v) /2b —Tv’(v’—b)e v 4+ r(T)

Usando as mesmas trocas de variaveis anteriores obtemos,

s(T,v) = —RFEi(—a/vRT)+ REi(—a/2bRT)
I (R+biT> o—a/RTb o
X [Ei((1 —b/v)a/bRT) — Ei(a/20RT)] +r(T).  (57)

Calculando ¢y da expressao acima temos,

2
_ @ _a/RTbp, ,
v = e B~ b/v)a/bRT) — Ei(a/2bRT))
+%efa/RTb (ea/ZbRT _ e(kb/v)a/bRT) +H(T). (59)

A expressao acima concorda com (55) se ¢(T) = 7(T).
A entalpia
A entalpia é,
h=u-+pv,

ou,

h o= %e‘“/bRT[Ei((l—b/v)a/bRT)—Ei(a/ZbRT)]

+ RTv e—a/RTv

- +¢(T) + uy . (59)

A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,

f=u—-"Ts,

ou,

22



f = —RTe “*PT[Ei((1 —b/v)a/bRT) — Ei(a/2bRT)]
+RT[Ei(—a/vRT) — Ei(—a/2bRT)] — Tr(T) + ¢(T) + uq . (60)

of\y
(),

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,

Podemos verificar que,

g=h-—"Ts,

ou,

g = (% . RT) e~ Y RT[[i((1 — b/v)a/bRT) — Ei(a/2bRT)]
RTw —a/RTv
+v — b6
+RT[Ei(—a/vRT) — Ei(—a/2bRT))

—Tr(T) 4 c(T) + ug . (61)

Processos adiabaticos
Um processo adiabatico ¢ definido por s constante, ou,

—REi(—a/vRT) + REi(—a/2bRT)
+ (R + %) e~/ BTb o
X[Ei((1 =b/v)a/bRT) — Ei(a/20RT)] +r(T) = s1, (62)

em que s; é uma constante.
O ponto critico
O ponto critico é dado por,

(),
ov ),
2
Iy _y,
o? )

23
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RT efa/RTv + a —a/RTv __ 0

ICEDE 2 —b)" ’
2RT efa/RTv . a efa/RTv
(v—"0)3 v2(v — b)?
_Cl(31)2 — va) e—a/RTv a’? —a/RTv _ 0
[v%(v — b)]? RTv*(v — b) '

Resolvendo o sistema acima e usando a equagao de estado obtemos,

a a
T.=——, v.=2b, p.= )
R Pe = Yp2e?
O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

(@)

Vimos que podemos escrever y na forma

(63)

p=—(T —1).

Cp
O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

que pode ser escrito como,

Os coeficientes viriais
A expansao virial para a equacao de estado é,

pU B C
LA AR
RT +v+112+

Escrevemos a equacao ... na forma acima,

pv v —a/RTv —
—_— = = f(T,v).
2T = o3¢ f(T,v)
Agora expandimos f em uma série de poténcias em x = 1/v. Calculando as

derivadas de f,

24



1—bx
re) = a —bbx)Ze_ax/RT 1 - mrre
z) = i Ebbx>3eax/RT q _212@2 RaT —aw/RT
i —13():(; <%>2 e e/ ’2
(x) = 0 Ebbm)4e—am/RT_ 0 Ebbx)?) %e—ax/RT

Expandindo f em torno de x = 0,

fl@) = FO)+ F(0)x+ % F(0)2% + % F0)2 + .

= +...,
logo,

f0)=1,

f(0)=b—a/RT,

f'(0) =2(b—a/RT),

f"(0) = 6b*(b — a/RT) + (a/RT)*[3b — a/RT],

B=b—a/RT,
C=b-a/RT,
D = (b — a/RT) + (a/RT)?[3b — a/RT]/6,

O diagrama de fases

b = DPuv,
9= 9o, (64)
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5 A equacao de estado de van der Waals mod-

ificada (ou de Berthelot)

A equacao de estado de van der Waals modificada é,

a
(p—i—ﬁ) (U—b) = RT.
Isolando p,
_RT' a _ RT**-a(v-b)
P =0 Tt T Tv?(v —b)

As derivadas sao,

) _ RT*v*+a(v—10)
.

~~
Qv|%3

T2v2(v —0b)
op —RT?v3 + 2a(v — b)?
<a_) B CR
ov v(v—0b) RT*v*+a(v—10)
(ﬁ)p T T RT%—2a(v—10b)2"

Podemos verificar que,

(), (89,3), -

A expansividade volumétrica [
A expansividade volumétrica S é definida por,

Lo
Uan.

5_U_b RT*v* 4 a(v —b)
T RT?v3 —2a(v—0)?"

A compressibilidade isotérmica x
A compressibilidade isotérmica k é,

=\,
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Temos,

Obtemos,
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_ Tv*(v — b)*
"~ RT2v3 —2a(v — )2’

B_ (o
K or),’
A energia interna

A primeira equagao da energia é,

ouy dp
(), -7 (7).

Substituindo (Op/90T)y e p,

K

Podemos verificar que,

o T2v%(v — b) Tv?(v —b)
_ RT**+a(v—0) RT*v?—a(v—0>)
B Tv2(v—b)  Tv*(v—0b)
 2a
= T3

Integrando a expressao acima em v com 7' constante obtemos,

2a
U(T, U) = —E + ao(T> .

Os calores especificos
Calculando cy,

ou 2a
Cy = (a_T)V = ﬁ —|—CL0(T)

Definindo,
(Cv)o = hm Cy ,
v— 00
temos,
(Cv)o = do(T) )
logo,

ao(T) = / (ev)odT .
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Portanto,

_(ou _2_a+( )
v=\or), T2 "V

Calculamos ¢, da identidade,

Tvf?
Cp — Cy = o .
Temos,
2a N 1 [RT?v* + a(v —b))? (o)
c, = cv)o -
PoT2y T2 RT?03 — 2a(v — b)? Vo0
Definindo,
(cp)o = vh_{go Cp
obtemos,

(cplo =R+ (cv)o,

como esperado.
A entropia
A primeira equacao T'dS é,

Tds =cydl +T <§—§1) y dv .
Temos,
2a RT?v? + a(v —b)
Tds = | — dl' +T
i {T% * (Cv)o} * T2v2(v —b)

o, T T

2,2 _
ds — { 2a (Cv)o} T+ RT?v* + a(v b)dv

T2v%(v — b)
Para 1" constante,
RT*v? + a(v — b)

ds = d
§ T?v2(v — b) v

R
ds = mdv + #dv, T constante .

Integrando a expressao acima em v,

28

(77)

(78)



s(T,v) = Rln(v — b) — % +ay(T).

oS 2a .
Cy = T (0_T)V = T_ZU +T6L1(T) .

Comparando com a expressao anterior para cy obtemos,

Calculando ¢y,

Tay(T) = (cv)o,

ou,

a(T) = / (C;:)OdT.

A entalpia
A entalpia é,

h=u-+pv,
logo,
RTv  3a
h—v_b—ﬂ—i‘ao(T).

A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,
f=u—-"Ts.

Temos,

f= —% — RTIn(v — b) + ao(T) — Tay (T) .

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,
g=u—Ts+pv=f4+pv=h—-"Ts,
logo,

B RTwv 2a

g_v—b Tv

O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,
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ou,

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

ou,

Processos adiabaticos
Um processo adiabatico reversivel pode ser definido por S constante, ou
ds =0,

Rln(v —b) — TL% + a1(T") = constante . (86)

Os coeficientes viriais
A expansao virial para a equagao de estado é da forma,

R
RT v oov2 T

Escrevemos a equacao de estado na forma acima,

pv v a
— = — = f(T,v).
RT = o—b mrew =Y
Agora expandimos f em uma série de poténcias em x = 1/v. Calculando as
derivadas de f,
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1@ =1 ~ R
o) =4 —bbx)2 e
o) = o

0 = o

Expandindo f em torno de z = 0,

flx) = f0)+ f(0)x + %f”(O).ZQ + éf’”(O)x?’ +...,
= 1+ (b—a/RT?)z +b*2” +b%2° + ...,

logo,
B=b—-a/RT?,
C =10,
D=1,
(87)
O ponto critico
O ponto critico é definido pelas condicoes,
0
() -
ov )
92
(),
ov? )
Também podemos calcular o ponto critico pela equagao,
Alw —v.)* =0, (88)

com p =p. e T =T, pois a equacao de estado de van der Waals modificada
é uma equacao cubica no volume. Reescrevendo a equacao de estado temos,
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pTv® —T(bp + RT)v* +av —ab= 0.

Comparando as duas ultimas equacoes no ponto critico obtemos,

pT. = A,
T.(bp. + RT,) = 3Av,
a = 3Av?,
ab = Av?.

Das ultimas duas equagoes temos,

v, = 3b.

Das duas primeiras equacoes obtemos 7,

T = 8a \? .
27TRb

Finalmente, da equacao de estado obtemos p.,

1 Ra 1/2
r=gm (1)

Das equagoes acima temos,

Pele 3
=-=0,375.
RT. 8 ’
Variaveis adimensionais
_ T
D= P , V= v , T=—.
pc Uc TC

O diagrama de fases
O diagrama de fases é obtido das equacoes,

Pt = Puv,
g1 = Guv,
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6 A equacao de estado de Beattie-Bridgman

A equagao de estado de Beattie-Bridgman é [1],

RT A
p:F(l—E)(U—FB)—ﬁ, (96)
com,

a b c
AAo(l—;),B—Bo(l—;),Gm, (97)

em que Ay, By, a, b, ¢ sdo constantes. Vemos que as dimensoes de a, b, By
e B sao de volume molar. Ja Ag e A possuem dimensoes de pressao vezes
volume molar ao quadrado. Como € é adimensional, ¢ tem dimensoes de
volume molar vezes temperatura ao cubo. No sistema SI as unidades sao
entao,

a,b, By, B ~m?*/mol ,
Ay, A ~ Pa x (m®/mol)?,
c ~m*K?/mol . (98)

Temos portanto cinco constantes a ser determinadas experimentalmente. A
equagao (123) pode ser escrita facilmente na forma de uma expansao virial,
logo vamos comecar por ai.

Os coeficientes viriais

Podemos reescrever a equacao (123) fazendo os produtos dos termos entre
paréenteses,

RT L RTB, A Re

p:

v v?2 v2 22
RTBob AQ(I RBOC RBObC
I + w3 32 vAT2 (99)
ou,
pU Ay c\ 1
2 By— 9% _ )z
RT * ( " RT T3) vt
Aoa B()C 1 BobC 1
—B —_— ] = —. 1
+( ob + RT T3 ) V2 T3 3 (100)

A equagao de estado na forma de uma expansao virial pode ser escrita como,
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wo_ B D
RT v v 3 T

em que B’ é o segundo coeficiente virial, C’ o terceiro, etc. Temos entao,

AO Cc
B =B, =2 _ =
" RT T3’
Aoa B(]C
I — _B.b 4 =92 20T
¢ R
Bob
D’:TLSC, (101)

e os demais coeficientes sao zero.
As derivadas da equagao de estado

Calculando as derivadas necessarias da equacao de estado, obtemos de
(126),

dp R RB n 2Rc
or )., o V2 v27T3
RByb 2RBogc 2RBybc
T w3T3  pAT3
1
= s (Rv?’T3 + RByv?*T? + 2Rcv?
—RBybwT? 4+ 2RBycv — 2RBgbe)
dp B _RT_ 2RT By +2A0 2Rc L
ov ), N v? V3 3 372
3RTBob 3140@ 3RB()C 4RBobC
+ vh ot VT2 52
1

= 7 (FROT? = 2RBy* T + 2400°T° + 2Rev”
v

+3RT°Bobv — 34pavT? 4+ 3RBycv — 4R Bybe)

d*p _ 2RT G6RTB, 64, 6Rc
(%)T B * vt ot _U4T2+
12RTByb  12Apa  12RByc ~ 20RBjbc
T T o V672 7
= 61 (2RV’T? + 6RBov*T? — 6Agv°T? — 6 Rev®
V72

—12RBobvT? + 12AgavT? — 12RBycv + 20RBybe) (102)

A dltima equacao acima serd importante no estudo do ponto critico. Derivando
agora (126) dos dois lados em relagao a T', com p constante,
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R RBy 2Rc  RBgb 2RByc 2RBybc

0 = v v2 v2T3 3 VT3 A8
RT 2RTB, 2A, 2Rce 3RT Byb
2 93 * v3 v3T?2 vd
3Apa  3RByc 4RBybc ov
vt viT? VT2 oT » ’

Isolando a derivada obtemos,

(@> = [~Rv*T® — RByv*T® — 2Rcv?
ar ),

+RBybv*T? — 2RBycv? + 2R Bobev]/
[—RT*v® — 2RT*Byv® + 2A00*T? + 2Rcv*T

+3RvT*Byb — 3A¢avT? + 3RBycvT — 4RBybeT) .

Podemos verificar que,

Op\ (OTN (OvN _
or), \ov/),\9p/ o
como deve ser.

O coeficiente de expansao volumétrica [
e a compressibilidade isotérmica
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por

Lo
van’

B = [~Rv*T® — RByv’T? — 2Rcv?
+RBobvT? — 2RBycv + 2RBybc]/
[—~RT*v® — 2RT*Byv® + 2A00*T? + 2Rcv®T
+3RvT"* Byb — 3A¢avT? + 3RBycvT — 4RBybcT] .

B

portanto,

A compressibilidade isotérmica é dada por

_L(ov
" v \Op);’
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logo,

kK = —v'T?/[-Rv*T® — 2RByv*T? + 2A0v*T? + 2Rcv?
+3RT? Bobv — 3AgavT? + 3RBycv — 4R Bybc] . (105)

B_ (%
K or),’
como deve ser.

A energia interna e o calor especifico ¢y
Considerando u(7,v) temos,

ou ou

A primeira equacao da energia é,

ouy\ dp
(%)T—T(a—T)V v

portanto, para a equacao de Beattie-Bridgman,

Podemos verificar que

v v2T? w3712 viT? v2 v3

Integrando a expressao acima em relagao a v com T' constante,

(3u) . 3Rc SRB()C 3RngC A(] A()CL
T

3Rc 3RB()C RBobC AO Aoa

_ 200 e
T2 202772 + w312 v 202 +A(T),

em que f(7') é uma fungao indeterminada da temperatura. Notemos que,

u(T,v) = —

Jim u(T,0) = f(T).

o que ¢ consistente, pois esse é o limite de gas ideal, em que u depende apenas
da temperatura. Para determinarmos f calculamos cy,

ou 6Rc SRBQC QRB()bC f
= —_ = — T
v (8T)V ot~ e D)

Temos,

lim ¢y = f(T) = (cv)o,

V—00
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logo,

F(T) = / (ev)odT + 1o

em que ug € uma constante arbitraria. A energia interna é entao,

3Rc 3RB()C RBObC

u(Tv) = ol 2T + v3T?
A Aga
—70 + 2—22 + /(cv)odT +up. (106)

O calor especifico ¢,
O calor especifico ¢, ¢ dado pela relagao,

Tvp?
Cp =Cy + ﬁ.

A entropia
A primeira equagao T'dS é,

dp
Tds =cydl +T (8T) dv,

de onde temos,

ds :%VdT (ap) dv .

o) _o
or), T

Integrando essa expressao em relacao a 7' com v constante,

Da equacao acima temos,

s(T,v) = /—dT+a

6Rc 3RB()C 2RBobC (Cv)o
B /(UT4+ i~ i o AT el

B _2Rc B RByc n 2R Bybc / (cv)
T3 2T 30373 T

%dT +a(v).  (107)

Também temos,
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ds\ ([ 0Op B
(5:),~ (), %

Integrando essa expressao em relacao a v com 1" constante,

S(T,v) — / gvarb(T),

1
= / (RU3T3 + RByv?*T? + 2Rcv?

viT3
—RBybwT? + 2RBycv — 2RBgbc) dv + b(T)
RBO 2Rc
= Rlnv — " — ﬁ
Bob  RByc  2RBgb
Ro_R ()C+ ROC—l—b(T)

202 0273 3v3T3
Comparando (124) e (125) temos,

RBy RByb
a(v) = Rlnv — - + g2
(cv)o
b(T) = dar.
= [

Portanto a entropia é,

2Rc  RByc n 2RBybc
T3v 02713 30373

B Byb
+/(Cv)0dT—|—Rlnv—ﬁ+R 0 + S0,
T v 202

s(T,v) =

em que sy é uma constante arbitraria.
A entalpia
A entalpia é dada por,

h=u+pv,
logo,
RTBy RIByb 4Rc b5RByc 2RBgbc
h = RT — — -
AT+ v v2 vT? 202772 + v37T2
2A 3Apa
_TO + 21}02 + /(Cv)odT + ug .
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Notemos que obtivemos h(7T,v), embora as variveis naturais de h sejam S e

p.
A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,

f=u—"Ts,

ou,

Re  RByc RBobc RTB, RIByb

= _ — — — RT1
/ oT? 202772 + 3v3T? + v 202 e
A Aga c
—2 +/(cv)0dT—T/ ( ;)OdT—i—uO —Tso. (112)

Obtivemos f(T',v).
A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,

g=h-—Ts,

ou,

+2RTBO 3RTByb 2Rc 3RByc 4RBgbc

— RT _ _ 2
g v 202 VT2 20272 T 372
24, 3A
—RT'Inv — =0 + 0d + /(Cv)odT
v 202
—T/ %dT +ug — Tsp. (113)

Obtivemos ¢(T',v), embora as variaveis naturais de g sejam T e p.
Processos adiabaticos
Um processo adiabatico pode ser definido por s constante,

2Rc  RByc n 2R Bybc
T3v 2713 3373

(Cv)o RBO RBob
+/TdT+Rh’l’U—T—|— 202 + So = S1, (114)

em que s, é uma constante. A equacao acima descreve um processo adiabdtico
no diagrama T'v. Uma forma mais simples é se temos (cy ) constante,
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_2Rc B RByc N 2R Bybc
T3v 0273 30373

RBy  RByb
+(ey)oInT 4+ Rlnv — —2 + g
v 2v

—|— Sop = S1, (115)

O ponto critico
O ponto critico é definido pelas equacoes,

(),
ov ),
2
AN
o? )

que nesse caso ﬁcam,

—Rv3T? — 2RByv?T? + 2400*T? + 2Rcv?

+3RBybvT? — 3AgavT? + 3RBycv — 4RBybc = 0,

2RV T® + 6RByv*T® — 6Agv*T? — 6Rcv?

—12RBobvT? + 12AgavT? — 12RBycv + 20RBybc = 0. (116)

Multiplicando a primeira equagao por 2 e somando com a segunda obtemos
uma equagao de segundo grau para v,

(2RByT? — 2A0T? — 2Rc)v?
+(=6RBbT? + 6AgaT? — 6 RByc)v + 12RBybc = 0. (117)

A equagdo acima nos da v(7T). Substituindo em qualquer uma das duas
equagoes em (134) obtemos T., pelo menos implicitamente. Se é possivel
obter uma expressao explicita para T, substituimos na expressao para v(7)
e obtemos v.. Por fim, substituindo 7, e v, na equagdo de estado (123)
obtemos p.. Se nao for possivel obter expressoes explicitas podemos obter
em principio uma solucao numérica.

O coeficiente de Joule-Kelvin

O coeficiente de Joule-Kelvin é,



Vimos que podemos escrever p na forma

(%
Mzc—p(ﬁT—l)-

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

que pode ser escrito como,

7 A equagao de estado pv = RT(1+ B/v+C/v?)

Consideremos a equacao de estado,

B C
pU:RT(1+—+—2> , (118)
voow

com B, C fungoes da temperatura. A equagao acima é uma expansao virial,
com o segundo coeficiente virial B e o terceiro coeficiente virial C'. Os demais
coeficientes sao nulos.

As derivadas obtidas da equagao de estado sao,

(g_g) = Bz vy + Ty,

v
T
<@) = T2 opy 130y,
ov ), v

v\ _vo*+u(TB) +(1C)
an_T v2+2Bv+3C

em que a linha denota a derivada em relagao a temperatura. Podemos veri-

ficar que,
ay (ory (o) _
or ) \ov /), \dp s
como deve ser.

A expansividade volumétrica 3

41



Temos,

logo,

_ 10?4+ u(TB) +(1C)

= 119
p T v2+2Bv+3C (119)
A compressibilidade isotérmica
Temos,
1 [0v
k=—— | —
v \Op),
logo,
3
K= J (120)

RT[v?+2Bv+3C]"
Calculando 3/ obtemos,
5 R 2 / / ap
= TB T = =
- =l o)+ @)= (57 )
como deve ser.

A energia interna
Usando a primeira equacao da energia,

ouy op
(5), =7 (), 7

(@) _ ppTBY =B L (TC) -C

V2 v3 ’

temos,

RT?2B  RT2C
+

2

)

v v3

em que o ponto também denota derivada em 7. Integrando a expressao
acima em v com 1’ constante obtemos,

RT?2B  RT*C

T,0) = —

+uo(T) . (121)

Os calores especificos
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Calculando cy,

ou R(T?B)Y  R(T*C) .
o (8_T) T A
Definindo como antes,
(ev)o = Jim ey,
temos,
(Cv>0 = Uo(T> .
Portanto,
U()(T) = /(Cv)QdT + Uy .
Calculamos ¢, da relacao,
TvS?
Cp —Cy = K )
isto é,
T 2
Cp = Cy + vb
K
A entropia
A primeira equacgao T'dS é,
Op
Tds = T+T
ds = cydl + <8T) dv .
Portanto,
0s op
il = | = TBY + (TC)
(%), (W) B o+ oty + oy,
TB TCY
_ R RUBY  RECY
v

Integrando a expressao acima em v com T’ constante,

R(TB) R(TC)
v 202

Calculando ¢y e comparando com (122) obtemos,

s(T,v) = Rln(v/vg) —
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CL(](T) = / (c;_,)odT +a.

A entalpia
Calculando a entalpia,

h=u+pv,
obtemos,
RT . RT )

A energia livre de Helmholtz
Calculando a energia livre de Helmholtz,
f=u—-"Ts,
obtemos,

RTB RIC
e
) 2v

A energia livre de Gibbs
Calculando a energia livre de Gibbs,

+ug(T) — Taog(T) — RT In(v/vy) .

g=u—Ts+pv=f4+pr=h—Ts,

obtemos,

2RTB n 3RTC

v 202

g=RT+

O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é dado por,

= ()
m=\a )

que podemos escrever na forma,

p=—(8T ~1).

Cp

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é dado por,
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Processos adiabaticos
Um processo adiabatico reversivel é dado por s =constante. Usando
(124),

R(TBY B R(TCY
v 202

s(T,v) = Rln(v/vg) — +ao(T) = s0.- (129)

A expressao acima define um processo adiabatico no diagrama tv.
Os coeficientes viriais
A equagao de estado (118) ja estd na forma de uma expansao virial.
O ponto critico
O ponto critico é determinado pelas equacoes,

) -
ov )
2
32
vt )

De (118) temos entao,

op 1 2B 3C
— — T ————— _ =
(8U)T i ( v 3 v ) 0,

O%p 2 6B 12C
i =RT|Z= + =1+ ") =
(5), = (G50 +55) -0
ou,
v> +2Bv+3C =0,
v? +3Bv+60 =0. (130)

Resolvendo o sistema acima obtemos,
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3C
~5
em que B e C sao calculados em T,.. Substituindo na primeira ou na segunda
equagao em (130) temos uma equagao para T,

(131)

Ve =

3C = B*. (132)

Substituindo (132) em (131) podemos escrever v, como,

ve = —B,, (133)

em que B. = B(T,) e o mesmo para C,. Vemos de (131) e (132) que devemos
ter B.<0eC,>0.
De (118) temos p.,

(134)
logo,

peve 1

=—. 135

RT. 3 (185)

Notemos que essa relacao nao depende da forma especifica de B e C.
Supomos uma forma especifica para B e C,

b
B=bo+ 7
C1 Co
C:CO+T+YT2. (136)

Nesse caso,

UC:—bo—E.

De (132) obtemos uma equagao para T,

(bg - SCO)TS + (2b0b1 - 3CI)TC + (b% - 302) =0.

Essa é uma equacao do segundo grau, com discriminante,

A = 9¢2 — 12bgbic; + 12b3cy + 12¢0b] — 36¢ocs .

A solucao para T, é,
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. 301 - 2b0b1 + \/Z

g 2(b§ — 3co)
Escolhendo,
bp=—-1, by =-2,
co=1, 1 =2, co=-3,
obtemos,

A =108,
B.=—1,9533,
C.=1,2717,
T.=2,0981,
v. = 1,9533,
Pe = 2,9768.

Variaveis adimensionais
Definimos as variaveis adimensionais,

v _
ﬁzﬁ, v=—, T =
pC UC

A figura 8 mostra algumas isotermas para a pressao.

S

(137)

(138)

1,5+

pp.

0,51

v/
C
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Fig. 8. Isotermas para a pressao dada pela equagao (118) com B e C' dados
em (136) e (137).

O diagrama de fases

Para construir o diagrama de fases para a equagao de estado (118) con-
sideramos B e C' dados por (136) e (137). Também escolhemos,

CL()(T) = (Cv)o IH(T/TQ) +aj.

Fazendo um grafico g x p para T = 0,87, obtemos a figura 9. O ponto de
interseccao é dado por,

p=1,3686,
g=—18,866.

Para esses valores obtemos os valores de v na coexisténcia para essa temper-
atura,

w20,75, v, 27,4,

Usamos esses valores como estimativa inicial para calcular os valores de v; e
v, para cada temperatura, resolvendo o sistema de equacoes

P = Puv,

g1 = Guv,

com temperatura fixa.
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Fig. 9. Gréfico de g x p para T' = 0,87, para a equagao de estado (118).
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Fig. 10. Diagrama de fase para a equacao de estado (118).
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Fig. 11. Grafico das isentdlpicas, para alguns valores de h. A curva de
inversao p = 0 é mostrada na linha tracejada preta.

8 A equagao de estado pv = RT(1+B/v+C/v*+
D/v?)

Consideramos agora a equacao de estado na forma de uma expansao virial,
em poténcias de 1/v até termos de terceira ordem,

B
=l =+ = (139)

Na equacao acima, B, C, D sao os segundo, terceiro e quarto coeficiente virial,
respectivamente. Supomos que esses coeficientes sao fungoes da temperatura
apenas. Depois consideraremos os casos particulares em que podem ser con-
stantes, ou C' = D = 0, etc.

Também podemos escrever a equacao de estado como,

RT BRT CRT DRT
p= T + + + .

(140)

02 v3 v?
As derivadas da equagao de estado sao,
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(8p> R BR CR DR
— ) = =+ +—0+
%

v v2 v3 v

BRT CRT DRT
+ + +

v2 v3 vt
R
= — (V+B*+Cv+D
v

Y BT+ CTv + DT> ,

p ~_RT 2BRT 3CRT 4DRT
o), v2 v3 v v5
RT
= —— (" +2Bv* +3Cv +4D) ,
v
%p _2RT N 6 BRT N 12CRT N 20DRT
on?), v v? Vo 67
RT ,_ )
= — (20" +6Bv* +12Cv +20D) . (141)
v

Derivamos agora a equagao de estado (140) em relagao a 1", com p constante,

R BR CR DR
0 = —+—+—+

v 02 | 3 ?}4
BRT CRT DRT
Tt
v v v
. RT 2BRT 3CRT 4DRT ov
v2 v3 vd v oT » ’

de onde temos,

R BR+CR DR BRT CRT DRT

@ :v+v2 "U3+’U4+’02+1)3+U4
oT RT 2BRT 3CRT 4DRT ’
P — T 3 T y 5
v v v v
1 vi 4 B3 + Cv? + Dv + BTv3 + CTv? + DTw (142)
T v3 4+ 2Bv2 + 3Cv + 4D ‘

Podemos verificar que,

(3),(9,3), -

o1



como esperado.
O coeficiente de expansao volumétrica [
e a compressibilidade isotérmica «
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por

Lo
UE)TP’

13+ B2+ Cv+ D+ BTv?2+CTv+ DT

B

logo,

= — . 143
p T v3 + 2Bv? 4+ 3Cv + 4D (143)
A compressibilidade isotérmica é dada por
1 (0v
k= —=| —
v\dp/),’
logo,
vt (144)
K= :
RT(v3 4 2Bv? 4+ 3Cv +4D)
Podemos verificar que
B_ (o
K or),’

como deve ser.
A energia interna e o calor especifico cy
Considerando u(7',v),

ou ou

A primeira equacao da energia é,
ou dp
— | =T|=| -p. 145
(50), =7 (r), - )

(8u)T _ RT? (Bv?+ Cv+ D). (146)

ov v

Integrando a expressao acima em relagao a v com T constante,

No nosso caso temos,
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Calculando ¢y,

Gu C’ D

—RT2<§ 2£ D)—i—a

O limite de gas ideal é,

vli_}rgo cy =a(T) = (ev)o,

logo,

a(T) = /(cv)odT + constante.

A energia interna fica entao,

B C D
u(T,v):—RT2< +_+_>+/(cv)0dT+uo,

202 303

em que uy € uma constante.
O calor especifico ¢,
Calculamos ¢, da relacao

A entropia
A primeira equacao T'dS é,

TdS—chT—i—T(ap) dv,

oT
logo,
Cy ap
ds = —dT — | d
ST (aT)V
Portanto,
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B C D 1
—RT <E+2—?}2+ﬁ) +?(Cv)0.

Integrando a expressao acima em relagao a T' com v constante,

B C D
s(T,v) = —2R/<;+2—U2+ﬁ>d’f

B C D dT
—R/TdT (;_I_Q_UQ_‘_ﬁ) —F/?(Cv)o—l—b(v).

Enquanto nao soubermos mais detalhes sobre as funcoes B, C, D.
Também temos,

9s 9p
o) or),’
R 3 9 . 9 . .
- —4<v + Bv® +Cu+ D+ BTw +CTU+DT>,
v

= R (v_l + B2+ Cv 4+ Dvt BT 2+ CTo ™ + DTU_4) )

Integrando a expressao acima em relagao a v com 7' constante,

D BT CT DT
s(T,v) = R(lnv—g—i——— _ T >

v 202 33 v 202 33
+e(T). (151)

Calculando ¢y a partir dessa expressao obtemos a condigao T'¢ = a = (cy)o,

logo,
o(T) = / (C;)OdT.

A entropia é entao,

o4



em que sy ¢ uma constante.
A entalpia
A entalpia,

h=u+pv,

é nesse caso,

B C D
h = —RT2 <—+_+_>+/<Cv>0dT+UQ

v 202 33
BRT CRT DRT
+ + .

RT
+ + v V2 V3

(153)

Obtivemos h(T,v).
A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,

f=u—"Ts,

que nesse caso nos da,

RTB i RTC L RTD
202 3v3

+ /(Cv)odT — T/ (C;)OdT +ug — T'sg . (154)

f = —RT'lnv+

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é definida por,
g=h-—Ts,
logo,
2BRT 3CRT 4ADRT
- - -
v 20?2 3v3

+/@mmT—T/@$%T+%—T%- (155)

g = RT — RT'Inwv
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Processos adiabaticos

Os processos adiabaticos sao definidos por dS = 0 ou S constante, logo,

v 202 33

B C D BT CT DT
R<m_______ _or_ )

(156)
em que s; ¢ uma constante.
O ponto critico
O ponto critico é definido pelas equacoes,
0
) -
ov ),
9?p
-z 0 157
(5%) -0 (157)
que nesse caso nos dao,
v® +2Bv? +3Cv+4D =0,
20% + 6Bv? + 12Cv + 20D = 0. (158)

Multiplicando a primeira equacao por dois e subtraindo da segunda,

2Bv? +6Cv + 12D = 0.

Resolvendo a equacao acima obtemos v.. Substituindo em qualquer uma
das equagoes em (158) obtemos T, pelo menos implicitamente. Substituindo
T., v na equagao de estado (140) obtemos p..

O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

p= (Z—Dh . (159)

Vimos que podemos escrever p na forma

v

w=2(8T-1). (160)
Cp

O coeficiente de Joule

O coeficiente de Joule é,

56



que pode ser escrito como,

1 BT
=—|p——1. 162
) -
O diagrama de fases
Pt = Do,
g1 = Gu, (163)

9 A equacao de estado de Redlich-Kwong

A equagao de estado de Redlich-Kwong (1949) ¢,

RT a

P="y" TY20(v+b) (164)
dp\ _ R N a
or ), wv—b 2T32(v+b)
o\ _ BT . al20+b)
7 PR R U D)

2 2

Op\ _ 2RT N 2a _ 2a(2v+D) (165)
o),  (v—=0)3 TYV2u(v+b)>2 TY2v(v+0b)P

Derivamos agora a equacao de estado (164) em relagao a 7' com p constante,

0= R RT (Ov N a N a(2v +b) v
Co—b  (v—=02\0T), 2T%v(v+0b) TY2u(v+b)2 \0T),’

de onde temos,

R a
dv B v—>b 2T32v(v+ 1)
ar), B __RT a(2v+0b)

=02 Tt )P

_ Z2RT*P(v—b)p(v +b)? — a(v - b)*v(v+b) (166)
—2RT*2[v(v + b)[2 + 2Ta(2v + b) (v — b)?
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Podemos verificar que,

(3),(5),(3),

O coeficiente de expansao volumétrica [
e a compressibilidade isotérmica «
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por,

Lo
van’

B —2RT**(v — b)v(v + b)? — a(v — b)*(v + b)

B

logo,

= ) 167
P —2RT*?[v(v + b)]* + 2T a(2v + b)(v — b)? (167)
A compressibilidade isotérmica é dada por,
v \dp),’
ou,
—b 2T1/2 b)2
p (v—"0) v(v+b) (168)

T RT3202(0 £ b)? — a(2v + b)(v — b)?

Podemos verificar que
B _ (@)
- Y
K or ).,
como deve ser.
A energia interna e o calor especifico ¢y

ou ou
du = (8_T)VdT+ (%>Tdv.

A primeira equagao da energia é,

B, @)

que 1no nosso caso ﬁca,
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ou B 3a
(%)T T 2T 2y(v+ b))’
3a 3a
2T 2y 2T12b(v +b)

Integrando a expressao acima em relagao a v com 1" constante,

3a

3a
T v) = S Y~ 7,

In(v+b) 4+ a(T).

Calculando ¢y,

ou 3a 3a :
CVZ(ﬁgvz_ﬁ@%m”+ﬁﬁ%m@+w+“ﬂ'

No limite de baixas densidades,

lim Cy = a(T) = (Cv)o,
V—00

logo,

CL(T) = /(Cv)QdT + ug . (170)

A energia interna é entao,

3a 3a
U(T, ’U) = m Inv — m IH('U + b) + /(CV)OdT + ug . (171)

O calor especifico ¢,
Calculamos ¢, da relagao

2
Cp—Cy = TP : (172)
K
A entropia
A primeira equacao T'dS é,
Tds =cydT +T <@) dv (173)
or ),

de onde temos,

_ o 9
ds = TdT+ (8T>Vdv.
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Portanto,

Js oy 3a 3a (ev)o
(6_T) = T = 4T5/2b 1nU+ 4T5/2b1 (U+b>+ T y
ds dp R a
(GU)T (6T>V v—b+2T3/2v(v+b) (174)

Integrando a primeira equacao acima em relacao a 7' com v constante,

s(T,v) = In(v+0) + (cv)oInT + b(v) . (175)

a_ a
2732 2T
Integrando agora a segunda equagao em (174) em relagdo a v com T con-
stante,

a a
S(T,v):Rln(v—b)+mlnv—mln(v+b)+c(T). (176)

Comparando (175) e (176),

a a
s(T,v) = Rln(v—>b)+ mlnv— mln(v—i—b)

+(cv)oInT + sg, (177)

em que sy é uma constante arbitraria.
A entalpia
A entalpia é,

h=u+pv, (178)
logo,
3a 3a RTv
= 57 Inv — T3} In(v 4+ b) + p—
a
—m + /(Cv)odT + Ug . (179)

A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz

f=u—"Ts, (180)
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ou,

a a
f = man—Tl—%ln(U+b)+/(Cv)odT
—RTIn(v —b) — (ey)oTInT + ug — T'sg -

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,

g=h-—"Ts,
ou,
a a a
g = —T1/2b1nv_—T1/2bln(U+b)_Tl/z(’l}—}—b)
T
+f_1; — RTIn(v—b)

+ /(cv)odT —T(ey)oInT + ug — T'sp .

Processos adiabaticos
Um processo adiabatico é determinado por s constante, ou,

a a
Rln(’U — b) + mlnv — mln(v + b)
—|—<Cv)0 InT + Sg = 81 y
em que s; é uma constante.
O ponto critico
O ponto critico é definido por,
0
(&),
ov ),
82
P\ _,
o? )
ou,
RT n a(2v+b) 0
(v—"b)2  TYV2[v(v+b)2
2RT 2a 2a(2v + b)?

=07 Tt TR+ bP
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O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

Vimos que podemos escrever p na forma

v
Mzc—p(ﬁT—l)~

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

que pode ser escrito como,

1 gT
77—0—V<p—?)~

Os coeficientes viriais

A expansao virial para a equacao de estado é,

v B C D
1+
v v v

RT
Escrevemos a equagao ... na forma acima,

pv v av

RT  v—b RT*u(v+0)

= f(T,v).

(187)

(188)

(189)

(190)

Agora expandimos f em uma série de poténcias em x = 1/v. Calculando as

derivadas de f,

f@) =1 —1b93 B RT3/2(Z+ br)’

F'@) =3 —bbx)Q " RT2(1+ ba)?’
2

F@ =4 Ebbg;)?» N RT3/12(_1lfbx)3 ’

Py 4b — 262
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Expandindo f em torno de xz = 0,

fe) = FO)+ FO)+ 570 + "0 + .

= 4.,
logo,
f0)=1,
f(0)=1,
1
" _ 2
F0) = 20—
4b
" _ 3
f"(0) = 6b° + BT
€,
B=b,
1
_ 12 _
¢=90 2RT3/2’
2b
_ 33
D=+ SRTAR
O diagrama de fases
P = DPv,
g1 = Guv, (191)

10 A equacao de estado de Soave-Redlich-
Kwong

11 A equacao de estado de Clausius de trés
parametros

A equagao de estado de Clausius de trés parametros é [3],
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RT a

p:v—b_T(v—i-c)?' (192)
Calculando as derivadas da equacao acima,
dp R a
(EJV__U_5+W@+@W
_ RT*(w+c¢)*+a(v—0)
R ECET
dp B RT 2a
(EJT___@—®2+T@+@W
—RT?*(v+¢)® + 2a(v — b)?
a (v—02T(v+c)3
9*p _ 2RT 6a
(a_) T Wb Ttol
2 4 3
_ 2RT (v+¢)* —6a(v —b) ' (193)

(0 =0)*T(v+¢)!

Derivando a equagao de estado (192) dos dois lados em relagao a 7' com p
constante,

0= R RT v n a n 2a v
S w—b  (v—"0)2\0T , T*v+ce)? T(w+c)pP\oT) "

ou,

R n a
v  v=b T%*v+c)?
oT » N RT 2a ’

(v—"0)2 T(v+c)3
RT?*(v —b)(v+ ¢)® + a(v — b)*(v+ ¢)
RT3 (v + ¢)? — 2aT (v — b)? '

(194)
Podemos verificar que,

(3,05 (),

O coeficiente de expansao volumétrica
e a compressibilidade isotérmica
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O coeficiente de expansao volumétrica é dado por

1/ 0v
& ;(5f)p-

A compressibilidade isotérmica é dada por

_Lfow
K o\ap),

B_ (%
K or),’
como deve ser.

A energia interna e o calor especifico ¢y

ou ou
du = (8_T>VdT+ (%>Tdv.

A primeira equacao da energia é,

ou op
=) =7(=2X) —
<av)T (aT)V P

ouy _ 2a
o), T+c)?’

Integrando a expressao acima em relacao a v com 7' constante,

Podemos verificar que

que nesse caso fica,

2a

u(T,v) = Tw+o

+a(T).
Calculando ¢y,
ou 2a
=== ) ==——+a(T).
= (5), - Fora HO
O limite para densidade nula é,

vli_}rg() cy =a(T) = (ev)o,
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Portanto,

2a

u(T,v) = Twto

+ /(cv)odT + Uy, (198)

ey = (g—;)v - % + (ev)o. (199)

O calor especifico ¢,
Calculamos ¢, da relacao

T 2
¢ — oy = L2 (200)
A entropia
A primeira equagao T'dS é,
Td ar+17 (22 4 (201)
s=c — v
14 8T . )
logo,
cy op
= —dT — .
ds - dT + ( 8T) y dv
Portanto,

Js cy 2a (ev)o
J— —_ — = _.I_ ,
or), T T3(v+c) T

ds\ ([ Op R a
(%)T (8T>V v—b+T2(v+c)2' (202)

Integrando a primeira das equacoes acima em relacao a 17" com v constante,

s(T,0) = - (Ua+ 5 / (C;)OdT 1 b(v). (203)

Integrando agora a segunda das equagdes em (202) em relagao a v com T

constante,

a

s(T,v) = Rln(v — b) — ECET]

+¢(T). (204)
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Portanto,

a (Cv)o
T.,v)=Rln(v—0) — ————— dT . 2
s(T,v) = Rln(v — b) T2(v—|—c)+/ T + 50 (205)
A entalpia
A entalpia é,
h=u+pv, (206)

logo,

a(3v+2c) RTw /
h=— dT : 207
T(v+c)? * v—> + [ (ev)odT' +uo (207)

A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,

f=u—"Ts, (208)
logo,
- ¢ TRIn(v — b
I = Tt n(v —b)
—T/ (C;)OdT + /(Cv>0dT + ug — TSO . (209)

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,

g=h-Ts, (210)
ou,
a RTv
= - — TRIn(v —
g T(v+c)+v—b Rln(v —b)
"y / %cﬁ + / (ey)odT + ug — T'so - (211)

Processos adiabaticos
Um processo adiabatico é determinado por s constante,

a (ev)
Rln(v—b)—m+/TodT+Sozsl, (212)
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em que s; é uma constante.
O ponto critico
O ponto critico é dado por,

que nesse caso nos da,

RT 2a

T T T
2RT 6a

CEDERACETE

=0.

Resolvendo as equacoes acima obtemos,

Sa 1/2 (6Ra)'/?
e = 3b+2c, D e : e
Ve = 3b+ 2 (27R(b+c)> P

Variaveis adimensionais
v _
p £ ) v R T
Pe Ve
O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

S

Vimos que podemos escrever i na forma
v
p=—(T—-1).
Cp

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

n

or
ov )y’
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que pode ser escrito como,

nz%V(p—%T) : (220)

Os coeficientes viriais
A expansao virial para a equacao de estado é,

Escrevemos a equagao de estado (192) na forma acima,

pv v av
E - = f(T,v).
RT ~o—b RlPwtor T
Agora expandimos f em uma série de poténcias em x = 1/v. Calculando as
derivadas de f,

Jx) = 1 —1b;1: a RTQ(iw:— cx)?’
fe) =4 —bba:)2 * R;gc(f T 2)3 !
RERE iy Yo 8
() = 6b° 6ac*(cx — 3)

(1—bx)*  RT?*(1+cx)d’

Expandindo f em torno de x = 0,

f@) = FO)+ PO+ 3" (0 + O+

= +...,
logo,
f(()) =1, "
f'0)=b— R_Tj :
ac
f//(o) — 262 R ;
18ac
£1(0) = 68 — —.
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O diagrama de fases

a
B=b—
RT?’
2ac
32
C=b +RT2’
3ac?
D=0 - "
b RT?’
Pr = Dv,
gr = Gv, (221)

12 A equacao de estado ciibica geral

A equagao de estado geral cibica é [3],

P=v =0~ (v=b)(v?+dv+e)’
com b, 0,0,¢e,n parametros que em geral dependem da temperatura. FExem-
plos dessa equacao sao a equagao de van der Waals e de Redlich-Kwong.
Calculando as derivadas da equacao de estado,
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op R RTb 0(v —n) — 0
(_>v v—b+(v—b)2‘_(v—b)(v2+5v+§)
O(v —n)b O(v —n)(dv + €)
(V=022 4+d0v+e) (v—=">)(v2+dv+¢e)?’

(@) _ kT 0
ov ), (v—=">0)2 (v=>b)(V2+dv+e¢)
n f(v—n) O(v —n)(2v+9)
(v="0)2(v2+dv+e) (v—">0)(v2+dv+e)?’
@ _ 2RT 20
<8@2>T (v—=10)3 * (v—"0)2(v2+0v +¢)
20B3v+d—m) 20(v —n)
(v=0)(v2+dv+e)2 (v—">0)3(v2+dv+e)
20(v —n)(2v + 0) 20(v —n)(2v + 6)?

T w022+ ov+e2 (v—0b) (vt ovTte)p (223)

Derivando agora a equagao de estado (222) em relagao a T' com p constante

(0= 9v/0T1,),

R RT(v—1b)

O:v—b_ (v —0b)?

_ bw—n) ~ 0(o — 1)
(v=0b)(v2+dv+¢e) (v—="0)(v2+dv+¢e)

N O(v —n)(0 —b) (v —n)(2v0 + dv + 69 + €)
(v—"0)2(v? 4 0v +¢) (v=">b)(vV®+ov+e)>
R RTb 9(1}—7})

O_v—b+(v—b)2 (v —b)(v?+ v +e)

. 0 B O(v —n)b

(v=0b)(v2+dv+e) (v—"0)>2w?+dv+e)
0(v —1n)(0v + &)
(v —="0)(v?+ dv +¢)?

RT 0 6(v —n)
T2 (=D P 40v+e)  (0—bP+0v+e)
O(v—n)(2v+9)

(v—="D) (V2 +dv+e)?]

+0
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Portanto,

ov\ _ | R RTb B(v— 1)
(8_T>p - U_b+(v_b)2_(U—b)(v2+5v+s) (224)
il 60— m)b
+(v — bW +dv+e) (v—0)2?+bv+e) (225)
0(v — n)(ov + )
(v —b)(v? + dv + ¢)?

RT 0
/{(“_b)z i (v—"0)(v2+ov+¢) (226)
_ (v —mn) B O(v —n)(2v+9) (22

(V=022 +dv+e) (v—"0)(v2+dv+¢e)?

Podemos verificar que,

O\ (0T (Ov _
or ), \ov ), \9p/ -
como deve ser.

O coeficiente de expansao volumétrica [
e a compressibilidade isotérmica «
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por

1/ 0v
b _<8_T)

A compressibilidade isotérmica é dada por

_Lfov
K o\ap),

B_ (%
K or),’
como deve ser.

A energia interna e o calor especifico ¢y
du = % dT + % dv .
or )., ov ),

72

Podemos verificar que



A primeira equagao da energia é,
ou dp
) =7(=x — 228
(87} ) T (8T) v P (228)

<@) _ RT*%  (TO+6)(v—n) — T8

o), (v —0)? (v—">0)(v?+ v +¢)
TO(v —n)b

(v—"0)2(v2+0v +¢)

TO(v — n)(dv +¢€)

(v="0)(v2+dv+e)?’

logo,

(229)

Integrando a expressao acima em relacao a v com 7' constante obtemos
u(T,v).

O calor especifico ¢,

Calculamos ¢, da relagao

cp—cy = : (230)

A entropia
A primeira equacgao T'dS é,

)
Tds = cydl + T (a—g)vdv. (231)

A entalpia

h=u+pv. (232)

A energia livre de Helmholtz

f=u—-"Ts. (233)
A energia livre de Gibbs

g=h-—Ts. (234)

Processos adiabaticos
O ponto critico
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0
(),

ov ) 1

92

(32), -

ov? ),
Variaveis adimensionais

p= , V=

O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

Vimos que podemos escrever p na forma

p= (T —1).

Cp

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

que pode ser escrito como,

1 gT
77—0—V<p—7)~

Os coeficientes viriais

A expansao virial para a equacao de estado é,

pv B C

RT

Escrevemos a equagao ... na forma acima,
pv

RT

S

1—|——+—2+...
v v

=..=f(T,v).

(235)

(236)

(237)

(238)

(239)

(240)

Agora expandimos f em uma série de poténcias em x = 1/v. Calculando as

derivadas de f,
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Expandindo f em torno de z = 0,

f@) = F0)+ F(0)z+ % F(0)22 + é 0+
= +...,

logo,

f0) =,

f'(0) =,
f1(0) =,
f"0) =,

O diagrama de fases

Pr = Dv,
9 =g, (241)
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13 A equacao de estado pv = RT + B'p
14 A equacao de estado pv = RT + B'p + C'p?

15 A equacao de estado pv = RT + B'p+ C'p* +
D/p3
Consideramos aqui outra forma de expansao virial,

pv=RT + B'p+ C'p* + D'p?, (242)

em que B’,C’, D’ sao funcoes da temperatura.
Derivando a equagao (242) dos dois lados em relagao a 7' com v constante,

dp > Y2 Ty3 ,( Op ' dp ro.2 [ OD
— = B’ "*+D'p°+B" | = 2p | = D —
(aT)Vv R+-B'p+C'p"+D'p”+ 5T V+C’ P\ 57 V+ 3p ar ),

logo,

Op _ R+ B'p+ C'p? + D'p?
or),  v-—B —2pC' —3p*D"’
R B/ O/ 2 D'/ 3

RT — C'p? — 2D'p?

Derivando agora (242) dos dois lados em relagao a v com T' constante,

ap / ap / ap / 2 8]?
— =B = 20 | — D -
(aU)TU+p (aU)T_I—C p(av>T+ » v T’

portanto,

(), = 57ae
ov /), B+ 2pC" + 3p?D' — v’
_ RT+Bp+ C'p* + D'p? (244)
v(B'+ 2pC" 4 3p?D' —v)

Derivando novamente em relagao a v com 1" constante,
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Py (% !
o?), — \Ov), B +2pC"+ 3p*D' —v

P (%P (9P
(B' 4 2pC" + 3p*D' — v)? {20 (3v>T+6Dp (0U)T 1} '
(245)

Derivando agora (242) dos dois lados em relagdo a 7' com p constante,
v . o
p\a7 ) =BR+Bp+Cp°+ Dp”,
oT »

logo,

0 1 : : :
(—U> = Z;(R + Bp+ C'p* + D'p’),
p

~ RT+Bp+Cp?+Dp*

Podemos verificar a relagao,

()., (2),

O coeficiente de expansao volumétrica
e a compressibilidade isotérmica
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por,

Lo
v@Tp’

g B+ B'p+ C'p* + D'p®
- RT+ Bp+C'p*+ D'p*’

A compressibilidade isotérmica é dada por,

v \Op),;’

B

logo,

(247)

logo,
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v— B —2pC" — 3p*D’

= ) 248
" RT + B'p+ C'p? + D'p3 (248)
Podemos verificar que,
B_ (9
K or),’
como deve ser.
A energia interna como funcao de 7', p
Considerando u(T, p),
ou ou
du = (—) dl’ + (—> dp.
oT » op ) r
Vimos que,
8u)
— | =pvk—Tvg, 249
(%) (249)

que nesse caso fica,
ou . d d
— | =-TB —p—(TC" —p* |D' + —(TD"| .
(8p>T pdT( C) b { +dT( )}

Integrando a expressao acima em relacao a p, com 7' constante,

w(T,p) = —pTB' — ——(TC") — =

p2 d p3
3

D+ diT(TD')] +a(T) +ug, (250)

em que uy € uma constante arbitraria.
O calor especifico ¢,
Para u(T, p) temos a identidade termodinamica,

8u)
== | =¢ —pup,
(57) =«

Ju
cp = (0_T)p + pvf.

No caso da equagao de estado (242) essa relagdo nos da,

de onde obtemos c,,

. p2 . p3 .
¢=R—pTB — STC T +a(T).
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Np limite de pressoes muito baixas,

lime, =R+ a(T) = (¢p)o s

p—0

logo,

a(T) = (¢p)o — R,
o(T) = / (¢,)odT — RT + a.,

em que agp ¢ uma constante arbitraria. Portanto,

. p2 . p3 .
¢, = (¢p)o — pTB — ETC” - ?TDI'

O calor especifico cy
Calculamos ¢y da relagao

TvS?
Cp — Cy = s
que nos da,
TU/32 T(R+ B/p—l— C”p2 + D/p3)2
=c,— =c,— :
Cy = Cp P P RT — C'p?2 — 2D'p?

A entropia
A segunda equacao T'dS é,

Tds = c,dT — TvSdp,
logo,

Cp

ds = TdT —vfdp.

Da relagao acima temos,

95\ _ &

oT p_T’
0s

— = —vp.
(ap)T y

A entropia como funcao de T, p pode entao ser escrita como,
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(253)

(254)

(255)



s(T,p) = /%”dTer(p),

portanto,

dT’ S5/ p2 .

s = [ty B =L T b,

2 3

Também temos,

S(T.p) = / vBdp + o(T),
ou,

. p2 . p3 .
s(T,p) = —Rlnp — pB' — EC/ — gD’ +¢(T).

Comparando (256) e (257) temos,

2

s(T,p) = —Rlnp — pB' —

2 3 T

em que Sy € uma constante arbitraria.
A entalpia
A entalpia é,
h=u-+pv,
logo,

2

h = p(B —TB)+ %(O’ —T¢)

3 .
—i—%(D’ —-TD") + /(cp)odT +ap+ ug .

A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,

f=u—"Ts.
logo,

80

. 3. dTl’
p_C,_p_D/—i—/(Cp)o——i—So,

(256)

(257)

(258)

(259)

(260)

(261)



2

f = —pr- T

D' T1
5 5 + RT Inp

ar
—T/‘(Cp)()? + /(Cp)odT + ap + ug — TSO .

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,

g=h—-Ts,

portanto,

3
dr
—T/(Cp>()— + ag + ug — TS() .

o P P
g = pB'+5C+ 5D+ RTnp+ [ (c)odT

T

Processos adiabaticos
Um processo adiabatico é definido por s constante,

p2

. ) 3. drT
—Rlnp —pB' — —=C' — p—D'+/(cp)0— + 50 = 81,

2 3

em que s; é uma constante.
O ponto critico
As equagoes que determinam o ponto critico sao,

(),
ov ) .
2
AN
o? )

RT+B/p+ C/pQ +D/p3

v(B'+2pC" + 3p*D’" — v)
RT + B'p+ C'p*> + D'p?

v(B' 4 2pC" + 3p2 D' — v)?

T

ou,

=0,

=0.

Essas equagoes possuem solugao?
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(263)

(264)

(265)

(266)

(267)



O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

Vimos que podemos escrever p na forma

v
M:c—p(ﬁT—l)~

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

que pode ser escrito como,

1 gT
77—0—V<p—?)~

Os coeficientes viriais

A expansao virial para a equacao de estado é,

e e REE
ou,

RT BRT CRT DRT
p="—"+ - +

v v2 v3 vt
O 0
D=,
O diagrama de fases
P = Pv,
g1 = Ggov,
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(270)

(271)
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16 A equacao de estado de Benedict-Webb-

Rubin
Temos,
RT Co\ 1 1
p = 7‘1‘ (BORT_AO_E) ﬁ+(bRT—a)5
aa c v
—1—5 + 37 (1 + ﬁ) exp(—vy/v?), (273)

com Ay, By, Cy,a,b,c,a,y constantes. Calculando as derivadas, comegamos

com (Op/ov)r,

_65‘_7“ _ uf; (1 + %) exp(—7/v°)
—UQJTCQ exp(—7/v?)
+026?2 (1+ %) exp(—7/v?),
- _% —2 (BORT— Ag — %) % — 3(bRT — a)%
L exp(— /)
3cy

2cv?
'USTZ exp(_'Y/UQ) ‘ (274)

),
@)
(3),(9,3), -

A expansividade volumétrica

1/ 0v
’ a(a—T),,-

83
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A compressibilidade isotérmica x

A energia interna

oY (o) _
ov /), or ).,
Os calores especificos

Tv3?

Cp, — Cy = .
P K

A entropia
primeira equagao 1'dS,

Tds =cydl +T <@) dv .
1%
A entalpia

h=u+pv,

A energia livre de Helmholtz

f=u—"Ts,
A energia livre de Gibbs

g=u—Ts+pv=f4+pr=h—Ts,

O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule

Processos adiabaticos
Os coeficientes viriais
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A expansao virial para a equacao de estado é da forma,

Escrevemos a equacao (...) na forma acima,

% == f(T,v).

Agora expandimos f em uma série de poténcias em x = 1/v. Calculando as
derivadas de f,

Expandindo f em torno de x = 0,

f@) = JO0)+ PO+ 5" (00 + 0+

Y

logo,

(275)

O ponto critico

Calculando (9p/0v)r,
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<@> _ BT <B0RT — A — @) 1 3(bRT — a)i
T

ov V2 T2 ) 93 vt
baa 3c
T i eXP(—’Y/UQ)
3cy 2 y? 2
— 2 exp(—1/%) + e exp(—/1?). (276)

Calculando (0*p/dv?)r,

2
OpY  _ 2T o (porr— a4, -0 i+12(bRT—a)i
T U4 5

ov? V3 T2 v

42aa 12¢ 12¢y
T 57w OXP(—/V°) + g exp(—y/v?)
22c7? 4ery?
T exp(—1/0%) + L exp(—y/e?). (277)
Variaveis adimensionais
__p _ v - T
=—, = —, T=—. 278
p pC ! UC TC ( )
O diagrama de fases
b = Pv,

g1 = Guv,
17 A equacao de estado para radiagao de corpo
negro
A pressao é dada por,

(279)

wle

Kokk

86



18 A equacao de estado ...

oy _
or),

/AN

o),

Y _

o),
o\ (Or () _
or ), \ov ), \op s
A expansividade volumétrica 3

o \OT p'

A compressibilidade isotérmica x

A energia interna
o\ _p(on)
ov /), or ).,
Os calores especificos

Tv?

Cp, — Cy = .
P K

A entropia
primeira equacao T'dS,

Tds =cydl +T <@) dv .
1%
A entalpia

h=u+pv,
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A energia livre de Helmholtz

f=u—"Ts,
A energia livre de Gibbs

g=u—Ts+pv=f+pv=h—-Ts,

O coeficiente de Joule-Kelvin

(0T
=(%),
oT
=),
Processos adiabaticos
Os coeficientes viriais

A expansao virial para a equagao de estado é da forma,

O coeficiente de Joule

Escrevemos a equagao (...) na forma acima,

% == f(T,v).

Agora expandimos f em uma série de poténcias em x = 1/v. Calculando as
derivadas de f,

Expandindo f em torno de z = 0,

fe) = FO)+ PO+ 50 + "0+

Y
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logo,

C 0
D >
(280)
O ponto critico
0

(an), =

ov )

92

2P —o.

o? )

Variaveis adimensionais
__ D _ v _ T
= = = — T=—. 281
p pC 7 ! UC ’ TC ( )
O diagrama de fases
Pt = Do,
g = Gu,
19 A equacao de estado p = T2/4Av'/?
Vamos considerar um sistema com equagao de estado [2],
T2

Derivando a equacao de estado,

oy __T

or ), 2Av1/2’

opy ___T°

), sAR

5p 372
(?)T T 1642 (283)
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Derivando (282) em relagao a T' com p constante,

0— T T2 ov
 24AvY2 8Aw3/2 \ 9T p’

logo,

ov 4v
— ) == 284
(8T )p T (284)
Podemos verificar que,

(3),(5),(3), -

O coeficiente de expansao volumétrica
e a compressibilidade isotérmica
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por,

Lo
v@Tp’

4
B=7. (285)

A compressibilidade isotérmica ¢ dada por,

__1(ov
=T o)’

B

logo,

logo,
8Av'/?
K = ;fg (286)
Podemos verificar que
B_ (@)
K or),’

como deve ser.
A energia interna e o calor especifico ¢y
Considerando a energia interna uma funcao de 7', v,

ou ou
du = (@_T)VdT+ (%>Tdv.
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A primeira equagao da energia é,

B @) e

ou T2
(%)T - (288)

Integrando a expressao acima em relagao a v com 7' constante,

logo,

T21/2
T,v) = T
Calculano cy,
ou To'/?

em que a(T") é uma fungao ainda indeterminada da temperatura.
O calor especifico ¢,
Calculamos ¢, da relagao

Tv3?
Cp — Cy = K )
logo,
3T 1/2
¢, = Z +a(T). (289)
A entropia
A primeira equacgao T'dS é,
0
Tds = cydT + T (a—éi)vdv,
logo,
Cy dp
= —dT — | dv.
ds - + ( 6T) y v
Portanto,

oT T A T’
ds dp T
@), (@), o e
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Integrando a primeira equacao acima em relacao a 7' com v constante,

S(Tv) = Tol/? . / a(T) JT — Tyl/2 . a(T) N / a(T) 4T + bv)

A T A T T2
(291)

Integrando agora a segunda equagao em (290) em relacdo a v com T con-
stante,

T 1/2
s(T,v) = Z +e(T). (292)
A entropia é portanto,
TvY? (T a(T
s(T,v)—T—F%#—/%dT—i—so. (293)
A entalpia
A entalpia é,
h=u+pv,
logo,
3T%1/?
h = T). 294
e alT) (294)
A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz ¢,
f=u—"Ts,
ou,
T2y1/? a(T)
A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,
g=h-—-Ts,
logo,
T?v!/? a(T)
=— -T T —Tsy. 2
g=—11x / Car —Ts, (206)

92



Processos adiabaticos
Um processo adiabatico é descrito por s constante,

Tv'?  a(T) a(T)
+ + .
A T T
em que s; é uma constante.
O ponto critico
As equagoes que determinam o ponto critico sao,

(),
ov ) .
2
AN
o? )

T2
T 8Av3/2 =0,
372 B
16Av5/2

dT+80281,

ou,

Portanto nao temos ponto critico.
O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

Vimos que podemos escrever y na forma
v
p=—(BT-1).
Cp
O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

3
Il
~/~
QD‘QJ
<~
~
S

que pode ser escrito como,

(297)

(298)

(299)

(300)

(301)

(302)

(303)



Os coeficientes viriais
A expansao virial para a equacao de estado é,
v B C D
=1+ — _|_ -
RT + v3
Escrevemos a equagao de estado (282) na forma acima,

+ ...

pv To'/?
RT ~ 4RA —
Vemos que o tnico termo em v é v/2, logo ndo temos uma expansiao em série
)
em torno de z = 1/v = 0.

20 O sistema definido por ¢, = BT"/?

Consideramos um sistema com calor especifico dado por [2],

v = BTY?. (304)

Usando a relacao,
(&)

A =Cvy,

or ).,
temos,

2 32
w(T,v) = [ eydl = §BT +a(v). (305)

Calculamos a entropia da relacao,

s\ _ov
or), T

Integrando a expressao acima,

C
/ AT = / T = 2BT"? 4 b(v). (306)

Usando agora a relacao,
9s\ _ (%) _FB
o), \oT), &’

temos,

94



p = /(%)TdT:/b(v)dTJrc(v),

p = b(v)T+ c(v).

A energia livre de Helmholtz, f = u + T's, é,

f= —%BT?’/2 +a(v) —Th(v).

__(of
3‘_(8T>V'

p— (%)T — —a(v) + Ti(v).

Comparando a expressao acima com (307) obtemos,

Podemos verificar que,

Calculando p,

ou,

A entalpia, h = u + pv, é,

2 :
h= gBT?’/2 + a(v) —va(v) + Twb(v).

A energia livre de Gibbs, g = h — T's, é,

= —%BTW + a(v) — va(v) — T[b(w) — vb(v)] .

Precisamos determinar as funcoes a(v), b(v). E possivel?

21 A equacao de estado p = avT

Consideramos a equagao de estado [2],

p=avTl.
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Calculando as derivadas da equacao de estado,

@ = qu
aT )+, ’
@ =aTl
o ), ’

<%>T =0. (313)

Podemos ver das equagoes acima que ess equacao nao apresenta um ponto
critico. Derivando (312) dos dois lados em rela¢ao a T' com p constante,

ov
= — | T
0 a(&T)p + av,

ov v
— ) == 14
(6T)p T (314)
Podemos verificar que,

(3),(5),(3),

O coeficiente de expansao volumétrica
e a compressibilidade isotérmica
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por,

Lo
van’

1

B=—7. (315)

A compressibilidade isotérmica é dada por,
1 [/0v

R - a_ Y
v \0p/

1
= ——. 316
8 alv (316)

ou

B

logo,

ou,
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Podemos verificar que,

B_ (%
K or),’
como deve ser.

A energia interna e o calor especifico ¢y
Considerando a energia interna como uma fungao de 7', v,

ou ou
e A e .
du (6T>Vd +(av>Td“

A primeira equacao da energia é,
0
ouN _p(ory _,
ov /), or ).,

(@) =alv—alv=0.
ov ),

A energia interna depende apenas de T', e podemos escrever,

logo,

mﬂ:/wﬂ.

O calor especifico ¢,
Calculamos ¢, da relacao

Tv?
Cp — Cy = o
A entropia
A primeira equacao T'dS é,
dp
Tds=cydT +T | =] d
s =cy + < 8T)V v,

portanto,

95\ _ (2 _,,
c%T_ 8TV_ ’

Integrando a expressao acima em relagao a v com T' constante,

1
s(T,v) = 5@212 +0(T).
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Calculando ¢y,

cy =T (g—;> = THh(T). (318)

Portanto,

u(T) = / cydT = / TH(T)dT = Th(T) — / b(T)dT .

A entalpia
A entalpia é,
h=u+pv,

ou,

h = av*T + TH(T) — / b(T)dT . (319)

A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz ¢,
f=u—"Ts,

ou,

f= —%aqﬂT - / b(T)dT . (320)

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,

g=h-—-"Ts,
ou,
I
9= T— | b(T)dT . (321)
Processos adiabaticos

Um processo adiabatico é definido por s constante,

1
§av2 +b(T) = s;. (322)

O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,
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Vimos que podemos escrever i na forma

p=—(8T ~1).

Cp

or
o)y’

1 gT
77—0—V<p—?)-

Os coeficientes viriais
A expansao virial para a equagao de estado é,

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

n

que pode ser escrito como,

pv B C
— =14+—4+=+4...
RT * v * v? -
Escrevemos a equacao de estado (312) na forma acima,
pv av? £(T0)
— = —= v).
RT" R ’

Vemos que nao temos uma expansao de f em séries de poténcias de 1/v.

22 A equacao de estado p = AvT*

Consideremos agora a equagao de estado [2],

p= AvT*. (323)

As derivadas da equagao de estado sao,

op B 3
(8T>V =4 AvT” |
ANYS
o ) ’
9*p
(w)T =0. (324)
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Vemos que nao temos ponto critico nem expansao virial para essa equacao.
Derivando a equacao de estado em relacao a T' com p constante,

ov )
= A — | T*+4AvT3
0 (8T)p + 4AVT™
logo,
ov ) 4v
— ] =—-——. (325)
<8T » T

Podemos verificar que,

(@), (3), o), =

O coeficiente de expansao volumétrica
e a compressibilidade isotérmica
O coeficiente de expansao volumétrica é dado por

1 /0v
B:Z(a—T)p,

4
b= (326)

A compressibilidade isotérmica é dada por

_1(ov
" v \Op)

ou,

ou,
_ (327)
T T ATt
Podemos verificar que
B_ (@)
K or ).’

como deve ser.
A energia interna e o calor especifico ¢y
Considerando u como uma funcao de T, v,

ou ou
du = (@_T)VdT+ (%>Tdv.
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A primeira equagao da energia é,
0 0
ov ) or),,

(%) = 3AvT*.
ov ) 1

Integrando a expressao acima em relagao a v com T constante,

ou,

u(T,v) = ;AU2T4 +a(T).

Calculando ¢y,
cy = Juy 6 AT + a(T) (328)
v=1\37 o .
O calor especifico ¢,
Calculamos ¢, da relagao

TvS?
Cp — Cy = o
A entropia
A primeira equacao T'dS é,
Ip
Tds=cydT +T | =] d
T <6T>V "

logo,
0s cy a(T)
— | == =6A*T* 4+ —~.
(8T> , T vt
Integrando a expressao acima em relagao a T' com v constante,
a(T)

T (329)

s(T,v) = 3Av°T? + /

A entalpia
A entalpia é,

h=u+pv,

ou,
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h = gA02T4 +a(T).

A energia livre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz é,

f=u—"Ts,

ou,

f= _gAv2T4+a(T) —T/a<T)dT.

T

A energia livre de Gibbs
A energia livre de Gibbs é,

g=h—-Ts,
ou,

1 a(T)
= ——Av’T* T —-T | —2
g Y +a(T) / T

Processos adiabaticos

Um processo adiabatico é definido por s constante, ou,

AT
3AVT® + / %dT — .

O coeficiente de Joule-Kelvin
O coeficiente de Joule-Kelvin é,

Vimos que podemos escrever i na forma
v
p=—(T—1).
Cp

O coeficiente de Joule
O coeficiente de Joule é,

ar
n v ),

que pode ser escrito como,

102

dr.

(330)

(331)

(332)

(333)

(334)

(335)

(336)



nzciv<p—%T) : (337)
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