10 - A equacao da onda em coordenadas

cilindricas
A equagao da onda é,
Pu
W =v°V u, (1)

em que v é uma constante representando a velocidade de propagacao da onda
no meio considerado. Em coordenadas cilindricas,

1 0%u 19 ou 1 0%u N 0*u @)
v2 Ot2 pdp p(?p p2op? 022
Primeiro separamos o tempo das coordenadas espaciais, como fizemos na
equacao do calor, escrevendo a solugao como,

u(t,r) =T(t)F(r). (3)
Substituindo em (1) obtemos,
1 _d*T
—F—— =TV?F
v? di? viE,
ou,
1 &#*T V°F
VT dt2 F
Igualando a equagao acima a uma constante,
1 &#*T V*F \2
T dt2 F ’
obtemos as equagoes,
d*T 9
W—F()\U)TIO, (4)
e?
VEF + M F=0. (5)
A equacao para T possui solucao,
T(t) = ay cos(Avt) 4 agsen (Avt) . (6)

Notemos que a constante de separagao \ esta relacionada com as frequéncias
de oscilagao. De fato, temos,



A =w,

em que w = 2r/T = 2nf é a frequéncia angular da onda, f a frequéncia
linear, e T' o periodo. Assim,

w w wT 27

) /T Ae Ao

em que A. ¢ o comprimento da onda. Vemos que A corresponde ao ntimero
de onda. Temos agora que resolver a equacao para F. Como essa equacao

¢é identica a obtida no caso da equacao do calor, nao precisamos repetir o
procedimento aqui. Podemos passar para os problemas.

1 Problemas

1. Considere a regiao 0 < p < a. Calcule a soluc¢ao u(t, p) da equacao de
onda, sendo u(t,a) = u, e u(0,p) = f(p).
A solugdo geral €,

u(t,p) = co+doInp + Z Jo(Ap)[ay cos(Avt) + agsen (Avt)],
y

em que co+dyln p representa a solucao da equagao de Laplace. As condig¢oes
de contorno nos dao as equacoes,

u(t,a) = wu, = co+ doup(a) + Z Jo(Aa)[ay cos(Avt) + azsen (Avt)],

u(0,p) = flp) = co+douo(p) +»_ Jo(Ap)as -

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

Jo(hja) =0, j=1,2,...

Obtemos assim as equagoes,

U = co + doug(a) ,

f(p) — co — douo(p) = Z Jo(Ajp)as; -

A sequnda equacdo é uma série de funcoes de Bessel,

2



Fp) =Y Aju(Ninp)

j=1
2 a
A= s | ) o).

a2‘]n+1 (Ajna
logo,

o= wpo | " pho (i)l () — co — douo(p)ldp,

em que usamos \jo = A\; por simplicidade. Como f(a) = u,, estamos livres

para escolher uma das constantes ¢y ou dy. Escolhemos cg = 0 e dy = 1,
assim,

Uy = uo(a)

) — uo(p ZJO ip)ai; ,

a1j = m /Oa pJo(Aip)[f (p) — uo(p)ldp.

Também podemos fazer as = 0. A solugao € portanto,

u(t,p) = +Zcos)\vt

>< / " pIo s () — o)l

Consideremos o caso particular em que u, = 0. Nesse caso obtemos
up(a) = 0 e portanto ug(p) = 0. A solugao fica entiao (Spiegel [7] probl.
6.94),

ult,p) = Zcoswm% | pnnin oo,

J

2. Calcule u(t, p) na regiao 0 < p < a com as condigoes,



u(t,a) = p(t),
u(0,p) = ¢(p),
u(0, p) = ¥(p)

3. Considere a regiao a < p < b. Calcule u(t, p) sendo u(t,a) = ug,
u(t,b) = up e u(0,p) = f(p) (Spiegel [7], probl. 6.117a com u, = u, = 0).
A solucdo €,

u(t,p) = co+douo(p)
+ > [b1Jo(Ap) + baYo(Ap)][a1 cos(t) + assen (Avt)]

e as condicoes de contorno,

u(t,a) = u, = co+ doup(a)

+ Z[bl Jo(Aa) 4+ baYy(Aa)][ar cos(Avt) + agsen (Avt)],
U(t, b) = Uy, =1Cy+ ngo(b)

+ Z[leo()\b) + by Yo (Ab)][ay cos(Avt) 4+ agsen (Avt)],

u(0,p) = f(p) = co+ douo(p)
+ Z[bh]o()\p) + bYo(Ap)]ay .

Satisfazemos as equagoes acima escolhendo,

blon()\ja) + ijYo()\ja) = O7
bljJO()\jb) + bQJK)()\Jb) == 0,

com \; satisfazendo,
J()()\JCL)YE)<)\jb) — Jo()\jb)YE)()\JCO = O, j = 1, 2, c.e
Com isso podemos escrever,

Jo()\‘a)
by = —by; L
“ Yo (M)

4



Também fazemos co = as =0, dy = a1 = 1, logo,

U = up(a)

Up = Uo(b)

b
—UO +ZU/O ]p 1] )

em que usamos,

ug(Ajp) = Jo(Ajp)Yo(Aja) — Jo(Aja)Yo(Asp) .

Uma série em funcoes de Bessel ug(Ajp) €,

p) = ZAJU()()‘jp) )

L e (p)us(Nip)dp
: Lpquum)’
logo,
by _ 1 b e Or .
YoOya) j:ﬁﬂuﬂ(Aijde./C puo(A;p)dplf(p) — uo(p)],
Yo(Aja) b
blj Uo )‘j d — Up .
iy, PO eLF(5) )]

A solugao € portanto,

u(t,p) = wuo(p) + Zuo(Ajp) cos(Ajut) X
1

: fabﬂ[uo()\j

b

| puapddol (o) = wa(p).
p))*dp Ja

4. Calcule u(t, p) na regiao a < p < b com as condigdes,

u<t7 a) = 1 (t) ] u(t7 b) = :u2<t> )
u(0,p) = ¢(p), w(0,p) =v(p).
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5. Considere a regiao 0 < p <ae 0 < z < L. Calcule a solugao u(t
sendo u(t,a, z)

w(p, z).

Py 2
= f(2), u(t,p,0) = g(p), u(t,p,L) = hip) e u(0,p,z) =

Escrevemos a solu¢do u como,

U(t, P Z) = ¢+ dOUO(pv Z)

+ Z Jo(ap)[by cos pz + basen pz|[ay cos(Avt) 4+ agsen (Avt)],
Al

Q= V)‘Q_H’Qv )‘2>,u27

e as condi¢oes de contorno,

u(t,a,z) =

u(t,p,0) =

u(t,p, L) =

u(07 p? Z) =

f(2) = co + douo(a, 2)

+ Z Jo(aa)[by cos pz + basen pz|[ay cos(Avt) 4+ agsen (Avt)],
Al

9(p) = co + douo(p, 2)

+ Z Jo(ap)bi[ay cos(Avt) + agsen (Avt)],
Ap

h(p) = co + douo(p, 2)

+ Z Jo(ap)[by cos uL + bysen pL][ay cos(Avt) + agsen (Avt)],
Al

w(p, z) = co + douo(p, 2)

+ Z Jo(ap)[by cos pz + bysen pzay |
Ap

o=/ =2, N>t

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,

logo,

Jo(aja) =0, j=1,2,...
by=0, bp=1, ay =0,
Ll =kr, k=0,1,2,...
=0, dy=1,
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A equacgao para w € uma série de Fourier de senos e uma série de fungoes
de Bessel. Assim, como,

f(z) = ZBjsen (jmz/L),

A, =0,

o L

BA:Z/ f(x)sen(jmx/L)dx, j=0,1,2,...
0

J

temos,

ZalJo(ajp) = %/0 [w(p, z) —uop(p, z)|sen (knz/L) dz .

A expressio acima é uma série de funcoes de Bessel,

flp) = Z Ajdn(ajnp)

A = o [ (st o).

2
az‘]n—i-l(ajna

assim, escrevendo oo = «; por simplicidade,
9 L

- e / phasp)do / [w(p,2) — uo(p, =))sen (kmz/L) dz.

ai

A solucao € entao,



u(t,p,2) = uo(p,2)+ Z Jo(p)sen pgz cos(y/af + pgut) x
ik
NI / " pdo(ip)dp x
@ T (aa) Jy

X%/o [w(p, z) — uo(p, z)]sen (knz/L) dz ,

a= /22— 2, N>t

6. Considere a regiao 0 < p < ae 0 < z < L. Calcule a solucao u(t, p, 2)
sendo,

u(t,a,z) = ui(t, z), u(t,p,0)=uw(t,p), ult,p,L) =t p),
u(0,p,2) = p(p, 2), w(0,p,2) =Y(p,2).
7. Considere a regiao a < p <be 0 <z < L. Calcule a solugao u(t, p, 2)
sendo u(t, a,z) = f(z), u(t,b, 2) = g(z), u(t, p,0) = h(p), u(t, p, L) = v(p) e

u(0,p,2) = w(p, 2).
Escrevemos u como,

u(t,p,z) = co+ doug(p, 2)
+> lerdo(ap) + e2Yo(ap)] x

A
X [by cos pz + basen puz][ay cos(Avt) + agsen (Avt)] ,

= \/>‘2_:u27 /\2>M27

e as condicoes de contorno,



U(t, a, Z) = f(Z) =Co + d()uO(a7 Z)
+ Z[cljo(oza) + oYy (a)] x
Ap
X [by cos pz + basen pz|[ay cos(Avt) 4+ agsen (Avt)],
U’(t? ba Z) = g(Z) =Co + d0u0<b7 Z)
+ Z[clJo(ab) + e Yo(ab)] x
Ap
X [by cos pz + bysen puz][ay cos(Avt) + agsen (Avt)],

u(t, p,0) = h(p) = co+ douo(p,0)
+ ) lendo(ap) + exYo(ap)]

Ap
Xby[ay cos(Avt) + agsen (Avt)],

u(tv Ps L) = U(ﬂ) =+ dOuO(p’ L)
+ Z[Cl Jo(ap) + c2Yo(ap)] x

Ap
X [by cos L + bysen pL][ay cos(Avt) 4+ agsen (Avt)],
U(Oa P, Z) = IU(p, Z) = Co + doUo(,O, Z)

+ Z[ClJo(Oép) +eYo(ap)] x

X [by cos pz + basen puzlay
Q= VA2_M27 A2>ﬂ27
Escolhemos entao,

c1do(aa) + e2Yp(aa) =0,
c1Jo(ab) + Yo (ab) =0,

by=0, by=1,
[I/kL:le',
COZOa d():la

assim, os valores de o sao determinados por,

J()(Oéja)YE](Oéjb) — Jo(ozjb)%(ozja) = 0, j = 1, 2, c.

e podemos escrever,



Jo(cwa)
Yo(aa)

As condicoes de contorno ficam, fazendo ¢y =1,

Co = —(C1

f(z) = wpla,z),
9(z) = wo(b,2),
h(p) = wuo(p,0),
v(p) uo(p, L)
w(p,?) = wolpr2) + Y e ug(ap)sen iz

Yo(aya)
a=\X2—pu2, N> 2,

com,

uo(jp) = Jo(oyp)Yo(eya) — Jo(aja)Yo(asp) .
Temos novamente séries de Fourier e de Bessel. Assim, uma série de Fourier
de senos €,

f(2) =3 Bysen(jmz/ 1),
j=1
A] - 0,
L
B; = %/0 f(z)sen(jmz/L)dx, j=1,2,...

logo,

ZalYO ! up(ayp) = %/0 sen(kmwz/L)dz[w(p, z) — uo(p, 2)] -

- (aja)

Uma série de fungoes de Bessel u,(ap) €,

f(p) = ZAqu(Oéjup) ,

A — fab pf(p)uu(up)dp
T lulagp)Pdp
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assim,

1 1
ay =
Yo(aja) Ji, pluo(p)Pdp
L

x% /0 sen (krz/L) d2[w(p, 2) — uo(p, 2)],

b
/ puo(ajp)dp X

ou,

_ Yo(aja)
J? pluo(azp)]2dp

X%/o sen(kmwz/L) dz[w(p, z) — uo(p, )],

ai

b
/ puo(ajp)dp X

A solucdo € entao, escolhendo as =0,

U<t7p7 Z) = UO(p7 Z)
+ Zuo(ajp)sen,ukz cos(y/ a3 + pRvt) x
ik
1

" TP pluolage)dp / proleapip

X%/o sen(kmz/L) dz[w(p, z) — uo(p, )],

a= /A2 =2, N>t

8. Considere a regiao a < p <be 0 < z < L. Calcule a solugao u(t, p, z)
sendo,

u(t,a,z) = ui(t,z), u(t,b,z) = ps(t,z),
u<t7p70>:V1(t7p)7 u(t7p7L):V2(t7p)7

U(O,p, Z) = go(p, Z)? ut(ovpv Z) = @/J(P, Z) :
9. Calcule u(t,p,p) em 0 < p < a com as condigdes de contorno

u(t,a, o) = f(e), u(0,p, ) = g(p, ») (Spiegel [7], probl. 6.31 com f = 0).
A solucao €,
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u(t,p,p) = co+ douo(p, )

+ Z Ju(Ap)[b1, cos pp + baysen pup] X
Ap

X [a1 cos(Avt) + agsen (Avt)],

e as condicoes de contorno sao,

u(t’ a, @) = f(‘P) = Co+ dOUO(av 90)

+ Z Ju(Aa)[b1, cos pp + by sen prp] X
Ap
X [ay cos(Avt) + agsen (Avt)],

u(0,p,0) = g(p,¢) = co+ douo(p, )
+ Z Ju(Ap)[b1,, cos pip + baysen pplay

Ap

Escolhemos portanto,

COZOa d0:17
Ju(Njea) =0, j=1,2,...

alzl,GQZO.

Com isso as condigcoes de contorno ficam,

fle) = uola, ),
9(p,9) = uolp, @)+ > Ju(Njup)[bru cos pp + byysen g
Jp
A dltima expressao acima € uma série de Fourier e uma série de Bessel.
Temos,

A oo
— 70 + ;(Aj cos jo + Bjsenjy),

e
A= %/W f(z)cos jx dx,

1
o

B; f(z)senjxdx, j=0,1,2,...
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logo,

= Jo(Ajop)bo = % /_ " dalgp.2) — wlpya)],
= Z Ju(Njup)bry = / cos px dz(g(p, x) — uo(p, )],
Bu(p) = Z Ju(Njup)boy = ;/ sen p dzlg(p, x) — uo(p, )] .

As expressoes acima sao séries de funcoes de Bessel,

p) = Aidu(Nnp)
j=1

2 a
A' = "5 9 N~ n )\n d 9
= T o) /O pIn(Ainp) f (p)dp
assim,
_ 2 ¢ Ao(p)
bio = W/o PJO()\jOP) 5
2 a
by, = ———— J.(\iup)A d
1p a2J2+1<)‘jua)/o pJu(Njup)Au(p)dp,
2 a
by = ———— J.(Ni.p)B d
2% a2J3+1<>‘jua)/0 pJu(Njup) Bulp)dp,
ou,

2 “ 1 (7
o = gt |, ooy [ delote.a) i)

2 _/ cos px dz[g(p, x) — ug(p, )],
/.

2 a
boyy = ——5——— )d
" a*Jii 1 (Ajua) /0 (iue)dp

A solucdo € portanto,

b = d
v a*J; 1 (Ajua) / el
senpx dzlg(p, x) — uo(p, )] .

Nl 3] e
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u(tv P, 90> = uO(ﬂu 90)
+ Z Jo(A;p) cos(Ajut) x

J

2 a
— Xiop)d
X E T o) /O pJo(Njop)dp x

1 ™
<5 [ dalop.a) = wlp.o)]
+ Z Ju(Ajup) cos pp cos(Aj,vt) x
JH
2 /a Ju(Njup)dp X
5 | PTuNjup)dp
(Ajua) Jo "

X
2 72
a?Ji

1 K

<2 [ cospadaly(p.) = wo(p. o)

+ Z Ju(Njup)sen pp cos(Aj,vt) X
Ju

X 2 /apJ (Njup)dp %
a2<]5+1<)‘jua) o

x% /7r senpx dz[g(p, ) — uo(p, )] .

™

Consideremos o caso particularu(t,a, ) = f(¢) =0, u(0, p, ¢) = g(p, p) =
pcos 3, u(0, p, ) =0 (Spiegel [7], probl. 6.95). Temos entao uy(p,p) =0
67
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u(t, p,p) = ZJO()\jp)cos(Ajvt)x

2 a
_ Jo(Niop)d
XCZZJ%()\]-OCL)/O P O( 30/0) P X

1 ™
X B dx[p cos 3x]

+ Z Ju(Ajup) cos pp cos(Aj,vt) x
Ju
2 / * T (sup)dp x
5 | PTu(Njup)dp
(Njua) Jo T

X
2 72
a* i

1 s

X—/ cos px dx[p cos 3z
™ —T

+Z Ju(Ajup)sen pup cos(Aj,vt) x
Jp

N / " T Osup)dp x
BT D) Jo P01

pt1

1 s
X — / sen px dz|p cos 3] .
m

—T

Usando,
/ dxcos3xr =0,
™ — 3
/ cos px cos 3x dr = o
-7 07 N 7£ 3
/ senpuz cos3xdr = 0.
obtemos,

ult ) = 3 Ja(Aisp) cos g cos(Ajst) X

J

2 ‘o,
_ J3(Nisp)dp .
Xa2Jf(/\j3a)/o P 3( 33/)) 4

Usando a integral indefinida,
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temos,

@ 1
/0 P’ Js(A\p)dp = X [—M?a® J5(Aa) — 4haJi(Aa) — 8Jp(Aa) + 8] .
Por outro lado, temos a relacao,

To(z) ;Jl(x) = (@)

logo,

/O ’ p*Js(A\p)dp = % [—6XaJi(Aa) + (Na® — 8)Jo(Aa) + 8] .

Podemos escrever entao,

u(t,p,p) = Z J3(Ajsp) cos 3¢ cos(Ajzut) X
J
X# L [ 6A;3aJ1(A; a)—|—()\2. a2_8)J(/\. a)—|—8}
a?J}(Njza) A% 93813 73 043 :
10. Calcule u(t, p,p) em 0 < p < a com as condigoes de contorno,

u(t, a, ) = p(t, ),
u(0, p, ) = w(p, ),
u(0, p, ) = V(p, ) -

11. Calcule u(t, p,p) em a < p < b com as condigdes de contorno,

u(t, a, ) = pa(t, o),
u(t, b, p) = pa(t, ¢),
u(0, p, ) = w(p: ),

u (0, p, ) = P(ps ) -
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12.  Calcule u(t,p,¢) em a < p
u(t,a, ) = f(p), u(t,b,9) = g(p), u

< b com as condicoes de contorno
(0,p,) = h(p.p) (Spiegel [7], probl.

6.117b com f =g =0).

A solucao €,

u(t, p, )

= co+ douo(p, @)

+ Z[CI/\JM()‘/)) + o\ Y, (Ap)][b1, cos pup + by, sen pup] X
Ap
X [ay cos(Avt) + agsen (Avt)],

e as condicoes de contorno,

u(t,a, p)

u(t,b, ¢)

u(0, p, @)

Escolhemos,

f(p) = co + douo(a, ¢)

+ Z[Cl)\JH()\CL) + oY, (Aa)][b1, cos fup + by, sen pup] X
A

X [a1 cos(Avt) + agsen (Avt)],

9(¢) = co + douo(b, ¢)

+ Z[Cl)\‘]ﬂ()‘b) + €22 Y},(AD)][b1, cos o + by sen pup] X
Ap

X [ay cos(Avt) + agsen (Avt)],

h(p, p) = co + douo(p, )

+ Z[CL\JM()\P) + o\ Y, (Ap)][b1, cos pp + by sen ] X
Ap
Xas .

CD\JM(/\G) + CQAYM(AG) = O7
c1a (M) + €3 Y, (AD) = 0,
Co = 0, d[) = 1,

alzl, CLQZO.

Podemos entao escrever cy como,

Ju(Aa)
(Aa)’

Cox = —C1)

=<

logo, fazendo c1y =1,
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flp) = wuola,p)
uo(b, )
h(p, ) = uo(p,

0)
+ 0 — L)Y, ()]

[bm oS fup + ba,sen pp) .

Usando,

u,(Ap) = Ju(Ap)Y,(Aa) — J.(Aa)Y,.(Ap),

a equagao para h fica,

hp, ) = uolp, )
1
—l—ZuH jup Yilus )[blﬂcosugo—l—bgﬂsenugo].

Temos uma série de Fourier,

A oo
flo) ==+ Z Ajcosjo + Bjsenjp),

:—/ f(z)cos jx dx,

7T —T
1 [7 ) )

:—/ f(z)senjxdx, j=0,1,2,...
7T —TT

logo,

1 s
Zuo Jol) )510 = ﬁ/ [h(p, ) — uo(p, z)ldz
1 1 [
Zuu )y b= — | cospx[h(p,x) — uop, x))de

1 1 [7
Zuu (Aju) Mﬂ)b —- / senpa [h(p,¥) — uo(p, x))da



Agora temos séries de funcgoes de Bessel,

p) = Z Aju(Njup) s

f pf(p)u(Njup)dp
fa/)uu jm] dp

Y

assim,
b
Yo(;joa) o = fb ]OP 2d/O/a pAO oL or)dp
b
—Yu(;jua)bm: ol mp s /a pAL(P)uu(Njup)dp
—Yu&jﬂa)bm = 7 plunConr)2dp /a pru u(Ajup)dp
o,
Yo(Ajoa)

b
puo(Njop)dp X
Ji, pluo(Njop) 2dp /a ’

T™J_n
Y, (\ia b
bl# = — M< JH ) 5 / pu“()\mp)dp X
o Plup(Njup)2dp Ja

| cos e bl ) — uo(p. ),
Yu()‘jua)

7 bl ) 2dp
<2 [ sen g h(p. ) — valp. )lda

b
/ puu(Ajup)dp x

A solucdo € portanto,
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u<t7 Ps 90) = UO(pv 30)

0(Ajp)
(Aot
—I—Z oAaCOS jut) X

J

Yo(Nipa b
olAj00) / puo(Ajop)dp <
f P[U (Ajop)|2dp Ja

X oo [h(p,) uo(p, v)|dz

—i—Z ug)\ cos(Ajut) cos pp X

b
- YM(AJMG) 2 / ,Ouy()\]pp)dp %
T p[uu(kgup dp
xl/ CoS [t ,x) — up(p, z)|dz
™ ™
uu( p)
+ Z Y, (ha) cos(Ajut)sen pup X
jn
Yu(Ajua) /b
puu(Ajup)dp X
fbp[uu()\mp [?dp Ja

x% /7r senpx [h(p, ) — uo(p, x)]dx .

13. Calcule u(t, p,p,2z) em 0 < p < a, 0 < z < L com as condigdes de

contorno u<t7 a, ¥, Z) = f(‘pa Z)’ u(t7 2R 0) = g(,O, 90)7 u(tv P, P, L) = h(pv ‘70)7
w(0, p, ¢, 2) = w(p, ¢, 2).
Escrevemos a solugcao como,

U(t,p,gO,Z) = Co—i—doU,o(p,QO,Z)

+ Z Ju(Bp) %

Bop
X [d14 cOS 2 + dags€N Q2] X

X by, cos pp + oy sen pup] X
X [a1 cos(Avt) + agsen (Avt)],
)\2_&2:527 )\2>Oé2,

e as condi¢coes de contorno,
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u(t, a, p, 2)

u(t, p, ,0)

u(t, p,p, L)

u(0, p, ¢, 2)

f(% Z) =Co + dOUU(aa ®, Z)
+ Z J.(Ba) x

Bap
X[d1o cOs az + dagsenaz] X
X b1, cos e + boysen pup] X
X [a1 cos(Avt) + agsen (Avt)],
9(p, ) = co + douo(p, ¢, 0)
+ Z Ju(Bp) %

Bap
Xdyq X

X [b1,, cos pp + boysen pp] X
x[aq cos(Avt) + agsen (Avt)],
h(p, ) = co + douo(p, ¢, L)
+ Z Ju(Bp) %

Bop
X [d1o cos L + dogsenal] x
X [b1,, cos i + oy sen pup] X
X [a1 cos(Avt) + agsen (Avt)],
’UJ(,O, 2 Z) = Cp + dOUJO(p7 2 Z)
+ Ju(Bp) %

Bap
X[d1o cOs az + dagsenaz] x
X [b1,, cos i + oy s€n up] X
Xay ,
M —a?=p5%, N>’

Para satisfazer as condigoes acima escolhemos,

logo,

co=0, dy=1,

J.(Bjua) =0, j=1,2,...
dia =0, doy =1,

ar =1, a; =0,
apl = k|
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flp,2) = wol(a,p,2)
g(p,0) = uo(p,9,0)
h(p,p) = UO(p7§07 L)
w(p,p,z) = uo(p, g, 2)
+ Z Ju(Bijup)senagz X
Jkp

X by, cos pp + by sen pup]
N —a?=p6% N>l

A equagao para w € uma série de Fourier, uma série de Fourier de senos, e
uma série de funcoes de Bessel. Da expressao de uma série de Fourier,

A oo
flo) == Z (A; cos jip + Bjsenjp)
/ f(z)cos jx dx,
B; f( Jsenjrdx, j=0,1,2,...
T

temos,

A
= Zblojo Bjop)senagz = —/ w(p,x,z) —uo(p,z,2)] d

™

1
A, = Zblu (Bjup)senagz = ﬂ/ [w(p,x,z) —uo(p, z, 2)] cos px dx

—T

™

1
Z bouJu(Bjup)senayz = / [w(p, x,z) —up(p, x, z)|sen pzx dx .
7r

—T

As expressoes acima sao séries de Fourier de senos,

z) = ZBjsen (jmz/L),
j=1
Aj - 0,

9 L
Bi=1 / fa)sen (jma/L)de, j=0,1,2,...
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logo,

L
ZbloJo(ﬂjop) = %/ sen(kmwz/L)dz X

—/ w(p,x,z) —ug(p, z, 2)] dz,
Zblu (Bjup) = Z/ sen(kmwz/L)dz X

0

1 /™
X_/ [”LU(p,QI,Z)—Uo(p,LE,Z)} cos px dx
™

—T

9 L
Zbgu (Bjup) = Z/o sen(kmwz/L)dz X

1 [~
X_/ [w(p,x,z)—uo(p,x,z)}sen,uz:dx.
s

—T

Temos agora séries de funcoes de Bessel,

2 a
Aj= —/ pdn(Binp) f(p)dp
Ta TR (Bina) Jo !
assim,
by = 2 /a Jo(Bjop)d 2/Lsen(k z/L)dz %
0 = J ]0a> PJolPj0p0 PL ; ™
1
2—/ w(p,z,z) —u(p, x, z)] dz,
b 2 /apJ (B; p)dp2 /L sen(kmz/L)dz x
= T
" aJuH(ﬁwa) 0 " L Jo
1 s
X_/ [w(p,l’,Z) —Uo(p,l',Z)] COS/L.TdI,
™ —T
2 “ 2 [*
by = m pJM(ﬁjup)dpz i sen(kmz/L)dz x

1
X_/ [ (,O,x,z)—uo(p,ac,z)]senuxdx.
L —
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A solucdo € portanto,

u(t> P ¥, Z) = uD(ﬂa P, Z)

+ Z Jo(Bjop) senayz cos(Avt) x
ik
w2 / Jo(8 )dZ/L (krz/L) d= x
— ; — | sen(kmz 2
@ T (Boa) Jo "L Sy
1 ™
X% _F[w(pwxaz)_uo(paxaz)] dz ,
+ Z J(Bjup)sen agz cos e cos(Avt) x
Jku
2 “ 2 [*
————— | pJu(Bjup)dp— | sen(kmz/L)dz x
Bina) Jo L Jo

a1

1 iy
<2 / [w(p, 3, 2) — uo(p, , 2)] cos puz
T

—Tr

+ Z J(Bjup)senagzsen pup cos(Avt) x
Jku
L

2 “ 2
5 )/0 pJ#(,Bj#p)dpz/o sen(kmz/L)dz x

a®Ji 1 (Bjua

1 ™
X—/ [w(p,x,z)—uo(p,x, z)]sen,uxdx,
(s

—Tr

N—a?=06%, N2> aP.

14. Calcule u(t, p,p,z) em 0 < p < a, 0 < z < L com as condigbes de
contorno,

u(t,a, @, z) = ult, @, z),
u(t, p,¢,0) = w1(t, p,p) ,
u(t, p,p, L) = 1a(t, p, ) ,
u(0,p,0,2) = 0(pp, 2) ,
u(0,p, 0, 2) = Y(p, p,2) .

15. Calcule u(t, p,¢,z) em a < p < b, 0 < z < L com as condigoes de
contorno u(t,a,p, z) = f(p,z), u(t,b,p,2) = g(p, 2), u(t, p,e,0) = hp, ),
u(t, p, o, L) = wip, ), u(0,p, ¢, 2) = v(p, ¢, 2).
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Escrevemos a solugao como,

u(t,p,p,z) = co+ doug(p,p, z)
+3 [erJu(Bp) + Y, (Bp)] x

Bap
X[d1o cOs az + dagsenaz| X

X [b1,, cos pp + oy s€n pup] X
X [aq cos(Avt) + agsen (Avt)],
)\2_0[22527 )\2>Oé2,

e as condi¢coes de contorno,
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U(t, a, ¢, Z) = f(@? ) =Co+ d0u0<a 2 Z)
+3 [erJu(Ba) + eV, (Ba)] x
Bap
X [d1q cOS 0z + dog senaz| X
X [b1, cos pp + oy sen pup] X
X [ay cos(Avt) + agsen (Avt)],
u(t’ b, ¢, Z) = g(@’ ) =Co+ d0u0<b ¥, Z)
+ 3 e u(Bb) + 2Y,u(Bb)] x
Bap
X [d14 cOs az + dags€n 2] X
X by, cos pp + oy sen pup] x
X [ay cos(Avt) + agsen (Avt)],
u(t,p,p,0) = h(p,p) = co+douo(p,,0)
+3 1 u(Bp) + e2Yiu(Bp)] x

Bap
Xd1g X
X [b1,, cos pp + baysen pup] X
X [ay cos(Avt) + agsen (Avt)],

u(t, p, 0, L) = w(p,¢) = co+ douo(p, p, L)
+ Z c1Ju(Bp) + c2Yu(Bp)] x
Bap

X [d14 cos L + doygsenal] x

X by, cos pup + oy sen fup] X
X [a1 cos(Avt) + agsen (Avt)],

U(07P78072> = (p7907 ) = Cp +d0U0(Pa (P,Z)
+ Z c1du(Bp) + c2Yu(Bp)] x
Bap

X [d14 cOs az + dagsenaz| x

X [, cos pp + oy sen pup] X
xXay ,
)\2—042:62, )\2>O[2,

Satisfazemos as condigoes acima escolhendo,
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co=0, dy=1,
J.(Ba) + oY, (Ba) =0,
1J,(Bb) + oY, (Bb) =0,
dia =0, doyy =1,
ol = k|
ap=1, ap =0,

logo,
f(p,2) uo(a, ¢, 2),
9(p,2) = ug(b,p,2),
hip, ) = uo(p,,0),
w(p, ) = uolp,p, L),
v(p,p,2) = uo(p,p,2)
+3 [erJu(Bp) + Y, (Bp)] x
Bap

X[d1o cOs az + dagsenaz] X

X [b1,, cos pp + boysen pupl
N —a2=p82, A >al.

Podemos expressar co como,

Também temos,

Ju(Bin@)Yu(Bjub) — Ju(Bijub)Yu(Bjua) =0, j=1,2,...

Assim a equagdo para v fica, fazendo ¢y =1,

v(p,p,2) = uo(p,p,2)
1

+ 3 [ u(Biup) Yo Bjua) — (ﬁjﬂa)yﬂ(gjﬂp)}m «
Jkp p\Fjp
X sen a2 X

X by, cos pp + boysen pupl
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ou,

v(p,p,2) = uolp,p,2)

—l—Zu” ﬁjup (5 )senakz X
jnd

Jku
X by, cos pp + by sen ) .

Temos uma série de Fourier,

logo,

A o0
= 70 -+ ;(Aj cos jop + Bjsenjyp) ,

1 K
A; = —/ f(x) cos jrdr,

T™J_n
1 s

Bj == flz)senjrdr, j=0,1,2,...
T™J -7

= ZUO ﬂjop K)(B]() )36nO{kZb10,

1 T
- % [U(p,I,Z) _uﬂ(pvxa Z)] d(lf,

= U, (Biup) ————senagzby,
Z g Jup (B]#a) S

1 iy
-1 / cos palv(p, v, 2) — wo(p, 7, 2)] dz
T

™

= Zuu ﬁwp 5 )senakzbgu,
jund

1 (™
= _/ sen,ux[v(p,m,z) - Uo(p,l', 2)] dx .
™

—T

Uma série de Fourier de senos €,
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(= 3 Bsenns/ ).
=1
A; =0,
L
B; = %/ f(z)sen(jmz/L)dx, j=0,1,2,...

assim,

L
A

/ sen (kmz/L) dzw ,

0

1o

1
2l
2

_ 2 / sen (krz/L) dz x
—/ v(p,x,z) —up(p, x, 2)] dz,

Sty ot = 1 / sen(krz/L) d=A(p. )
_ %/OLsen(lmz/L)dzx
x% _: cos jiz[v(p, &, ) — ol p, x, 2)] dz |
S iy Foat = 1 / sen (kmz/L) d=B,(p, =)
2

- / sen(kmz/L) dz x

1 (7
X_/ sen,ux[v(p,x,z)—uo(p,a:,z)] d .
™

—T

h

Temos, por fim, séries em funcoes de Bessel,

= Z Aju(Biup)
b
A= o L PO,

0 que nos dd,
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_ Yo(Bjoa) ’ 2 [*
byp = ffp[uo(ﬂjjop)]de/a puo(ﬁjgp)dpz/o sen(kmz/L)dz x

1 T
X%/_W[U(p,%@ —U()(p,l',Z)] dx

v (8, b o L
b, = ffp[ui(é];;?ﬂ?dp/a Puuwﬂﬂp)de/o sen(kmwz/L)dz x

1 ™
X_/ COS:U“%‘[U<107$7Z) —UO(p,ZIJ,Z)] dIu
™

—T

Yu(ﬁjua) b 2 [t
by = ) dp= krz/L)d
" fjp[uuwmp)}zdp/a punlfuio | sen(bns/ L) ds
Xl/ S@'I’L[L.I’[U(p,{[,z) _uo(p,l',Z)] dr .
T

—T

A solucdo € portanto,
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u(t,p,p,2) = uo(p, e, 2)

Uo (BJOP)
Yo(Bjoa)
)

YO(ﬁ 0a b 9 L
Xf p[UO(BJJOP)Pdp/a Puo(@jop)dﬂz/o SCR(/’CWZ/L) dz %

Xo- [U(p,x‘,z)—uo(p,x,z)] dl’,

+

senagz cos(Avt) x

sen agzsen pup cos(Avt) X

b 2 L
| ouuedog [ senthn/n)dz x
a 0

1
X— SGH/LI[U(p,.T,Z)—Uo(p,l’72>] dl”
™

™
N —a?=p%, N>’

16. Calcule u(t, p,¢,z) em a < p < b, 0 < z < L com as condigoes de

contorno,

u(t,a,p,z) = m(t, ¢, 2),
u(t,b,p,2) = pa(t, v, 2),
u(t, p,¢,0) = w1(t, p,p),
u(t, p, o, L) = ws(t, p, o) ,

u(0, p, 0, 2) = 0(p ¢, 2)
u(0, p, 0, 2) = Y(ps ¢, 2) -

17. Calcule u(t, p, ¢, z) para,
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= v*V2u+ F(p, ¢, z),

o
(b) N
a—;; =v*V2u+a?,
com « constante,
(© .
8—;6 = v*’V?u + o’u,

com « constante e,

0<p<a, 0<p<2r, 0<z<1L,

U(t7 a, ¢, Z) = Ml(% Z) )
U(t7p79070) :Vl(p7<)0)7 U’(p7807L) :VQ(paSO)a
U(O,p, 2 Z) = Sp(pa 2D Z) ) ut(ov Py P, Z) = @D(p, ' Z) .

18. Calcule u(t, p, ¢, z) para,

() ;
a—:; =V + F(t,p,0,2),
(v ;
8—;; =0’V + a?,
com « constante,
“ 0%u
Foi v*V2u + o?u,

com « constante e,

0<p<a, 0<p<2r, 0<z<1L,

U(t, a, ©, Z) = #1(t7 2 Z) 5
U(typ#%o) = Vl(t7p7 (;0) ) u(t7p7Q0)L) = VQ(t7p) @)7
u(0, p, 0,2) = p(p,p, 2) s w0, p,0,2) =1(p,p,2).

19. Calcule u(t, p, ¢, z) para,
(@ ;

u
@ = UQVQ’LL + F(pa 9072) )
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(b)
0%u

W = v2V2u + 062 s
com « constante,
(©) N
U
W = 'U2V2U + CYQU,

com « constante e,

a<p<b, 0<p<2r, 0<2z<1L,
u(t,a,p,2) = pi(p,2), ult,b,p,z) = pp, 2),
u(t, p,p,0) = vi(p. ), ult,p, 0, L) =12(p,9),
u(0, p,p,2) = p(pyp, 2), w(0,p,0,2) = Y(p,p, 2).

20. Calcule u(t, p, ¢, z) para,

(a) N
a_;; = U2V2'LL + F(tapa (7072) >
(b) .
8—;; =0’V +a?,
com « constante,
(©) .
8_152 = v*V?u + o*u,

com « constante e,

a<p<b, 0<p<2r, 0<z<L,
u(t,a,p,2) = pa(t, p,2), u(t,b,p,z) = pa(t, ,2),
u(t, p,0,0) =vi(t, p, ), ult,p,p, L) = wa(t, p, ),
u(0, p,p,2) = p(psp, 2), w0, p,0,2) = Y(p,p, 2).
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