1 - Introducao matematica

Este capitulo baseia-se principalmente nos apéndices do livro de Reif [1].

1 Somas elementares

1.1 A série aritmética

Uma série aritmética é dada pela expressao

Sp=a1+ay+- - +a,, (1)

em que o termo n é

an =ai+ (n—1)r. (2)

A quantidade r é a razdo da série aritmética (1). Conhecendo o primeiro termo
da série a; e a razao r todos os outros termos podem ser calculados. De fato,
conhecendo dois termos entre a1, a, e r o terceiro pode ser calculado usando

(2).
Vamos calcular agora S, definido em (1). Primeiro notamos que

a; + a, =2a; + (n— 1)r,
as + ap_1 =2a; + (n—1)r,

°

e de maneira geral,

a; + an_(i_l) = 2@1 + (n — 1)7’ (3)

Podemos assim escrever

Sn:a1+"'+ana
Sn:an+"'+a17
25, =n(ay + ay,) .

Obtemos assim uma expressao para Sy,



Sy = ;n(al +ay,) . (4)

Substituindo (2) podemos escrever S,, na forma
1
S, = nay + in(n - Dr. (5)

1.2 A série geométrica

Uma série geométrica é dada pela expressao

Sp=a+ay+--+a,=a+qu +ga+ - +q"ar, (6)

em que o termo n é

an =q¢" ta; . (7)

A quantidade g é a razao da série geométrica (6). Conhecendo o primeiro termo
da série a; e a razao q podemos calcular qualquer outro termo. Conhecendo
dois termos entre a1, a, € g o terceiro pode ser calculado usando (7).

Vamos calcular agora S,, definido em (6). Multiplicando (6) por ¢,

¢Sn = qar + a1 + -+ ¢""lar + ¢"ar (8)
Subtraindo (8) de (6) obtemos

(1 - Q)Sn =a — qnal = al(l - qn) ) (9>
portanto
1—qg"
Sp = . 10
ax 1—¢ (10)

Se |q| < 1 e a série geométrica (6) ¢ infinita, isto é n — oo, a série converge,
pois ¢" — 0. Portanto, para n — oo e |g| < 1,

(11)



2 Cilculo da integral [T2° e du

A integral indefinida [ e**dz ndo pode ser calculada em termos de fungoes
elementares. Definimos por I a integral definida

+o0 9

= / e “dx. (12)

— 0o
Podemos calcular I usando o seguinte artificio. Escrevemos I em termos de
uma variavel de integracao diferente,

+o0 2
I :/ e Vdy. (13)

[e.9]

Multiplicando (12) por (13),

—+oo “+00 —+o00 “+o0
I? :/ e"’”zdx/ e’yzdy :/ / e"”Qe’yZd:cdy,

ou

“+o0o +oo
= /_ /_ =@ ddy | (14)

Esta é uma integral sobre todo o plano zy.

Vamos expressar a integral acima em coordenadas polares r e . Entao z? +

y? = r? e o elemento de area é rdrdf (fig. 1.1). Para cobrir o plano inteiro,

as variaveis r e 6 devem cobrir os intervalos 0 < r < oo e 0 < 6 < 27. Desta
forma a equacao acima fica na forma

+oo 2w 9 400 9
I? = / / e " rdrdf = 277/ e "rdr, (15)
o Jo 0

pois a integral em 6 é imediata. O fator r torna a integral trivial. Obtemos

2o /Om (-1) de) = —xle ™ = —x(0—1) =7,  (16)

Portanto,

/_:o e dr = /7. (18)
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Notemos que e~*" é uma funcao par de x, logo,

—+00 “+oo
/ e dr = 2/ e’x2dx,
0

—00

e temos

/;oo e dr = =/ (19)

[ht]
Figura 1.1. Coordenadas polares r, # no plano.

3 Caélculo da integral [;"™ e *z"dx

Para n = 0 obtemos

/ T e = [ = —[0—1] = 1. (20)

Para n qualquer podemos fazer uma integracao por partes,

+oo +o0
/ e faxdr=— / zd(e™™),
0 0

+o0 1
=—[z"e "]d™ + n/ " e dx .
0
O primeiro termo é nulo, logo obtemos a relacao de recorréncia

+oo +o0
/ e "a"dr = n/ e T dw . (21)
0 0

Se n é um inteiro positivo podemos aplicar a equacao acima repetidamente
até obtermos



/0+°° e 2z = n(n —1)(n—2) ... (2)(1),

ou

+oo
/ e “a"dxr =n!. (22)
0

De fato a integral é também bem definida se n é nao inteiro e n > —1.
Definimos em geral a “funcao gama” pela relacao

+o0o
['(n) = / e " dr, n>0. (23)
0

Pela equacgao (22) segue que, se n é um inteiro positivo (n > 1),

['(n)=(n—1)!. (24)
A equagao (21) implica a relagao geral (n > 2)

I'n)=mn-I'(n—-1). (25)
Para n = 1 obtemos de (20) ou de (24)

ra=1. (26)
Notemos que, de (25) e (26), temos I'(2) = I'(1) = 1. Notemos também que

—+00

—+00 9
I'(1/2) :/0 e~ x 1 2dy = 2/0 e Vdy,

em que fizemos r = y2. Portanto, usando (19),

T(1/2) = /7. (27)

Portanto,

+o00
/ e Pz"dr=nl=T(n+1), n>-1, (28)
0
e (a>0)

+oo
/ e “rldr = I'(n+1). (29)
0

an+1



4 Cidlculo de integrais da forma [, ¢=% z"dg

Comegamos pelas integrais definidas. Definimos (a > 0)

1

Fazendo a troca de varidveis = = a~ /%y obtemos

+00 2
I(n) = a_(”+1)/2/0 e Y y'dy. (31)

Para n = 0 temos

+00 2
1(0) = a_1/2/0 eV dy = a_l/Q\/;r , (32)

em que usamos (19). Para n = 1 temos

+o00 9
I(1) = a’l/o e Vydy. (33)

Podemos calcular a integral acima. Fazendo u = y? temos

1 +oo 1 1 1
I(1) = §a_1/0 e “du = —§a_1[e_“]8“°° = —§a_1[0 —1] = §a_1. (34)
Notemos que todas as integrais /(n) com n inteiro e n > 1 podem ser reduzidas

as integrais I(0) ou I(1) derivando em rela¢ao ao parametro a. De fato,

+oo +oo
ﬁ (/ 6_“z2xn_2dx> = —/ e‘“Qx”dx,
Oa \Jo 0

logo,

I(n) = —aaal(n —2). (35)

A equacao acima é uma relacao de recorréncia que pode ser usada quantas
vezes for necessario. Por exemplo,

1(2) = —aaaI(O) = —88@ (alﬂ\/j> = \{Fa?’m.

Alternativamente, podemos fazer v = ax? em (30), obtendo



la—(n+1)/2 /+°° ety D/2 gy,
2 0

Pela definigao (23) da fun¢ao gama temos

I(n) =

+o0 2 1 1
I(n) = / e adr = Tk a~ (b2 (n;L ) : (36)
0

Usando (25) e os valores de I'(1) e I'(1/2) dados em (26) e (27), podemos
aplicar (36) para construir uma pequena tabela de integrais. Temos

10) = 5 V/ma~

1) = ya™

10) = {Vra

13) = ya™

14) = S Vra

I(5)=a". (37)

Podemos verificar que

9 /OO e "2y = — /OO e g dr n>2, (38)
da Jo 0

portanto é valida a relagao de recorréncia (problema 9)

I(n):—aaa_f(n—Z) n>2. (39)

Vamos tratar agora das integrais indefinidas. Definimos

I(n) = /e_aﬁx”dx ,n>0. (40)

Para n = 0 nao temos a integral indefinida, mas podemos obter expressoes
para

I(n,z)=1I,(x) = /x e " udu ,n>0. (41)
0

Para n =0,



Iy(z) = /x e du.
0

Usando a funcao erro [16], que na préxima segao veremos em mais detalhes,

Erf(zx) = \/2% /Ox e du,

temos

o) = 5y T Brf(Var) .

Para n = 1 temos

x 1 2
] = / —au2 d - 1 _ —axr .
1(z) e udu Qa( e )
Podemos calcular I, integrando por partes,
L(z) = /m e ldy = — L e 4 1 /JC e~ du
S 2 2a Jo '
Usando novamente a fungao erro,
s _ax? \/7_1'
I(z) = 5 4@3/2Erf(\/5:c).

Podemos calcular I3 também usando integracao por partes,

x 2 g x? 2 1 /= 2
I3(z) E/ e " uldu = ——e " + 7/ e " udu.

0 2a a Jo

Calculando a integral obtemos
2
] B axr 1 9 1
s(v) =~ rar)+ 55

As integrais Iy, I5, ..., podem ser calculadas analogamente (problema 8),

2
re 3T
Ii(z) = _TaQ(g + 2a2?) + YY)

—G/IQ

2a3

Erf(Vaz),

1
(2 + 2ax* + a*z*) + g

(42)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)



Notemos que I,,(z) se reduz a I(n) se x — oco. Também temos aqui a relagao
de recorréncia (problema 9)

I(e) = —2

5 A funcao erro

Ja vimos que a integral indefinida

/e’xzdx

nao pode ser calculada em termos de funcoes elementares, mas

2
Definimos a funcao erro por

2 Y g2
Erf(y)z—ﬂ/o e dr.

A funcao erro é normalizada, de modo que

Jim Erf(y) =1.
A figura 1.2 mostra o grafico da funcao erro.

0,8

‘ ! ‘ \ ‘ !
0 0,5 1 1,5
y

Figura 1.2. Grafico da funcao erro.

Podemos obter expansoes em série da funcao erro para y pequeno e y grande.
Para y pequeno podemos usar

(50)

(51)



obtendo

Erf(y):2/0y<1—a:2+$4—...>dx,

expressao util se y é pequeno.

Para y grande temos

Erf(y) = \/QE </Ooo e dx — /yoo e_xQd:U> =1- \/2% /yoo e dx.  (53)

Usando integracao por partes,

1
=—e Y —7/ e —dr,
2y 2 Yy .TZ
a2
_ie—yz _1/00 d(e™)
2y 2.J)y =23
:ie—yz 1 3/00 e’ dx
2y 4qy3 4 Jy x4
(54)
Prosseguindo com esse processo obtemos
o e v 1
=1- 1l——+4+...], >>1. 55
rf(y) NG ( 2 + ) Y (55)
6 A formula de Stirling
Temos, por definigao,
nl=12...(n—1)n,

10



logo

Inn!=Inl+mn2+---+Inn,

:Zlni = /nlnxdx =[x Inz —z]},
i=1 1

“nlnn—n.

Podemos obter uma aproximacao melhor para n!. Vimos que

o
n! :/ z"e *dx .
0

¥ possui um maximo em z = n. Expandindo In f em

O integrando, f = x"e”
torno de x = n,

2

Inf=nlnn—n— >,
2n
com £ = z — n. Portanto,

f= n”e‘”e_§2/2”, E<<n.

Substituindo na integral,

+oo +oo 2
n! = / e Fdx = / n"e e ¢ /g
0 -n

ou, como —n — —oQ,

+
n! = / - ne e €2 qg .
—0Q

Calculando a integral,

n! =n"e "V2nm, n>>1,
logo

1
lnn!:nlnn—n—l—§ln(27rn), n>>1. (56)
7 A funcao delta de Dirac

A funcao delta de Dirac é definida por

11



(57)
d(z —x9) = 00, x — x0,
com
xro+e
/ Oz —xo)dr =1. (58)
xTo—€
Com essas propriedades temos, para uma fun¢ao qualquer f(x),
B B
/A F(@)8(x — wo)da = f(x0) /A §(x — zo)dz, (59)
portanto,
B x9), A<x9g< B,
/ f(x)o(z — xp)dx = flwo) ’ (60)
A 0, outro intervalo .
Algumas representagoes analiticas de d(z) (v — 0):
L ~v2<x<y/2,
o) =g 00 << o1
0, outro intervalo;
2 6(a) =~ 5 (62)
Coma? 42’
1 —x2 /272
3)0(x) = " . (63)

V2T y

A representacao mais conveniente e importante, contudo, é uma envolvendo
uma integral. Partimos do resultado

T 271', n=200 ,
/ e™dg = oind
- -7|:r7'r:07n#07
m
com o qual podemos escrever
=" g = s (64)
— e =800,
2 - o

12



em que o lado esquerdo é o “simbolo delta de Kronecker”,

1,sen=m,
Onm = (65)
0,sen#m.

E o andlogo para variaveis discretas da fungao delta de Dirac §(x — x() para
variaveis continuas.

Para fazer a conexao entre variaveis discretas e continuas explicita, escolhemos
um numero grande L tal que

2mn
=, (66)
de modo que essencialmente todos os valores possiveis da variavel continua
xr sao obtidos a medida que n assume todos os valores inteiros possiveis. A
relagao acima associa a cada inteiro n o intervalo de x dado por

27r< 1>< <27T(+1>
L\t s \" Ty

27
Ar = — | 67
N (67)
que se torna infinitesimalmente pequeno no limite L — oo.

T

de magnitude

De acordo com a definicao da delta de Kronecker temos entao

1 1
1,se —5Ar <z < 5Ax,

671,0 - (68)
0, outro intervalo.
Pela eq.(61) podemos escrever
3a) = Jim S0 (69
T Ao A
portanto,
Sa) = Jim [ e
= Aflfr£>10 2nAx J-x ¢ ’

= lim 1L/7T e(iLx/2”)¢d¢.

L—oo 27 27 J—x

Fazemos agora a troca de variaveis

13



de modo que

5(z) = ;ﬂ [ et (70)

Esta ¢é representacao integral para a funcao delta de Dirac. De maneira mais
geral podemos escrever

1 /™ .
5nm = 5mn = 7/ €Z¢(n_m)d¢7 (71>
’ ’ 27 —T
5z — 70) = 8(z0 — T) = — |7 eea, (72)
2 —00

8 A desigualdade Inz < x —1

Vamos comparar In x com x para valores positivos de x. Consideremos a funcao

flz)=x—Inz. (73)

Parax — 0, Inz — —o0, logo f(x) — oo

Paraz — 0o, Inx <<z, logo f(z) — o©.

Notemos que

d
—le——zo,parale,
dx x

quando f = 1. Além disso,
d*f 1
@:ﬁ:1>0,parax:1,

logo o extremo é um ponto de minimo. O gréfico da funcao f(z) é mostrado
na figura 1.3.

14



['ht] ‘ ‘1 ‘ ﬁ ;( ‘3 ‘ é‘l ‘ 5
Figura 1.3. Grafico da fungao f(z) =z — Inz.

Como a funcao possui apenas um extremo,

ou
lne<z-—-1.

x

9 Caélculo de I, = [T e dr

Ao estudarmos sistemas de Fermi veremos a integral,

=" my
m:/foo (€x+1)2x v

Notemos primeiro que,

e’ er 1

e +12 (e+1)(er+1) (eF+D)(1+e?)’
¢ uma funcao par de x. Se m é impar em ..., entao I,,, = 0,

L,=0, m=2k+1, k=1,2,...

Precisamos calcular I, apenas para m par. Para m = 0,

“+o00

+o0 er
e [ e T
—0 (e®+1)2 e +1

—0o0

15



Como precisamos calcular I,,, para m par, escrevemos,

T

“+o0o e
Im:2/ e, m =246 ...
o (e*+1)2

Integrando por partes,

2™

I, = —
et +1

> 400 xmfl
+om / da |
o 0 er+1

O primeiro termo se anula, e podemos substituir no segundo a relagao,

1 —
14+e®

i(—l)jejx.

j=0

Assim,

—1 —x

dx

+oo M
]m:2m/ T
0

+oo
dr = 2m/ ! ¢
et +1 0

1+ e 2

+o0 > o
I, = Qm/ 2" e Y (—1)Y e da,
0 5
7=0

. [too .
I, =2m Z(—l)y/ e e gy
. 0
. 400 .
I, =2m (—1)371/ " e dy
0

em que apenas mudamos o inicio da soma para j = 1. Transformando variaveis
na integral, y = jz,

m—1
+o00 . +o0 d
[Tt [ (U)o
0 0 J J

o0 1
=" /0 y" ey,

pois m ¢é inteiro. Assim,

Definindo a série,

16



n(m) =3 (=177, (79)
temos entao, para m par,

—+00 e$ 0 .
sz/ O e = o) S =1V L™ — omln(m) . (80
o e ;( )Y min(m).  (80)

Podemos reescrever a série n em termos da funcao zeta de Riemann,

(D)=t tgto = 1)

Temos,

1 1 1 1 1

Somando e subtraindo a série com denominador de base par e rearranjando,
obtemos a funcao zeta de Riemann menos duas vezes a série com base par,

n(m) = 2503*

J=1 2)
1l = Clm) — 253 2
(m) = C(m) %h«m,

om) = 1= | com).

Podemos entao escrever,

I, = 2m!n(m) = 2m! {1 — le] ¢(m). (82)

O problema de calcular I,,, fica entao reduzido ao célculo da série n ou (.

Calculo da série 7 ou ¢ usando séries de Fourier

A série de Fourier para uma funcao f(z) no intervalo —m < z < 47w é
[4,18,19,15],

17



f(z) = CL20 + Z a, cos nx + bysennx) ,

n=1

com,

+m
a, = —/ ) cosnxdz ,

b, = — f (x)sennxdx .

mwJ—r

Vamos calcular a série de Fourier para a funcao z?. Temos,

1 7 272
== do = =
T /—7r f(x) v 3

Como z? é uma funcao par,

2 [tm
a, = —/ f(z) cosnzdx ,
b, =0

Calculando a,, paran =1,2,3,...,

2 [t7
an = —/ 2% cosnxdzr .

Usando a integral indefinida,

) 20x 2 2
r°cosardr = — cosar + | — — — | senax,
a? a as

temos,

oy 2x z? o
/ z”cosnrdr = |— cosnx + | — — — | sennx ,
0 n n o n 0

27 <7T2 2>
=-—5cosnmw+ | — — — | sennw,
n n
27 n
(=1,

n?

Portanto,



Fazendo x = 7,

2 00

9 T 4
T —3—1—;?( 1)" cosnm
272 > 1
SN

3 ;nw
w2 > 1
T _9 -

3 ngan’

ou,

>~ 1 7T2

A soma acima ¢é sobre todos os nimeros naturais, e também ¢é igual a ((2).
Escrevendo os termos para niimeros pares e impares separadamente temos,

1
ﬁ

]38

)

o3,

3
Il
—

2

> T
z:: m—12 6

Mg

n=1

Vemos que o primeiro termo é 1/4 da soma total. Assim,

1 i 1 T
n? = 2n—1)2_ 6’

> s
2:: 2n — 1)? T 6

= ] =

2
G
6

e 3n? g2

°f _ 0 4
z:: (2n—1 46 8’ (84)
> 1 172 w2
n=1

19



Podemos agora calcular n para m = 2,

1 1
e 1 © 1
2) = —

1= 2 e 2 @
A I &

=% =0
8 24 12

Portanto,
w2 72

Vamos agora calcular a série de Fourier para a funcao x*. Temos,

2m?

aozi/iﬂf(x)dx:5.

Como z* é uma funcao par, também temos aqui b, = 0. Calculando a,, para

n=123,...,

2 AT,
an:—/ z* cosnxdx .
m Jo

Usando a integral indefinida,

™ me—l
m
™ cos ax dr = —senax + B COS ax
a a

-1
_m(m72) /xm_2 cosaxdr ,
a

temos,

20



o, x4 4x3
/ x* cosnxdr = | —sennx + —5 COSnX
0 n

n
4(3 +m
— (—2) / z? cos nxdm] ,
n 0
473 n 12 T
:F<_1) —2 ) ® cos nzdz,
473 o 24w "
= GV
Portanto,
87 . 48 "
an = ?(— )" — ﬁ(—l) :
e a série de Fourier para f(z) = 2% ¢,
& (8 . 48 "
.T4 = g + — (nz(_l) — F(_]_) > COSNnx .
Fazendo x = 7,
4= /8r? 48
= % —i-n;l (;(— )= ﬁ(—l)" cosn,
=Ty (e = By
T =— —(=1)" = —(— —
5 A\ n? n? ’
4 8 2

e finalmente,

> &)
n=1"

A soma acima é sobre todos os nimeros naturais, e também é igual a ((4).
Escrevendo os termos para nimeros pares e fmpares separadamente temos,

21



$1_r
—pt 90’
00 1 o] 1 4

;WJFH;WZ%'

Vemos que o primeiro termo é 1/16 da soma total. Assim,

i 1 7157r477r4 (88)
—(2n—1)* 1690 96’
> 1 1 7 m

2 3 = 1690 ~ 1440 (89)

n=

—

Podemos agora calcular n para m = 4,

(4)_15774 17?4_147r4_77r4
MY =1690 1690 1690 890"

Portanto,

7t
I, =2-4n4) =2 41— —
T

Iy=—. 91
1 (91)
Vamos agora calcular a série de Fourier para a funciao x°. Temos,

22



276

0= i/:r f@)de = =

Como z° é uma funcao par, também temos aqui b, = 0. Calculando a,, para
n=1273...,
2 [tw
a, = —/ 2% cosnxdz .
7w Jo

Usando a integral indefinida,

m m—1
m T mx
™ cos ax dr = —senax + D) COS ax
a a

—1
_m(m72) /.Clﬁm_2 cos axdx ,
a

temos,

s 2° 6x°
/ x° cosnrdr = | —sennx + —- oS NX
0

n n?
6(5 o
— (—2) / zt cos nxdz] ,
n 0
670 30 [+
:n—Z(—l)”—ﬁ ; r* cosnadr
67 . 30 [473 o 24m n
=z ) ‘an(‘” ~ o GV
6m° . 30473 n o 00247 n
= Oy - 2Ty 2Ty
Portanto,
2670 230472, . 2.30-24,
Ap = n2 (_1> - nt (_1) + nbé <_1) )
e a série de Fourier para f(z) = % ¢,
6
6_ "
T = - +
< (92.67% _ 2.30-47% . 2.30-24,
+nz:1< > (—1) _T(_l) —1—7(—1) >cosm:.

Fazendo x = 7,

23



‘ =

7+
> (2 6 2-30 - 4r? 2-30-24
—i—z ™ "—n47r(—1)”+716(—1)"> cosnT ,
6: 2
6_ T 2 - 6 ~2:30-4m° 2-30-24
4 _7+le:1< n? n? R ’
6 ® 4 9 1 > 1
= +2-6m Z——z 30 - 4m Z—+2 30 - 242
nl nl
Substituindo ...,

6 2 4 00
6 T (7 o (T 1
=—4+2-6 — 1 —-2-30-4 — 2-30-242 —
! 7 " " <6> " <9O>+ n:lnﬁ,

6 8o > 1
7l = 7L—l—27r ———1-2 30 - 242
7 3 —n
> i 870 327T
2-30-24 =7 - — —27% 4 —
X:: -t TR T
e finalmente,
>0 1 70
— = 92
nz::ln(” 945 (92)

A soma acima é sobre todos os numeros naturais, e também ¢é igual a ((6).
Escrevendo os termos para ntmeros pares e impares separadamente temos,

00 1 7r6
ZTT‘%
00 ’/T6
nz=:1 +Z (2n —1)8 945'

Vemos que o primeiro termo é 1/64 = 1/2° da soma total. Assim,

1 & © 1 76
znz 2 17(271—1)6_%’
1 7S i 76
64 945 — (2n —1)8 T 945°

24



s 63 76

— 93
2:: 2n —1)8 "~ 64945 960 ’ (93)
i B 1 7«6 76 (94)
n:l 2n)6 T 64945 60480 )

Podemos agora calcular 7 para m = 6,

i ~16

=1

<.

6) =1 1+1+
MP)=27 5 T 36
© o ]

’7@:2(%—1)6‘;@’

63 76 1 76 62 a6 3176

0) = $1945 " 64945 64045 _ 30240

Portanto,

3176
Ig=2-6In(6) =2 -6——
6 n(6) 30240’
3178
=
°T 2 (95)
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