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Inequagoes )
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Uma sentenca matematica que envolve incognitas e
desigualdades é chamada de inequacao. Neste curso, estudaremos
inequacdes do primeiro e do segundo grau com uma variavel.
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Definicdo: Uma inequagao do primeiro grau ou inequacgao linear em x pode ser
escrita em uma das seguintes formas:

ax+b <0 ax+b <0 ax+b >0 ax+b=>0

Observagao: y = ax + b é a funcdo do primeiro grau associada a inequagao.

Resolver uma inequacdo em x significa encontrar todos os valores de
X para 0s quais a inequacao é verdadeira.

O conjunto formado por todos esses valores é denominado conjunto
solucao.

Portanto, resolvemos uma inequacao determinando o seu conjunto
solucdo.
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Exemplo: Resolva: 3(x —1)+2<5x+6

Soluggo: 3(x—1)+2<5x+6

3x—34+2<5x+6
3x—1<5x+6
3x—-5x<6+1

—2x <7
2x = —7
x>—z

2

Portanto, o conjunto solucao é: S = [ +oo[



Inequacdes do primeiro grau

Exemplo: Resol x+1>x+1
: Resolva: —t—>— 4 —
P 3 2 4 3
Solucao: x 1 x 1
—_ _>_ —_
3+2 4+3
4x 6 3x 4
+—=>—+

12 12 12 12
4x +6>3x+ 4

4x —3x > —6+4

x> —2

Portanto, o conjunto solugdo é: S =]-2,+0[
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As vezes duas inequacdes sao combinadas em uma inequacao
dupla, que podem ser resolvidas simultaneamente ou separando-se as
duas inequacdes envolvidas. Os exemplos a seguir ilustram esses casos.
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2x + 5
Exemplo: Resolva: —3< 3 <5
Solucao: 2% + 5
—3< 3 <5

—-9<2x+5<15
—9-5<2x<15-5
—14 <2x <10
—7<x<5

Portanto, o conjunto solucdo é: S

]_715]
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Exemplo: Resolva: 2<4x+1<2x+5

Neste caso, a solucdao simultanea das duas inequacdes nao €
aconselhavel, pois o membro direito da inequacao envolve termos também na
variavel x e assim as operacdes nao podem ser aplicadas simultaneamente a

todos os membros.

Calcularemos entdo separadamente a solucao de cada inequacao,
tomando como solucao geral da inequacao dupla a intersecdo dos conjuntos,
pois desejamos valores de x que satisfacam as duas inequacdes.



Inequacdes duplas )

Exemplo: Resolva: 2 <4x+1<2x+5

Solucao:
2<4x+1 4x +1<2x+5
2—1<4x 4x —2x < —1+5
1 <4x 2x < 4
1< <4
2 =% *S3
1 x < 2
>_
*=1
1
5, = |7+ Sy =1-00,2[
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Exemplo: Resolva: 2 <4x+1<2x+5

Solucao:
5= [5.+] )
= |— (00)
1 47
S, q;
SZ — ]—OO, 2[ J T
S = Sl N SZ O
1 2
4

1
Portanto, o conjunto solucao é: S = [Z 2[
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Inequacdes que envolvem o valor absoluto ou médulo de um ndmero
sao tambem inequacdes duplas, pois por definicao:

x| = —X, se x<0
Xl = x, se x=0

Assim, ao trabalharmos com uma inequacdo |ax + b| < ¢, queremos
determinar todos os valores possiveis de x para os quais

—c<ax+b<c

Observacao: O mesmo raciocinio continua valido se trocarmos “<” por “<”.
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Inequacdes que envolvem o valor absoluto ou médulo de um ndmero
sao tambem inequacdes duplas, pois por definicao:

x| = —X, se x<0
Xl = x, se x=0

Se buscamos a solugdo de uma inequagdo |ax + b| = ¢, entdo
gueremos determinar todos os valores possiveis de x para os quais

ax+b>c ou —(ax+b)=>c

Observacao: O mesmo raciocinio continua valido se trocarmos “=" por “>”.
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Inequagdes modulares

Exemplo: Resolva: |x—1| <4

Solucao: Ix—1|<4 = —4<x—-1<4

= 4+1<x<4+1
= —3<x<5

Portanto, o conjunto solucdo é: S =[-3,5]
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Exemplo: Resolva: [2x+ 3| >1

Neste caso nao poderemos resolver simultaneamente as inequacoes,
pois resolver |2x + 3| > 1 significa determinar todos os valores possiveis de x

para 0s quais
2x+3>1 ou —(2x+3)>1

Resolvemos entdao separadamente cada inequacao e o conjunto
solucdo sera formado pela uniao dos dois resultados.
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Exemplo: Resolva: [2x+ 3| >1

Solucao:
2x+3>1 —(2x+3)>1
2x>1-3 2x +3 < —1
2x > —2 2x < —1-3
x>_—2 2x < —4
: < —
x> —1 2
x < —2
S =11, 40| Sy =1]-0,-2]
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Inequacdes modulares

Exemplo: Resolva: [2x+ 3| >1

Solucao:
Sl O —
—1
Sl — ]_11 +OO[
52
SZ — ]—OO, _2[ B
S=5US, O
—2 -1

Portanto, o conjunto solucao é:

S=]-00,—2[ U ]-1,+00]
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Nos proximos exemplos abordaremos inequacdes que envolvem
produtos ou quocientes, cujos fatores sao expressdes do primeiro grau da forma

ax + b (cuja representacdo grafica é uma reta).
Utilizaremos funcdes do primeiro grau para resolver estes tipos de

inequacoes.

17
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O procedimento que vamos utilizar para resolver inequacdes produto
Ou inequacoes quociente, consiste nos seguintes passos:

1° Passo: Considerar cada fator da inequacdo como uma funcdo do primeiro
grau y = ax + b;

2° Passo: Determinar a raiz da funcdo, ou seja, o valor de x onde a funcdo se
anula, que € o valor onde a reta intercepta o eixo x;

3° Passo: Verificar se o grafico da funcdo é uma reta crescente (a > 0) ou
decrescente (a < 0);

4° Passo: Fazer o estudo do sinal da funcdo, determinando assim os intervalos
onde a funcado € positiva e onde € negativa;

5° Passo: Montar um quadro, colocando os valores das raizes de cada funcdo e
0 seu respectivo sinal em cada intervalo, para estudar o sinal do produto ou do
quociente das duas funcdes e chegar a solucao da inequacao.
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Exemplo: Resolva: (4 —x)(2x—3)>0

Solugdo: E
2 4

Vi=4—x Vo = 2Xx — 3 Vvi=4—x {+i4 1 — X

0=4—x 0=2x-—3 y, =2x =3 — i+ i+

x = 4 (raiz) X :E (raiz) Y1'Y2 —i+ -

2 OO 2222
vy, € decrescente Y, € crescente
poisa =—-1<0 poisa=22>0 Portanto, o conjunto
solucao é:
V1 Y2 < ]3 4[
+ — — + 12
4 X /3 X

2 19
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5x —3
Exemplo: Resolva: <
4 — 5x
Solugao: 3 4
5 5
y1=5x—3 y2=4—5x y1=5x_3 Al X
0=5x—-—3 0=4-—5x y, =4 —5xi 4 i+ —
4 _
x=§ (raiz) x =— (raiz) Y1 =5x 3 N T
Yy, € crescente pois Yy, € decrescente -
a=5>0 poisa=-5<0

4
Note que T & S pois zera o

V1 Vo 5x — 3
denominador da fracao :
— + + — 4 — 5x

/3 X
5

U]
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Exemplo: Resolva:

Solucao:
Vi = 5x — 3
0=5x-3
3 .
=— (raiz
X = (raiz)
Yy, € crescente pois
a=5>0

V1
A
/3 X
5

5x — 3
<
4 — 5x

y2=4—5x

0 =4-—5x
4 .

= — (ralz

X 5( )

Yy, € decrescente
poisa=—-5<0

Y2
_I_ —_—

ui|

3 4
5 5
y1=5x—-3{—i4+i+i X
Y2 =4—=5xi+i+|—
y 5x — 3
1: —_ _I_ —
Yy, 4 —5x
@ -~ O

Portanto, o conjunto
solucao é:

o] o]
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x+ 3
1—x

Exemplo: Resolva: <3

Se multiplicarmos ambos os membros por 1 —x (que pode ser
positivo ou negativo, dependendo do valor de x), ndo saberemos se o sinal da
desigualdade devera ser mantido ou invertido. Por isso, utilizaremos um outro

procedimento.

Solucao:
x+3 x+3 x+3—3(1—x)
<3 —3<0 & <0&e
1—x 1—x 1—x
x+3—34+3x 4x
4 <0& <

1—x

22
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x+ 3 4x

Exemplo: Resolva: <3 <0
1—x 1—x
Solucao:
0 1
y1=4x y2=1—x y1=4x Al X
0 =4x 0=1-—x Yy, =1—x | +i4+1—
x =0 (raiz) x =1 (raiz) Y1 _ 4x i
vy, 1—x
; . ; & @ ——
y; € crescente pois y, € decrescente
a=4>0 poisa =—-1<0 Portanto, o conjunto
solucao é:
y
G S =1-00,0] U I1,+o|
/0 X 1 X
23
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1) Resolva as inequacdes abaixo e apresente o conjunto solucao em notacao de
intervalo:

(@) 2x+5<3x—-7 (h) |6 —5x| <3
(b)3S2x5‘3<7 (i) 13x—7| =5

(c) x°—x—-6<0 (j) |—11—7x| > 6

(d) x> —2x—5>3 (k) =5<3x+4<7

(e) x(2x+3)=5 () |6x — 7| > 10

(f) |x + 3] < 0,01 (m) 0<3x+1<4x—-6

(g) 12x + 5| < 4 (n) |5—2x| =7 .
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1) Resolva as inequacdes abaixo e apresente o conjunto solucao em notacao de
intervalo:

(0) —6<3x+3<3 (v) x +3 < 6x+ 10

(p) |[x —4] <16 (w) [2x — 3| > 4

() 1<x—2<6—x (x) 2<5x+3<8x—12
(NN x—7=2-50ux—-7<-6 (y) 12x —3| <5

(s) x <6x—10 ou x = 2x+5
(t) 2x —1>1oux+3<4

(W1<—2x+1<3 .
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2) Resolva as inequacdes abaixo e apresente o conjunto solucdo em notacao de

intervalo:

(a)(dx+2)(x+1) <0

(b)(x+3)3x+1) =0
(c)2x—1)(x+4) <0
(d) (x=2)(x+1)>0

(e) 2x—4)(x+4)=0

2x+1
xX+2

<0

(f)

+3
7 >0
5x-2

(g)

27
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Respostas %@a?g
Exercicio 1:
39
(a) S =112, 40| (h) § = g,g
. 2
(b) § = [9,19] i) §=|-c0| U4+l
(c) § =1-2,3] I S B
(J) S__ Y |m5 [
(d) § =]—00,—2[ U ]4,+00[ (k) S=[=31]
5 1 17
() § = |~o0, =5 | U [1,+o0] ) §=|-eo-5| U]+

(f) § =1-3,01,-2,99]

S—- 9 1
(g) __ 2' 2

28
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Respostas %@?’? g
Exercicio 1:

(0) S =1-3,0] (v) S = —g +oo

(p) § = [~12,20] w) §=|~e0,~=[ U |2, +er]

(a) $ =134] (x) S =[5, 4oo[

1) S =1-00,1] U [2, +oo] ) S = [~14]

29



Respostas %@?’? g
Exercicio 2:

(@) S =[~1,] " S=lal
)S=]-o,-3]U[-L 40 () S=]-2,~1]

5 =]=43] () S =] —,2[U]3,+oo]

30
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA

O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 31


http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA

Universidade Federal de Pelotas
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Defini¢cao: Dados a, b,c € R tais que a # 0, a fungdo f: R — IR definida por
f(x) =ax?*+bx+c é chamada de funcio do segundo grau ou fungdo
quadratica.

Exemplos:
1) f(x) = x? a=1,b=0,c=0
2) f(x) = —x%+1 a=-1,b=0,c=1

3) f(x) =2x%>+3x—1 a=2,b=3,c=-1

33



Fungao do segundo grau )

Teorema: O grafico de uma funcdo do segundo grau é uma parabola.

A parabola pode ter concavidade voltada para cima ou concavidade
voltada para baixo, de acordo com o sinal do coeficiente a.

Concavidade:

a>0 a<0

Concavidade voltada para
cima

Concavidade voltada para
baixo

34
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Os zeros da funcdo f(x) =ax?+ bx+c podem ser obtidos
resolvendo a equacdo do segundo grau ax? + bx + ¢ = 0 utilizando a férmula

de Bhaskara.

—b + VA
2a

A = b?% — 4ac

X12 =

Observacao: A quantidade de zeros reais obtidos para uma funcdo quadratica
depende do sinal de A.

A>0 A=0 A<O
Dois zeros Um Unico zero Nenhum zero

35
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Fungao do segundo grau ),

O sinal da fun¢do quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ depende dos
sinais de a (determina a concavidade) e de A (determina a quantidade de

Zeros).
Como existem duas possibilidades para o coeficiente a

(a>0 ou a<0)etrés possibilidades paraA(A >0 ou A=0 ou A<DO0),
obtém-se seis combinacdes possiveis para o formato do grafico da funcao

quadratica.

Vamos fazer o estudo do sinal da funcdo quadratica para cada um
desses formatos.

36



Funcao do segundo grau

1% Combinacdo: a>0 e A>0

Concavidade voltada para cima e dois zeros

fx) >0 em |-oo,x;| U Jxp,+oof = R — [x1,x,]
f(x)=0emx=x; e x=1x,

f(x) <0 em ]xq,x,]

37
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22 Combinagdo: a>0 e A=0

Concavidade voltada para cima e um unico zero

f’

++++ N+ + T+ ++++

X1 = Xy

FG) >0 em J—oo,x,[ U Jxy,+00[ = R—{x;}
f(x)=0em x=x; =x,

Ax€eR: f(x) <0

38
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3% Combinacdo: a>0 e A<O

Concavidade voltada para cima e nenhum zero

f

+++++++++++++++

f(x)>0em R
AxeER: f(x)=0

Ax€eR: f(x) <0

39



Funcao do segundo grau
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42 Combinagdo: a<0 e A>0

Concavidade voltada para baixo e dois zeros

fx) >0 em Jxg, x|
f(x)=0emx=x; e x=1x,

f(x) <0 em |—oo,x;[ U ]xz,+oo[ = R— [xq, %]

40



Funcao do segundo grau

52 Combinacdo: a<0 e A=0

Concavidade voltada para baixo e um Unico zero

AxE€R: f(x)>0
f(x)=0em x=x; =x,

f(x) <0 em |—oo,x;[ U ]xg,+00[ = R—{x}

41
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62 Combinagdo: a<0 e A<O

Concavidade voltada para baixo e nenhum zero

AxE€R: f(x)>0
AxeER: f(x)=0

f(x)<0emR

42
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Definicdo: Uma inequacao do segundo grau pode ser escrita em uma das
seguintes formas:

ax®’+bx+c<0 ax®>+bx+c>0

ax®’+bx+c<0 ax®>+bx+c>0

Observacdo: vy = ax®+ bx +c¢ é a funcdo do segundo grau associada a
inequacao.

Resolver uma inequacao em x significa encontrar todos os valores de
X para 0s quais a inequacao é verdadeira.

O conjunto formado por todos esses valores € denominado conjunto
solucgdo.

Portanto, resolvemos uma inequacao determinando o seu conjunto

solucio. -
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O procedimento que vamos utilizar para resolver inequacdes do
segundo grau, consiste nos seguintes passos:

1° Passo: Reescrever a inequacao dada (se for necessario) até que ela fique em
alguma das seguintes formas: ax? +bx +c < 0 ou ax?+bx+c < 0 ou
ax’+bx+c> 0 ou ax? +bx+c= 0.

2° Passo: Considerar a funcdo f(x) = ax? + bx + c associada a inequac3o.

3° Passo: Determinar a quantidade de zeros através do sinal de A.

4° Passo: Calcular os zeros da funcdo (se existirem).

5°9 Passo: Determinar a concavidade da parabola através do sinal do
coeficiente a.

6° Passo: Realizar o estudo do sinal da funcdo e chegar a solucdo da inequacdo.
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Exemplo: Resolva: x> —1>x+5

Solucao:

1°Passo: x%2—-1>x+45 & x*—1—-x—-5>0
& x2P—-x—-6>0

2° Passo:  f(x) =x*—x—6 (a=1, b=-1, c=-6)

3° Passo: A=b%?—4ac= (-1)?—-4(1)(-6)=1+24=25>0

Portanto, f possui dois zeros.

—b+vVA —(-1)+V25 1%5 1-5
= = = :}xlz—z—z
2a 2(1) 2 2
1+5
= 3

:xzz—
2

4° Passo: x

45



Inequacdes do segundo grau ) ;

Exemplo: Resolva: x> —1>x+5

Solucao:

59 Passo: Como a =1 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada
para cima.

6° Passo: Lembre que
x?—1>x+5 0 x*—-x—-6>0 < f(x)>0

Portanto, S = ]—00,—2[ U ]3;+°°[ 46



Inequacdes do segundo grau

Exemplo: Resolva: 2x% +x <6

Solucao:

2x°+x<6 © 2x2+x—-6<0

fx)=2x>+x—-6 (a=2,b=1, c=—-6)

A=b?*—4ac= (1)2-4(2)(—6) =1+48=49 >0
Portanto, f possui dois zeros.

_—btVA 1449 147 —1-7

2a¢ 22 4 ' 4

X

:}xzz

47
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Exemplo: Resolva: 2x% +x <6

Solucao:
Como a = 2 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

para cima.

Lembre que
2x°+x <6 ©2x°+x—-6<0 & f(x) <0

Portanto, S = [—2,%] r



Inequacdes do segundo grau
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Exemplo: Resolva: x> +3x+3<0
Solucao:

f(x) =x*+3x+3 (a=1 b=3 c=3)

A=b2—4ac=(3)2—4(1)(3)=9-12= -3 <0

Portanto, f ndo possui zeros reais.

Como a =1 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

para cima.

49



Inequacgdes do segundo grau )

Exemplo: Resolva: x> +3x+3<0

Solucao:

+++++++++++++ 4+

X
Lembre que  x?4+3x+3<0 < f(x) <0 e como

Ax€ER: f(x) <0 temosque: S=0

Observacdo: O conjunto solucdo da seguinte inequacdo x*+3x+3>0

é: S=R -



Inequacdes do segundo grau

=
)

Exemplo: Resolva: x> —6x+9<0
Solucao:

f(x)=x*—6x+9 (a=1 b=-6,c=9)

A=b%—4ac=(—6)2—4(1)(9) = 36 —36 = 0

Portanto, f possui um Unico zero.

= 3

x 2a 2(1) 2

=—bJ_rVZ= —(—-6)+V0 6

Como a =1 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

para cima.

51



Inequacgdes do segundo grau )

Exemplo: Resolva: x> —6x+9<0

Solucao:

SF a9F aFr aF Tr S =5 a7 9 =F T
3 X

Lembre que x2—6x+9<0© f(x)<0 e como

x = 3 é 0 Unico valor que satisfaz f(x) <0 temosque: S = {3}

52
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Exemplo: Resolva: x2 + 8x — 10 < 2(x? + 1)

Solucao:

x24+8x—-10<2(x*+1) & x?2+8x—-10< 2%’ +2 &
& x2—-2x°+8x—-10-2<0
& —x?+8x—-12<0

f(x) = —x?+8x—12 (a=-1, b=8, c=-12)
A=b?—4ac=8%—-4(-1)(-12) = 64—48=16 >0

Portanto, f possui dois zeros.

—-b+VA -8++V16 -84 —8+4
= = = - X4 = =
T a 2D -2 1= T
—8—4
- xz — = 6
—2 53
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Exemplo: Resolva: x2 + 8x — 10 < 2(x? + 1)

Solucao:

Como a = —1 < 0 temos que a parabola possui concavidade voltada
para baixo.
X
f
Lembre que

x°24+8x—-10<2(x*+1) ©& —x?+8x—-12<0 & f(x) <0

Portanto, S = ]—o0,2[ U ]6,+[
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1) Resolva as inequacdes abaixo e apresente o conjunto solucao em notacao de
intervalo:

(a) x2>9
(b) x2 <5
(c) (x—4)(x+2)>0
(d) x—=3)(x+4) <0

(e) x2—9x+20<0

() 2—3x+x%2=0

56
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2) Resolva as inequacOes abaixo e apresente o conjunto solucao na reta
numerica:

(a) Rx+1)(—x+2)=0
(b) (x+2)(=x—2) <0
(c) x2—6x+9>0
(d) x> —4x>0

(e) (x + 2)(—=x — 2) < 0
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Exercicio 1:

58
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poio em M

Respostas K
Exercicio 2: 1
2 2
(a) ® o
X
(b) >
3
(c) O
X
0 4
(d) o o—
X
-2
() ——0
X

59
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA

O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 60
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Inequacdes do segundo grau 0

As vezes duas inequacdes sao combinadas em uma
inequacao dupla, que pode ser resolvida separando-se as duas
inequacoes envolvidas. O exemplo a seguir ilustra esse caso.

62



Inequacdes do segundo grau X 1)

Exemplo: Resolva: 4 < x? <9

Calcularemos entdao separadamente a solucao de cada inequacao,
tomando como solucao geral da inequacao dupla a intersecdao dos conjuntos,
pois desejamos valores de x que satisfacam as duas inequacoes.
Solucao:

a) 4<x* & 4—x*<0 fx)=4—x%* (a=-1,b=0, c=4)

A=b?—4ac=0*-4(-1)(4)=0+16=16 >0
Portanto, f possui dois zeros.

4—x2=0 = 22—x*=0 = (2+x)2—-x)=0

= 24+x=0 ou 2—x=0 = x=—-2 ou x=2
— x1 — _2 e XZ — 2
Como a = —1 < 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

para baixo. 63



Inequacdes do segundo grau

Exemplo: Resolva: 4 < x? <9

Solucao:

a)

Lembre que

4<x?* ©4—x*<0 S f(x)<0

Portanto, S; =]—o,—2[ U ]2, 4+

64



Inequacdes do segundo grau ) ;

Exemplo: Resolva: 4 < x? <9
Solucao:
b) x° <9 © x2-9<0 gx)=x2-9 (a=1,b=0, c=-9)

A=b?—4ac=0°-4(1)(-9)=0+36=36 >0
Portanto, g possui dois zeros.
x?—-9=0 = x?-3?=0 = (x+3)(x—-3)=0

— x+3=0 ou x—3=0 = x=-3 ou x=3
= x;=—-3 e x;=3

Como a =1 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada
para cima.
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Inequacdes do segundo grau

Exemplo: Resolva: 4 < x? <9

Solucao:

b)

Lembre que

<9 x2-9<0 < gx)<0

Portanto, S, = [—3,3]
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Exemplo: Resolva: 4 < x? <9

Solucao:

-3 —2 2 3
S1 = ]=00,=2[ U ]2, +oo ? ?
S, = [-3,3] ® *
S = Sl N SZ @ O O @
-3 —2 2 3

Portanto, o conjunto solucdo é: S =[-3,—2[ U ]2,3]
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% Apoig em W

Nos proximos trés exemplos abordaremos inequacdes que envolvem
produtos ou quocientes, cujos fatores sao expressdes do segundo grau da
forma ax? + bx + c (cuja representacdo grafica é uma parabola).

Utilizaremos funcdes do segundo grau para resolver estes tipos de
inequacoes.

Exemplo: Resolva: (2x% —4x)(—x?+3x+4) <0

Solucao:
a) f(x) =2x%—4x (a=2, b=—-4, c=0)

A=b?—4ac= (—4)*-4(2)(0)= 16—-0=16 >0
Portanto, f possui dois zeros.
2x°—4x=0 = 2x(x—2)=0 = 2x=0 ou x—2=0
= x=0 ou x =2

$x1=0 e x2=2 68



Inequacdes do segundo grau W)

poio em M

Exemplo: (2x?% —4x)(—x?> +3x+4) <0
Solucao:

a) Como a = 2 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada
para cima.

e f(x)>0em ]—o0,0[ U ]2,+0o0]
e f(x)=0emx=0e x=2

« f(x)<0em]02] -
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Inequacdes do segundo grau U,
Exemplo: (2x?% —4x)(—x?> +3x+4) <0
Solugao: Vamos agora realizar o mesmo procedimento para a funcao:

g(x) = —x*+3x+ 4.
b) g(x) = —x%?+3x+4 (a=-1, b=3, c =4)
A=b?—4ac= (3)>—-4(-1)4) = 9+16=25>0
Portanto, g possui dois zeros.
—x*+3x+4=0
_—h+VA -3%+V25 -3+5 = -3+5
*TToa T 2(-n 2 T Mt T T
—3 -5
—2
Como a = —1 < 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

para baixo. 70



Inequacdes do segundo grau

Exemplo: (2x?% —4x)(—x?> +3x+4) <0

Solucao:

b)

glx) >0 em |—-14]
gx)=0emx=—-1ex=4

gx) <0 em ]—oo,—1] U ]4,+oo|

71
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Exemplo: (2x?% —4x)(—x?> +3x+4) <0
Solucao:

Logo, dos itens a) e b) segue que:

—1 0 2 4
f(x) = 2x?% — 4x + -+ - - -+ x
gx) =—x*+3x+4 — + + + —
f(x)-g(x) — + — + —
A Pt A A

Portanto, S = ]—o0,—1[ U ]0,2[ U ]4, +oo]|
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Inequacdes do segundo grau

4

=

w

3x2 —7x+5
Exemplo: Resolva: <
—x%+ 6x —8
Solucao:
a) y; =3x>—7x+5 (a=3, b=-7, ¢c=05)

A=b%—4ac= (-7)2 —4(3)(5) = 49—60=—11 <0

Portanto, y; ndao possui zeros reais.

Como a = 3 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

para cima.
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Inequacdes do segundo grau

3x2 —7x +5
Exemplo: Resolva: <
—x%? + 6x — 8
Solucao:
]) Y1
++++++++++++ + + +
e y;>0em R
« Ax€ER:y; =0

EXER:y1<O

74
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3x2 —7x+5
Exemplo: Resolva: <
—x%? + 6x — 8
Solugao: Vamos agora realizar o mesmo procedimento para a fungao
y, = —x% + 6x — 8.
b) y, = —x% + 6x — 8 (a=-1, b=6, c =—8)
A=Db?—4ac=(6)>—4(-1)(-8)=36—-32=4 >0
Portanto, y, possui dois zeros.
—x>+6x—8=0
~b+VA —6+V4 —6+2 —6 + 2
X = = = e xl = =
2a 2(—1) -2 —2
—6 — 2
- xz — = 4
-2
Como a = —1 < 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

para baixo. 75



Inequacdes do segundo grau

3x2 —7x +5
Exemplo: Resolva:

—x%+ 6x —8
Solucao:
b)

y, >0 em ]2,4]
Vo=0emx=2ex=4

Y2 <0 em |—00,2[ U ]4, +oof

76
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3x2 —7x +5
Exemplo: Resolva: <
—x%? + 6x — 8
Solucao: Logo, dos itens a) e b) segue que:
2 4
y1 =3x%>—7x+5 -+ -+ + X
y, = —x%+ 6x — 8 — + —
y1 _ 3x*—=T7x+5 N
y, —x2+6x—38
o 5

Note que 2€&¢S e 4 &S pois ambos os valores zeram o
3x2 —7x+5

denominador da fracao
—x? 4+ 6x — 8

Portanto, S = |—o0,2[ U ]4, +0]



Inequacdes do segundo grau )

Exemplo: Resolva: x* < 625

Solucao:

x* <625 © x*-625<0 © (x¥)?-252<0
& (x2+25)(x%-25)<0

a) f(x)=x%+25 (a=1, b=0, c =25)

A=b%—4ac= 0%2—-4(1)(25) = 0—100= —100 <0

Portanto, f ndo possui zeros reais.

Como a =1 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

para cima.
78
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Exemplo: Resolva: x* < 625
Soluc3o: x* <625 © (x> +25)(x*—-25)<0
a) f(x)=x%+25

f
+++++++++++++++
X

f(x)>0em R
Ax€ER: f(x)=0

AxER: f(x) <0 .



Inequacdes do segundo grau X 1)

Exemplo: Resolva: x* < 625

Soluc3o: x* <625 © (x> +25)(x*—-25)<0

Vamos agora realizar o mesmo procedimento para a funcio
g(x) = x? — 25.

b) g(x) = x?—25 (a=1, b=0, c =-25)

A= b%—4ac = 0%>—-4(1)(=25) = 0+100 =100 >0

Portanto, g possui dois zeros.

x2—25=0 = x2=25 = /x2=V25 = |x|=5= x=45 =
= X;=—5 e X3 =5

Como a =1 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada

ara cima.
p 80
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Exemplo: Resolva: x* < 625
Soluc3o: x* <625 © (x> +25)(x*—-25)<0
b) g(x) = x?—25

X

g(x) >0 em ]—oo,—=5[ U ]5,+oo[
gx)=0emx=-5ex=5

g(x) <0 em ]-5,5] o1
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Inequacdes do segundo grau W),
Exemplo: Resolva: x* < 625
Soluc3o: x* <625 © (x> +25)(x*—-25)<0
Logo, dos itens a) e b) segue que:
-5 5
f(x) = x% + 25 + + + *
g(x) =x*? =25 + — +
f(x)-g(x) + — +

Portanto, S = |-5,5(
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Observacao: Podem ocorrer inequacdes que envolvem produtos ou quocientes
cujos alguns fatores sao expressdes do segundo grau, alguns sao expressdes do
primeiro grau e ainda outros fatores que sao de outros tipos.

Exemplos:
1 x%+13 <1 )) x(—3x% +5)(—2x + 3) -0
x—1 — (x + 7)e* -

O meétodo para resolver este tipo de inequacdo é o mesmo que
utilizamos aqui em exemplos anteriores, ou seja, associar a cada um desses
fatores uma funcao, analisar o sinal destas funcOes, montar a tabela e

determinar o conjunto solucao.
Deixamos como exercicio a resolucdo dos dois exemplos anteriores,

cujas respostas finais sao:

1 x?+13 <1 )) x(—=3x%2 +5)(—=2x + 3) =0
x—1 — (x + 7)e* -

V5 V5| 13
S =]—o0, 1] S=]—7,—\/—§]U[O;\/_§ U[E»_l'oolgs
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Vamos ilustrar através do exemplo a seguir que algumas vezes
podemos resolver a mesma inequacao de varias formas.

Exemplo: Resolva: (x+9)(2x—2) <0

Solugdo 1: —9 1
yi=x+9 Yy = 2X — 2 yi=x+9 | —i4+i+ x
0=x+9 0=2x—2 y, =2x—21 —i—| 4+
x = —9 (raiz) x =1 (raiz) ViV G U
*—0
Yy, € crescente pois | y, é crescente pois
a=1>0 a=2>0 Portanto, o conjunto
solucdo é:
V1 Y2 S = [_9,1]
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Inequacdes do segundo grau X 1)

Exemplo: Resolva: (x+9)(2x—2) <0

Solucgao 2:
(x+9)(2x—2) <0 & 2x2+16x—18 <0
f(x)=2x*+16x—18 (a=2, b=16, c = —18)

A=b?%—4ac= (16)2 —4(2)(—18) = 256 + 144 = 400 > 0

Portanto, f possui dois zeros.

—b+VA —-16++/400 —16+20 —16 — 20
2a 2(2) 4 4
—16 + 20
- xZ = 4 = 1

Como a = 2 > 0 temos que a parabola possui concavidade voltada
para cima. 85



Inequacdes do segundo grau W),

Exemplo: Resolva: (x+9)(2x—2) <0

Solucgao 2:

Lembre que
(x+9)2x—2)<0 © 2x?+16x—18<0 © f(x) <0

Portanto, S = [-9,1]

86
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1) Resolva as inequacdes abaixo e apresente o conjunto solucao em notacao de
intervalo:

() <
d
X x—4

(b)1>3
x+1 x—2

(c) x3—x2—-x—-2>0

(d) x3—=3x+2<0

2) Ache todos os valores de x para os quais a expressao dada resulte em um
numero real:

(a) Vx2 +x—6 (b)

88
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3) Resolva as inequacdes abaixo e apresente o conjunto solucdo na reta
numeérica:

X —2

(@) (x*+x—2)(—x+2)<0 (d) >0
x+ 3
b) x(1—x)(x+4)<0 3y — 1
(e) <?2
2x + 1 x+1
(c) <1
X — 2

(f) —1<2x—3<x

4) Determine o dominio das seguintes funcdes:

X — 2
x+ 4

(@) y =+/x(x —5) (c)

- —_2
(b) y = VxZ — 2x — 15 ) y= |— ! —jilil

89
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5) Determine o conjunto solucao das seguintes desigualdades:

— m?2 —
3—m S 3 (b} (x 1)(X+3)>0
x—05

(a) m+

m— 2
2x — 1
X — 2
reais de x para que se tenha: f(x) > g(x)

6) Dadas as funcdes f(x) = e gx) =1 determine os valores

90



Respostas &,
Exercicio 1:

(a) S =]-8,0[ U ]4, 4+

5
(b) Szl—oo,—E U ]-1,2]

(c) § =12, +oo]

(d) § = ]—oo,=2] U {1}

Exercicio 2:
(a) S =]—00,—=3] U [2,+00]

91



Respostas %@%f
Exercicio 3:
— 1 2
(a) ® ® ®
—4 0 1
(b) O O——O
-3 2
(c) O ©
-3 2
(d) =——C O
—1 3
(e) O @
" —e

92
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Exercicio 4:

(a) S = ]—OO, O] U [5,—|—OO[

(b) § = ]—00,—3] U [5, +oo]

Exercicio 5:

(b) S =1-3,1[ U |5, +oo[

Exercicio6: S = ]—oo,—1[ U |2, +oo[
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA

O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 94
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Definicao: Chamamos de matriz uma tabela de elementos dispostos em linhas e
colunas.

Definicao: Uma matriz € um agrupamento regular de nidmeros. Os nUmeros
neste agrupamento sao chamados de entradas da matriz.

Exemplos:
1 2 e 1 -4
2 1
-0y |02 2 [4] [2 1 0 -3
3
3 4 o0 o0

Os elementos de uma matriz podem ser numeros (reais ou
complexos), funcdes ou ainda matrizes. ,
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Matrizes )

Representamos uma matriz de m linhas e n colunas por:

all a12 aln
A= P G G Notagéo
° . . ° 1) [ai- ]
J X
aml am2 amn mn
2) [aij]

A entrada que ocorre na i - esima linha e na j-ésima coluna
de uma matriz A e denotada por a;

97



Matrizes

Definicdo 3: Duas matrizes sdo definidas como iguais se tém

0 mesmo tamanho e suas entradas sao iguais, ou seja, se
A... =B, sdoiguais, A = B, seelastem o mesmo
numero de linhas (m =r) e colunas (n = s) e todos 0s seus
elementos correspondentes sao iguais (a; = by ).

Considereuma matriz denotada por A, :

1) Matriz quadrada : o nUmero de linhas é igual ao
numero de colunas (m = n)
Exemplos

. } 21},

[ =2
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Matrizes: Tipos de matrizes ),

% “Apoio em

1) Matriz nula :aquela emque & ; =0, para todo 1 e J.

Exemplo

oo
O O 2x2

1i1) Matriz coluna:aquela que possui uma unica coluna (n=1).
Exemplo

.
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Matrizes: Tipos de matrizes ),

% Apoio em

IV) Matriz linha : aquela que possui uma Unica linha (m =1).
Exemplo

[2 =9 8]1><3

v) Matriz diagonal : € uma matriz quadrada (m = n) onde
a; =0, paral # J.

Exemplo

7 0 O
A,.=/0 -1 O
0 0 3
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Matrizes: Tipos de matrizes

o K(_ﬁ W )
%%Apﬁé - ﬁ

vi) Matriz identidade quadrada :aquelaemque a;, =1e
a; =0, parai= J.
Exemplo

=[5 ]

vii) Matriz triangular superior:é uma matriz quadrada onde
todos os elementosabaixo da diagonal sao nulos, ou seja,
m=n,a; =0, parai> J.

Exemplo

7 4 5
A,,=|0 —2 7
0O 0 13
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)

Matrizes: Tipos de matrizes

B

LT

viii) Matriz triangular inferior: é uma matriz quadrada onde
todosos elementosacima da diagonal sdo nulos, ou seja,

m=n,a; =0, parai< J.

Exemplo
(7 0 O]
A,.=|8 -2 0
-1 6 13

IX) Matrizsimetrica:e uma matrizondem=nea; =a.
Exemplo

A,.=| 6 5 4




Matrizes: Operacoes com matrizes

=
/;’
G

%%@ F

) 4

ql"‘m’i» em ™

Adicao:Seja as matrizes A . eB_ ., demesmaordem,

A+ B é uma matriz m x n cujos elementos sao as somas

dos elementos correspondentes de AeB.

[2— ]=—205

315 4 7 10

Multiplicacao por escalar:Seja A, e k um escalar.

Definimos uma nova matriz m x n por :
K-A= [k‘aij]

Exemplo:

435S

mxn’
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% Apoio em

Transposicao : Dada uma matriz A[aij ]mxn, podemos obter

uma outra matriz A [bij ]nxm, cujas linhas sao as colunas de A,
ou seja

b =a;.

A'é denominada transposta de A.

Exemplo:

2 1

A=l 0 3 ads 0t
_14 1 3 4],,

3x2
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% Apoio em

=<
EX — V.

Multiplicacdo de matrizes: Sejam A[aij]mxn e Blb, ]

nxp!?

definimosA-B=|c,, ] __,onde

mxp'!

n
Cuv — Z aukbkv — aulblv + a‘u 2b2v oot aunbnv
k=1

Exemplo:
Y Observacoes:
A=|4 2 e 1) o produto de duas matrizes A, , e B,
5 315 SO pode serefetuadosen =1,
5|1 ‘1} 2) a matriz resultadoC = AB serade ordemmx p.
0 4
L 2x2
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=

'%" \--_—/T

Mulaplicacao de Matrizes:

eB=[(1) _41]

2 1
4 2
5 3

Exemplo: A =

A-B=[4-142-0 4(-1D+2-4 4 4
5-14+3-0 5-(-1)+3-4| I5 7

2:1+1-0 2-(-1) +1-4 lz ’)

|

W

% “Apoio em
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Exercicios: ),
-1

nseama=[> 2 >|B=[7 0 ] c=|2|ep=12 -1l calcule
4

(a)A+B (b) AC (c) CD (d) 2A+ B (e) -A

2
2)SejaA=[ 2 x],SeAt=A,entz”aoqua|ovalordex?
2x—1 O
2 -3 =5 -1 3 5 2 -2 —4
3)DadasA=|—-1 4 5(,B=|1 -3 -5|leC=|-1 3 4
1 -3 —4 -1 3 5 1 -2 -3

(a) Mostre que AB = BA =0,AC =Ae(CA =_C.
(b) Use os resultados de a) para mostrar que ACB = CBAe A> — B?> = (A— B)(A + B)
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Exercicios: ),

% Apoio em W

4) Calcular o valor da expresséo X + Y + Z sabendo que:
_[2 1 v 3 0
A_lX 2]'3_[1 zl'AB_IS Z

5) Considere as seguintes matrizes:

1 0 O 1 2 1 2
A=|a 2 1|,B=|0 1|,C=]9 16
-1 3 a 2 0 13 1

Sendo "a" um nuamero real, para que tenhamos A X B = C, o valor da
variavel "a" deve ser :

(a) Um numero inteiro, impar e primo.

(b) Um ndmero inteiro, par, maior que 1 e menor que 5.

(c) Um numero racional, par, maior que 5 e menor que 10.
(d) Um numero natural, impar, maior que 5 e menor que 10.



Exercicios: X 1)

6) Qual o unico valor para x satisfazer a equacao:
[x2—6x+9 012[1 0
x>—3x—-4 1 0 1

(a) -4 (b) 6 (c) 4 (d) 8

7) Sejam a e b numeros reais tais que a matriz A = [(1) ﬂ satisfaz a

equacao A% = aA + bl,em que [ é a matriz identidade de ordem 2, logo
0 produto ab é igual a:

(@) -2 (b) -1 (c)1 (d) 2

8) Sao dadas as matrizes A = (a;;) € B = (b;;), quadradas de ordem 2,
coma;; =3i+4jeb;=—4i—3j.SeC =A+Bentdo C* éigual a:

@ J1 ®f J o 1 o 71 e



ﬁig

%4 w

Respostas:
Exercicio 1;
1 2 4
OB [P
0 [
—2 1
C)[4 —2]
8 —4
0 4 7
D7 —1]
1 -2 -3
9l -1 1

Exercicio 2:

Exercicio4: X+Y +7Z =3

Exercicio 5: Letra (a)

Exercicio 6: Letra (c)

Exercicio 7: Letra (a)

Exercicio 8: Letra (e)
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Monitorias!! !
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA

O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 112
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Matematica
113



aAM.q

Determinantes %%.f

A

Definicdo: Dada uma permutacao dos inteiros 1,2, ...,n, existe uma inversao
guando um inteiro precede outro menor que ele.

Exemplo: N2 de inversdes considerando as permutacoes de 1,2 e 3.

Permutacgao N2 de inversoes

2 0

w W N NN R
R N P W NN W

3
1
3
1
2

w N N =

Observacao: O n? de permutacdes de n objetos € dada por n!, onde n! =
nn—1)(n—2)..2-1cason > 0. Define-se 0! = 1.
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Determinantes )

%4, owem‘”

* Ao numero associado a uma matriz quadrada A = [a;]
chamamos de determinante.

* Representamos por det(A), |A| ou det[a;].
Exemplos:

a a
11 12| _
det[ ] A11Apy — Aq09q

22 23 24 22
/aé‘/;éz/a/J q q —0Aq1307,031 — Aq11A)3U3; — A15071033
31 3 33 33 32
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Determinantes

Observacoes:

* Para o cdlculo do det(4,,5), aparecem todos os produtos
ay;1Q;5,,035, ONde jy, j, € j; 30 as permutacdes de 1,2 e 3.

* Osinal do termo € negativo se o numero de inversoes € impar.

Permutacao Ne de Produto
inversoes Aq;105i7A3;3

W W NN R R

N P W R, W DN

P N P W NN W

w NN N P

+ +

A1107,033
110303
A170210A33
A1,A7303,
A13031A3;

A1307703
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Determinantes )
Definicdo: det[a;| = X,(=1)a,,a,y;, ..ang, , onde

J=0Uyvjy-rj,) € 0O numero de inversdes da
permutacao (jiJ,..j,) € p indica que a soma é
estendida a todas n! permutacdes de (1,2, ..., n).

= ( 1) 110,033 + ( 1)1a11aZ3a32 +
(—D'a,a5,a35 + (—1)%ay,a53a;5, +

(—1)2a,3a,,a5, + (—1)%ay3a,,a5,



Propriedades X 1)

Vi,

Vil.

Viil.

Se todos os elementos de uma linha/coluna de uma matriz
A sdo nulas, det(4) = 0.

det(4) = det(4).

Se multiplicarmos um linha da matriz por uma constante, o
determinante fica multiplicado por esta constante.

Uma vez trocada a posicao de duas linhas, o determinante
troca de sinal.

O determinante de uma matriz que tem duas linhas ou
colunas iguais é zero.

det(A + B) # det(A) + det(B).

O determinante nao se altera se somarmos a uma linha
outra linha multiplicada por uma constante: L; « L; + kL;.

det(A-B) = det(4) - det(B).
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Desenvolvimento de Laplace ) ;

% Apote oW

Sabe-se que
a;, A d4g3
det|a,; a,, ay|=
a3y dzp 0Qzj —Aq13077031 — A11Ay303, — A1,071033

Podemos reescrever a soma de outra forma:

A;; € a submatriz (da matriz inicial) em que a i-ésima linha e a j-esima coluna
foram retiradas.

Logo, o determinante pode ser expresso em funcao dos
determinantes das submatrizes 2x2, ou seja,
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Desenvolvimento de Laplace )

Define-se A;; = (=1)tt |A;;] 0 que caracteriza a expressdo
detA = a;A;; + a,A, + a3 5, 0U seja,

A11 = (_1)1+1|A11| =1 |A11|
A12 = (_1)1+2|A11| =-1- |A12|
A13 = (_1)1+3|A11| =1- |A13|

Para o calculo de determinantes de ordem n, expressamos da
seguinte forma:

n Ao numero A;; chamamos de

detd ., = z a; - A,  cofator ou complemento algébrico

=1 do elemento a;;.
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Desenvolvimento de Laplace )

poio em M

Exemplo: Realizando o desenvolvimento de Laplace pela linha 1:

1 -2 3
A= 2 1 -1
-2 -1 2

Solugdo :

det(A) = a1 A +apA + a3l =

1D A + (C2) D2 AR + 3D A =
ol =1 v a2 =1L ar gal2 1]

12-1)4+2(4—-2) +3(—2+2)=5
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Matriz Adjunta e Invesa )

Da definigdo de cofator A;; de a;;, podemos formar uma nova
matriz A, denominada matriz dos cofatores de A.

A:[Aij]
Exemplo:
2 1 0 - [-19 19 -19
A=|[-3 1 4] S IR ‘511]
1 6 5

Definicao: dada uma matriz quadrada A, chamaremos de matriz
adjunta de A, a matriz transposta dos cofatores de A, isto &,
adjA = A",

[-19 -5 4
adjA=A"=|19 10 -8
~19 —11 5




Matriz Adjunta e Inversa )

Teorema: A+ A" = A- (adj A) = (detA) - In.

Definicao: Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de
inversade AaumamatrizBtalqueA-B=B-A=1In,ondel éa
matriz identidade de ordem n.

Ainversa de A é representada por A~ 1.
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Matriz Adjunta e Inversa ) ;

% Apoio em W

Exemplo: Seja A = ﬁ ﬂ encontre A~ 1.

Solugdo :
N : a1 _ o [2 3] [%11 Q127 _[1 O ~
Da definicao anterior temosque A-A™" =In = 1 4] [ ] = [0 1] entao,

az1 Q2
(2a11 +3ay1) (2a4; + 3ay;) _ [1 0
(a1 +4az1) (aix +4ay;) 0 1

Dessa igualdade podemos obter dois sistemas:

2a11 S 3a21 =1 2a12 + 3Cl22 =0
(1) _ e (2) _
a;; +4a,; =0 ajp +4a,, =1
4 1 3 2
De (1) obtemos, a1 = - €0y =, de (2) a;p, = —7 edp =, logo temos que
2 _3
A—l — 5 5



Matriz Adjunta e Inversa ﬁﬁfn ;

owem‘”

Observacoes:

I. Se A e B sao matrizes quadradas, de mesma ordem, ambas

inversiveis (existe A™! e B™1), entdo A-B é inversivel e
(A-B)"1=B"1.471

ii. Se A € uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que B -
A =1, entdo A éinversivel, isto é, A L existee B = A1,

iii. Nem toda matriz tem inversa.
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Matrizes elementares @)

Observacao: Cada operagcao com linhas de uma matriz corresponde a uma
multiplicacdo dessa matriz por uma matriz especial.

1 2 4
SejaA=|0 1 3|,
2 1 —4
2 4 8
a) Ly<2L;:{0 1 3
2 1 —4
0O 1 3
b) LieL,:|1 2 4
2 1 —4

1 4 10
c) Ly<L;+2L,:|0 1 3
2 1 —4
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Matrizes )

% Apoio em W

Definicao: Uma matriz elementar é uma matriz obtida a partir da identidade,
atraveés da aplicacdao de uma operacao elementar com linhas.

Teorema: Se A € uma matriz, o resultado da aplicacao de uma operacao com as
linhas de A € o mesmo que o resultado da multiplicacdo da matriz elementar E
correspondente a operacao com linhas pela matriz A.

Teorema: Sistemas associados a matrizes linha equivalente sdao equivalentes.

Teorema: Se A € uma matriz inversivel, sua matriz linha reduzida a forma escada
R ¢ a identidade. Alem disso, A € dada por um produto de matrizes elementares.

Teorema: Se uma matriz A pode ser reduzida a matriz identidade por uma
sequencia de operacdes elementares com linhas, entao A € inversivel e a matriz
inversa de A é obtida aplicando-se a mesma sequencia de operacdes com linhas.

A:D)->:A™D
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Procedimento para inversao de matrizes i)

LU R

% Apoio em ¥

Teorema: Uma matriz quadrada A admite inversa se, e somente
se,

detA4 # 0.
Neste caso,
A= —
~ detA

Exemplo: Determine a inversade A = [161 ﬂ
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Exempl &
xemplo @

% Apoio em W

: : 6 2
Determine a inversade A = [ ]
11 4
Solucao:
Vamos encontrar A~1 a partir da matriz adjunta de A.

—- A, det(4) =6-4 —11-2 =2, logo —— =

. _1 1
O teorema nos diz que 4 e =

Primeiro iremos encontrar a matriz dos cofatores de A:

E Bi 4 (( 11))34 11] l4 _11]:,4'— adj A = L 62]_

Aplicando o teorema temos que

T )
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Exercicios ) ;

% Apoio em ¥

1) Dadas as matrizes A = H (2)] eB = lg _11], calcule:

(a) det(A) + det(B)
(b) det(4 + B).

3 5
2) Dadas as matrizesA =14 2| eB = [2 =3 1], calcule:
> 1 1 4 6

(a) det(AB)
(b) det(BA)
2 0 —1]

3)Ca|cu|edet[3 0 2
4 -3 7

(a) Pela regra de Sarrus.

(b) Em relacao a segunda coluna, usando o desenvolvimento de Laplace.
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% Apoio em ¥

Exercicios
2 1
4) DadaamatrizA=|0 2
5 1
(a) adj(A4)
(b) det(A4)
(c) A~1

5) Determine A" 'sendo 4 =

6) Calcule o conjunto solucao de x para que o determinante da matriz A

seja nulo ou positivo:

—3
1 ], calcule:
3

(2 1 0
1 0 -1
0O 1 1

-1 0 O

x+ 1

x—1

PJ)—\)—\OI
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Respostas
Ex(el)'cilcio 1: Exercicio 4: Exercicio 6
d
5 -6 7 1
(b) 3 (a)ls 21 —2] 5={x€R|gsxs1}
—10 3 4
Exercicio 2: (b) 45
(a) det(4A4B) =0 L 2
(b) det(BA) = —231 19 715 452
@35 T =
_z 1 4
Exercicio 3: 15 45
(a) e (b) 21 Exercicio 5:
(3 -3 -3 2]
1_|-5 6 6 —4
A=y S5 -4 3
1 -1 -1 1 ]
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Monitorias!! !
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA

O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 134
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Sistemas e Matrizes ) ;

% Apoio em ¥

Um sistemade equacdeslinearescomm equacdese n incognitas
€ um conjunto de equacOesdo tipo

A Xp taX, +---+ X, :bl
A, X, +8,X, +-+a, X =D,

2n’*n

(A X+ X, +o A X, = b,

coma;,1<i<m,1< j<n,ndmerosreais(oucomplexos)

Uma solucdo para o sistemaé uma n - upla de numeros
(X, X, ..., X, ) que satisfacasimultaneamente estas
m equacoes.
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Sistemas e Matrizes %@fff ;
Ainda, podemos escrever o sistema na forma matricial:
dy G 4y, X b,
Ay Gy 0 Uy || X2 | _ b,
aml am2 amn xn bm
A X B
N

matriz dos termos independentes
> matriz das incégnitas

matriz dos coeficientes

A 4

A 4
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Sistemas e Matrizes

&

poio em M

Outra matriz gue podemosassociarao sistemaeé a

matrizampliada :
d;
a21 a‘22

_aml am2

R
a2n

mn
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Sistemas e Matrizes

Dado o sistema

[ X, + 4%, +3%, =1
2%, +5X%X, +4X, =4,
| X, —3X, —2X; =5

.

representena formamatricial e apresentea matriz amplida.

Formamatricial: A-X =B Matriz ampliada

1 4 3][x]| [1] 1 4 3 1
2 5 4 |x|=|4 2 5 4 4
1 -3 -2||%] |5 1 -3 -2 5]
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o . =
Resolugdo do sistema @)
Em termos de matrizes ampliadas aplicadas a resolucao de sistemas,
1 4 3 1]
partimosde|2 5 4 4
1 -3 -2 5
1 0 0 3] Como realizar este procedimento?
echegamosa|0 1 0 -2
001 2

que € a matrizampliada do sistema
X, =3
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Sistemas e Matrizes: Operacdes elementares

=
)

Sao definidas trés operacoes elementares sobre as linhas
de uma matriz :

1) Permutadai-esimae j-esimalinhas:L; <> L,

Exemplo: L, & L,

1

4
-3 4

0
-1
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Sistemas e Matrizes: Operagdes elementares ﬁm J

owun‘”

2) Multiplicagdo da i - ésima linha por um escalar ndonulo: L, < k- L.
Exemplo: L, « -3L,

1 0
4 -1

3) Substituicdo da i - esimalinha pelai-ésimamais k vezes a

j-ésimalinha:L; < L +k-L;

Exemplo: L, < L, +2L,

1 0
4 -1
-3 4
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Sistemas e Matrizes: Operacoes elementares %@ﬁ);ﬁ

Apoio em M

Se Ae B sdo matrizesmxn, dizemosque B é linha
equivalente a A, se B forobtida de A através de um
namero finito de operacdeselementares sobre as linhas
de A

Notacao
A—-B ou A~B

Exemplo

(1 0] 1 0]
4 —1|élinhaequivalentea|0 1

-3 4 0 0
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Apoio em M

& A

Sistemas e Matrizes: Forma escada \

Definicao: Uma matriz m x n é linha reduzida a forma escada se:
a. O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula é 1.

b. Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha
tem todos os seus outros elementos iguais a zero.

c. Todalinha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas.
d. Seaslinhas 1, ..., rsaolinhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao

nulo da linha i ocorre na coluna k;, entdao k; <k, <...<Kk.
Obs.: o0 numero de zeros precedendo o

W//// primeiro elemento n3o nulo de uma linha

/ aumenta a cada linha, até que sobrem

somente linhas nulas (se houver).
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Sistemas e Matrizes: Forma escada i,

% Apoio em W

Definicao : Dada uma matriz A seja B, . a matriz

mxn !

linha reduzida a forma escada linha equivalente a A.

Chamamos de posto de A, denotado por p, 0 nimero de
linhas nao nulas de B.
Chamamos de nulidade de Ao nimeron-— p.

Exemplo

Determine o posto e a nulidade de A,onde
7

1 2 1 0] 100 -3

A=|-1 0 3 5/ m» |oto -5 mepostodeA:p=3

1 -2 1 1] 001 * nulidade:n-p=3-3=0




Sistemas e Matrizes: Forma escada ﬁ%

Se a matriz A for interpretada como sendo a matriz
ampliada de um sistema linear, temos: i _

g 1 0 0 _g
X, +2X,+ X, =0 o L
=X +0X, +3X, =5 S 4
11

2 _1 001 =
\Xl_ X2+X3_ | _

A matriz - linha reduzida a forma escada é linha equivalente
a matriz A. Logo, o sistema que ela representa é dado por :

-

X
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Solucdo de sistemas lineares W
Se tivermos um sistemade uma equacao e uma incognita

ax =D, existirdotréspossibilidades :

i) a=0 A equacado temuma Unica solucdo x = g

ii) a=0eb=0 Temos Ox = 0. Qualquer nimero real serasolugdo da equagéo.
'“) a=0eb=0 Temos 0x =b. N&o existesolugao para estaequacao.
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Exemplo 1 —Sistema possivel e determinado: & ;

. . 2X+y=5 \,
Resolva o sistema linear: { y \
X _3y =6 1(3,1) é a Unica soluc3o.
12 1 5
1 -3 6

Matriz dos coeficientes Matriz ampliada Nulidade
ll 0 1 0 3 ] _ B
0 1 0 1 -1 n-p=2-2=0

Posto p,. =2 Posto p, =2
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Exemplo 2 — Sistema possivel e indeterminado: 5#) ,

Resolva o sistema linear: | 2X+y=2°
6x+3y =15

2 1 5
As retas que 6 3 15

formam o sistema
sao coincidentes. U
Qualquer ponto de

. 1 5 1
uma das retas é |1 = Z|ED Jx4+=y=
[ 2 2‘ { 27
0

solucao deste

0 0 Ox + 0y =
sistema.
Matriz dos coeficientes Matriz ampliada Nulidade
1 1 1 1> 2-1=1
—_— —_— —_— n - = — =
0 0 0 0 O
Postop.=1 Postop,=1

Também chamada de grau de liberdade do sistema, ou seja, o sistema apresenta uma
. . 149
variavel livre.



° ° ’ ﬁ
Exemplo 3 — Sistema impossivel: ) ;
: : | 2X+y=5
Resolva o sistema linear: .
6x+3y =10 As retas ndo apresentam nenhum
2 1 5 ponto em comum. O sistema ndo
6 3 10 tem solucao.
y \
1 5 4 1 B 5 s
[1 2 z‘ B 572772
0 0 1 Ox+0y=1
Matriz dos coeficientes Matriz ampliada
" 1 1 1 5
0 O 0 0 1
Postop.=1 Posto p, =2

Nao existe nenhum valor de X ou Yy capaz de satisfazer a segunda equag;éo.150



GAM“

Caso Geral )

% Apoio em ¥

Seja um sistema de m equagdes lineares e n incognitas x,,..., X, .

-

a, x,+a,x, ++--+a, x, =Db,

1n""n
Ay X, + Aoy Xy + -+ 0, X, =D,

n

a, x +a ,x,+-+a, x =b_

~

com coeficientes a; e termos independentes b, numeros reais (ou complexos).
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Caso Geral )

% Apoio em ¥

Este sistema podera ter:

x, =k,

- . ~ | %=k

1) uma unica solugao: , [ sistema possivel (compativel) e determinado
x, =k,

ii) infinitas solucdes [ sistema possivel e indeterminado

111) nenhuma solugao [ sistema impossivel (incompativel)
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Caso Geral ) ;
Teorema

1) Um sistema de m equacdes e n incognitas admite solucéo se,
e somente se, 0 posto da matrizampliada (p,) é igual ao posto da
matriz dos coeficientes (p, ), ou seja, p, = p..

11) Se as duas matrizes tem 0 mesmo posto pe p =n,
a solucdo sera unica.

111) Se as duas matrizes tem 0 mesmo posto pe p <n,
podemos escolher n— p incognitas, e outras p incognitas
serdo escritas em funcao destas.

[ n - p é denominado de grau de liberdade do sistema.



Exemplos: G )

Resolva os sistemas lineares dados na forma matricial:

100 3

10 7 —10
1) [010—2] 2, 1 & ¢
00 1 2

0 1 7 1 4
o 0 0 0 O

—

1 0 7 —10 1 0 —10 —2 —10
3) |0 5 —6] 4)[
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Exemplos: %ﬁj
Solucao
1 0 0 3|
1|0 1 0 -2 [y 7 ¢ e
001 2
Pa=3p.=3m=3n=3  P=2p=23m=2n=3
Como pa pc_ n,o COITIO pa pc P,Masp <n
3|s_tema admite soluc;ao 0 sistema possui grau de
unica: X = 3; liberdade n—p = 1. Logo,

y=-2ez=2 x=-10-7zey=—6-5z
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Exemplos U,

% Apoio em

Resolva os sistemas lineares dados na forma matricial:

10 7 —10 1 0 —-10 —2 —10
3)[ ] Hlo 1 7 1 4

015 -6
00 0 2 00 0 0 O

pa:3;pC:2;m:3;n:3 pa:2;pc:2;m:3;n:4
Como, p,.=p.=pP, Masp<n
0 sistema possul grau de
liberdade n — p = 2. Logo,

X =-10+10z+2w ey = 4—7z—w.

Como, p,# p. , 0 sistema e
Impossivel.
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Exemplo )

% Apoio em W

-

Resolva o sistema linear: {X+2y+z+t =0

X+3y—-z+2t=0

Resposta :

: L 1 0 5 -1 0
A matriz reduzida a forma escada é e
01 -2 1 O
. L : X+0y+5z—-t=0
o0 sistema incial é equivalente a
Ox+y—-2z+t=0
Comom=2,n=4,p,=p.=p=2,temosque p <neosistema
apresenta grau de liberdaden-p=4-2=2:x=-5z+tey=2z-t
Portanto, o sistema admite infinitas solucdes e o conjunto de solucoes
sera dado atribuindo - se valores arbitrarios para as incognitas z e t.






Exercicios )

% Apoig em W

1) Resolva os sistemas, mostre o conjunto solucao quando houver e sua forma
matricial:

x1+7x, =4 2x1 + 6x, = —6 X1 —3x, =4
—le—ng: 16 5x1+7x2: 1 —3x1+9x2: 8
4x2=6 4x1—9x2=1 4x1_9x2=1
x1_6x2: 3 8x1_18x2: 2 16x1_36x2= 4

2) Determine os valores de A para que a matriz dada seja a matriz completa
associada a um sistema possivel.

1 -3 2 1 4 -2
., o A 3 1 —6

1 A -2 lZ —6 —3]
—4 2 10 -4 12 A
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Exercicios X 1)

3) Determine quais opcoes sao solucao para o sistema dado:
2x1 —4x, —x3 =1
X1 —3x, +x3=1
3x; —5x, —3x3 =1

(a) (3,1,1) (b)(3,—1,1) () (13,52) (I (EL32)  (e) (17,7,5)

4) Escreva um sistema de equacoes lineares constituido de trés equacdes em
trés incégnitas com:

(a) Nenhuma solucdo

(b) Exatamente uma solucao

(c) Um infinidades de solucdes
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=

Respostas )
Exercicio 1: Exercicio 2:

148 24
(a) X1 =~ €Xx2 =7+ (a)A=—§
(b) xy =3 ex, = -2 (b)Ai—%
(c) Impossivel. (c) A=12
(d) x; =12 ex, = 3/2 (d)A=6
(e) Sistema possivel e Exercicio 3:
indeterminado (a), (d) e (e)

(f) Sistema possivel
e ideterminado
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Monitorias!! !

o (]

L w"l
oo

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA

O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 162
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