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Ideia Intuitiva de Limite )
Como motivacao para o estudo de limites, considere a funcao
Y,
y = x°.

Pergunta: Ao aproximarmos x de 2, os valores de y se aproximam de algum
ndmero?

Para responder esta pergunta, vamos considerar alguns valores de x
proximos de 2 e verificar se y se aproxima de algum numero.

X y = X? X y = X2
1,9 3,61 2,1 4,41
1,99 3,9601 2,01 4,0401
1,999 3,996001 2,001 4,004001
1,9999 3,99960001 2,0001 4,00040001
1,99999 3,99996 2,00001 4,00004

Resposta: Ao aproximarmos x de 2, aparentemente aos valores de y se

aproximam de 4.
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Ideia Intuitiva de Limite )

Observe, no grafico da funcado
quadrética y = x* que, ao aproximarmos x
de 2 veremos que os valores de y se
aproximam de 4.

Note que podemos tornar y tao
proximo de 4 quanto queiramos, desde que
x esteja suficientemente proximo de 2.

Dizemos que

O limite da fungdo y = x% quando
x tendea 2 éiguala 4.

Denota-se,

lim x2 = 4 ou x?> = 4 quandox — 2
xX—2



Definicao de Limite )

Definicdo: Diz-se que o limite f(x) é igual a L, quando x tende a a, e escreve-

se:
lim f(x) =L

X—a

quando pudermos tornar os valores de f(x) tdo préximos de L quanto
queiramos, desde que tomemos valores de x suficientemente proximos (mas

diferentes)de a.
De forma equivalente, podemos escrever:

O limite de f(x) quandox tendea a éiguala L.

Ou:

O limite bilateral de f(x) quandox tendea a éiguala L.

Ou ainda:

f(x) - L quandox — a.



Limites Laterais )

% Apote oW

Quando escreve-se “x = a” se quer dizer que x se aproxima de a.

Vamos estudar duas formas particulares de aproximar x de a:

Primeira forma: x se aproxima de y“
a por valores menores que a.

Notacdo: x —» a~

Se lé: x tende a a pela esquerda. . . e
X —> Qa

Dizer que x tende a a pela esquerda significa que pode-se tomar
valores de x tao proximos de a quanto queiramos, mas menores que a.

Exemplo: N
Se x tende a 2 pela esquerda. Y 19 1,99
X — 2" 1,5 ’ 1,999
“Cada vez se considera valores de \\
X mais proximos de 2, mas que | N\ R
sejam menores que 2”. 1 2 X




Limites Laterais )

&
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Segunda forma: x se aproxima de y
a por valores maiores que a.

Notagdo: x — at

Se lé: x tende a a pela direita.

3
>

| T
a — X X

Dizer que x tende a a pela direita significa que pode-se tomar
valores de x tao proximos de a quanto queiramos, mas maiores que a.

Exemplo: N

Se x tende a 2 pela direita. y 2,01
x — 2+ 2,001 2,1

2,5
“Cada vez se considera valores de \ //
X mais proximos de 2, mas que Ve |

sejam maiores que 2”. 2 3 X

Y
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Definigdo: Diz-se que o limite de f(x) é igual a L, quando x tende a a pela
esquerda, e escreve-se

lim f(x) =L

X—a
quando pudermos tornar os valores de f(x) tao proximos de L quanto
queiramos, desde que tomemos valores de x suficientemente proximos de a,
mas menores que a.
Notacao:

lim f(x) =L

X—a

f(x) » L quandox — a~

f(x) se aproxima de L quando x
se aproxima de a por valores
menores que a.
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Definigdo: Diz-se que o limite de f(x) é igual a L, quando x tende a a pela
direita, e escreve-se
1im+f(x) =L

xX—a

quando pudermos tornar os valores de f(x) tao proximos de L quanto
queiramos, desde que tomemos valores de x suficientemente proximos de a,
mas maiores que a.

Notacao:
lim_f (x) =L

x—a

f(x) » Lquandox - a®

f(x) se aproxima de L quando
X se aproxima de a por valores
maiores que a.
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Limite Bilateral il
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Teorema: O limite (bilateral) de f(x) quando x tende a a é igual a L se e
somente se os limites laterais existem e sao iguais a L.

( lim fx)=1L

X—a

lim f(x) =L =) |

xX—a

lim f(x) =L

x—->a-

\




Limite Bilateral
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Exemplo: Use o grafico dado da f para determinar cada exprq%sse”ao, se ela existir.

(a) lim f(x) -1 (i) lim fCx)

() lim f(x) 1

x—-0"

(b) lim_f(x) °

x—>—1"

(c) lim f(x) 2 (k) limf (x) 1
(d) f(=1) 2 () £(0) 1
(e) lim f(x) 3 (m) Hm f(x) *
(f) lim fGx)  # () lim, f(x)

(o) lim f(x) 4

x—3

(p) fF(3) 2

(g) lim f(x) A

x—1

(h) £ (1) -

A

4 3-2-1/ 1 2 3 4%
. ¢

| 1IE
:_ZIE
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Exemplo: Em cada caso, use o grafico da funcao identidade para determinar o
valor do limite dado.

1 -1 1 A =X
o im0 @l , :
1 o= A R BT LR
' -1 ' P | | | i | | | |
R T e e o e
T
x—>—1 Xx—=—e | | | | | | | |
bom e booos-- beoo S 4 R oot boooo-- |
(d)limx o (h) limx ¥ N
x=0 x—)E 2 i : : : : : :l ; >
2 -4-3-2-1/] 1 2 3 4%
Considerando o grafico da Fo-oo-- ------- - =1

funcdo identidade, tem-se i i i )
=3
/ol

11



¥

Propriedades dos limites ),

w

Seja ¢ uma constante, e suponha que existam os limites:

lim f(x) e  lim g(x)

X—a

Vamos estudar as propriedades dos limites:

Propriedade da soma/diferenca “ limite da soma/diferenca

lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) é a soma/diferenca dos
x—a x—a x-a S,
limites
Exemplos:

lim[x? + V2x + 3] = lim x? + lim v2x +3

x—0 x—0

lim [e* + x] = lim e¥+ lim x

x—>—1 x—-—1 x—-1
lim[x? — x*] = lim x? — lim x*

X—3 X—3 X—3

lim 3\/x2 + 1 — cos 2x] = lim ¥/x2 + 1 — lim cos2x
x—0 x—0 x—0
12



Propriedades dos limites %@fﬁ) ;

% a,

Propriedade da multiplicagdo por constante O limite da fungdo

multiplicada por uma
,1}_%‘: f)=c- hm f(x) constante € igual a constante

multiplicada pelo limite”
Exemplo:

J161_1:1%[2 log, x] =2 - :lcl—l:% log, x

P 0 P 7
ropriedade do Produto “0 limite do produto é

)lcl_l)lgl[f(x) -g()] = }Cl_l}glf(x) ' }Cl_l}gl g(x) o produto dos limites”
Exemplos:

lim[e?* - cos x?] = lim e?* - lim cos x?
x—0 x—0 x—0

13



Propriedades dos limites ﬁﬁ% ;

Propriedade do Quociente (im0 =0)

f (x) lim f(x)

“O limite do quociente

Wi _ x>a é 0 quociente dos
x—>a (x) ~ lim g(x) limites”
X—a
Exemplo: _ 3 . 4
234+ {x]  lim(x® +Vx)
lim |———| = :
x—1 eX lime*
x—1
Propriedade da Poténcia “O limite da poténcia é a
llm[f(x)]n [llm f(x)] (n € R) poténcia do limite”
Exemplo:

10
lim [2x + 1]*° = | lim (2x + D]

x--1 x—--1

14



Propriedades dos limites )

Propriedade da Raiz
“Olimite daraizéa

lim i/ f(x) = leci_l)lglf(x) raiz do limite”

X—a

Exemplo:

}Cirr% Yx2+2x—1= Jllm(xz +2x —1)

Propriedade do Mdédulo
“O limite do moédulo é o

lim|f(x =‘lim x‘ ‘ T
x_)a|f( )| x_)af( ) modulo dos limites
Exemplo: _ _
lim [tanx | = | lim tanx‘
x—>—£ x—)—E
4 4

Todas as propriedades de limites vistas nesta aula continuam validas se
consideramos os limites laterais
lim f(x) e lim f(x) ou lim g(x) e lim g(x
lim f(x) e lim f(x) ou lim g(x) e lim g(x)

em vez do limite bilateral. -
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Propriedades dos limites ),
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Exemplo: Dado que
}Cl_r)r% f(x) =4 }Cl_r)r% glx) = -2 LI_I)I% h(x) =0

encontre, se existir, o limite. Caso nao exista, explique por qué?

(a) }Ci_rg[f(x) +5g(x)] (c) lim /f (%) () ,1}_15%
_ ] f(x) . x)h(x
(b) lim [g (x)]° (d) lim Z(x) (f) ling g(fzil)( )

Solu¢cao: Como sabemos os cada um dos limites individualmente, precisamos
simplesmente utilizar as propriedades para calcular os limites:

(@) im[f(x) + 5g()] = 4+5(~2) = =6 (d) lim 3 _ 34 _ g

x—-2 g(x) —2

b) lim [g(x)]® = (-2)3 = —8 el _ @

( )x—>2 [g(x)] (—2) (e)}cl_rgg(x) = 0

(c) lim Jf) =V4=2 (f) lim IR _ 20 _
x-2 f(x) 4

16






Exercicios
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1) Use o grafico dado da f para determinar cada expressao, se ela existir. Se
nao existir, explique por qué?

(a) lim f(x)

x—0"

(b) lim, f(x)

(c) lim £ (x)

x—0

(d) £(0)
(e) lim f(x)

X—2~
(f) lim, £ ()
() lim f(x)

xX—2

(h) £(2)

(i) im f(x)
() lim, £ (x)
(k) lim £ (x)
() £(5)

(m) lim_ £ (x)

X—7~
(n) lim, f(x)
(o) lim f(x)

(p) £(7)

18
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Exercicios %@%ﬁg
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2) Use o grafico dado da f para determinar cada expressao, se ela existir. Se

nao existir, explique por qué?
lim f(x i) i v

@ Jim fe @ lm e Y

(b) lim f() () lim f(®)

(c) lim £ (x) (k) lim £ ()

x—0
(d) £(0) (1) f(2)
(e) lim £(x) (m) lim £ (x)
(f) lim f(x)  (n) lim, f(x)
@ lim G (o)lim f(x)

(h) £(1) (p) f(4)

19



Exercicios =

3) Esboce o grafico de uma fungao f qualquer que satisfaga todas as condigdes
dadas:

@) lim f() =2 lim f)=-2  f(1)=2

(b) lim f) =2 lim fD =4 f3)=3

lim f(x) =2 f(-2)=1

X—>-2

(c) lim f(x)=1 xE{% fx) =0 lim f(x) = —2

xX—>-=1" x—0
Jim f) =2 lim f(x) =3 f() =2

(d) lim f(x) =3 lim+f(x) =3 xli)r(rll_ fx) =1

X—>—=2" X——2

lim f@=3 fM=-1 f[(-2)=0

20



Respostas %@% y
Exercicio 1: Exercicio 2:

a) 2 j) —2 a) 2 )3

b) 2 K) 2 b) 3 k) 3

) 2 ) 2 c) A ) 3

d) 2 m) 2 d) 2 m) 3

e) 2 n) 2 e) 3 n) —2

f—1 0) 2 fl 3 o) #

g) A 0) 7 g) 3 p) —3

h) —1 h) 2

i) 2 ) 3 Y
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Monitorias!! &
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%

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 22
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Limites infinitos )

Como motivacao para o estudo de limites infinitos, considere a
funcao

B 1
) = =5y

Pergunta: Quando x tendea 2, o que acontece com f(x)?

Para responder esta pergunta, vamos considerar alguns valores de x
proximos de 2.

X f(x) X f(X)
1,9 100 2,1 100
1,99 10.000 2,01 10.000
1,999 1.000.000 2,001 1.000.000
1,9999 100.000.000 2,0001 100.000.000

Resposta: Ao aproximarmos x de 2, os valores de f(x) se tornam cada vez

maiores, ou seja, tendem a infinito.
24



Limites infinitos )
Matematicamente, se representa o comportamento da fung¢ao
1
lim = 400 Selé:olimite de f quandox tende a 2 pela
x-2- (x — 2)? .. e
esquerda é igual a mais infinito.
lim 1 — +o00 Selé:olimite de f quandox tende a 2 pela direita

YR , e
x-2% (x — 2) é igual a mais infinito.

De forma semelhante, se pode concluir que

-1
lim = —00 Selé:olimite de f quandox tendea 2 pela
x-2~ (x — 2)% . o
esquerda é igual a menos infinito.
lim —1 — _oo Selé:olimitede f quandox tende a 2 pela direita

Y (v — )2 . e
x-2* (x — 2) é igual a menos infinito.

25
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Os graficos das funcdes do exemplo anterior sao dados por:

yl\ yl\
6*“ Sy | 1*“’*’ """ |
S~ N N 0 S SO

1
f(x)z(x_z)z f(X')z(x_z)z

Note que, em ambos 0s casos, as funcdes tendem a infinito quando x
se aproxima de 2. 26



Limites infinitos
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No geral, tem-se:

Expressao

lim f(x) =+

x—a~
ou

i i) = =cs

lim f(x) =+
x—at

ou
lim f(x) = —oo

X—a

lim f(x) = 40

x—-a
ou

lim f(x) = —

X—a

Significado

f (x) cresce (ou decresce)
infinitamente quando

x tende a a pela esquerda.

f (x) cresce (ou decresce)
infinitamente quando
x tende a a pela direita.

f (x) cresce (ou decresce)
infinitamente quando
x tende a a.

Se lé

O limite de f(x) quando x
tende a a pela esquerda é
igual a mais (ou menos)
infinito.

O limite de f(x) quando x
tende a a pela direita é

igual @ mais (ou menos)
infinito.

O limite de f(x) quandox
tende a a € igual a mais
(ou menos) infinito.
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Assintotas verticals %@m ;
Se pelo menos um dos casos abaixo acontece
lim f(x) =+o0  lim f(x) = +o0 Jim f(x) = —oco lim, f(x) = —oo

entdaoa reta x = a é chamada de assintota vertical do graficode f.

Graficamente, as assintotas verticais sao geralmente representadas
por retas verticais tracejadas, como nas figuras abaixo.

j , .
,l Assintota verticalem x = a.

L
=

A 4

—
T
=

lim f(x) = 4o

xXx—>a -

lim f(x) = 4o
x—-at

llm fx) =—

x—-at

Y

Ji\ Jim. fG2) = —=
I I N

— 1 —

Assintota verticalem x = a.

28



Assintotas verticais

Exemplo: Com base no grafico abaixo, determine:

(a) lim f(x) +w

xX—>-3"

(b) lim, f(x)

x—-—-371

(c) lim_f(x)

x—>-3

(d) lim f(x)

x—0~

(e) lim, f(x)

x—0t

(f) lim £ (x)

x—0

(g) lim f(x)

X—3~
(h) lim, f(x)

(i) lim £ (x)

xX—3

— GO

A

+co

400

(j) As assintotas
verticais:

x=-3,x=0ex=3

29



Assintotas verticais ),
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Exemplo: Considere o grafico da funcao

1 |
T X o N
| e B ;
Determine: |
I (1) “““““““““““““ 29\ i
a) lim (- _ |
( x—0— \X «
(1 -
(b) lim (3)  + I
x—-0t \X |
. (1
c) lim (—)
() Tim {3 - N N S —
(d) Esta funcdo possui assintotas verticais? TR
Sim, uma assintota verticalem x = 0. S S S - s M

30



Assintotas verticais

Exemplo: Considere o grafico da funcao

tangente y

Determine:
(a) im tanx  +eo (b) lim tanx - (c) lim tanx
x> X 3mt x>
> 2

(d) O grafico desta funcao possui assintotas verticais?

Sim, o grafico da fung¢ao tangente possui infinitas assintotas verticais da forma

x=§+kn,ondekez.

A

31
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Limites infinitos e fung¢des quocientes ﬁ’%
S’

Observacao: Lembre que, quando dividimos um numero positivo por

numeros positivos proximos de zero, o resultado da divisao sera um numero
muito grande.

Exemplo: Dividindo o nimero 5 por

(a) 1 (b) 0,1 (c) 0,01 (d) 0,001
temos
5 5 5 5
(a) — = (b) — =50 (€) — = (d) —— =5000
1= ° 0.1 0,01 > 0,001
Note que, quanto mais proximo de
zero estda o denominador, maior serd o ¢>0
resultado da divisdo!! lim——= +

x=a gx)— o+

Um raciocinio analogo pode ser usado
guando consideramos o limite de uma funcao
guociente, quando o numerador tende a uma
constante positiva e o denominador tende a
zero por valores positivos!!

O resultado do limite
sera igual a mais infinito!

32



Limites infinitos e fungcoes quocientes ﬁm g

Observacao: Lembre que, quando dividimos um numero positivo por

numeros negativos proximos de zero, o resultado da divisao sera um numero
muito grande, mas negativo.

Exemplo: Dividindo o nimero 5 por

(a) —1 (b) —0,1 (c)—0,01 (d) —0,001
temos
5 5 5
(a) = ==5 (b)—— 01 =—-50 (c) 001 =—-500 (d) 0,001 =—5000
Note que, quanto mais proximo de
zero esta o denominador, menor sera o C>0
resultado da divisdo!! Iim——=

oA GO 0-

Um raciocinio analogo pode ser usado
guando consideramos o limite de uma funcao
guociente, quando o numerador tende a uma
constante positiva e o denominador tende a
zero por valores negativos!!

O resultado do limite
sera menos infinito!

33



Limites infinitos e fungcoes quocientes

St e

Exemplo: Os limites
o x+1
lim
x-0t X

sao infinitos, pois

1 O numeradortende a 1.

x+T

lim —— = 400 0 limite tende a +o.

x—0+ X~

0T O denominador tende a
zero por valores
positivos.

1 O numeradortende a 1.

2+T

lim —— = —o00 Olimitetende a —oo.
x—0"
0~ Odenominadortendea
zero por valores

negativos.
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Limites infinitos e fun¢des quocientes ﬁ%

% Apoio em W

O quadro a seguir resume o gue acontece com as funcdes quocientes
guando o numerador tende a uma constante e o denominador tende a zero:

Descri¢io Representacao Resultado
- C>0
O numerador tende a uma constante positivaeo = fG&”
. . lim——— +00
denominador tende a zero por valores positivos. x-ag(d—, o+
- C>0
O numerador tende a uma constante positivaeo o
. : im—— =
denominador tende a zero por valores negativos. X=a GG -
: C<O0
O numerador tende a uma constante negativae o
. im—— =
o denominador tende a zero por valores X~ g — 0+

NnNncitin/nc

O numerador tende a uma constante negativaeo . f(G¢)” sk +oo
denominador tende a zero por valores negativos. xl_%y@e\, _
0

Observacao: As mesmas regras valem se trocarmos
+n

"x > a" por "x—=a"™ ou "x—>a™ "
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Limites infinitos e funcdes quocientes %@%
e
Exemplo: Calcule os limites: )
COS X —
(a) xll)nil+ Zxx_+ 11 (c) xlirg”f X
R . —4
(b) xll)r?— x—2 (d) , S0- 1+x

Solugao: Note que em todos os casos o numerador tende a uma constante e o
denominador tende a zero. Portanto, todos os limites sao infinitos.

Para determinar se a resposta é +00 ou —oo, precisamos analisar o
sinal do numerador e do denominador.

3>0 —-1<0
(a) lim,Zx/-_l—/l"z Lo © lim cosx—72 _
x—>1+N0+ x—0t \3\‘04_
6> 0 —4 <0
2
(b) lir?i= —00 (d)thr_ = 400
X—2~ e

36



Limites infinitos e fungcoes quocientes
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% Apoio em W

Descricao

O numerador tende a mais infinito e o
denominador tende a uma constante positiva.

O numerador tende a menos infinito e o
denominador tende a uma constante positiva.

O numerador tende a mais infinito e o
denominador tende a uma constante negativa.

O numerador tende a menos infinito e o
denominador tende a uma constante negativa.

Representacao Resultado

400
lim—— +00
=>a gt - <

—Q00
lim——— —00
x"“?@@»c > 0

+ o0
x"a?@@»(; <0

—00
i £ oo
x"“?@@»c <0

Observagao: As mesmas regras valem se trocarmos

"X—>G," por !!x_)a+||

ou 'x->a ",



Limites infinitos e fungcoes quocientes / @fy )
Exemplo: Calcule os limites:
@lip S5 Olm T @M (g i,

_)_
x2

Solugcao: Note que em todos os casos o numerador tende a infinito e o
denominador tende a uma constante. Portanto, todos os limites sao infinitos.

Para determinar se a resposta € +00 ou —oo, precisamos analisar o
sinal do numerador e do denominador.

+ o0 +00
(@) lim 25 = 4o (o) T B L
T +S5—xq
*>3 >0 o 3-m<0
—00
_lax" 1y =X
(b) lim =——— = —oo ) lim =% —
) 1>0 XR0TCOSESZ |
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Exercicios

U,

% Apoig em W

1) Com base no grafico abaixo, determine:

...................................... 5.
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

y)\

(b) lim, f(x) (d) lim_f(x)

(f) lim f(x)
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Exercicios

U,

% Apoig em W

1) Com base no grafico abaixo, determine:

...................................... 5.
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

y)\

(h) lim, f (x) () Jim £

(1) lim £ (x)

41



Exercicios 1)
1) Com base no grafico abaixo, determine:
y)\

...................................... 5.
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

(m) As assintotas verticais:

42



Exercicios

=
)

2) Determine os limites abaixo:

- x+5
(@) xlinzl— X — 2
x—3
(b) lim
X—-2"X — 2
>+ 2
(c) lim X
x-1t x — 1
(d) lim *+5S
x--3t x+ 3
X
I
(e) xlgl"' 2—Xx
0 Jim s

(&) xllgl— x%—9
x? —5x + 2
h .
( )xllgl+ x2 —4x + 4
() lim ==
;’cl)l(l)l’r NE

X

. 1
() xlgl‘ 2x — 6

x — 4
(k) lim —
x—0t SIn X

(1) lim
x-n~ tan x

43



Exercicios

=
)

2) Determine os limites abaixo:

o xZ+2
(M) lim ——

x-»1* Inx

x—4
() lim X~
x-1- |lnx

(0) lim vas—x

x-9 x—9

 5+4x
(k) lim —
x-0 X

fanx

I
(q)x l%]‘ 7x — 1

_ tanx
(r)xlf% 2x — 1
2

cotx

(s) lim
x-ont X

log; x
(1) lim, —22

x-0t\/x +m

(u) lim [ log: x|

x>0t x%2 + 3x — 2

2—Inx
CX+3

) Jmy,

2X + cscx

() xllgr]- x?—9

VSsecx

(Z) xl_i)Ig+ 2 —2x
2
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Respostas @,
S

Exercicio 1:

a) —o ) - e) —© g) - i) Z k) —oo

b) —» d) +w f) 2 h) 1 i) 3 ) 2

Exercicio 2:

a)_ fl7 k= p)+ew U)-w
b) 4o 8) 40 1) m q) to V)t
C)40 h)—=o0 m)+o  r)—0  X)+o
d)je 0)+t*® n) -0 )t z) =

e) — j) t© o) 4 t) — a5
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Monitorias!! &

o (]

L w"l
%

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 46


http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
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Limites no infinito )

Como motivacao para o estudo de limites no infinito, considere a
funcao

_1
f(x)—;

Pergunta: Quando x tendea —oo ou 400 , 0 que acontececom f(x)?

Para responder esta pergunta, vamos considerar alguns valores de x e
os valores correspondentesde f(x).

X f(X) X f(X)
-10 -0,1 10 0,1
-100 -0,01 100 0,01
-1.000 -0,001 1.000 0,001
-10.000 -0,0001 10.000 0,0001
-100.000 -0,00001 100.000 0,00001

Resposta: Ao fazermos x — —oo0 ou x — 400, aparentemente os valores de
f (x) se tornam cada vez mais proximos de 0.




oPMq

Limites no infinito )

“Apio o

O grafico da funcao

1
f(x)=;

esta representado ao lado.

Note que:

Sex — —oo entdo f(x) — 0.

Se x — 4o entdo f(x) — 0.
Em geral, se escreve:

Selé:olimitede f

lim — = (0 aquandox tende a menos
X—>—00 X infinito é iguala 0.
1 Selé:olimite de f Esta funcdo é chamada de fungdo reciproca.
lim — = (0 quando x tende a mais
X—>+00 X infinito e iguala 0.
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Limites no infinito )

v

No geral, limites do tipo

lim f(JC) Os valores de x diminuem sem cota, isto é, x
X——00 tende a menos infinito.
e
lim f(X) Os valores de x aumentam sem cota, isto é, x
x—+00 tende a mais infinito.

sao chamados de limites no infinito.

50
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Propriedades dos limites no infinito )
Supondo gue existam os limites
dm f@) e lim g0

as propriedades dadas na Aula 01 continuam validas para limites no infinito.

Propriedade da soma/diferenca Propriedade da Poténcia
n
: n _ FINT _ w0
i [£G)  900) = lim_ fG) & lim 9GO lim [ = [ Jim /(0]

X—+00

Propriedade da multiplicagdo por constante Propriedade da Raiz
A€ SO =0 I f0) i, VTG =l 7
Propriedade do Produto Propriedade do Moddulo
Jim [/ - g(] = lim f()- lim gGx) lim ()] = lim 7o)

Propriedade do Quociente (ims+0)  Ops: Estas propriedades

£(x) lim f(x) continuam validas ao trocar

lim |—| === + 00 por —oo.
o g lim g () "




v 4 o o ﬁ
Assintotas horizontais )

% Apote oW

Se os limites no infinito existem, e digamos,
lim f(x) =a lim f(x)=»b

X——00 X—+00
entdoasretasy = a ey = b sao chamadas de assintotas horizontais do grafico

de f.

Graficamente, as assintotas horizontais sao geralmente
representadas por retas horizontais tracejadas, como nas figuras abaixo.

Y] .
_ Assintota horizontalemy = b. _ 3 i‘l‘lil"l'i"o_fgxz ___b_ _
_// x;
i e - AL o o o o e e e e e e e o e e .
lim f(x) =a Assintota horizontalem y = a.

X——CO
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Assintotas horizontais ),

Exemplo: Considere o grafico abaixo.

lim f(x) =2 e xﬁrfmf(x) =1

X——00

entdo este grafico possui duas assintotas horizontais, dadaspory = 1 ey = 2.



Assintotas horizontais ),

Exemplo: Considere o grafico abaixo.

————————————————————————————————————————————
————————————————————————————————————————————

1 1 1 1 1
e e S B e s i Tt y — 2

____________________________________________

lim f(x) =2 e xﬁrfmf(x) =2

X——00

entdo este grafico possui uma unica assintota horizontal, dadapory = 2.
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Limites no infinito e fungoes quocientes &),

Teorema: Se r for um numero racional positivo, entao:
1

1 :
xl—1>1:|1-looF =1 y xl—1>r—nooF -

guando for possivel calcular

este limite para x — —oo0.
Exemplo: Calcule os limites:

l lim — im (S 12) (@ tim (X
(@) x—l>l;noo; (b) x—1>I-|1-]oo X (C)x—l>r—noo ; * x_l)IEloo x?
Solugao: 1 1
(@) lim — =0 o) o T = 0 T 5:0=0

0

(c)xl_i)lpoo(%+2)= 2
0 0
(1_]:/%) -1




GAM«Q
2

Limites no infinito e fun¢oes quocientes &),

w

Exemplo: Calcule o limite:
2x3 +3x%2 —x+1

lim

x—>+00 x3 + 2x
— 2x3 +3x% —x + 1
o 2x3+3x%?—x+1 _ 3
x1—1>I-|1-100 x3 + 2x - xl—lﬂloo x3 + 2x -
2
; , 0 0 0
X X X 1
_ limZ.x—3+3 3 %3 = ]imz 1+3/)¥'%+%=E=2
X—+00 §+2'£3 X—>+00 142. 1
X X >
Portanto,

2x3 +3x%2 —x+1 B
X—+00 x3 + 2x B
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Limites no infinito e fungoes quocientes &),

Exemplo: Calcule o limite:

’ 5x%+2x—3
x—1>r—noo 2x3 +3
Solucao:
st 5x% +2x —3
l 5x2+2x—3_ I x3
e BgD Ang = 2ot 2x3 + 3
3
, 0 0 0
s D42 Xl sfhedos B
= lim X - X° = Jim £ 7 = 2—0
X——00 X X—>—00 .
z.x__|_3.x_3 2+3 >
0
Portanto,
 5x?+2x-—3
lim =
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Limites no infinito e fun¢oes quocientes

Exemplo: Calcule o limite:

. x? + 2
lim
x-+0o x+1
Solucgao:
1fx-Z 4+ 2 x2 + 2
2 . 2
xo+0o x4+ 1 x—>+00 X X 14 =
X X
0
2 2 2
= lim 7 = lim T = —=1
R (= PR 1
X
0
Portanto,
x% + 2
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Limites no infinito e fungoes quocientes &),

Exemplo: Calcule o limite:

. 2x — 1
lim
X—>=004/x2 4 5x — 2
Solugdo: 2% — 1 2% — 1
2x —1 : | x| : —X
. _ lim — lim
xl—1>gloo\/x2+5x_2 _x—"m\/x2+5x—2 x—>—oo\/x2+5x_2
B R
2x _ 1 -2 +/¥ -2
= lim _zx = =x11131 ; — —1= —2
x Jx +5x — 2 \/1+5%\—2-\1§
X X
0 0
Portanto,
2x — 1
lim = —2.

x—>=0[x2 } Gy — 2
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Limites infinitos no infinito )

Como motivacao para o estudo de limites infinitos no infinito,
considere a funcao
f(x) = x?
Pergunta: Quando x tendea —o ou 400 , 0 que acontece com f(x)?

Para responder esta pergunta, vamos considerar alguns valores de x e
os valores correspondentesde f(x).

X f(X) X f(x)
-10 100 10 100
-100 10.000 100 10.000
-1.000 1.000.000 1.000 1.000.000
-10.000 100.000.000 10.000 100.000.000

Resposta: Ao fazermos x — —oo ou x — 00, aparentemente os valores de
f (x) se tornam cada vez maiores.

Escreve-se

lim x? = 4+ e lim x% = 4o
X—>—00 xX—+4o00 60
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Limites infinitos no infinito )

% Apote oW

Matematicamente, se representa o comportamento deste tipo de
funcao como:

lim f(x) = —oo Selé: o limite de f quando x tende a menos
X——00 infinito é igual a menos infinito.

lim f(x) = +oo Selé: o limite de f quando x tende a menos
X——00 infinito € igual a mais infinito.

lim f(x) = —oo Selé:olimite de f quando x tende a mais infinito é
X2+ igual a menos infinito.

lim f(x) = +oo Selé:olimite de f quandox tende a mais infinito é
xX—+00 igual a mais infinito.

Estes limites sao chamados de limites infinitos no infinito.
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Fungoes quocientes

Situacao Resultado Situacao Resultado
C>0 TS
lim —= +00 lim —— +00
x>+l o+ SRS
C>0 —2o
C<0 + 0
lim ——= —00 lim J;ﬂ —00
x—+oog—, 0+ x“’”"?@@»c <0
C<O0 =
o <l
Iim —— + 00 llm\fﬂ‘ + oo
x>+l - eI <

Observagao: As mesmas regras valem se trocarmos

llx % +mll por llx % _mll.
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Funcoes quocientes )
Exemplo: Calcule os limites:

ox? 41 =5
(a)x1_1>r_noo 2% 4 1 (b)xETm o—2%

Solug¢ao: Precisamos analisar o sinal do numerador e do denominador para
determinar a resposta do limite.

B —5<0

X241 S
O amEag e bR
1>0

00)
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~ L ~ SR -1
Funcoes polinomiais e fungoes racionais @),

Para calcular limites no infinito de funcdes polinomiais ou funcdes
racionais, basta considerar os monomios de maior grau, que sao também
chamados de termos dominantes, para calcular o limite.

Exemplo: Calcule os limites:

25x3 — 12x?
(a) lim x5 —100x* + 2x2 — 10.000 (b) lim 5X x2 + 80x
X——00 i 3x3 + 1

Solucao:

(a) lim x> —100x* 4+ 2x* — 10.000 = lim x° = —oo

X——00 X—>—00
9 0 25x3 — 12x% + 80x 3 25x3 y 25 25
( )x—lgloo 3x3+1 x—+o0 3x3 e 3 3
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Exercicios

=
Nl

1) Calcule os seguintes limites:

_ 1
@ A5 e

_ 5
(b)xl—l>l:|-noo (3  x2 + 1)

’ 2+/x + x?
(c) x—1>1—1|—loo 2x2 —1

(d) lim v5—x

X——00

' 5x2 — 2
(e) x—1>I-I1-100 x+3

0l 5x2 — 2
(f) x—l>r—noo x+3

(g) lim x*

X——00

(h) lim (x° + 2x)

X—+00

(i) lim (x7 4+ 2x* — 3x3)

X——00
() lim (x3 + 7x* — 2x°)
X—>—00
y x?—5x+6
(k) x—l)rjlm x+ 3
y x% —4x + 2
) 2T 2%z —7x + 1

y x*+x3-3
(M), 2% 10 — 3%
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Exercicios B

2) Em cada caso, verifique se a funcdo dada possui assintotas horizontais e\ou
verticais.

No caso afirmativo, determine as equacdes destas assintotas.

) £0) = o

) £ =
@ £ = 22
010 =
o) Fo) = 3x° +x—1

X2+ 2x + 2
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Respostas

oPMy

),

“ et

Exercicio 1:

a)o

f) v k) -o
g) +o 1)1/2
h) 4+ m) +oo
i) —oo

j) te

Exercicio 2;

a) Assintotas verticais: Nao possui.

Assintotas horizontais: y = 2

b) Assintotas verticais: X = £3

Assintotas horizontais: ¥ =1

C) Assintotas verticais: X = 5

Assintotas horizontais: Y = +1

d) Assintotas verticais: x =2 e x =3

Assintotas horizontais: Nao possui.

) Assintotas verticais: Ndo possui.
Assintotas horizontais: Nao possui.
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Monitorias!! &
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 69
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~ , &5
Fungoes continuas )

% Apote oW

Definicdo: Uma fungdo f é continua em um numero x = a se forem satisfeitas
as seguintes condicoes:

1) f(a) existe; 2) Existe o Iimite}ci_r)rcllf(x); 3) chi_l’)lcllf(x) = f(a).

Do contrario, se diz que a fungao f é descontinuaem x = a.

Observacao: As condi¢cdes acima dizem que:
1) f(a) existe.

Quer dizer que o nimero a pertence ao dominio da
funcdo f, ou seja, € possivel calcular f(a).

2) Existe o limite chi_r)r(llf(x).

Quer dizer que os limites laterais
existem e sao iguais entre si.

3) lim £(x) = f(a).

Quer dizer que valores encontrados
em 1) e 2) sdo iguais entre si. 71

lim £() = lim, £(x)
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Fungoes continuas )

Exemplos: Determine se a funcao representada pelo grafico a seguir é
continua em cada numero dado. Justifique.

(a)x = =2 (d)x=1
(b)x = —1 (e) x = 2
(c)x =0 (flx =3
Solucgao:
(a) Como

f(=2)=5 e lim f(x) =5

entdo f é continuaem x = —2.
(b) Como
f(=1) A e xlirylf(x) =3

entdo f é descontinuaem x = —1.
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~ , T
Fungoes continuas )

Exemplos: Determine se a funcao representada pelo grafico a seguir é
continua em cada numero dado. Justifique.

(a)x = =2 (d)x=1
(b)x = —1 (e) x = 2
(c)x =0 (flx =3
Solucgao:
(c) Como

F0)=0 e limf(x)=0

entdo f é continuaem x = 0.
(d) Como

fA)=-1 e limf(x) =3

entdo f é descontinuaem x = 1.
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~ , T
Fungoes continuas )

Exemplos: Determine se a funcao representada pelo grafico a seguir é
continua em cada numero dado. Justifique.

(a)x = =2 (d)x=1
(b)x = —1 (e) x = 2
(c)x =0 (flx =3
Solucgao:
(e) Como

f(2)=0 e )lci_r)réf(x)ﬂ

entdo f é descontinuaem x = 2.
(f) Como

f3)=2 e limf(x)=2

X—3

entdo f é continuaem x = 3.
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FungGes continuas )
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rE b1
% Apoio em ™

Exemplo: Considere a funcao
x+1 sex<1
fl) = {xz —3x+4, sex>1
(a) Verifique se f é continuaem x = 1.
(b) Esboce o grafico desta funcao.

Solugdo: E necessario verificar cada uma das condi¢cdes abaixo!

1) f(1) existe. sim! f(1)=1+1=2.

(fim f(x) = lim (x + 1) = 2
x—1 x—1

i imite lim f(x). Sim! ¢
2) Existe o limite x—>1f( ) im0y < im (62— x4 4) =2

x—1t

3) lim f (x) = f(1). sim!
Conclui-se entdo que f € continuaem x = 1.
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Fung¢oOes continuas

Exemplo: Considere a funcao

x+1 sex<1
f(x)_{x2—3x+4, sex > 1

(a) Verifique se f é continuaem x = 1.
(b) Esboce o grafico desta funcao.

Solugdo: A funcao dada foi
definida por duas sentencas,

portanto:
y=x+1 em (—oo,1]
Funcao do primeiro grau!
O grafico & uma reta!

y=x?—3x+4 em (1, +)

Funcdo do segundo grau!
O gréfico é uma parabola!
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Classificacao de descontinuidades )
Descontinuidade removivel: Existe o limite chl_r)r(ll f(x)
mas uma das seguintes situacdes acontece:

(i)}ci_l}'éf(x) * f(a). ou (i) f n3o estd definidaem x = a.

Neste caso, se diz que a fungao f possui uma descontinuidade
removivelem x = a. “o graficode f tem um furoem x = a.”
Exemplo: Em cada caso, classifique a descontinuidade da funcaoem x = 2.

@ , b)
..... o J S Y
————————— i A N
/2 3 4% T [ 1 2 3 3
=1
existe £(2) porém existe .
limf(O)  existe  lim f(x) # f(2). motd TG

Descontinuidade removivel em x = 2. Descontinuidade removivel em x = 2.



Classificacao de descontinuidades ﬁi) ;

Descontinuidade em salto: Os limites laterais existem e sao diferentes entre

Si, ou seja,
(i) lim_ f(x) existe (ii)xlighrf(x) existe (i) lim_f(x) # xli)l'ng f(x).

x—>a

Neste caso, se diz que a funcdo f possui uma descontinuidade em

saltoem x = a. “o graficode f tem um saltoem x = a.”
Exemplo: Em cada caso, classifique a descontinuidade da funcaoem x = 2.
a A b A
(a) y (b) y
3 | | I R B B |
e
—1
=] |
2 = xligl_f(x) * xli_glJff(x) = 1. 0= xllgl_f(x) +* lirgl+f(x) = 2.

Descontinuidade em salto em x = 2. Descontinuidade em saltoem x = 2. 78



Classificacao de descontinuidades ﬁi)

Descontinuidade infinita: Um dos limites laterais € infinito (—oco0 ou +0), ou
seja, ocorre pelomenosuma das situacdes:

- _ : — — _ lim f(x
Jim () = Jim f() =+ lim f(x) =—co i, f() =

Neste caso, se diz que a funcdo f possui uma descontinuidade infinita
emx = a. “o grafico de f tem uma assintota verticalem x = a.”
Exemplo: Em cada caso, classifique a descontinuidade da funcaoem x = 2.
a A b A
(a) y f (b) 3/

T T 3N/

_____ 1
—1 1 P 3 4%
s 1 1
lim, f(x) = lim f(0 = lim, f(x) = -

x—-2%

Descontinuidade infinitaem x = 2. Descontinuidade infinitaem x = 2. /9



Fung¢des continuas )

Exemplo: Considere a funcao
2x +5, sex < —1

f(x) =54x? -1, se—1<x<1
1, sex>1

(a) f écontinuaemx =17
(b) f é continuaem x = —17?
(c) Esboce o grafico de f.

Solug¢ao: (a) Como

1) f(1) existe? sim! f(1) = 1.

(. . 2 4 _
lim G Jim 4x®~1=3
2) Existe o limite 916111% f(x). N3o! ¢

lim f(x): Iim1=1

kx—)l"' x—1t

Conclui-se portanto que f é descontinuaem x = 1.
80



Fung¢oOes continuas

Exemplo: Considere a funcao
2x +5, sex < —1

f(x) =54x? -1, se—1<x<1
1, sex>1

(a) f écontinuaemx =17
(b) f é continuaemx = —17
(c) Esboce o grafico de f.
Solug¢ao: (b) Como

1) f(—1) existe? Nao!

Conclui-se que f € descontinuaem x = —1.
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Fungoes continuas )

Exemplo: Considere a funcao

2x +5, sex < —1

f(x) =54x? -1, se—1<x<1
1, sex>1

(a) f écontinuaemx =17
(b) f é continuaemx = —17
(c) Esboce o grafico de f.

Solucao: A funcdo dada foi
definida por trés sentencas,
portanto:
y =2x+5 em (—o0,—1)
Funcao do primeiro grau!
y=4x%—1 em(—1,1)

Funcdo do segundo grau!

y =1 em][1,+o0)

Funcao constante!




Continuidade lateral )

Definigdo: Uma fungdo f € continua a direita em um numero a se forem
satisfeitas as seguintes condicodes:

1) f(a) existe; 2) Existe o “m‘texlir;‘+ f(x); 3) xli%]+f(x) = f(a).

Definigdo: Uma fungdo f é continua a esquerda em um numero a se forem
satisfeitas as seguintes condicdes:

1) f(a) existe; 2) Existe o Iimitexlirél_ f(x); 3) xlilg}_f(x) = f(a).

Exemplo: A funcao y

fO) =4 - A R R T

é continuaem [—2, 2], sendo continua
a direitaem x = —2 e continuaa
esquerdaem x = 2.
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Propriedades das fungdes continuas )

% Apoio em W

Continuidade da Soma/diferenca: Sejam f e g fun¢Bes continuasem x = a.
Entao
f £ g é continuaem x = a.
Isto é, a soma/diferenca de funcbes continuas é uma funcdo

continua.
Continuidade do produto: Sejam f e g fungBes continuasem x = a.

Entao
f - g écontinuaemx = a.

Isto é, o produto de funcdes continuas é uma funcao continua.

Continuidade do quociente: Sejam f e g fung¢Bes continuas em x = a tais que

g(a) # 0.
Entao

f

— écontinuaemx = a.
g

Isto €, o quociente de fungdes continuas € uma funcao continua.



Continuidade das fungdes elementares ),

Continuidade das fung¢oes polinomiais:
As funcdes polinomiais sao continuas em todos numeros reais.

Isto é, se f € uma fung¢ao polinomial, entdo:

lim £(x) = f(a).

Exemplo: Calcule o limite:

lim x4 — 3x + 2
x— 3

Solugdo: Como a fungdo f(x) = x> — 3x + 1 é polinomial, o limite acima pode
ser calculado facilmente como:

lim(x?—3x+2)=3)*-33)+2 =2

X— 3
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Continuidade das funcoes elementares ),
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%Apm em W

Continuidade das fun¢odes racionais:
As funcdes racionais sao continuas em todos numeros dos seu

dominios.

Isto é, se f € uma funcdo racional (quociente de duas funcdes
polinomiais) ea € D(f), entdo:

lim 7 (x) = f(a).

Exemplo: Calcule o limite:
y x3—1
im
x-22x*—x+3

Solugdo: Como a funcdo f é racionale 2 € D(f), o limite acima pode ser
calculado facilmente como:
_ x3—1 (2)3-1 7
lim — = - —
x-22x*—x+3 2(2)*—-2)+3 33
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Apoio em M

Continuidade das funcgoes raizes:
As funcoes raizes sao continuas em todos numeros dos seu dominios.

Isto é, se f é uma funcdoraize a € D(f), entdo:

lim £ (x) = f(a).
Exemplo: Calcule os limites:

(a) lim +/x (b) lim_3/x

X——32

Solucgao: Os limites acima podem ser calculados facilmente como:

(a) lim vx = 16 = (4)? = 4.

x—16

(b) lim 3/x =732 =3/(-2)5 = -2.

xX—>—32
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Continuidade das fung¢oes trigonométricas:
As funcOes trigonométricas sao continuas em todos numeros dos seu
dominios.

Isto €, se f € uma fungdo trigonométricae a € D(f), entao:
lim f(x) = f(a).
X—a
Exemplo: Calcule os limites:

(a) lin;l_r sinx (b) lir%tanx

3 4

Solucgao: Os limites acima podem ser calculados facilmente como:

L oy V3 . s
(a) 9161_1)1;1_r SinX = sin (5) == (b) im% tanx = tan (4) = 1.

7
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Continuidade das funcdes exponenciais e logaritmicas:
As funcdes exponenciais e logaritmicas sao continuas em todos
numeros dos seu dominios.

Isto €, se f é uma fungao exponencial ou uma fungdo logaritmica e

a € D(f), entao:
lim f(x) = f(a).

Exemplo: Calcule os limites:

(a) }Cl_rg 2% (b) }Ci_r)I}9 logs x

Solucgao: Os limites acima podem ser calculados facilmente como:

(a) im 2% =25 =32, (b) limlogs x =log39 = 2.

xX—5
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Continuidade da fungcao composta:
Se uma fungdo f é continuaem x = a e a funcao g é continuaem
f(a) entdo a funcdo composta gof é continuaem x = a.

Isto é,

lim (f © g)(x) = (f * 9)(@).

Exemplo: Calcule os limites:
(b) lim+x® + 2x (c) lim?2 an

Solug¢ao: Utilizando a continuidade da funcao composta temos:

(a) lim cos(x? — 1)

(a) lim cos(x? — 1) = cos((~1)? — 1) = cos(0) = 1.

(b) lim Va3 +2x = /(2)* + 2(2) = V12 =2V3.

X—2

(C) }Cll)% 23—tanx — 23—tan0 _ 23_0 — 23 -8
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poic em M

1) Determine se a funcdo representada pelo grafico a seguir é continua em

cada numero dado.

(a)x = —6
(b) x = =5
(c)x =—4
(d)x = =3
(e)x = =2
(f)x =—1
(8)x =—7

!
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poic em M

1) Determine se a funcdo representada pelo grafico a seguir é continua em
cada numero dado.

(i)x =1 : |
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2) Usando as propriedades dos limites, diga se as funcdes abaixo sao
continuas nos pontos dados.

(x+3 sex <!

(a)f(x):13x—7,sex>! emx =5

(x2 —2x +1, sex # 3

7 sex=3 emx = 3

(b) f(x) =+

\.

2—x, sex <1
(c) f(x) = 1, sex=1 emx =1
x% —+/x,sex > 1

sinx, sex <0

(d) f(x) = 0,sex=0 emx=0
23 —1,sex>0
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2) Usando as propriedades dos limites, diga se as funcdes abaixo sao

continuas nos pontos dados.

1
— sex#0
(e) f(x) =1{x2’ emx =0
2, sex=20
2x+6 sex # —3
(f) fx) =9 x+3" emx = —3
2, sex=-3

V5x + 7. sex <4
= ’ x =4
8) fC) =1 AT TS em

(2
X 25,sex<5
x—05
(h) f(x) =< 10, sex=5 emx=>5
10x — 50 cex>E
\ x—05 ’
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3) Determine o valor de m para que a funcao abaixo seja continuaem x = 2.

4) Determine o valos de k para que g(x) seja continuaem x = —3.

(12— x3 sex <2

m, sex =2
f(x)=< 2

xc—4
o sex > 2

gx) =9 x+3
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Respostas @,

Exercicio 1: Exercicio 3:
a) Nao h) sim o) Nao m=4
b) SIM i) Ndo  p)Sim Exercicio 4:
¢) Nio j) Sim k=6

d) Sim k) Nao
e) Nao l) Nao
f) N3o m) Sim

g) Sim n) Sim

Exercicio 2:

a) Continuaemx = 5. e) Descontinuaem x = 0.

b) Descontinuaemx =3, f) Continuaemx = -3,

c) Descontinuaemx = 1. g) Descontinuaem x = 4.

d) Continuaemx =0. p) Continuaemx = 5.
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 98
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Indeterminacgoes )

St e

Nesta aula, iremos estudar algumas formas indeterminadas que
aparecem muito frequentemente no Calculo.

As indeterminacoes mais frequentes sao representadas por:

0 Quociente de duas func¢des tais que, no limite, a fungao do numerador e a do
6 denominador tendem a zero simultaneamente.
0o Quociente de duas func¢des tais que, no limite, a fungao do numerador e a do
e denominador tendem a infinito simultaneamente.
0 — 00 Diferenca de duas funcdes tais que, no limite, ambas tendem a infinito
simultaneamente.
0-00 Produto de duas func¢des tais que, no limite, uma tende a zero e outra tende a infinito.
o N . ~ . ..
1 Poténcia de duas fungdes tais que, no limite, a base tende a um e o expoente tende a
infinito.
00 Poténcia de duas funcdes tais que, no limite, a base e o expoente tende a zero
simultaneamente.
ool

Poténcia de duas func¢des tais que, no limite, a base tende a infinito e o expoente tende a

Zero.
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Nesta aula, estudaremos quatro tipos de indeterminacoes.

0 (0'e]
— — 00 — 00 0- o0
0 (0'e]

Exemplos:

=7 inaga ”
. Indetermm:ac;ao lim C{ Wz)' Indeterminacao
x—=2 X2 —x—2, 0 do tipog X—+00 do tipo 0 — o0

0
MOO Indeterminac3 @ Indeterminacio
ndeterminacdo lim _ M

lim do tipo 0 - oo

x—>oo27-2—*4__;(\4_\4> do tipog X—00 /X
0
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Exemplo: Calcule o limite

’ x%—4
im

x-2x% —x—2
Solucao: Primeiramente note que

2_ = — =
MO (2)°~4=4-4=0 Indeterminacdo 0
Jlﬂ‘M WP 0
0 22-@2)-2=4-4=0
Note que:

. x% —4 - (x+2)Ge=2) =~ x+2 4
e —x—2 xmr (x+ D2 xox+1 3

x2—4=(x+2)(x—2)
x2—x—2=(x+1)(x—2)

Observacao: O fator x — 2 que “causava” a indeterminacao no exemplo acima

pode ser simplificado por meio de uma fatoracao e conseguimos constatar que,

. . , 4
neste caso, o limite existe e é igual a 3
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Indeterminagodes )

Exemplo: Calcule o limite 2% — 8

M Tr 2

Solucao: Primeiramente note que

2x g0 2®)-8=8-8=0

_ Indeterminacdo 0
lim —— —

x4 x—2, do tipo 0

0 vi-2=2-2=0

i 2278 . 2x—8 VE+2 _ 20—8(/E+2)
x—>4\/§—2_xl—r>n4\/——2 \/E-l—z _xlinél- X4

=lim2Wx+2) =20W4+2)=38.

X4
26— 8=2(x—4) (WX—2DE+2) = (VD)? -2 =x -4
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Exemplo: Calcule o limite
P x3 —2x%2+5

I
Xt 3x° + 7x* — 4x

Solucao: Primeiramente note que

— —CO . ~
1 3 —2x++5" Indeterminagdo
im — :
X—>—00 33X F 7x4 /!x_> o do tlpo 00)

Como neste caso temos uma funcao racional (quociente de duas
funcoes polinomiais) , basta considerar os monémios de maior grau :
x3 —2x%+5 ox3 _ 1 "

i = lim — = lim — =
x>0 3x5 + 7xt — dx x—>-03x>  x->-003x?2
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Exemplo: Calcule o limite X
lim

x==e0/xZ + 1

Solucao: Primeiramente note que

— 00
lim X Indeterminacao

x—)—mm s do tipo

Note que:
_x e
\x2 X
lim ——— = lim = lim #
X—— oo\/x2 1 Xx—>—004/x2 4+ 1 X—>=0 [y2 4 1
VX2 x?

818
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Exemplo: Calcule o limite:

lim (x —Vx + 1)

X—+00
Solugao: Como Indeterminacao
xl—l>r-|l-loo’(/x/ - j do tipo
temos uma indeterminacado do tipo co — o, 0 — 0

Para calcular este limite, fazemos:

lim (x —Vx +1) = lim (x—Vx+1)-

X—+ 00 X—+00

— 2
= lim xz—(x+1) = lim xz—x—l_ lim
S xoto x +x 1 x>ty +4/x + 1 x—>+°°x+\Zx+

00 x?

(x+\/x+ )
x+vx+1

x2 —x—l

x2 x 1

7R, 7
= lim X—X%X X = [im
X—+00 x x 1 X—+00
x?2 x4 x*
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Exemplo: Calcule o limite:
li - 2+1
dm % (x°+1)
2olVEEE Come 0 Indeterminacdo

I 1 ) oo do tipo
x—1>r-|¥100 X (x ) 0-o0

temos uma indeterminacao do tipo 0 - co.

Para calcular este limite, fazemos:
+oo 0

lim (i'(x2+1))— lim S = lim Q(%/+/%)=+00.
x—+00 \\/x xX—+00 \/_ Vx © x>+ X
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Indeterminacgdes )

Exemplo: Calcule o limite:

lim (£5(¢§‘-100))

X—+co

Solugao: 0 - Indeterminac3o
Como _ 1 do tipo
lim | 4 (V2%="100)
X—+00 0 %

temos uma indeterminacado do tipo 0 - co.

Para calcular este limite, fazemos:

(JEE 100)

x2 x2

lim (xiz (V2x — 100)) = lim

= lim —
x—+00 x—+00 x—+aw\ /3 /xz
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Exercicios
1) Calcuée os limites indicados:
. x _
a) 911—>n13 x—3
y x? —16
b) X% —8x + 16
. x?2—6x+9
c) lim

X——00 x—3

d) lim vx —2 —+/x2+ 10

X—+00

x—>+0 \ X2 + x

e)lim( 5 (\/9?—5))

f) 1im\/§_\/§

x-2 X —2

I 2x — 6
B) L3+ X2 —6x + 9

y x? —9x + 20
h)x—l>IPoo x3—75
N E
) x—lt}-}ml—\/}
o V14 4x?
j) lim

x—+0o 4+ x

I >
k)x—l’r—nw\fx2+1

11 — x

) xlintgl x2 —121

lim (x + 6)
M) =3 4x% + 3

’ x> + 4x?% + 5x + 2
N, x?+2x+1
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2) Calcule os limites indicados:

49 + 14x + x?
x—> 7 7+ x
4x — 1
—02x2 —8x + 7
9-—s5
C)S—>93 \s
x—4
d) i e 7 ¥ 12
3x% + x
x—>+oox2—7x

49 — x?
f) lim

x--0o 74+ x

(x — 4)(4 — x?)
8) e ax 1 4

a) |

)11

e) |

j) lim

h) lim +/3x% +x — 2x

X—+00

1 4
T
1 4
T+ 9G6 -2

) xll»n;— x—3

x-3~ x — 3
JVx =5
x—5x2 — 25
v1i+h—
) lim
h—0 h
V6 —x — 2
m) lim
x=24/3 —x —1

3

k) lim

lim
N AM o1
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Respostas

Exercicio 1:

Exercicio 2:
3 6 h 0 a) o h) —o
b) A i) —1 b) 0 i) —°
c) =« )2 0 6 ) —oo
d) —eo k) —1 d) 1 ) 2
0 1
) ) 22 e) 3 ) %
) g m) 1 f) to m) %
2
+ oo
8) n 1 g) 0 n) -%
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 113
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Teorema do Confronto )
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Em alguns limites, é bastante trabalhoso obter o valor do limite
diretamente. Neste caso, se torna util uma tentativa de calculo utilizando o
Teorema do Confronto.

Este teorema afirma que se uma funcao f esta limitada por outras
duas funcdes, g e h, em uma vizinhanga do “a” e se g e h tiverem o mesmo
limite quando x — a, entao f também tera esse limite x — a.

Teoremado Confronto Suponhaque g(x) < f(x) < h(x) para qualquer x em
um intervalo abertos contendo a, exceto possivelmenteem a.
Suponhatambém que

lim g(x) = lim h(x) = L

X—a X—=a

Entao

lim f(x) =L

X—a

I 4 X
Observacao: O Teorema do Confronto continua valido se substituirmos x — a
porx > atoux - a". 115



Teorema do Confronto

Exemplo: Dada a fungao f: R = R e suponha que

gx) < f(x) < h(x),
onde g(x) = —x? +4x —3eh(x) =x%? —4x +5.
Determine
}Cl_lgf(x).

Solugao: Como
—x?+4x -3 < f(x) <x*—4x+5

e
}Cin%(—xz +4x—-3)=—-(2)*+4(2)-3=1
lin%(xz—élrx +5)=2%2-4(2)+5=1
X—
segue do Teorema do Confronto que:

lim f(x) = 1.

xX—2

116



Teorema do Confronto ) ;

Exemplo: Determine

lim x - cos
x— 07t

Soluc¢ao: Como

el A —
—1 < cos (;) <1 y=cos(%)

temos x
1
—1-x<x-cos|—|<1:-x
x/~— y==-1 sV
Como
lim —x =0 e lim x=0
x— 0t x— 0t

temos, pelo Teorema do Confronto, que

1
lim x - cos (—) = (0.
x— 0t X
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Limites Fundamentais ﬁﬁfm
Existem alguns limites que sao chamados de limites fundamentais.
Sao eles:
sinx imeiro limi
lim —1 primeiro limite
x>0 X fundamental
X ..
| 1 1 _ segundo limite
N <] — ¢ fundamental
a* —1 - '
lim =Ilna (ondea > 0) 'er(.:elro
x>0 X limite
fundamental
Observacao: Note que os trés limites fundamentais sao indeterminacoes.
0.0]
. _Siax— / | el prasee
- X—T 00 -
0 " x—0 \%\

. .0 . A 0
Indeterminacdo do tlpoa Indeterminacdo do tipo 1% Indeterminacao do t|poa
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O primeiro limite fundamental é dado por:

~ sinx
lim =1
x—>0 X
Exemplos: Calcule os limites:
sin 8x sin 5x
a
(a) li x—>0 8x (b) xl—l}}) 2x

(c) li

sin 3x

X —>0 sin 7x

Importante: Em geral, para calcular um limite fundamental, utilizamos uma

substituicdo conveniente na variavel do limite.
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Limites Fundamentais )
I sin 8x
(@) lim ——

Solugao: Fazemos

u = 8x <:I Substituicao

Seu=8x ex = 0entaou — 0.

Portant sin 8x  sinu
0 lim = lim =1
x—-0 8x u-0 Uu
o 1 sin 5x
im
(b) lim S x

Solugao: Fazemos

u=5x {1 [Substituicio

Seu=5x ex » 0entdou — 0.Portant

; sinSx_l_ sin5x 5 5 (l)' sin5x 5 y sinu 5
X0 2x ~ 250 2x 5 2 £ 50 5x 2 w50 u 2
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Limites Fundamentais )
I sin 3x
(c) xl—rR)Sin7x

Solu¢ao: Neste caso, vamos reescrever o limite dado da seguinte
forma:

03 sin 3x 3x sin 3x :
sin 3x " X
lim — = lim 3x  _ |jjp—SX .
x —0Ssin 7x x50 7x-7—x x >0 Slg 77X Tx
7X X
sin 3x I sin 3x
=§-lim 3x E_x—m 3x 3 1_§
7 x—>051n7x 7 | sin 7x —§'I—7.
7x leT}) 7x
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O segundo limite fundamental é dado por:

1 X
lim (1+—) =e
X—+00 X

No limite acima, o valor do limite permanece o mesmo se trocarmos
H+mﬂ por H_mﬂ-
Por este motivo, € comum escrever-se x — +00 no limite acima, ou

seja, 1 X
lim (1 +—) =e
X—too X

Exemplos: Calcule os limites:
lim (14— N lim (1> N lim (1 + )l
—_— —_— X
(a) x—lgloo T 4x (b)x—lEloo X (c) xl—% X

Importante: Em geral, para calcular um limite fundamental, utilizamos uma

substituicao conveniente na variavel do limite.
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Limites Fundamentais &)

1 4x
(@) xILTw(l ¥ 4—)

Solugao: Fazemos

u=4x <:I Substituigdo

Seu=4x ex » +oentaou —» +0. Portant
o)

lim {14+ — = |lim (14— =e.
x =+ 00 4x U »>+oo u
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Limites Fundamentais )

| 3 2X
(o), lim (1-7

Solugao: Fazemos

u=-z <:I Substituigao
Seu = —g ex > +ooentaou - —,
Portanto
lim (1> T e 1 (36
dn(5) () ()
3 3
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Limites Fundamentais ﬁi’?

UYL
2 ) H g
wORa j
% Apoig em W

1
(c) ;}lino(l + x)x

Solugao: Fazemos

y=a {1 |Substituicso
X

1 o
Seu=; ex = 0entdou —» .

Portanto

1 1\"
lim (1 + x)x = ul_l)l’riloo (1 +Z) =e.

x—0
Importante: O limite

1
lIim(1+x)x=e
x—0

dado pelo exemplo acima também é chamado de segundo limite

fundamental. 125
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Limites Fundamentais )
O terceiro limite fundamental é dado por:
o a*—-1
lim =]lna (ondea > 0)
x—0 X
Exemplos: Calcule os limites:
23x —1 eﬁ —1 35x _ 32x
. 1' o
(@) lim =~ (b) I T2 (o) %

Importante: Em geral, para calcular um limite fundamental, utilizamos uma
substituicao conveniente na variavel do limite.
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Limites Fundamentais &)

23% — 1
(a) Jc!l—r>no 3x

Solugao: Fazemos

u = 3x <:I Substituicdo

Seu=3x ex > 0entaou - 0.

Portanto

23x_1 . 2u_1
lim
x—-0 3x u->0 U
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Limites Fundamentais )

I eVx — 1
(b)xl)n3+x—4\/§

Solugao: Fazemos

u=+x <1 |Substituicio

Seu=+xex - 0" entiou — 0.

Portanto
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Limites Fundamentais )
. 35x _ 32x
L -

Solugao: Fazemos

u = 3x <:I Substituicdo

Seu=3x ex > 0entaou - 0.

Portanto
5x _ 22X 32x 33x_1 33x_1
lim > 3 = lim ( ) — lim 32* .

x—=0 X x—0 X x—0 X
33* —1 3 33 —1

= lim 3% . ———— .= = lim 3%**1.

x—-0 X 3 x-0 3x
3U—1
= 3. lim =3-In3.

vl u 129






Exercicios )

1) Mostre que

1
lim x? sin (—) =0.
x—0 X

2) Se
x? —4x+7 < f(x) <4x —9, paratodox > 0,
encontre
}Cl_rgf(x).

3) Dado que, paratodo x tem-se,
|g(x) — 2| <3(x —1)?
encontre

lim g(x).

x—-1

8
xsen\ —
X

4) Prove que

lim = 0.
x—0
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Exercicios

=
Nl

5) Utilizando os limites fundamentais,
calcule:

@ Jim =

sin 3x

sin x

(b))}l_r)no 2X

Sin wx

(c) p!llno sin 3x

cosx — 1

() Jim —

xZ

lim
(e)x—>0C05x -1

tan x

0 Jm =

lim
(8) x—>0SIinXx

1\
(h) lim (1 + —)
X—+ 00 X
1
(i) chi_r%(l + x)5x

( 1)x+3
14—
X—>+00 X

(j) lim

- 2e* =2
(k) lim
x—0 X
e3* —1
() lim

x->0e X —1
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Respostas %@%5 ;
Exercicio 5:
a) 3 h) e2
1
b) 2 i) e
T
o 3 jy €
d 0 k) 2
e) —2 ) -3
f) 1
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Monitorias!! &

o (]

L w"l
%

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 134
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