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Integral definida )
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Simbologia e nomenclatura

|—> limite superior

b > integrand
Sinal de | d 0
integraca f(x) X -
o a |—> variavel de
| > limite integracao

inferior
Interpretacao geomeétrica

Lb f(x)dx T

e
=

\—f:f(x)dx
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Propriedades da integral definida

1) Se a existir no dominio da f, entdo:
a
f f(x)dx =0
a
2) Se f forintegravelem [a, b], entdo:
b a
f f(x)dx = —f f(x)dx
a b
3) Se ¢ for uma constante, entao:

b
f cdx =c(b —a)



Propriedades da integral definida )
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4) Se f forintegravelem [a, b] e ¢ for uma constante, entao:

fbcf(x)dx — cfbf(x)dx

5) Se f e g forem integraveis em [a, b], entdo a integral da soma/diferenca é
igual a soma/diferenca das integrais:

b b b
| 170 £ g@iax = [ feodr+ [ g@ax

6) Se f forintegravel em um intervalo fechado contendo os trés pontosa, b e c,
entao

fbf(x)dx = fcf(x)dx + fbf(x)dx



oPMq
oo e

¥
s

w

Antiderivada )

Definigdo: Seja f uma fungao definida num intervalo [a, b]. Uma antiderivada
de f em [a,b] é uma funcdo F definida em [a, b], tal que F'(x) = f(x) para
todo x € [a, b].

Exemplo: Determine uma antiderivada para a funcdo f(x) = 12x? + 2x.

Solugdo: Uma antiderivada para a fungao f dada é:

F(x) = 4x3 + x?
Pois
F'(x) = (4x3 + x2)" = 12x° + 2x.

Note que outras antiderivadas para a fungao f sao dadas por:
Fi(x) =4x3+x%+5 F,(x) =4x3+x2—100 F3(x) =4x3>+x*>+m—e
Mais precisamente, f possui infinitas antiderivadas, todas da forma:
F(x) =4x> +x*+C

onde C é uma constante.



Antiderivada

Antiderivada de algumas fun¢oes elementares

Funcao
fx) =k
flx) =x"

(n#-1)

1
f(x) =
f(x) =cosx
f(x) =sinx
fx) =e*

Antiderivada

F(x) =kx+C
,N+1
F(x):n+1+C

F(x) =In|x|+C

F(x) =sinx+ C
F(x) = —cosx+ C

F(x) =e*+C

Justificativa

(kx+C)' =k

ynt1 d
+C | =x"
n+1

1
(In|x|+C) =-
X

(sinx + C)" = cosx

(e*+C) =e*

(—cosx+ C) =sinx

6
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Teorema Fundamental do Calculo )
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Teorema Fundamental do Calculo — Parte 1 : Se f for continua em [a, b], entao
f tem uma antiderivada em [a, b]. Entdo a funcao F definida por

X
F(x) = f f(t)dt
a
é uma antiderivadade f em[a, b]; isto é, F'(x) = f(x) paracadax € [a, b].

Além disso, F é continuaem [a, b] e diferenciavel em (a, b).

Na notacao de Leibniz, o Teorema acima afirma que

;_x [fxf(t)dt] _ f(X) “A derivada é a operagao
a

inversa da integral, e vice-
versa”.



Teorema Fundamental do Calculo ) /
Exemplo: Calcule a derivada das seguintes funcoes:

X y
(a) F(x) =f costdt (b) G(y) = f (s?4+2s — 1)ds

0 0

Solugao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 01, temos:

(a) F'(x) = U costdt] = COS X
0

y !
(b) G'(y) = U (S2+2S—1)dS] =y2+2y—1
0

Exemplo: Calcule a seguinte derivada:

d X
E[L tanwdw]

Solug¢ao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 01, temos:

d
dx

X
ftanwdw] = tan x
1

8



Teorema Fundamental do Calculo ﬁim

Exemplo: Calcule a seguinte derivada:

;—x \ L xs\/fdt]

Solucg3o: Note que, neste caso, o limite superior n3o é x, mas x3.

Portanto, utiliza-se a regra da cadeia no calculo da derivada, da
seguinte forma:

x3
=f Vidt e u = x3
1

Portanto, utilizando a regra da cadeia, temos:

dy dy du du
dx  du dx ‘_U ‘/—dt] ax V" dx

= /x3 (3x%) = 3x2/x3 = 3x3Vx.



Teorema Fundamental do Calculo )

Teorema Fundamental do Calculo— Parte 2
Se f é continuaem [a, b] e se F é uma antiderivadade f em (a, b), entao:

b
| reoax =) - @

Ou seja, Antiderivada de f calculada

| no limite superior

b
[ reodx=r ) - F(@

| Antiderivada de f calculada

no limite inferior

Notacdo: E comum se escrever o Teorema acima de uma forma mais

resumida:
onde

b b
f f(x)dx =F (x)‘ Foo| = Fb) - F(a)
a a a

10
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Teorema Fundamental do Calculo ﬁﬁ% g
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Exemplo: Calcule as seguintes integrais definidas:
5 s V7 1

@ xax @] cosyay @ @semas @[ (@@- D
-2 7 -1 0

Soluc¢ao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 2, temos:

5 ,15
(é\)fxdx:x7 _6G)? (=2 25 4 21
—2

2 2 T2 2 2
T - —
(b) _L cosydy =Siny‘ﬂ, =sinn—sin(—) =0—-1=-1.
2 2 2
V7 V7 V7 2 V7 V7
(C) f (23 + 3)dS = 2-[ sds + 3 ds = ) — + 33‘
-1 —1 -1 2 4 -1

—2((\/27)2—(_21)2)+3(\/7+1) =7-1+3V7+3 =3(3+7).

11



Teorema Fundamental do Calculo

1 1 1 4-1 3
(d) f(t3—\/f)dt =f t3dt—f Vtdt =% —t3—2
0 0 0 0 7
0
_ (D _OF) (1)%_(0)% 1 2 5
4 2 % % T4 3 12

12






Exercicios
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1) Aplicando o TFC-1, encontre as seguintes derivadas:

il
ol e
el
.

&

tan x
e)y=f ft+\/f dt
0

1/x
fly = [ arctant dt
2

14
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Exercicios 1)
2) Calcule as seguintes integrais definidas aplicando o TFC — 2:

3 3 2
a) j x2dx f)f e*dx k f (1+2y)*dy
2 1 ) J1
2 61 3
b)f |x|dx g).[ —dx |)f |12x — 1|dx
_1 3 X —2
T
2 21 4
C)f (6x — 2)dx h)f cos6 do m)f 3sec” xdx
1 T 0
9 4
d)f Vxdx i)f (5 — 2t — 3t?%)dt
1 1

3
e)f (3x%2 — 4)dx - 23
. J)L t4dt

15
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Respostas @,
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Exercicio 1: Exercicio 2:
19 . 7
aR: — R: —
a) Resp.: x3 » 3 ) 8
5 49
R: — R: —
b) Resp.: V4 + x© b) &3 k) 3
25
c) R:7 1) Ri—=
C) Resp.: 3x2{x6+1 ) ) 2
52
d) r: = m) .
d) Resp.: 1 ) 3 ) R3
€) R:18
e) Resp.:y' = Jtan x + /tan x sec? x )
arctan(1/ f) R: e’ —e
f) Resp.:y' = — xz( X)
, 3(1—3?(.')3 g) R:In2
&) Resp.:y 1+ (1-3x)2
r 2 h) R:0
h) Resp.:y' = 3 2
1) R: =63 16
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Monitorias!! &
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 17


http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
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Método da substituicao ﬁ%}
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Seja F uma antiderivada de f (ou seja, F' = f) e suponha que a
funcao composta F(g(x)) seja derivavel. Entdo, pela regra da cadeia, tem-se:

(Fle)) = F'(9)g’' @) = F(9)g’ @)
Na forma integral
ff(g(x))g’(x)dx =F(g(x) +C
Fazendo a seguinte mudanca de variavel
u=g(x) enti —= g'(x)

o)
Podemos reescrever da seguinte forma

[ rge g eax = [ faau = Fa + ¢ =F(ge +¢
u du u

, e . : . 19
método da substituicdo para integral indefinida



Método da substituicao )

Exemplo: Calcule as seguintes integrais usando o método da substituicao:

(a) f e?* dx (b) f 039 4 (© f e
Sen29 V1 + 2¢2
SO'UQﬁO: Substituicdo du =
u=2x du=2dx<:>dx=? ’_f
,—1 2x
du 1 1 & e
(a) zxdx—jeuz =§fe“du=§€“+ﬁ'—7+c —T+C
cos6 du 1 il
( )fsenzﬂ " u+C 5in9+c cscO + C
Substituica
I_’ :li Szl;:fgg du = cos 8 df |_> U =sinf

ldu 1 1 V14 2t2
fm“” f f“ d“—z*’ﬁﬁ“ T

du
u=1+2t? du:ﬂrtdtﬂi:?tdt:T u=1+2t?

20



Meétodo da substituicao a@%g

Exemplo: Calcule a integral
f sin® x cos? x dx

Solugao: cos?x + sin?x =1 < sinx=1-cos*x

—

fsin5xc052xdx = fsinx(sinz x)? cos? x dx

f sinx(1 — cos? x)? cos®? x dx = f sinx cos? x (1 — 2 cos? x + cos* x)dx

= jsinx (cos?x — 2cos*x + cos®x) dx = —J‘(u,2 —2u* +u®) du
| | L! Substituicdo du = —sinx dx
U =CoSX {

—du =sinx dx
> - - 1 2 F 1
=—(u*dut+2|u*du—|u du:—§u3+6‘1+§u +Cz—§u?+6‘3

1 2 1 onde
= —§c053x+§c055x —;cos7x +C CG+C+C=C

21
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Método da substituicao — Integral definida ﬁ%jg

Lembre que um método muito util para resolver algumas integrais é o
método da substituicao.

Para utilizar o método da substituicao em integrais definidas é
necessario realizar algumas adequacodes nos limites de integracao

Adequagéo no limite su perior

|—> x=b < u=g(b)

b g(b)
[ #let)g'@ax = [ raoa

a | . g(a)
u=g(x) ‘ Adequag¢ao no Iimit_e inferior
Substituicdo x=a & u=g()
’ 9(b) 9(b)
[ Flageax = e =rFa’” = gt - Flg(a)
a g(a) g(a)

Estamos supondo que g’ é continua em [a, b] e que f é continua na imagem de u = g(x) -



Método da substituicao — Integral definida ﬁﬁm
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Exemplo: Calcule a seguinte integral definida

2
f (x + 2)°dx
1

fazendo uma substituicao conveniente e ajustando os limites de integracao.

SO|U§50: Neste caso, teremos:
Adequacao no limite superior
|—>x=2 & u=gR2)=2+2=4

2 4 614
f (x + 2)5dx — f u5du — u_] — _[(4)6 _ ( )6] _ 3367
3 6

1 | 3
Adequacao no limite inferior

Substituicao >»x=1 & u=g(1)=1+2=3
=g(x)=x+2 du=dx

Observacao: Uma forma de resolver uma integral definida utilizando o
método da substituicao, sem modificar limites de integracao, é a seguinte:

1) Resolva a integral indefinida utilizando o método da substituicao.

2) Volte na variavel original e substitua os limites da integral inicial. .
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Método da substituicao — Integral definida, ﬁm

Exemplo: Calcule a seguinte integral definida
2
f x(x? + 1)3dx
0

Solugao 1: Fazendo uma substituicao conveniente e ajustando os limites de
integracao, teremos:

2 1
2+ 1)3dx = — = d _—— —[(5)* — (1)*]= 78.
Lx(x+)x J;u zfu u 8[() (1]

‘ Substituicdo Ju Novos limites:
= x=0= u=1

u=x%+1 du = 2xdx xdx—?
x=2c— u=>5

Solugao 2: Primeiro resolvemos a integral indefinida:

du 1 1[u*] 1 1
2-|—13d =f —=—f 3d = |—|=—-y?* == 2 4
fx(x ) dx w— =- | udu A e 8(x + 1)

Substituindo os limites de integracao:

2 2
1 1 624
2 + 1 3d = [— 2 4] —_— — —_— = — = 78
fox(x )>dx 8(x + 1) ) 8[625 1] = .

M






Exercicios
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1) CaIcuIe as seguintes integrais:

(a)j —dx

o 55

1
(c) [ sin(3mt)dt
0

T
7
(d)f (1 +tant)3.sec?tdt
0
3
(e)f x.|x% — 4|dx
0

1
(f) f y.(y?2 +1)>dy
0

26
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2) Calcule as seguintes integrais utilizando o método da substituicao:

(a)j lnv

(b)f e>Sds

dx
(C)fx (In x)?
(d)f 2x 1+ x%dx

2rdr
(e)f A—r)

(f)/ 2 sin(y) ¥/14cos(y)dy

27
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3) Encontre as integrais indefinidas:

cos 3u
(a) f
V1 —2sin 3u

(b)f JEcos+/t3dt

(c)Jr(Z cot? 8 — 3tan?0)do

rx3—1
d
( )J — dx
r (1 + cot?z) cotz
(e) ( ) dz
J cscZ

r3tanf — 4 cos? 6
d
cos @

(f)
J

28
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Exercicios )
4) Calcule a integral

fo\/x — 1dx
por dois métodos:
(@QQu=x-—1 (b)u=vx—1

5) Calcule as integrais por meio da substituicao indefinida:

(a)fx(x2 + 1)v/4 — 2x2 — x*dx
(1 +vx)?
(b)f Tx dx

29



Exercicios %@%
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6) Calcule as integrais por meio da substituicao indefinida

(@) | cos3x dx

J

F
(b)J sin°x cos? x dx

(C)fsinéﬁ cos®0 do
(d)f tg®x sec*x dx

(e)f tg°0 sec’6 do

30
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Respostas =
RIS
Exercicio 1: Exercicio 2:
(In v)?
a) Resp.: 2.(e? — 1) a) Resp.: > +C
1 eSs
b)  Resp.: — b)  Resp. =+ C
14
2 L
C) Resp.: . C) Resp.: — +C
15
Resp-: 7 d)  Resp.: E(x2-|-1 2 4 ¢
d) 4 p 3 )
2 Resp.:—=(1— 1) +=(1— )0 +C
e) Resp.: T e) it -
3
f)  Resp.: 24—1 f) Resp.: —5(1 + cos y)4/3 +C
31




Respostas ﬁi) ;
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Exercicio 3: Exercicio 4:

2 7/ 4 5/ 2 3/
1 Resp.:;(x—l) 2+§(x—1) 2+§(x—1) 24 C
a) Resp.:—ng—Zsin3u+C

Exercicio 5;:

b) Resp. :gsin\/t_3 +C

1
a) Resp.: _6(4 — 2x? —x4)3/2 +C

C) Resp.:—2cotf —3tanf + 60 + C

1
b) Resp.:§(1+\/@4+(?
x3 x?2

d) Resp.i—+= C
) esp3+2+x+

e) Resp.:—cscz+C

f) Resp.:3secl —4sinf + C
32




Respostas @,

A

Exercicio 6;:

: 1.
a) Resp.: sinx —§sm3x +C

1 2 1
b) Resp.: ~3 cos3x + ECOSSX — Ecos7x +C

1 2 1
c) Resp.: ;sin79 —asin()@ +Esin119 +C

1 1
s SUR
d) Resp.: 7tg x+9tg x+C

1 2 1
€) Resp.: ﬁsecllﬁ — 638699 + 536676 +C

33
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 34
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Integracao por partes )
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Estudaremos a seguir uma importante ferramenta no calculo de
algumas integrais, chamada de método da integracao por partes.

Lembre que, a regra da derivada do produto nos diz que se f e g sao
duas funcdes derivaveis em relacao a variavel x, e digamos que

u=fx) e v=gx)

entao
Derivada

I __ f' . !
(u 17) =u-vtTu-v do produto

Lembrando que a integral e a derivada sao operacdes inversas uma
da outra, e que a integral da soma é igual a soma das integrais, obtemos:

u-v=fv-du+fu-dv

Portanto, chegamos na formula de integracao por partes:

fudv=uv—fvdu

36



Integracao por partes 1)

%.a

Observag¢oes Importantes:
1) Note que, durante este processo, se obtém uma nova integral.

fudvzuv—fvdu

Integral dada Integral obtida

O meétodo de integracao por partes se torna eficiente quando a
integral obtida € mais simples do que a integral dada.

2) Em termos das fungdes f e g, o método de integracdo por partes fica escrito
da seguinte forma:

[ (@ gwar =@ 9@ - [ 9@ fax
T dv T T T du
3) O método de integracao por partes para integrais definidas é dado por:

b L b
| 10 g @ax = f@ - g - [ 900 Gax

37
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Integracao por partes )

Exemplo: Calcule as integrais

e
(a)fx-cosxdx (b)f t?Intdt
1

Solugao:

(a)

fx-cosxdx =x-sinx—fsinxdx =x-sinx+cosx + C.

u=x — du =dx dv=cosxdx=>v:fcosxdx —> vV =sinx

e e

€ t3 et3 1 3. 1Int 1 re
(b) ftzlntdt =Int— —f — .- —dt = n __f t2dt
1 3 ) 1 3t 3 ) 3J;
1 , t3
uzlnfmdu:?dt dvztzdt=>v=ft dt I=€>v=?

e
e3-lne 13-ln1 ¢3
3 3 9

e3 e3 13 B 2e3+1
3 \9 9 9

1 38




Regra do LIATE ﬁi)g
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Na regra de integracdo por partes, precisamos escolher u e dv de
maneira conveniente.

Uma boa sugestdo para a escolha de u é conhecida como regra do

LIATE

qgue funciona da seguinte
forma:

Logaritmica (u =Inx, u = log, x, etc...)

Inversa Trigonométrica (u = arcsinx, u = arccos x, arctan x, etc...)
Algébrica (u = x™ u = +/x, funcdes polinomiais, funcdes racionais, etc...)
Trigonométrica (u =sinx,u =cosx,u = tanx, etc...)
Exponencial (u=e* u=2%etc.)

Observacdo: A regra do LIATE fornece apenas uma SUGESTAO.
Nao é garantia de que esta escolha de u sera a mais eficiente!! 39



Integracao por partes )

Exemplo: Calcule a seguinte integral:

fx-e3xdx

f x - e3* dx
I—» Funcao exponencial

Funcdo algébrica

Solucao: Note que

De acordo com a regra do LIATE, temos:

. 25
u=x = du=dx dv = e3* dx =>v=f83xdx=>v=?
Portanto
2287 2252 e3% 1
fx-eBx dx= xT— de =xT—§fe3x dx
1 1e3% 1 e>%
=—xe3¥ ———+C =-xe3* ——+ C.

3 3 3 3 9

40



Integracao por partes )

Exemplo: Calcule a seguinte integral:
f(tz +1) - costdt

Solucao: Note que
f(tz +1)-cost dt

‘ |—> Funcdo trigonomeétrica
Funcdo algébrica

De acordo com a regra do LIATE, temos:
u=t*+1= du=2tdt dv = cost dt = v =sint

Portanto
f(t2+1)‘{305f dt:(t2+l)-sint—2jtsintdt (1)

Note que, podemos novamente utilizar o método da integracao por
partes para resolver a integral

tsintdt

41



Integracao por partes )

tsintdt
‘ |—> Funcdo trigonométrica
Func3do algebrica

De acordo com a regra do LIATE, temos:

Continuacao... f

u=t — du=dt dv = sint dt = v = —cost

Portanto

ftsintdt: = t-(—cost)—f(—cnst)dt

=—t-c05t+[costdt = —t-cost+sint (2)
De (1) e (2) obtemos
I(t2+1)-cost dt = (t?+ 1) -sint — 2(—t-cost +sint) + C

= (t*+ 1) -sint + 2t -cost — 2sint + C

42
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Integracao por partes ),
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Observacao: Do exemplo anterior, obtivemos:

J’(t2 +1)-costdt = (t?+ 1) -sint + 2t - cost — 2sint + C.
Depois de resolver uma integral indefinida, pode ser importante
“tirar a prova real” para saber se seus calculos estao corretos!

Lembre que a derivada da resposta deve ser igual ao integrando!!

No exemplo acima, como
[(t* + 1) -sint + 2t - cost — 2sint + C ]’
= [(t? + 1) -sint]’ +2[t-cost] — 2[sint]’ + C’
=2t-sint+ (t?+1)-cost+ 2(cost —t-sint) — 2cost

=2t-sint+ (t?+1)-cost+2cost—2t-sint—2cost = (t?+ 1) -cost

temos entao a certeza de que a resposta encontrada esta correta!
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1) Calcule as seguintes integrais:

(a)

J

r In(2x + 1) dx

[

(b)

J

x2 cos 3x dx

(c) f e?%sin36 do

2) Calcule as seguintes integrais:

(a

)J’ x%e* dx

(c

/4
)f e3¥ sin4x dx
0

/3
(e)j sin3ycosy dy
0

2
(f) f xe*dx
0
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GAM“

ﬁﬁfm

owum‘”

3) Calcule as seguintes integrais:

/g
(a)f sin®2x cos 2x dx
0
1
(b)f x%(1 + 2x3)°dx
0

(c) fzxe'xz dx

(d) f —d;t

/3
(e)f tg°x sec*x dx
0

3’1’174

() sin®°x cos3x dx
e

/8
(g)J’ sin 3x cos 5x dx
0
2 x3dx
i |
0 V16 — x?2

3v3
(i) f x
G x2\9+x2
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A

Respostas
Exercicio 1: Exercicio 3:
1 1
a) Resp.: E(Zx +1DIn(2x+1)—x+C a) Resp.: 96
182
b) Resp.: -
1 2 2
b) Resp.: —x?sin3x + —x cos 3x ——sin3x + C 1 1
3 9 27 ¢) Resp.: = ——
2 2et
1
c) Resp.: ﬁem(z sin38 —3cos38) + C d) Resp.: e —+fe
P . 117
Exercicio 2: e) Resp.: 8
a) Resp.: 2(e* —1) e) Pﬁ‘fe's;*;'.:i Resp. : 11
16 f)Resp.: —o27
R . 1 3 -2 1 4 1
b) Resp.: 27 2¢ f)Resp.:Z(Be +1) g) Resp.: g(ﬁ_ 1)
4

c) Resp.: E( a4 1)

1 1
d)Resp.:= —=1n2
) esp 573 n

128
h) Resp.: = 2443

2
1) Resp.: 5(3 —\E)
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 48
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Area entre curvas )

Definicdo: A drea A da regido limitada pelas curvas y = f(x) e y=g(x) e
pelasretas x =aex = b, onde f e g sdo continuas e f(x) = g(x), para todo
x € [a,b] é:

b
4= [ ) - gwlax

Observacao: Antes de calcular a area, pode ser 1
importante esbocar os graficos das fungdes f e
g para identificar qual fungdo delimita a area
superiormente (funcdo de cima) e qual delimita
a area inferiormente (funcdo de baixo):

b
a=[ @ - gwlax

A

Funcao Fungao ’
de de
cima baixo

50



aAMﬂ

< =
Area entre curvas )
Exemplo: Calcule a 4rea compreendida pelas curvas f(x) = —x2 +2x+ 1 e
g(x) =x%epelasretasx =0ex = 1.

Graficos
Solugdo: Neste caso, temos: \

b
A= [ 176 - glax

1
=f [—x% +2x + 1 — x?]dx
0

1
— J [—2x? + 2x + 1]dx
0

x3 x? !
= |22 +2=
[ 3 + 5 +;chI

4
3

f(x) =—x%+2x+1 Funcdodecima

= _E_|_ 14+1= _E_|_2 = —ua g(x) = x? Funcdo de baixo
3 .a.

3

Limites de integracdo: a=0 b=1
51



aAMq

V4 l} Aﬁb 57:‘
Area entre curvas %ﬁ.j
Observacao: Quando for necessario calcular a y!

area entre os graficos das fungdes f e g, pode
ser necessario encontrar os extremos a e b
resolvendo o sistema formado pelas equacoes
que definem f e g:

Yy = f(.'lf) Sistema para encontrar
y = g(x) os limites de integracao!

W

|
|
|
}
a

X
Exemplo: Calcule a dreaentreascurvasy = x> ey = x + 2.
Solugdo: Neste caso, precisaremos encontrar primeiramente os limites de
integracdo através da resolucdo do seguinte sistema:
x=-1
y = x° 2 2
= x“=x+2 = x*—-x—-2=0 = Oou
y=x+2 e

Portanto,a = —1eb = 2. -



Area entre curvas )

Continuagao...

2 \
A=f[(x+z)—x2]dx N\

-1

2
= f (—x? + x + 2)dx
-1

— ﬁ+ﬁz+22
R »

= ——+ +4 [3+——4

[—16 + 12 + 24] _ [2 + 3 - 12] y = x + 2 Funcgdo de cima

6
20 7 27 Limites de integracdo: a = —1 h=72

B N

y = x? Fungdo de baixo
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Exercicios =

1) Calcule a area entre as curvas dadas:
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Exercicios o)

poic em M

1) Calcule a area entre as curvas dadas:
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Exercicios nf);
T

1) Calcule a area entre as curvas dadas:

©y>=x e y=x-2
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Exercicios =

1) Calcule a area entre as curvas dadas:

(d) y?=—x+2 e 4y* =x + 3
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Exercicios =

1) Calcule a area entre as curvas dadas:

(e) y=3x—x? eixox, x=—-1e x=2
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Respostas @,

%Ap;i;.-lnhj

Exercicio 1:

* x? 16

A=f(2 ——)d = — u.a.

a) ; Vx 5 |dx =—F ua

! 3
b) Azf [e* —1—(—x)] dxze—iu.a.

0

c) Podemos calcular a area de duas maneiras:

1) Integrando na variavel x 2} Integrando na variavel y

1 4 2 9
A:L[ﬁ—(—ﬁ)]dx+f1 [VX — (x — 2)]dx = gu.a. A:f_ [(y +2) = y?ldy = S wa.

! , i 20
d) A= J. 1[{— yZ +2) — (4y? — 3)]dy = 3 u. a.

0 2
e)A:—j (Sx—xzjdx+f (Sx—xz)dx:£+E:3—1u.a.
1 0 6 3 6
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Comprimento de arco ),

Definicdo: Se f' for continua em [a,b], entdo o comprimento da curva
y=f(x),a<x<bh,é:

b
L =f 1+ (x)]? dx

Observacao: Em resumo, para calcular
o comprimento de arco de uma curva, y
vocé devera seguir os passos abaixo:

12 passo: derivar a funcao

29 passo: calcular 1 4+ (f")?

32 passo: calcular a
integral

b
L =f J1+[f(x)]? dx

Y
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Comprimento de arco )

Exemplo: Encontre o comprimento da seguinte curva.

1
y=zJG2+27° 0<x<4

Solucao:
12 passo: 1
y=§\/(x2 +2)3 = y' =x/x%2+2
22 passo:
2
1+ @)*=1+ (x\/xz + 2) =1+ x%(x?*+2)
=x*+2x2+1=(x?%+1)>
32 passo:

4 4 3
L= fo\/(x2+1)2dx=j0(x2+1)dx=[x?+x]

4
0

=Q+(4):64+12= 76

3
3 3 3’ 62







Exercicios

1) Encontre os comprimentos das seguintes curvas:

x3 1 1
(@) y=—+-—

, —<x<
6 2x 2_x_1

(b) ¥ = In(sinx), F 37r]

4’ 4
1
() y =5 (e*+e™), [02]

(d) y =x73, [1,8]
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Respostas
Exercicio 1:
a) Resp.: %
V2+1

b) Resp.:In (\Et 1)

1 1
c) Resp.: 5 (ez — 6—2)
d)  Resp. 80v/10 — 1313

27

65
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 66
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Volumes %j

Definicdo: Seja S um sélido que estd entre x = a e x = b. Se a area da seccao
transversal de S no plano Py, passando por x e perpendicular ao eixo x, € A(x),
onde A é uma funcao continua, entdoo volume de S é

n

b
V= 1lln(}c‘ A(x;)Ax = f A(x)dx
i=1 a
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Meétodo dos discos X ]

)
na; - j

poio em M

Definicao: Método dos discos é dado

b
V= f m[f(x)]? dx

por
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Método dos discos ) ;

Exemplo: Encontre o volume do solido obtido pela rotacao da regidao limitada
pory =v3—xex = —1,aoredor do eixo x.

Solucgao: y
’ 2 EERRE B R B
V=f n[\/B—x_ dx = ; A
3 A | .y —vis
= nf (3—x)dx =m|3x —— MU ' Sx
-1 _ 2], e -

o) o)
-3

9 7 9 7 sélido
=T [5 - (— 5)] =T [5 T3 Berado
16
= —m = 8w u.v. 20

2
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Método do anel circular ou das arruelas &),

poio em ¥

Definicao: Método do anel ou arruelas é dado por

b
V= f TR = [rCOI?) dx
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Método do anel circular ou das arruelas &),

op

Exemplo: Encontre o volume do solido obtido pela rotacao da regidao limitada
pelas curvas y = 24/x e 4y = x? em torno do eixo x.

Solucao: o
X
V = J’ T [(Zﬁ)z—(—) ]dx
0 4
41 x4 x2 1 xS
=S _—— - 4 -
fo 16| ”[ 2 16 5
B 42 1 4° 64
“T*2 165 ”[ _?]
_ [160—64) _96
_”[ 5 ]_ 5
Sélido

gerado




Método das cascas cilindricas

Definicao: Método das cascas cilindricas
Quando o eixo de revolucao é o eixo y se integraem x

b
V=f 2nxf (x)dx

a

Quando o eixo de revolugdo € o eixo x se integraem y

b
V= f 2nyf(y)dy

Vi y
y = f(z) I
|
| |
> — i 2 S
0 b z ol a
= |

Ry
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Método das cascas cilindricas )

oPMq

&

;”

Exemplo: Encontre o volume do solido obtido pela rotacao da regiao limitada
porx = y?—2, x =6 — y? em torno do eixo x.

Solucao:

2
v = [ 2myi6 -y - 07 - 2)lay
0

2
= 2ﬂf y[8 — 2y*]dy
0

2
= 2m f (8y — 2y°)dy
0

-3
=27 —
0

2 4

=27 [4(2)2 - 2(2)4]

4

= 2m[16 — 8] = 16m u.v.

A

3 x=y%—2

Solido gerado







oPMq

Exercicios %@%
o

w

1) Encontre o volume do solido obtido pela rotacdao da regiao limitada pelas
curvas em torno dos eixos dados.

(a)y=e*,y=0,x=0,x =1In3, aoredor doeixo x
b)y=vx+2, y=2Vvx—1, y =0,em tornodo eixo x

c)y=2x—1, y=—-2x+3, x =2,emtornodoeixoy.

d)y =3x — x3, eixox, x =1 emtorno do eixo y.

76



N
Exercicio 1:

(a)y=e*,y=0,x=0,x =1In3, aoredor doeixo x
Método dos discos

In 3 In 3
V= J r[e*])?dx = I’TJ e?*dx = 4mu.v
0 0

Sélido
gerado
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Respostas G
Exercicio 1:
b)y=vx+2, y=2Vvx—1, y =0,emtornodo eixo x
Método dos discos yA
1 2 2 2 2 , , 4 . ,
V:f [Vx + 2] dx+f n[(\/x+2) —(Zx/x—l)]dx | | | ! i |
- 9 ' 3 . . . 31 Y= ZH
R I IR
21 Ay =xt2

Método das cascas cilindricas i i

4

2 y2
V=f 2my (—+ 1)—(y2—2)‘dy=67ru.v
0

Sélido

B ' . .
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Respostas

Exercicio 1:

c)y=2x—1, y=—-2x+3, x =2,emtornodoeixoy.

Método das arruelas

1 3_y 2
V=J'_1H'\(2)2—(—2 )

10r 10m 20w
= + =

3 3 3

Método das cascas cilindricas

2
V= f 2nx|[(2x — 1) — (—2x + 3)]|dx

Sélido

gerado .

u.v.

2

3
oy [l - (25
1

_ 20m
=3 Uu. v.

1)2

dy

y=2x-1

—2x+ 3

<
I
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Respostas @,

Exercicio 1:
d)y =3x — x3, eixox, x =1 emtorno do eixo y.
= 3x — x3
Método das cascas cilindricas Y 1 A
1 8m
V= f 2mx(3x — x3)dx = = wv. | | -3
0 : : :

Solido gerado
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 81
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Integrais por substitui¢do trigonométrica ),

% Apoig em W

As substituicbes trigonométricas podem servir para transformar
integrais que envolvam

Va?+ x? a? — x2 x2 — a?

em integrais que podem ser calculadas diretamente.

As substituicoes mais comuns sao:

x=atgl x =asenbf x = asecb

Podemos visualizar geometricamente como podem ser feitas essas
substituicOes basicas, a partir de triangulos retangulos. Vejamos 0s casos a
seguir.
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Integrais por substituicdo trigonométrica &),

Casol. Va? — x?

a
X
0
aZ — x2
Para as variaveis apresentadas, Para x = a sen 68, temos:
sabemos que
. a’* —x* = a* —a*sen’* 0
sen @ = — — a2(1 — 2 g
a = a“(1 —sen” 6)
logo,
= a’ cos* 0
Xx=asenfb
Entdo, Va? — x%2 = a |cos 9|.
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Integrais por substituicao trigonomeétrica %@mj

Caso2. Va2 + x2

Para as varidveis apresentadas, Parax = atg 6, temos:
sabemos que

x 2 2 — 42 2+ 42
tg0="> a“ +x a“ +a“tg- 6
¢ = a’(1+tg?6)

logo,
= a’ sec? 6

x=atgb Entdo, Va2 + x2 = a |sec8|.
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Integrais por substituicdo trigonométrica &),

Caso3. Vx2 —a?

Para

as

variaveis apresentadas,

sabemos que

logo,

sec O =—
a

X = asecb

x2 _a2

Para x = a sec 6, temos:

x? —a? = a?sec? 0 — a?
= a’(sec? 0 —1)
= a’tg® o

Entdo, Vx? —a® = a |tgb|.
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Substituicao trigonomeétrica

T
o

U 0
= ) i g
T OMT j
%Am;i;e.mw

Exemplo 1: Calcule

f dx
x2V4 — x?2

Solugao: para eliminar o radical, fazemos a
substituicao

j dx _ f 2 cos 6 d6
x2V4 — x2 (2 sen 6)2V4 — 4 sen? 0

- (2 sen 6)?%(2 cos0) T4

2 cos 0 do 1[ do
sen?6

1 5 1
=Z]cossec 6 do =—Zcotg6'+C

x=2senb

dx = 2 cos 0 dO

Devemos expressar cotg 6 em termos de x. Para isso substituimos x = 2 sen 6

como sen 8 = */,
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Substituicao trigonomeétrica

Representando esses valores geometricamente

X x =2senb

V4 — x?
obtemos:
4 — x?

X

cotg 6 =

e, fazendo as devidas substituicoes

f & lege+c 1YY
xNE—xz2 4 Y 4 x

+C
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Substituicao trigonomeétrica %@ﬁh ;
Exemplo 2: Encontre a area da elipse

X2 y2

- + b_z =1
Solucao: a elipse é simétrica em Assim, a area é dada por:
torno dos eixos, logo sua area é 4 ap
vezes a area do primeiro quadrante. A= 4] “Ja? — x2 dx

4p (¢
=—f a? — x? dx
a Jo

Fazendo a substituicao

X =asené

Resolvendo a equacao da elipse em
termos de x: dx = a cos0 db

yzig a2 — x2
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Substituicao trigonomeétrica ﬁ%g

Convertendo os limites de integracao em x para os limites de integracaoem :
x=0 —> O=arcsen(0)=0
T
x=a = 9=arcsen(1)=§

Obtemos:

T
4p (4 4b (2
A=7f Jvaz—x?dx =F acos@ -acosb do
0 0

7
= 4ab[ cos?6 do
0

T
21

= 4ab] E(l + cos26) do
0

1 7
= 2ab [9 + — Sen29]
2 0

= 2ab lg— 0] = tab
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Substituicao trigonomeétrica

(]

T

%.a

L) )
pﬁeﬁ‘”

Vx2 —25

X

Exemplo 3: Calculef dx, supondoquex = 5.

Solucgao: fazendo a substituicao

x = 5secé, 0g9<g dx = 5secO tgf do
Assim,
VxZ — 75 _J‘\/ZS sec?0 — 25
f —Zar = — - (5sect tg0) do
_ [0 g och tg0) as
B 556(:8( sect tg0)
= 5[1&928 do

=5f(seczt9—1) dd =5tg8—-560+C
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Substituicao trigonomeétrica )
Para expressar a solugcdo em termos de x, vamos representar geometricamente

x = 5secH
X
x2 —25 X
g 6 = arc sec (E)
5
O gue nos da
x% — 25
tg 0 =

Disso, obtemos:

2 —25
fx dx =\/x2—25—5arcsec(z)+6

5
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Integrais envolvendo ax* + bx + ¢ )

% Apoio em W

Integrais envolvendo polinbmios também podem ser calculadas a
partir deste método, primeiro completando os quadrados e, depois, fazendo
uma substituicao apropriada. Veja o exemplo:

Exemplo 4 : Calcule

| s
x2 —4x+ 8 X

Solug¢ao: Completando os quadrados, temos
x> —4x+8 =(x*—4x+8)+4—-4
= (x—2)*+4

A substituiciou = x — 2, du = dx, fornece

f X _f X p _j u+ 2 g
2 —4x+8 ) x—2)2+4 " " Juzt+ 4™




Integrais envolvendo ax? + bx + ¢ )

Solucao:

_f u d+2f du _1] 2u d+2f du
“Jur+ a4t w2+ 4 2)uzyat u? + 4

1 1 u
=—ln(u2+4)+2(—) arc tg E_I_C

2 2

1 — 2
:Eln[(x—2)2+4]+ arc tg (xz )+C
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Tabela Resumo )

% Apote oW

Em resumo, as trés substituicdes basicas estao apresentadas na tabela
abaixo, bem como os valores de @ que satisfazem a reversibilidade das funcodes.

EXPRESSAO NO . 7
INTEGRANDG | SUBSTITUICAO SIMPLIFICAGAO
s T
02 — 2 x = asenf —5s0<5 a’ —x% = a®cos* 0
s m
Ja? + x2 x=atgb —5<0<3 a* + x* = a®sec* 0

m
OSB<E (sex =a)

asecO fr x?—a?=a’tg?0
E<9£n(sex£—a)

x% —qa? X
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Exercicios &

1) Calcule as seguintes integrais fazendo as devidas substituicoes

@ [ 5o

(b)f 1—4x? dx
(c)f e

(d)f _d
V9 — x2

dx
(e) [\/5—4x—2x2
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Respostas ﬁtio’ g

mmv"’

Exercicio 1:

1 _
(@ In(s|le+Vx2+9])+C
(b) %larc sen (2x) + 2xy/1 — 4x2] +C
m
() 2
@

(&) ~ 1
\Earcsen 7(x )

+C
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Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/monitorias

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:

http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
O GAMA possui monitorias de:

J Matematica Elementar, Calulo 1, Calculo 1A e Calculo | (e equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
J Calculo A e B, Calculo 2, Calculo Il e Calculo 3 (e equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 99
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