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Prefacio

Este material tem como objetivo reunir, de forma resumida, os principais
conteudos de Matematica Bdsica, Func¢des, Funcdes Trigonométricas, Exponenciais e
Logaritmicas, Limites, Derivadas e Integrais, a fim de ajudar os alunos em suas disciplinas
iniciais de célculo.

A apostila esta dividida em 6 (seis) capitulos e cada capitulo em aulas. Apds cada
aula, s3o propostos exercicios com a resposta em seguida. E possivel acompanhar as aulas
através das video aulas disponiveis no canal do Projeto GAMA no YouTube,
http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA .

Bons estudos!


http://l.ufpel.edu.br/YouTubeGAMA
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Capitulo 1: Matematica Basica

1.  Aulail %";;4 L;

1.1 Conjuntos Numéricos

NuUmeros naturais
N={0,1,234,5,6,..}
Subconjunto notavel
N*={1,2,3,4,5,6,..} Naturais positivos
Numeros inteiros
Z={..,—5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

Subconjuntos notaveis
Z_={..,—5-4,-3,—-2,—1,0,} Inteiros ndo- positivos
Z,=1{0,1,2,3,4,5,..} Inteiros ndo- negativos
Zr ={..,—5,—4,-3,—2,—1} Inteiros negativos
Z: ={1,2,3,4,5,..} Inteiros positivos
Inteiros ndo nulos

7' ={..,—5—-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5, ...}

NUmeros racionais
—> Decimais exatas

1 Dizimas periodicas

Q {B |pEZ,qEZ*}
q
Subconjuntos notaveis Q. Q; Q Q @

Ndameros reais

R=QuUQ’

> Irracionais
Todos os numeros reais
gue ndo sao racionais

Subconjuntos notaveis R_. R, RE R} R* ——
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=2 M‘q

g.
)

Ao et

Representagao dos conjuntos numéricos por diagramas

—3 NUmeros Racionais
Q
1 0,333333 ... 3
2 1,125

-+ =5 -4 -3 -2 -1 012 3465..-

Conjunto dos
numeros reais

R
™ V3 e
2V5
V2 N
I—> Numeros Irracionais
R-Q
1.2 Pertinéncia e inclusao
Pertinéncia Inclusdo
Relaciona elemento e conjunto Relaciona dois conjuntos.
€ (o2 (s ¢ D )]
Pertence Ndo pertence Esta Ndo estd Contém Ndo
contido  contido contém
O elemento x pertence A é subconjunto B A nao é subconjunto B
ao conjunto 4 AcCB A¢B
xeA BoA B?A
O elemento x na.o Todo elemento de A é Nem todos elementos
pertence ao conjunto A também elemento de B de A sdo elemento de B

xegA

Exemplos: Em cada caso, complete as lacunas com os simbolos €, &, C, & D,5 da

forma mais conveniente:
a)2___ N

b) -5 Z
c)—5 N
d) 0 N*
Respostas:
a)e b)e o) ¢

e){1,2,3}__ {-1,0,1,2,3,4}

ON__ 7 NZ__Q
WN__Z QR ON__7*

¢ ec Hc g2 hccc s No K¢
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1.3 Regra de sinais

Exemplos:

8+3=11 -7-3=-10 5-3=2 -10+4=-6

Exemplos:
2).3) =6 4).(-8)=-32 (=7).(2)=15 (=5).(=3) =15

1.4 Intervalos reais
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Exemplo: Represente os seguintes intervalos na reta real:
a)l; =(-2,1) 9) I; = (—,3]
b) I, = [-2,2] h) Ig = (—0,2)
c) 13 = (0,3] Dlhb={xeR| —1<x<0}
d)14:[_1,3) ])110={x6R|x22}
e) Is = (=1, 4) k)I;; ={xeR|x <1}
f)]6:[1,+00) l)]lZZ{XER|_3SXS2}
Solugao:
L —o O > I >
) 1 3
12 _. . 18 )
) 2 2
Iy —O o> Iy ——— O
L s -1 0
14 . % 110 H
—1 3 2
I O > I14 a4
-1 1
16 M 112 -. L
1 -3 2
1.5 Operagdes com Intervalos
Unido Diferenca

AUB={x|x€Aoux € B}
Elementos que pertencem a pelo
menos um dos conjuntos A ou B

Intersegao
ANB={x|x€Aex € B}

Elementos que pertencem
simultaneamente aos conjuntos A e B

A—B={x|x€Aex & B}

Elementos que pertencem ao conjunto
A e n3o pertencem ao conjunto B

Complementar
A={x|x¢A}

Elementos que ndo pertencem ao
conjunto A

Exemplo: Sendo A = (—1,2] e B = [0,3], determine AUB e AN B:

Solugao:
A
-1
B
3

ANB
0 2
ANnB=10,2]

A O o
—1 2
B——ﬂ%
0
AUB
-1 3
AUB = (-1,3]
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Exemplo: Sendol; =[0,5) el, = [2, + ), determine:

Solugao:

I P O

1 0 5
I 2.

LUl .o >
LN 02 g >
I — 12—.—00 > >
L~ 1 ;

II d} F 4)
L 0 5

r () SN
I o

1.6 Decomposicdao em fatores primos

Defini¢gdo: Um ndmero natural p é chamado de nimero primo sep = 2 e p é divisivel
apenas por 1 e por p.

Exemplos:
2 é primo 3 é primo 4 Nao é primo 5 é primo 6 N3o é primo
4=2.2 6=2.3
Divisivel por 2 Divisivel por 2 e 3

Exemplo: Em cada caso, decomponha o nimero dado como um produto de fatores
primos:

a) 12 b) 125 c) 232
Solugao:
a) 12 |2 b) 125 5 c) 232 |2
6 |2 25 |5 116 |2
313 5 5 58 |2
1 |22.3 1 53 29 |29
Decomposi¢cao em Decomposicao em 1123-29
fatores primos fatores primos Decomposicdo em
12=22%-3 125 =53 fatores primos
232=12%3.29
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1.7 Minimo multiplo comum

Definicdo: O minimo multiplo comum de dois inteiros positivos a e b, denotado por
mmc(a, b) é o menor multiplo comum de a e b.

Exemplos: Encontre
mmc(6,15)

Solugdo: Note que os multiplos positivos de 6 e de 15 s3o:
M(6) ={6,12,18,24,30,36,42,..} e M(15) = {15,30,45,...}

Portanto,
mmc(6,15) = 30 Menor multiplo comum de 6 e 15

Na prética, encontra-se o mmc(6, 15) utilizando-se o seguinte método pratico,
que utiliza a forma fatorada de a e b:

6 —15 |2

3 —-15 |3 Portanto,

1 -5 |5 mmc(6,15) =2-3-5 =30
1-1 |2-3-5

Pode-se calcular o minimo multiplo comum entre trés ou mais numeros
utilizando-se um método parecido ao do exemplo anterior.

Exemplo: Encontre
mmc(10, 28, 35)
Solugao: Utilizando a fatoragdo simultanea de10, 28 e 35, tem-se:
10 —28 —35 |2
5-14 -35 |2 Portanto,

5—7 —35 |5 mmc(10, 28,35) = 22-5-7 = 140
1-7 -7 |7

1-1-1 22.5-.7

1.8 Operacodes e propriedades das fragoes

Igualdade de fragOes Exemplo:
2_+4 pois 2.6 = 3:4
E=£@a_.d=b.c 3 6 12 12
b d
Exemplo:
Duas fracBes sdo iguais sempre que a
multiplicacdo cruzada resultar em 1 _ V2 . 1-2 = 242
, A — =— pois = ye o ve
ndmeros iguais. 2 2 2 2
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Simplificagdo

Fatores comuns ao numerador e
denominador podem ser simplificados.

Soma/subtragdo

m = m.m.c. (b,d) minimo multiplo
comum entre b e d.

Multiplicagdo

Multiplica-se o de cima pelo de cima e o
de baixo pelo de baixo.

Divisdao

Multiplica-se a primeira pelo inverso da
segunda.
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1.9 Operagdes com fragoes
Exemplo: Efetue as seguintes operacdes com fracoes:
1+2 b15 15 d4'1 3+1 4
Dty V573 933 ) 573 93T37 15
Solugao:
15 15 5-313
1 2 T 1+3:2 3410 13
V5¥3=" 10 - 15 15 s
1-113-5
mmc(5,3) =3-5=15
8 —4|2
§.1_§.5 4 —2{2
pyL_2_8-"3> 1-10_ 9 2 —1|2
4 8 8 8 1-1/2-2-2
mmc(8,4) =23 =8
15 1-5 5
oo 4 -3 —15|2
32 3-2 6 2 -3 -15]2
1 -3-15|3
pnA.1_42_ 428 1-1-55
)37279'1° 91" ¢ 1-1-1122.3.5
mmc(4,3,15) =2%2-3-5 =60
60 60 60
3.1 4 F3+31-qg-4 15.3420-1-4-4 45+20—16 49
T 60 - 60 ~ T 60 ~ 60

1.10 Exercicios Propostos

1) Represente graficamente os intervalos a seguir e verifique se os nimeros
5 m \/5; -0,2; 5/2;

pertencem a cada intervalo:
a) A =1[-2,5) b)B = (2,7) c)C = (6,+)
2) Sendo: A =[-2,5], B =(2,7) e C = (6,+00). Determine:
aA)ANnC b)ANB c) A—B
d)AuC e)(AuC)UB fA-C)nB
3) Sendo U = R represente cada um dos intervalos indicados por compreensdo e na
reta real:

a) conjunto dos nimeros maiores que —3 e menores que 1;
b) conjunto dos nimeros menores ou iguais a —4;
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) conjunto dos nimeros maiores que -1 ou menores que -3.

4) Realize cada uma das operagdes envolvendo fragdes:

3 2 1 ) 1
a — — — —

5 15 3 1

1+3
S (i+3)
__.z 4
73 e) -+ 2

93 3
I\~35) (32 _%

=5
6
5) Calcule:

LA hes(-)) LB G ()
9375710 ) 2 I3+|37\3 9
6) Represente graficamente na reta real os seguintes intervalos:
D{xeR|-1<x<3} b) (—o0,2] 0) [-3,5]
d){xeER|2 <x <7} e){xeER|x <4 ) [0,6)

7) Escreva os intervalos representados graficamente:

-  J -
a) -4 2
b) 1

- O —) >
C) 3 3
d) 0 2

- ‘ n'.
e) !

8) Dados os conjuntos a seguir, determine o que se pede.

a)A=[2,4]eB =[3,6]:
ANB AUB A-B B—-A

bYyA={xeR|x<4}eB={xeR|x<1}:
ANB AUB

9) Dados os intervalos A = [—1,4], B =[1,5],C = [2,4] e D = [1, 3], verifique se 1
pertence ao conjunto (A N B) — (C — D).
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10) Realize as seguintes operagdes envolvendo fragdes:

25,5 27 5
a) 3 +35° 5% 16
b(S) (5) (27) 23 1
)\=2)7(73) "3 9 ~2g73

.27 L, 2 Bl
) —1l+33 )28%77 5
N2 2

5 15

2,98

) To0 T 10

1.11 Respostas

Exercicio 1: Exercicio 6:
5
a)n,\/S,—O,Z,E a) _
b)5,m,V5,5/2
b
¢) Nenhum ) -
Exercicio 2:
c)
a) @ s
b) (2,5]
c) [-2,2] d)
d) [—2,5] U (6,+) . ?
e) [—2,,+o)
f) (2,5] e)
Exercicio 3: ;
a){xeR|[3<x <1}
D) {x ER|x < —4} ) .
c){xe R|x<-=3oux>-1} 0 E
Exercicio 4: L
Exercicio 7:
4 8 3
a5 b) =51 )1 a){xe]R|—4SxS2}0u[—4,2]
3 2 2
d) €) 3 N -3 b) {x € R|x > 1} ou (1, +)
Exercicio 5: c){x€ ]R| —3<x<3}ou(-33)
11 . 41 d) {x e R|0 < x <2} ou(0,2]
Jg )3 ) 135

e){xE]Rle 1} ou (—oo, 1]
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Exercicio 8:
@) ANB = {x eR|3<x<4}ou[34]
AUB={xeR|2<x<6}oul26]
A-B = {xeR|2<x<3}oul23)

B-A ={xeR|4<x<6}ou(46]

b)ANB = {x € R|x <1} ou (-0, 1)

AUB = {xER|x<4}ou(—00,4)

Exercicio 9:

{x € ]R| 1 <x < 3}oull,3],portanto 1
€E(ANB)—(C—-D).

Exercicio 10:
115 159 5 4
491 54 25 237
=y DT 9D-—F b-35
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2. Aula 2

2.1 Poténcias em R

% Apo e

Dados a € R* en € N, definimos a poténcia enésima como:

Exemplo: Calcule as seguintes poténcias:

a) 23 b) 572 c)3°
Solugao: Utilizando a definicdo de poténcia, tem-se:
3=2.2.2= 1 1 1 0 —
a)?2 2:2-2=8 b)52 =— = _ 4 c)3 1
3 Fatores 52 5-5
——
2 Fatores

2.2 Propriedades das poténcias

Produto de poténcias de mesma base

Quociente de poténcias de mesma base

Poténcia de poténcia

Fragao com expoente negativo

N
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Produto de poténcias de mesmo expoente Exemplo:
2°-3°=(2-3°=6"
a™-b™ = (a-b)™
Exemplo:
4-a2= (2 a)?
Quociente de poténcias de mesmo expoente Exemplo:
- 27 2y
= (%) 57 " (E)
bm b
Exemplo:
=)
27 \3
Poténcia de base negativa e expoente par Exemplo:
(=2)6=2°=64
—a)"* = g
() Exemplo:
(—2x)% = (2x)* = 4 - x?
Poténcia de base negativa e expoente impar Exemplo:
(=2)5 = —2° = -32
(—a)" = —a”
Exemplo:

Exemplo: Calcule as seguintes poténcias:

ot neEs ol o @)

Solugdo: Utilizando as propriedades de poténcia, tem-se:

a) (—3)*=3*=81 " (2)0 _ 1

o0 - @ 5%

£) (243 = 212 = 4096

b) (—2)°> = —25 = -32
(1)3 IS
I\5) =5~ 125

2.3 Poténcias de Base 10

Com o uso do sistema numérico decimal, as poténcias de base 10 sdo particularmente
importantes! Note que:

Potﬁlﬁ\ia 2 2 er:os Poténcia —1 1£er0 No caso geral:
102 =1 00 101 =01 N
Expoente positivo
Poténcia 3 3 Zeros Poténcia —2 2 Zeros
- —— — ~ Ay 7
103 =1 000 102 = 0,01 Poffpcam  rZeros
10" =100...0
Poténcia 4 4 Zeros Poténcia —3 3 Zeros
170° =10000 10-3 =0001 Expoente negativo
Ay i Ay iy Poténcia —n n Zeros
Potfen_bc\La 5 5 Zeros Poténcia —4 4 Zeros 10.—n 9001
105 =100000 104 =10,0001 = e
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No geral, quando multiplicamos um nimero decimal por uma poténcia 10",
onde n é um numero inteiro, podemos dizer que,
“a virgula anda n casas para a esquerda ou n casas para a direita’
de acordo com o sinal do expoente n.
v' Se n é positivo, a virgula se desloca n unidades para a direita;
v' Se n é negativo, a virgula se desloca |n| unidades para a esquerda;

4

Exemplo: Efetue os seguintes produtos:

a) (12,5) - 10* b)(12,5) - 10~*
Solugao:
4 Zeros
a) (12,5) - 10* =| 12,50000000... |-10.000 = 125.000.
"A virgula se desloca
4 casas para a direita "
4 Zeros
a) (12,5)-107* = ..0000012,5 -0,0001 = 0,00125.

A virgula se desloca
4 casas para a esquerda”

2.4 Unidades de medida

Prefixos das principais unidades de medida

G | o 1
T Tm Tg Tl

1012 Tera
10° Giga G Gm Gg Gl
10° Mega M Mm Mg Ml
103 Kilo k km kg kl
102 Hecto h hm hg hl
10 Deca da dam dag dal
10° m g l
1071 Deci d dm dg dl
1072 Centi c cm cg cl
1073 Mili m mm mg ml
10~ Micro U um ug ul
107° Nano n nm ng nl
10712 Pico p pm pg pl
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2.5 Conversoes de unidades de medida

Comprimento: a unidade padrdo é o metro.
km hm dam m dm cm mm

103m 10%m 10'm 10°m 10~ Im 10~%m 1073m
1.000m 100m 1m 0,1m 0,01m 0,001m

Multiplos Submultiplos

Conversdo de comprimento

Da direita para a esquerda, divide-se por 10 em cada passo

=10 =10 =10 =10 =10 =10
A\ ') ') ') A ')
km hm dam m dm cm mm
N (3N (3N N TN TN
10 10 - 10 10 10 10

Da esquerda para a direita, multiplica-se por 10 em cada passo

Conversdo de area

+10% +10% +=10% +=10% +10% =+10%

Conversdo de volume
+~10% +10® =+10% <103 +=10® =103
") e e e e e

hm3 dm?3 cm3 E

km?3 mm

o o o o o (&
102 10 -10® -10° -10° 10

Exemplo: Converta:

a) 5,2 hectdbmetros para centimetros ¢) 1500m? para km?

b) 130 milimetros para metros d) 230dam? para mm?

Solugao:

@)5,2 hm para cm P Unidade informada P Unidade pretendida
km hm dam m dm cm mm
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Hectometros = Centimetros
52 = (52)-10*
52 = (5,2)-10.000
52 = 52.000

Resposta: 5,2 hectometros equivalem a 52.000 centimetros

b) 130 mm param
=10 +=10 =10

A A A\
km hm dam m dm cm mm

Unidade pretendida J Unidade informada J

Milimetros = Metros
130 > 130-1073
130 = 130-0,001
130 = 0,13

Resposta: 130 milimetros equivalem a 0,13 metros

¢) 1500m? para km?
=102 +10% +10?

A ) )
km? hm? dam? m? dm? om? mm?

l, Unidade pretendida l, Unidade informada

Metros quadrados = Quildometros quadrados
1500 = 1500-107°
1500 = 1500-0,000001
1500 = 0,0015

Resposta: 1500 metros quadrados equivalem a 0,0015 quildmetros quadrados.

d) 230dam? para mm?

Unidade informada Unidade pretendida 4

3 hm?® dam® md dm? cm® mm?d

(3N 3N (3N (2N
.10 -10® -10° -103
Decametros cubicos Milimetros cubicos

=
230 = 230-1012
230 = 230-1000000000000

230 = 230.000.000.000.000

km

Resposta: 230 decametros cubicos equivalem a 230.000.000.000.000

milimetros cubicos.
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2.6 Exercicios Propostos

1) Calcule as seguintes poténcias:
a) (-2)3 b) (—2)? c) —22 d) 272
e) (=2)"2 f)-373 9) 3% h) (3%)°

2) Calcule as seguintes poténcias:

3

o) () 2 (-3) * ()
o) 0@ 2(-3) w3

3) Efetue os seguintes produtos:

a) 25-10° e)3-1072

b) (3,2) - 10* ) 452 1075
¢) (0,041) - 102 9) (7,02) - 1073
d) (0,0243) - 107 h) 224,5 - 10~

4) Efetue as seguintes conversoes:

a) 512 hectdometros para metros;

b) 1255 decimetros para decametros;

¢) 1,2 quildometros para centimetros;

d) 0,230 decametros para decimetros;

e) (1,7) - 105milimetros para metros;

f) 1200 metros quadrados para hectometros quadrados;

g) 1,25 decametros quadrados para metros quadrados;

h) 3,42 metros cubicos para decimetros cubicos.

5) O metro cubico, no Sistema Internacional de Unidade (SI), é a unidade fundamental

para o calculo do volume/capacidade. Sabendo que 1 litro equivale a 1 decimetro
cubico, determine a capacidade, em litros, dos seguintes reservatdrios:

a) b)
o

lé ;?

< > 0,92
Tm %fb = 60cm | oem
Utilizar T = 3.14 a=15m Utilizart = 3,14
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6) Calcule as seguintes poténcias:
a)3°.373

b) (=5)*

C) (_4)2+5

1\ 4
*(-3)

e) (-5)%)°

f) (=5%)°

7) Calcule os seguintes produtos:
a) 3,75.103

b) 49.103.0,1.1071

¢) 0,005.102

d) 10007,06.1073

e) 0,1005.10*

23\°
" <?>

i) ((=6)%)°. (=216)77*?
53
) <§>

f) 65345,7.107°
g) 0,120005.10*
h) 0,007.1072

i) 2,504.107

) 679.1071

8) Efetue as conversdes de unidades como solicitado em cada letra:

a) 25.1073 hm ->m
b) 0,0000012Tm - m
c)2005cm - km
d)2dam - cm

e) 37.103 mm - dm

) 1.10° pm - um
g) 342 ym? - nm?
h) 100 km3® —» m3
i) 49.10° Mm - Gm
j) 999,8 hm — dam

9) Sabendo que 1L (um litro) equivale a 1dm3, quantos litros possui um reservatério

d’dgua de 50m3? Foram consumidos 25000cm? de dgua do reservatério. Quantos litros

restaram?

2.7 Respostas

Exercicio 1:
a)—8 b) 4 c)—4
p 1 1 1

g) 6561  R)729

Exercicio 2:
8 2 9 9
D) 57 )~"ez 9716 ) 2

27

2
05 N6t 9 -% WO

Exercicio 3:

@) 2500000 b) 32000 c) 4,1

d) 243000 ) 0,03 f) 0,00452
g) 0,00702 h) 22,45

Exercicio 4:
a) 51.200 b) 12,55 ¢) 120.000
d) 23 e) 170 f)0,12
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g) 125 h) 3.420
Exercicio 5:

a) Volume = 1.727 litros
b) Volume = 4.770 litros
¢) Volume = 3.260,11 litros

Exercicio 6:
a)9 b) 390625 c) —16384
1
d) a1 e) 15625 f) — 15625
125 h °12 1) 1
9 )3 D
1
) 135

Exercicio 7:
a) 3750 b)490 ¢)0,5
d) 10,00706 e) 1005 f)0,653457
g) 1,20005 h) 0,00007 i) 25040000
j) 67,9

Exercicio 8:
a)25m b) 1200000 m
¢) 0,02005 km d) 2000 cm
e) 370dm f) 1000 um
g) 342.10°nm?  h) 1.101m3
i) 49.10% Gm j) 9998 dam
Exercicio 9:

50000 litros, 49975 litros.

34|Pagina



3. Aula 3

3.1 Raizesem R

Dadosa € Ren € N tal que n = 2, definimos araiz enésima como:

3.2 Propriedades das Raizes

Raiz como expoente fracionario

Poténcia de raiz

Produto de raizes de mesmo indice

Raiz de raiz

Quociente de raizes de mesmo indice
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Exemplo: Calcule:

a) V1024 b) V32 c) (—8)% d) 162 e) (8—11)_Z

Solugdo: Utilizando a definicdo de raiz e suas propriedades, tem-se:
Q) VI024 =210 =27 =25 = 32

p)¥Y32 =325 =2

O) (-8)3 = V8 = V(-2 =2

3 12
d) 162 = 163 =,/(2%)3 =212 =22 =26 =64

&
) 51
Exemplo: Simplifique ao maximo:

a) V24 b) V32 ) V512

Solugdo: Utilizando a defini¢do de raiz e suas propriedades, tem-se:
A)V24 =+/22-2-3 =/22.V2-3 =223 =2-v2-3 =26
b) V32 = 2322 = 23.3/22 =22

V512 =320 =32+ 202 =324 Y20 V2 =22 42 =42

A=

= (81)% = BT = /3% =3

33 Racionalizacao

Racionalizar uma fracao significa multiplicar e dividir a fragao por um fator

racionalizante de modo a simplificar as raizes do denominador.
Os casos mais comuns de racionalizacdo sdo os seguintes:
Caso 1: o denominador é uma raiz quadrada.

Neste caso, o fator racionalizante é a prépria raiz quadrada que aparece no

denominador.

Exemplo Fator Forma racionalizada

1 1 Va +Va +Va
- .Ja — — T — T —
Va Va Va V@& a
e W S
2 V2 Bz 2
2 g 26 206 26 6
6 V& BV JZ 6 3
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Caso 2: o denominador é uma raiz de indice n.
Neste caso, se no denominador hd a raiz ¥a™, o fator racionalizante sera Ya®—m,

Exemplo  Fator Forma racionalizada
1 TW 1 ’{/an—m 7{/an—m ’qu_—m
n . = =
vam™ Rgm Rfgn—m Ran a

! s L YT VT VT _V38
72 VB VB 7T

3 3\/; 3 Y22 3¥Ed_ 3V4

R ¥VzE V= 2

5 4 5 5 5 V2 5Y2 52

" VP ey 2
V8 V2P V2P V2Vt

Caso 3: o denominador é uma soma/diferenga envolvendo uma raiz quadrada.
Neste caso, o fator racionalizante sera o “conjugado” do denominador.

Exemplo  Fator Forma racionalizada
1 Ji—b 1 Ya-b_ Va—b _Va—b
va+b va+b Ya=b (o)’ —va-b+va-b—b> a—b
1 Ja+b 1 Va+b_ va+b _Va+b
va—b va-b va+b (ya)’—va-b+va-b—b> a—b’

3 _ 3. V2-1_ 3(v2—1) _3V2-3_
V2 +1 \/E ! V2+1 \/Z—l_(ﬁ)z_ﬁ+\/§_(1)2_ 2-1 =57
V5 J742 V5 V742 V5(V7 + 2) _V35+2V5

V7 =2 V7-2 V7+2 (ﬁ)2_2ﬁ+2ﬁ_(2)2 3
1 1 V3++2 V3++2
3 +4/2 : = =v2+3
Bz 2 FoE v (V3)’ —V2V3 + —VZ2V3 — (v2)°

Exemplo: Racionalize as fragdes:

1 by 2 2 0 2 ! V2
V7 v 9w Y% 93w Piiw;
Solugdo:

LBV

VE BB W 3
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o2 _ 2 V5 _ 2v5 _2v5 _2V5

35 3v5 V5 3:v25 3:5 15

2 2 V22 2322 2322 ,
= = =322 =2

YRTRE V2
d)i: 2 _ 2 'i/?zzi/ﬁzzi/?:zi/ﬁ.

Vo V32 332 i3 i3F 3 3

1 1 3442 3442 3+4V2 3442
3-VZ 3-vZ3+V2 3_(2)) 9-2 7

e)

3.4 Exercicios Propostos

1) Simplifique os radicais:

a) V576 b) V64 o) V12 d) 327
2) Reduza os radicais a seguir e efetue as operacdes indicadas em cada caso:
a)V2 -8 b) V3 —2V12 + 27

) V125 + 20 — V45 d) V128 + V250 + V54 — V16
3) Calcule cada produto abaixo:

a) (2v5+8)(vV5 - 1) b) (=5 +3v2)(4 —V2)

¢) (V6 —2)(9 — V6) d) (1 —2V7)(1 + 2V7)

4) Calcule o valor numérico da expressao:
1 1 1
82 + V4 + /8 — 322 + 1282 — V32

5) Efetue as operagOes com as raizes:

a)V2-V18 b) V4- V6 c)V2-V6-V18 d)V6 ++3
6) Introduza cada expressado a seguir em um so radical:
a)V3-V5 b) V4-V2 ¢) V40 + /2 d)V8 + V16

7) Determine o valor de x na expressao:

3
x=\/7+ /6+4\/16
8) Racionalize as fracOes abaixo:

1 2 Vx

NG Y37 V5B
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9) Racionalize as fragOes abaixo:

@) 1= b) 1= &) =
V3 V8 Vx2y3
10) Racionalize as fra¢des abaixo:

1 2 1++v2 2++3
a)x/i—l b)\/g—l C)x/i—\/; d)2+£
11) Simplifique os radicais:

a) V24 b) V75 ¢) Y250 d) V=972
12) Reduza os radicais e calcule o valor numérico das expressoes:
a) V3 + 48 b)3V32 + 2v/8 — 24/18
) V28 — 10V7 d) 6v3 + V75
e) V98 + 5V18 IVT5 = 2V12 +27
g) V12 —9V/3 ++75 h) 5V180 + V245 — 17V5
13) Efetue as operagcBes com raizes:
a)V2.N7 b) V5.310 ) VY30 = V10 d) V15 + /5
e) (V2 -2).(3-+2) £)(WN7+1).(V7-1)
14) Para cada expressao reduza a um so radical:
a)V2.316 b) V5.Y15 o) V25 + 12 d) V10 = V3
15) Racionalize as fracGes abaixo:
a) i b) i c L d) i
V3 V18 10v7 V25

1 2
2 V3+5 2 2vV2 -1
35 Respostas

Exercicio 1: ¢) 11v6 — 24 d) —27
a) 24 b) 4 ¢)2v3 d) 432 Exercicio 4:
Exercicio 2: 42
@) —VZ B)0 )45 d)10¥2 Exercicio 5:
Exercicio 3: a) 6 b) 23
)2 +6v5 b) 17vZ — 26 c) 6 d) V2
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Exercicio 6: Exercicio 12:
a) 33352 b) 3211 a) 5V3 b) 10v2 ) —8V7
o) 2352 4 32 d) 11V3 e)22V2  f)4v3
Exercicio 7: 9) ~ 2V3 h) 2075
x =3 Exercicio 13:
Exercicio 8: a) V14 b) V50 ) V3
V5 2V3 Jxy d)V3 e)5V2-8 f) —6V7+48
a) — b) — c) ——
5 9 y2
o Exercicio 14:
Exercicio 9:
°/93 142 °/e3 12
a) % b) W C) i/x3—yz a) 23.16 b) 53.15
Exercicio 10: ) 12|54 ) 151105
¢ 53 33
VE+1 _ —3v2—4 {2 \
a)V2+1 b) — O —
7 e Exercicio 15:
4 —2V2+2V3 -6
) . ERN V7
Y3 )5 75
Exercicio 11: T V345 W2 +2
a) 2v6 b) 5v3 )N % 7
)52 d) —3Va
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4.1 Fatoracao e wj

De maneira geral, fatorar uma expressao significa escrevé-la como um produto
de dois ou mais fatores.

Estudaremos a seguir os casos mais comuns de fatoracdo de expressdes

algébricas.
Fatoragdo por fator comum em evidéncia
mx +my =m(x ty)
Prova da féormula:
/AN

m(x +y) = mx +my

Exemplo: Fatore as seguintes expressoes:

a)7x + 7y b) 10m — 25n ¢)2m—4n+ 10 d) x> + 3x2
Solugao:

a)7x+7y=7(x+y) b) 10m — 25n = 5(2m — 5n)
c)2m—4n+10 = 2(m — 2n + 5) d) x° + 3x? = x2(x3 + 3)

Fatoragdo por agrupamento
mx +my+nx+ny=m+n)(x+y)

Prova da formula:

~ X
(m+n)(x+y) =mx+my+nx+ny
N>
Exemplo: Fatore as seguintes expressoes:
a) xy +2x + 5y + 10 b) 2xy? + 4xy — 6y* — 12y
Solugao:

a)xy+2x+5y+10 =x(y+2)+5@+2) =(x+5 @ +2)
b) 2xy? + 4xy — 6y* — 12y = 2[xy? + 2xy — 3y? — 6y]
= 2[x(y* + 2y) = 3(y* + 2y)] = 2(x - 3)(y* + 2y)
=2y(x—3)(y + 2).
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4.2 Produtos notaveis

Primeiro caso de produtos notaveis:

Quadrado da soma de dois termos

(x +y)? =x? + 2xy + y?

Prova da formula:
S~ X
(x+y)2 =(x+y) - (x+y) =x>+xy+yx+ y?
Quadrado N7 2xy

da soma de
dois termos

= x* + 2xy + y?

—
Quadrado  mais duas vezes quadrado

do o produto do do
primeiro primeiro pelo segundo
segundo

Exemplo: Fatore as seguintes expressoes:

a) x? +4x + 4 b)x? + 6xy + 9y? ¢) 4m? + 28m + 49
Solugao:

a)x?+4x+4 =x%+2x(2) + 2% = (x +2)~

b) x* + 6xy + 9y? = x% + 2x(3y) + (3y)? = (x + 3y)>.

€)4m? +28m + 49 = (2m)? + 2(2m)(7) + (7)? = 2m + 7)%.

Segundo caso de produtos notaveis:

Quadrado da diferenga de dois termos
(x—y)? =x*=2xy +y°

Prova da formula:

m
—y)? ==y &-y) =x*—xy—yx+ y*
Quadrado T > —2xy
da diferenca
de dois termos
= x* - 2xy + P
— —— [
Quadrado  menos duas vezes quadrado
do o produto do do
primeiro primeiro pelo segundo
segundo

Exemplo: Fatore as seguintes expressoes:
a)x?>—6x+9 b) x? — 4xy + 4y? c)x% —2xV3 +3
Solugao:

a)x?—6x+9 =x%—-2x(3)+3% =(x—3)~
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b) x? — 4xy + 4y? = x? — 2x(2y) + (2y)? = (x — 2y)>.
¢) x? —2xV3+3 =x? —2x(V3) + (\/§)2 =(x- \/5)2.

Terceiro caso de produtos notaveis:

Diferenca de dois quadrados

(x+y)(x—y) =x*—y?

Prova da formula:

— A2 2 2 2

G+ -y)=x" g tyr—y°= x5 - y°
Produto da soma Quadrado  Quadrado

pela diferenca do do
de dois termos Primeiro segundo

Exemplo: Fatore as seguintes expressoes:

a)x?-9 b) 4y? — 25 c)m*—4

Solugao:

a)x?—9 = (x +3)(x — 3).

b) 4y* — 25 = (2y + 5)(2y — 5).

ym*—4 = (m?+2)(m? — 2) = (m? + 2)(m + V2)(m — V2).
Quarto caso de produtos notdveis:

Diferenca de dois cubos

x*—yd=(x—y).(x*+xy+y?)

Prova da formula:
m
Cc=y). G +xy +y2) = 2° +2°F + 27" -y — gy - y® = x° -y
W

Exemplo: Fatore as seguintes expressoes:

a) x3 —27 b)8n3 — 125 c)y3 -2
Solugdo:

a) x3 —27 = (x —3)(x%? + 3x + 9).

b) 8n3 — 125 = (2n — 5)(4n? + 10n + 25).

)y —2=(y—V2)(y? +yV2 +V4).

43 Fatoragao do trindmio do segundo grau

Um importante caso de fatoragdo é chamado de fatoragao do trinémio de segundo
grau.
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ax?>+ bx +c

Trindmio pois ha trés termos
na expressao e de segundo grau,
pois o maior expoente é dois

Fatoracdo do trindmio do segundo grau
ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x3)

X, € X, S3ao as raizes da equacao de segundo grau

Lembre-se que, para encontrar as raizes de uma equacdo de segundo grau, utiliza-se a
formula de Bhaskara.

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

formula de Bhaskara
Exemplo: Fatore a expressdo x? + 3x — 4:
Solugdo: Neste caso, tem-sea=1,b=3ec = —4.

Aplicando a férmula de Bhaskara, tem-se

x_—@)iJGV—A~1(—@_;aiV9+16_—3i5_

2-1 2 2
—-3+5 2
_) w77
-3-5 -8
Xy = 2 = 7 =—4
Obtém-se duas raizes reais e distintas dadas por x; = 1 e x, = —4.

Reescrevendo o trindbmio dado na forma fatorada, tem-se

x2+3x—4=1-(x—1)(x+4)=(x—1(x+4).
- D e e —— ——
a X — X1 X — X2
Exemplo: Fatore a expressdo x? — 6x + 9:
Solugdo: Neste caso, tem-sea=1,b=—-6ec=09.

Aplicando a férmula de Bhaskara, tem-se

x_—@ﬁ)iJGﬁV—4ﬂs@)_6i%%—36_6i0

21 2 2
640 6
)T 72T
6+0 6
xzzT:E:
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Obtém-se duas raizes e idénticas x; , = 3.

Reescrevendo o trindbmio dado na forma fatorada, tem-se

x2—6x+9=$-(x—3)(x—3)=(x—3)2.

a X — X1 X — X

Observacdo: Note que esta fatoracdao é um caso de trindmio quadrado perfeito.

4.4 Fatoragao e produtos notaveis

Fator comum em evidéncia
mx + my = m(x +y)
Agrupamento
mx+my+nx+ny=m+n)(x+y)

Fatoracao por produtos notdveis

(x+ )% = 2% + 2xy + x+y)x—y) =x* -y
Quadrado da soma de dois termos Produto da soma pela diferenca de dois termos
(x—y)? =x* —2xy +y* =y = —y).(x* +ay +y?)
Quadrado da diferenga de dois termos Diferenca de dois cubos

Fatoragdo do trinbmio do segundo grau
ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x3)
X, e X, S3o as raizes da equacao de segundo grau

4.5 Exercicios Propostos

1) Fatore cada expressao algébrica:

a)xy —x b) 25xy — 5xy? + 15x2y?
)4y®+4y>+y+1 d) 2a3 + 6ax — 3a’b — 9bx
e) 3x%y? — 12xy + 12 f) y* — 6mxy? + 9m?2x?
g) 9a*x? — 6ab3x + b° h) 100 — x2y?
i) ax? — ay? J) 25x3 — 16x
k) x? —x — 12 ) 2x? — 6x + 4
2) Fatore cada expressado algébrica:
a) 4x — 3xy b)yxy +y*—y
1 1 5
C)§x+€y d) x? — 81
e) 100 — x2 £ a?——
25
9)1—x%y? h) x10 — 100
i) 4x? — 12xy + 9y? D y?+ 10y + 25
k) 121x2y? + 44xy + 4 D) a* — b*
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4.6 Respostas

Exercicio 1:

a) x(y — 1)

b) 5xy(5 —y + 3xy)
)+ DAy +1)
d) (a? + 3x)(2a — 3b)
e) 3(xy — 2)?

f) (y? — 3mx)?

g) (Bax — b3)?

h) (10 — xy)(10 + xy)
Dax—y)(x+y)
J)x(5x —4)(5x + 4)
k) (x +3)(x—4)
D2(x—1)(x—2)

Exercicio 2:
a) x(4 —3y)
b)y(x+y—-1)

1 1
c) §(x + E)’)
d)(x+9)(x—9)
e) (10 + x)(10 — x)

2 2

D, (x+§)(x—§)
91 +xy)(1 —xy)
h) (xS + 10)(x° — 10)
i)(2x — 3y)?
J) (v +5)?
k)(11xy + 2)?
D(a? + b®)(a + b)(a — b)
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5.1 Expressdes algébricas % @ lj

Definicdo: Chama-se expressdo algébrica toda expressao na qual estdo presentes letras
ou simbolos que denotam grandezas genéricas ou desconhecidas, que sdo chamadas de
incégnitas ou varidveis.

Exemplo: Considere um retangulo de base 3 m e altura x m. Expresse a area e o
perimetro desse retangulo:

Solugao:
Neste caso, a area e o perimetro do retdngulo
s30 expressées algébricas com incognita x. Retangulo X
A=3-x P=2x+6 3

Exemplo: Se Vé uma quantia de dinheiro que uma pessoa possui e o custo de um
refrigerante é R$ 2,00 e de um pastel é R$ 3,00, escreva uma expressdo que calcule o
troco que ela receberd ao comprar x refrigerantes e y pastéis:

Solugao:

Neste caso, o valor do troco é uma

T=V-2x—-3
V expressdo algébrica com incognitas V, x e y.

5.2 Valor numérico

Definicdo: O valor numérico de uma expressao algébrica é obtido quando se substitui
a incégnita por um numero em particular.
Exemplo: Considere a expressdo algébrica:
2Zm—n
Y=y

2

;. ~ 1
Calcule o valor numérico desta expressao param = ;en=-—

Solugdo: Substituindo os valores atribuidos a m e n na expressao algébrica, obtém-se:

1 2 2 2 10+ 6
y:2m—n:2‘(§)—(—§): 35 "5 _165_2
n+2 (_g)+2 -2+ 10 8 15 8 3
5 5
5.3 Simplificacdo de fracdes algébricas

Um caso particularmente interessante de expressdes algébricas sdo as fracdes
algébricas.

Exemplo: Sdo exemplos de fragdes algébricas:
2 3x2y3 x + x?+3xy—5
a) 2 by — o) =2 4 i
X xy

z3wt> 1+z € 2z —3
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As simplificacOes de fragOes algébricas sao efetuadas de forma similar as
efetuadas com fragdes numéricas, ou seja, podem ser simplificados somente os fatores
comuns ao numerador e ao denominador da fragao.

Exemplo: Simplifique a expressao:
15xy3w?
20x*y
Solugao:
15xy3w? _ 3y*w?
20xty  4x3

Em alguns casos pode ser extremamente util utilizar fatoracdo e produtos
notaveis para simplificar uma fragdo algébrica.

Exemplo: Simplifique as expressoes:

x? —y? b m? — 2mn + n? x3y — 2x%y?
a) 4x + 4y ) m? —n? 2 x? — 4xy + 4y?
Solugao:

x*—y? (x+y)x-y) x-y
a) ;

dx +4y  4Alx+y) = 4
8 m? —2mn+n’> (m-n)(m-n) m-n
) m2 — n? T (m—-n)(m+n) m+n
) x%y — 2x?y? x%y(x — 2y) x%y
B _ _

x2 —4xy +4y2  (x—2y)(x —2y) x-—2y

5.4 Multiplicagdo/divisao de fracGes algébricas

Assim como foi definida a multiplicagdo/divisdo/poténcias de niUmeros racionais,
efetua-se a multiplicagdo/divisdo/poténcias de fracOes algébricas.

Exemplo: Calcule:

3x x—2 b 3—x  2x? (x+2>_2
a)x+1 3x+1 )x2+x'x+1 ¢ 2y
Solugao:

3x x—-2  3x(x-2) 3x% — 6x _ 3x%—6x
a)x+1 3x+1 (x+1D)Bx+1) 3x2+x+3x+1 3x2+4x+1
> 3—x 2x* 3-x x+1 3-x x+1 3-x
)x2+x'x+1_x2+x 2x2  x(x+1) 2x2  2x3°

<x+2>‘2_( 2y )2_ (2y)2  4y?
) 2y C\x+2) (x+2)?2 x24+4x+4
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5.5 Soma/subtracdo de fragGes algébricas

Assim como foi definida a soma/subtracdo de fracdes, efetua-se a
soma/subtracdo de fracdes algébricas. Observe que o método para encontrar o
mmc dos denominadores é bastante similar ao utilizado para niUmeros racionais.

Exemplo: Calcule:
2x—3 2 x+2 x—1 2x-1

- b
@) x 3x ) 2x 3x2 + 6x
x+2+ 3 d x+1 2 5 —1
) 2x x—1 )x2—4 x—2 3x
Solugao:

a) Como mmc(x, 3x) = 3x, tem-se

2x—3 2 32x—-3)—2 6x-9-2 6x—11
X 3x 3x - 3x - 3x

b) Com mmc(2x, 3x?, 6x) = 6x°0, tem-se

x+2 x—1 2x—-1 3x(x+2)—-2(x—1)+x(2x—-1)
2x 3x2 6x 6x2

_3x2+6x—2x+2+2x2—x_5x2+3x+2
B 6x2 - 6x2 '

¢) Como mmc(2x,x — 1) = 2x(x — 1), tem-se

x+2+ 3  (x+2)x—-D+32x) x*+x—2+6x x*+7x—2
2x  x—1" 2x(x— 1) T 2x2-2x  2x2—2x

d) Como mmc(x? — 4,x — 2,3x) = 3x(x? — 4), tem-se

x+1 2 _5x—1_3x(x+1)—2(3x)(x+2)—(5x—1)(x2—4)
x2—4 x—-2 3x 3x(x — 4)

_3x2+3x—6x2—12x—5x3+20x+x2—4_—5x3—2x2+11x—4

3x(x? —4) 3x3 —12x

5.6 Exercicios Propostos

1) Considere um pedago de cartolina retangular de lados x cm e y cm. Deseja-se montar
uma caixa, em forma de paralelepipedo retangulo, sem a tampa de cima, com esta
cartolina. Para isto, de cada ponta do retangulo, tira-se um quadrado de lado 2 cm
(estamos entdo considerando x >4 e y >4). Com estas informagdes, encontre uma
expressao para o volume dessa caixa.
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2) Em cada caso, calcule o valor numérico:

1 2
a)M =3xy —y,parax = —3 ey = —z
o H2 21
) =5 parax =g ey=-—-
3) Simplifique cada fracdo algébrica:
20x3y2z*4 x—75 x%2—y?
Q) Xy z b) ) =y
15x6y6z x? —25 xy + y?
xy+y+5x+5 x% + 2xy + y? x2—-5x+6
3y +15 2 x? —y? n x?—-9

4) Efetue as operacdes seguintes e simplifique:

—4m2nSp\’ b x+3 x?—8x+16
) 3rat’ )x—4 x? -9
X+ x?+x x x
c) Y . 24 d) (——X)+(—+1)
7x—7y 7x y X y

5) Efetue as operacdes seguintes e simplifique:

4x? —7xy_|_8y2 —-3x 5 b 5 7 N 1
@) —3.72 6x 12 ) 3% +2 3x-3 6x—6
x+1 x-—1 4x 4t2 t—s t+s

d)

—~ + —~ +
2x—2 2x+2 x2-1 t2—5s2 t+s t—s

6) Simplifique a seguinte expressao:

x?
y* x
1 2 1
7) Peca a um amigo para pensar em um numero, multiplica-lo por 3, somar 6, multiplicar
por 4 e dividir por 12, dizendo para vocé o resultado final. Vocé pode entdo “adivinhar”

gual o nimero em que seu amigo pensou. Parece magica, ndo é? Como isto é possivel?
. ~ -3 {?,/ -1 _ _ _ 1
8) Determine o valor da expressdaoa > -Vb-c 'o,quandoa = —1,b = —8ec = "

9) Calcule o valor numérico de cada expressdo abaixo:
aA)M =x*y—y?parax=2ey=-1

(x+y) " 2
—] ——pparax=——-ey= 5

by M = :

Cxl4yo

50| Pagina



W9

S Apaie e

Capitulo 1: Matematica Basica

10) Simplifique cada fracdo algébrica:

a—2x x% — 4xy + 4y? x% —y?
a) 5 — b) c)
2bx — ab x?% — 4y? x? — 2xy + y?
4 xt—1 x> —x—6 x> +4x -5
Ve ¥ 1 ) S ax R P
11) Efetue as operacgdes seguintes e simplifique:
x* — 256 x% —y? bx2+2xy+y2. x+y
x2+xy+4x+4y 2x—8 ) x—y Cx2 = 2xy + y?
xX—a xX—a m?—36 2m+ 12
1 =(1- d -
C) ( + x + a) ( x + a) x2y2 xyz
3 -2
3x2y3 2 4
) L f)a+b'ax+bx

x%y 2
12) Calcule o valor numérico de cada expressao abaixo:
x? —2x
Vx
1

b)M=xz—2xy+yz,parax:—1ey:Z

az + ax
o)M= ) ,paraa=8,x =10ey =9

a)M =

,parax = 4

1
YTx
d)Mz—l,paraxz 10ey =5
+ —
Ty
13) Simplifique cada fragdo algébrica:
ac—c b 3x + 3y a’ — b? 4 x?—8x+ 16
a) c?—c ) 3—3a C)a3—a2b ) x?—16

14) Efetue as operacgdes seguintes e simplifique:

x+y y 2x 1 1 2x
a) - — b) — +
y x+y x4y x+1 x—-1 x?2-1
x  xt J a*-1 a*-2a+1
C)a+1'a2—1 )xz—yz' 3x + 3y
m?—36 2m+ 12 3a* 9a*
&) —55  ~ 2 D R
x4y xy x"+x° 2x+2
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5.7 Respostas
Exercicio 1: Exercicio 9:
V=2-(x—4)(y—4) -,
Exercicio 2: M= -5 by M = 232
8
a)M =1 b)M = ~17 Exercicio 10:
icio 3: 1 x—2 x +
Exercicio 3: Q) — = b) — 2)’ 0= y
oy — ) 22 ’ .
a) —— c 2 _ _
3x3y4 x+5 y d)x 1 e)x 3 f)x+5
x?+1 2x x—1
d)x+1 e)x+y f)x—z
3 xX—y x+3 Exercicio 11:
Exercicio 4: (x* +16)(x — y) ) m—6
2 2x
16m*ntop? b (x — 4) ) X
a) Ori¢ls ) (x - 3) ) (x =y)(x+y) e) 9y7
1 y X X
2 A)1-2 ) a N3
xX—y X
Exercicio 5: Exercicio 12:
25 1
5x — 28y + 16y? x— 14 a) 4 b) T ) 4 d) 5
a) 12x 3(x — 1)(x + 1)
6x 4 4t Exercicio 13:
C)(x—l)(x+1) )t—s a)a—l b)x+y
c—1 1—a
Exercicio 6: a+b ‘— 4
2 42 c) d)
(x =»(** +y%) a? X +4
x+y
Exercicio 14:
Exercicio 7: 2 5
£ o ~ a) b)
O resultado é y=x+2, entdo o y(x + ) x+1
numero pensado é X =y — 2, pois y = a—1 3(a+1)
(3x+6)-4 )
12 x3 (x—y)a+1)
Exercicio 8: m—6 2
€) 2x » 3x°
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6.1 Polindbmios %.,,“ﬁ lj

Definicdo: Chama-se um polind6mio de grau n na variavel x a expressao
p(x) = ax" +a,_x" 1+ -+ a,x% + a;x + a,
onde a4, a,, ...,a, sao os coeficientes do polindmio com a, # 0.

Exemplos:
p(x) =3x3—-5x+1 polindmio de grau trés, ou de terceiro grau.
q(x) = —x> + 2x? polindbmio de grau cinco, ou de quinto grau.

v(x) =8 polindmio de grau zero.

6.2 Operacdes com polindbmios

Parasomar dois polinémios somam-se os coeficientes dos termos de mesmo
grau.
O mesmo é feito ao efetuar a diferenca de dois polinémios.

Exemplo: Dados os polinbmios

p(x) =3x*—x3—-5x+1 e qx) =2x3—x?*+3x—7,
calcule:
a) a soma p(x) + q(x) b) adiferenca p(x) — q(x)

Solugao:
a)p(x)+qx) = GBx*—x3-5x+1)+ (2x3 —x2+3x—7)

=3x*+x3—x2—-2x—6.
b)p(x) —qx) = Bx*—x3—-5x+1) — (2x3 —x2+3x—7)
=Bx*—x3—-5x+1)—2x3+x>-3x+7
=3x*—x3—-2x3+x2—-5x—3x+1+7
=3x*—3x3+x?—-8x+8.

Ja para efetuar o produto de polinédmios usamos propriedades distributivas,
regras de sinais e propriedades de poténcia dos expoentes de x.
Exemplo: Calcule:
aA)x-(x—1) b) (x + 1) (2x — x?) o) (x+1) (2x — x?)
Solugdo:

a)x-(x—1) =x% —x.

b) (x +1)- (2x —x?) = 2x? —x3 4+ 2x — x? = —x3 + x? + 2x.
~~F 7
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) (x?=3x+1)-(x?—x)=x*—x3—-3x3+3x? +x? —x = x* — 4x3 + 4x? — x.

Para efetuar adivisdao de polindmios precisamos recorrer a um procedimento
de divisdo muito semelhante ao algoritmo para divisdo de niumeros inteiros, como no
exemplo a seguir.

Exemplo: Em cada caso, efetue a divisdo dos polindmios:

a) (x> —5x+6) + (x —2) b) (x* —x*+1) + (x* — 2x + 3)
Solugao:
a) b)
o L Dividendo divisor
Dividendo divisor x4 T 0x3 — x2 ) xz x4 3
x2—5x+6| x—2 7,
il 3 _ 2 L—_Jﬁ
—x% + 2x ql%c_i:f/te o Al £ quociente
2x3 —4x? + 0x + 1
gz t 2 —2x3 + 4x?* — 6x
0 —6x +1
Portanto, Resto
(x*—5x+6) =(x—2)(x—3) Portanto,

(x*—x%2+4+1)
=(x?—-2x+3)(x?+2x) —6x+1

6.3 Dispositivo Pratico de Briot- Ruffini

O dispositivo pratico de Briot-Ruffini € um método utilizado para efetuar a
divisdo de um polindbmio

p(x) = ax" + a1 x™ 1+ -+ ax? + ax + ag
por um bindmio do primeiro grau
gix) =x—a

O primeiro passo consiste em dispor os valores de a e os coeficientes do
polindmio (em ordem decrescente em relagdo ao grau) da seguinte forma:

gx)=x—a p(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ + ayx? + ayx + ay
voov v
a ‘ a, Apq a, a, aq

Vamos mostrar como este dispositivo é aplicado por meio de um exemplo resolvido!
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Exemplo: Efetue (2x3 + 3x2 —3x +5) ~ (x — 1):

Solugao:
Passo 01 Passo 04
12 38 8|5 1p”|2 3 -3 |i*5
Ak ™ |2 5 dat2|=7
a az a, a; Qg
Passo 05
Passo 02
N 12 3 -3 5
P32 1lt3 =35 5
Tx 29 = 5 2 5 2 “
(J 2 <J49 Resto

2x% 4+ 5x + 2

quociente

Passo 03

1p5% 2 3 1*—3 15
™ 2 55 Ja+2

Exemplo: Efetue (x* + 3x3 — 2x — 6) = (x + 3):

Solugao:
Passo 01 Passo 04
-3|1 3 0 -2|-6 -3P7[1 3 0 l*-2]-6
DN I ™ (1 0 Jde0 d50

a a, az a, a; Qg
Passo 05

—3P*|1 3 0 -2 |l*-6
™ J1 0 0 dg@—2] 0

Passo 02
—3p¥ |11 1*3 0 -2|-6
Tx ‘ (JZQ 1 (ng 0 ‘

Passo 06
Passo 03
. -3 |1 3 0 -2 | -6
-3p%|1 3 l'0 -2|-6 0
¥ |1 dm0 d50 | \1 S S
x3 -2
quociente

6.4 Exercicios Propostos

1) Efetue as seguintes operacdes com polindOmios:

a)(x®*—-3x2+ 1)+ (1 —-3x2—x%

b) (2x3® — 7x + 3) — (4x3 — x? — 3x)

¢) (3x% —4x + 2) - (x3 — 2x)

d) (—2x3 =3x2+4x+1) =+ (x2+1)

e) (x> —x*—14x3+9x? —4x + 1) + 2x3 +5x2 —x + 1)
x?—x—12) + (x — 4)
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g)(2x°=3x3+4x—-3)+(x— 1)
h) (2x* —3x3 —3) = (x + 1)
2) Efetue as seguintes operagdes com polindmios:
a) (4x5 —3x3 —x2) + (7x* — 2x3 + 2x% —x + 2)
b) (1 —x) — (x3 —4x° —x + 2)
) (x?—4x+1)-Bx?—x—1)
d) Bx®+2x*+x?2-5)+(—x?2+x—1)
e) (x*—4x3 +2x* —x—-3)+ (2x*+x+1)
x> —x—6)=(x+2)
gHEP+D+(x+1)
h) (x° —4x* —2x? —=3x + 2) + (x — 4)
6.5 Respostas
Exercicio 1: Exercicio 2:
a) —6x%+2 a) 4x® + 7x* —5x3 +x2 —x+2
b) —2x3+x? —4x+3 b) 4x5 —x3 —1
) 3x° — 4x* — 4x3 + 8x? — 4x c)3x* —13x3+6x2+3x—1
d) —2x — 3 eresto 6x + 4 d) —3x3—5x2—2x+2eresto —4x — 3
e)x?—3x+1 )xz 9x+15 . 5x + 39
e) ———+— eresto —
fx+3 2 4 8 8
g)2x*+2x3 —x?2—x+3 flx=3
4 _ .3 2 _
h) 2x3 — 5x2 + 5x — 5 e resto 2 X —xT+xT—x+1
h) x* — 2x — 11 eresto — 42
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7. Aulal
7.1 Definicdo de fungao

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos nao vazios.
Uma funcgdo f de A em B é uma relagdo que associa cada elemento x€EA a um

UNICO elemento y € B.

A B

A B

Notacao: y =f(x) “yéiguala f(x)” ou “f(x) éigual a y”

Definigdo: Sejam A e B dois conjuntos e f uma funcdo de A em B.
O conjunto 4 é chamado de conjunto de partida.
O conjunto B é chamado de conjunto de chegada.

Exemplo 1: Uma empresa revendedora de maquinas agricolas possui 4 modelos
diferentes de tratores: Ty, T,, T5 e T,. O preco a vista a ser pago pelo comprador é dado
em fun¢do do modelo de trator escolhido. Temos nesse caso um modelo de fungao.

Vejamos a seguir 4 possibilidades que podem ocorrer:

Possibilidade 1:

RS 100 mil

RS 110 mil

RS 120 mil

RS 150 mil

E uma func3o pois cada elemento do conjunto M estd relacionado a um Unico
elemento do conjunto P.

Possibilidade 2:
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E uma func3o pois cada elemento do conjunto M estd relacionado a um Unico

elemento do conjunto P.

Vejamos a seguir alguns exemplos que ndo podem ocorrer nesta relacao:

Possibilidade 3:

RS 100 mil
RS 110 mil
RS 120 mil
RS 150 mil

Ndo é uma fungao pois existe elemento do conjunto M que ndo se relaciona a

elemento algum do conjunto P.

Possibilidade 4:

Ndo é uma fungao pois existe elemento do conjunto Mque se relaciona com mais de

um elemento do conjunto P.

Exemplo 2: Determine se a relagdo abaixo representa uma fungao:

Solugao:

E uma fun¢do pois cada
elemento do conjunto A esta
relacionado a um unico elemento do
conjunto B.

Solugao:

E uma fungdo pois cada
elemento do conjunto A estd
relacionado a um Unico elemento do
conjunto B.
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c)
A B Solugao:

—. N3o é uma funcdo pois existe
elemento do conjunto A que ndo se
relaciona a elemento algum do conjunto
B.

f

N3o existe relacdo do 3 com elementos
de B.

Existem duas relagées de b com
elementos de B.

Solugao:

Ndo é uma funcdo pois existe
elemento do conjunto A relacionado a
mais de um elemento do conjunto B.

7.2 Dominio, Contra-domino e Imagem

Definigdo: Sejam A e B dois conjuntos e f uma fun¢do de A em B.
O conjunto A é chamado de dominio da fungdo f.
O conjunto B é chamado de contradominio da fungdo f.
Os elementos do conjunto B que foram relacionados na fungdo f formam o

conjunto imagem da fungdo f.

0 dominio é indicado por D(f).

Notacgao:

0 contradominio é indicado por CD(f).

Aimagem é indicada por Im(f).

‘L CD(f)
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Exemplo 3: Dados os conjuntos A e B e a relagdo f a seguir, determine os conjuntos
D(f), CD(f) e Im(f).

a) Solugao:

f() =a (f de 1 éigualaa)
f2)=»b (f de 2 éigual a b)
f(3) =c (f de 3 éigualac)
D(f) ={1,2,3}

CD(f) ={a,b,c,d,e}

Im(f) = {a, b, c}

Solugao:

fm)=m (f dem éigualam)
f(5)=0 (f de 5 éiguala0)
f(n)=0 (f de n éigual a 0)

D(f) = {m,5,n}
CD(f) = {m, 0}

Im(f) = {m, 0}

Solugdo:

f(3) =12 (fde3éigualal2)
f(2)=v2 (fde2éigualav2)
f(d)=-1 (fdedéiguala—1)
f(A)=-1 (fdeléiguala—1)
D(f) ={1,2,3,d}

CD(f) = {-1,v2,12}

Im(f) = {~1,v2,12}

7.3 Representacao de uma funcao

Uma mesma func¢ao pode ser representada de varias formas:

Diagrama de flechas Tabela

X 1 2
fx)| 2 3 4

Pares ordenados

Elementos do Dominio!

T
f={12),(23),3 49}
Lol

Elementos da Imagem!
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Representagao Cartesiana

WA\
o
5 ""':’""F"'1"".'"":""1
— 4 *'L'Q"J
Elementos da 3 --'f'-"r-'
Imagem 2 ___,'____L___{____L____i____{
A e
1 1 1 1 1 1 >
1 2 3 4 5 6 x
l 1 1
Elementos do Dominio

7.4 O teste da reta vertical

Teste: Uma curva no plano xy representa o grafico de uma fungdo f se, e somente se,
nenhuma reta vertical intercepta a curva mais de uma vez.

Exemplo 4: Determine para cada relagao a seguir, se representam fungdes. Se for
fungdo, determine D(f) e Im(f).

a)
f‘ Nao é Fungao!
6 Pois um mesmo elemento do
S dominio tem “mais de uma imagem”, o
4 _--4: gue contradiz a definicdo de funcao!
2 -
1t
1
b) f‘
q T T L
I G
. I
! R A A
1 1 1 1 1 )
; 1 2 B 4 5 6 X
)
1 ¢ P IL 5 6 Ndo é Funcgao!

Ndo é Funcdo!
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— p—— 2 g T T S sV~ —
: : —rr 2 S E Lo G o xS ViR
F-—t---%-"-"r-——t-—--r--
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1 1 1 1 -~ 1
SN WA - NI A Den vt R I T N P
1 } } j j Z © — i | | | N — O [ e T e B
1 | | “ : L — . m_A.. | “ “ | “ Z > R m_ “ “ “ “ “ “
| ! ! 1 ! 0 : =i \u/ ! | 1 1
~ N u u T y
Lo == IR YA A e A
| 1 1 ] e =
Il ! ! | | ] = [ T
TS N I~ SohEFmES I €S
—~ S~ ~
S ~ S
=~ S Sy
8 S5 §
~
~
A= A=
||||||| e [ R ©
I 1 1 I 1 1 1 1 1 I | |
A A S S N IV
[ S S S S [ T B 4
e _ AR SR
e a4 S (R SR SRS RO (VRS
| _. \ . ' = z.r-wa ! 1 1 "| I ] NW
I 1 1 “ “ 1 c “ “ “ “ “ “ O
_ _ . T ‘ _ e _LH|M ! 4_ ‘_v . 4_ _1 - m ~
T 1 T 1
HRShES v SNSRI P
! T T T T T N >
R e Il — e 3
1 = 1 1 | 1 1 ] -
1 | | | 1 1 1 | | | 1 — -~ M
bbb — =3
1 1 1 I 1 1 >
I 1 1 I 1 1 | | | | =hnad
! | | | | | Au —
AY6 N < M o ~ ma SR Il \F
S~
Y
~ ~ m
f D ~

Ndo é funcao!

E funcdo!
[0,5) ouD(f) ={x e R|0<x <5}

Im(f)={yeR|y=2,y=30u4<y<6}
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7.5 Lei de formagdo

Definicdo: A Lei de Formacdo de uma fung¢do f: A = B é a féormula matematica que
estabelece a forma com que cada elemento x € A se relacionara com o respectivo
y € B.

Exemplos 5: Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4}eB={0,1,2,3,4,5,6,7,8}.Se a
fungdo f: A — B tem a lei de formagdo dada por f(x) = 2x, tem-se:

Solugao:
A B f(1) =2(1) =2 1 estarelacionado ao 2

" f(2) =2(2) =4 2 estédrelacionado ao 4

f(3) =2(3) =6 3estarelacionado ao 6
f(4) =2(4) =8 4 estarelacionado ao 8

OO DNO
N U1 W=

7.6 Valor numérico

Para determinar o valor numérico de uma fungdo y = f(x) em um elemento

w_n “w_n

especifico x = a do dominio, basta substituir “a” no lugar de “x” na lei de formacdo da
fungado f.

Definicdo: O valor de f(a) é chamado de imagem de a pela fungdo f.
(Ié-se f(a) como “f de a”)

Exemplo 6: Determine a imagem de x = 8 para a fun¢do f(x) = 3x2 + 4.
Solugao:
Substituindo x = 8 na lei de formacdo da funcao f, obtém-se:

A
£(8) = 3(8)% + 4

- =3(64) + 4
=192 + 4

, =196
196 é a imagem de 8 pela fungdo f.

Exemplo 7: Numa determinada cidade, houve um periodo sem chuva que durou
152 dias, ocasionando a diminui¢do do nivel de agua no reservatoério desta cidade. Se
no inicio da estiagem o nivel de agua no reservatério era de 12m e se o nivel diminuiu
em média 5¢cm por dia, neste periodo, determine:

a) A funcdo que descreve o nivel de dgua no reservatdrio em fungao do tempo.
b) Qual era o nivel do reservatério depois de 30 dias?
c) Depois de quantos dias o nivel do reservatério caiu pela metade?
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Solugio:

a)

Nivel inicial: N(0) =12m

Nivel depois de um dia: N(1) =12 - (0,05).1 = 11,95m:
Nivel depois de dois dias: N(2) =12 — (0,05).2 = 11,90m
Nivel depois de trés dias:  N(3) = 12 — (0,05).3 = 11,85m
Nivel depois de t dias: N(t) =12 — (0,05).t

Lei de formagéo: N(t) =12 — (0,05).t 0<t<152
b)
N(t) =12-(0,05) -t
Portanto, no trigésimo dia (t = 30) tem-se:
N(30) =12 —(0,05) - 30
N(30) =12-1,5
N(30) = 10,5m

N(t) = 6m
12 —-(0,05)-t=6

N(t)
(0,05)-t=6
6 6 6 100

005 5 1 5

10

600
t = T = 120 dias.

7.7 Exercicios Propostos

1) Sabendo que a posi¢ao de um objeto que parte da posigdo inicial s, = 2m e desloca-

se com velocidade constante de v, = 5m/s e dada pela tabela a seguir:
t 0 1 2 3
fx)| 2 7 12 17

a) Escreva a funcdo que expressa a posicao em func¢do do tempo t.
b) Qual é a posicdo do objeto apds 20 segundos?
c) Quanto tempo é necessario para o objeto atingir a posicdo 152m?

2) Em cada caso, determine o dominio e a imagem da funcgdo f.
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Considerando o grafico da fun¢do f ao lado, determine:

—_

3

O dominio e aimagem de f;

—_

a

f3)ef(4);

Os valores de x para os quais y

f),£(2),

—_

b

:4;

Quantos valores de x possuem imagem igual a 3? Vocé pode citar um deles?

_—

c
d
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4) Considere a fungdo f dada pela sentenga:
5x — 4

flx) = 3

a) Calcule f(2) e f (3).
b) Calcule f(2m + 6).
c) Qual é o niumero real que tem 8 como imagem?

5) Sendo f: R — R definida pela lei
f(x) =3x+1,

calcule:

a) f(=2). d) A imagem de %

b) O valor de x para o qual f(x) = 3.
c) O valor de x para o qual f(x) = 0.

6) Considere o grafico da funcao f ao lado:
a) Qual o dominio e a imagem de f;

b) Qual é a imagem de 2?

c) Determine f(0);

d) Determine para quais valores de x se tem f(x) = 2?

e) Quais valores de x possuem imagem igual a 0?
f) Para quais valores de x as imagens sdo numeros
positivos?

g) Para quais valores de x as imagens sdo nimeros
negativos?

e) O numero cuja imagem é 7.
f) O valor de x que é igual a sua imagem.

RN N |

7) O custo de fabricacdo de x unidades de um produto é dado pela funcdo:

C(x) = 100 + 2x.

a) Qual o custo de fabricacdo de 10 unidades?
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b) Qual o custo de fabricacdo de 20 unidades?
c) Quantas unidades podem ser fabricadas com um custo de $ 200,00 ?
d) Quantas unidades podem ser fabricadas com um custo de $ 350,00 ?

8) Um vendedor de assinaturas de uma revista ganha $ 2. 000, 00 de saldrio fixo mensal,
mais uma comissdo de $ 50,00 por assinatura. Sendo x o numero de assinaturas
vendidas por més, expresse seu salario total S como fungao de x.

9) Uma livraria vende uma revista por $ 5, 00 a unidade. Seja x a quantidade vendida.

a) Obtenha a fungdo receita R (x).
b) Calcule R (40).
c) Qual a quantidade que deve ser vendida para dar uma receita igual a $ 700,00 ?

10) Chama-se custo médio de fabricagdao de um produto o custo de producdo dividido
pela quantidade produzida. Indicando o custo médio correspondente a x unidades

produzidas por Cme (x), teremos:
C(x

Cme (x) = %
O custo de fabricacdo de x unidades de um produto é C (x) = 500 + 4x.
a) Qual o custo médio de fabricacdo de 20 unidades?
b) Qual o custo médio de fabricacdo de 40 unidades?
c) Quantas unidades podem ser produzidas quando o custo médio de fabricacdo é
de $24,007

7.8 Respostas

Exercicio 1:
a)S(t) =2+ 5t
b)S(20) = 2 +5(20) =102 m
¢) 30 segundos

¢)D(f) = (=1,4) ou
D(f) = (x ER|x > 1}
Im(f) = (—OO, 4] ou

= <
Exercicio 2: Im(f) ={y eR|y <4}

a) D(f) = (1,5] ou
D(f)={xeR|1<x<5}
Im(f) =[2,4)ou
Im(f)={yeR|2<y<4}

b) D(f) = [1,5] ou
D(f)={xeR|1<x<5}

Im(f) ={1} U [2,4) ou
Im(f)={yeR|y=10u2 <y <4}

d)D(f) =R

Im(f) = [—1,+) ou
Im(f) ={y eR|-1<y}

e) D(f) ={-1,0,1} U [2,+0)
Im(f) ={0,1,2,3,4}

£ D) =R - {2} ou

D(f) ={x e R|x # 2}
Im(f) = {1,3}
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Exercicio 3: Exercicio 6:
a) D(f) =[-1,4] e Im(f) = [-1,4] Q) D(f) =R Im(f) = [—1, +w)
b) f(1) =-1 f(2)=2 b) f(2) = -1
f(3) =3 f4) =4 ¢) f(0) =2
Ox=-1 x=4 dA)x=0 x=4
d) Existem trés valores de x tais que e)x=1 x =3
f(x) =3, umdeleséox = 3. £) (=00,1) U (3, +00)
Exercicio 4: 9) (1,3)
1 3 .
a) f(2) =3 f(i) =-2 Exercicio 7:
¢) f2m +6) = 5m + 13 @) 5 120,00
b) $ 140,00
Jx=4 ¢) 50 unidades
Exercicio 5: d) 125 unidades
a) f(=2) = -5 Exercicio 8:
2 S(x) = 2000 + 50x
b) X = §
1 Exercicio 9:
c)x=—§ a) R(x) = 5x
2 b) R(40) =5 (40) = 200,00
) f (_) _3 ) R(40) =5 (40)
3 ¢) x = 140 unidades
e)x =2
1 Exercicio 10:
fHx=a=fl@=a>a=-3; a) $ 29,00
b) $ 16,50
¢) 25 unidades
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8.1 Funcdo do Primeiro Grau %au Offfﬁ )j

% Apoio em W'

Definicdo: Dados a e b € R tais que a # 0.
A func¢do f: R — R dada por f(x) = ax + b é chamada de funcdo do primeiro grau.

Exemplos:

f(x)=x a=1b=0
2)f(x)=2x+1 a=2,b=1
3) f(x) = —5x a=-5b=0

5 f(x)=4-3x a=-3,b=4

Em uma fungdo do primeiro grau o niumero a é chamado de coeficiente angular eo
numero b é chamado de coeficiente linear.

y=ax+b
4 N
"a" é Coeficiente angular "b" é Coeficiente linear

Quando b = 0, a fungdo y = ax é chamada de funcao linear.

8.2 Grafico da fungdo do primeiro grau

Teorema: O grafico de uma funcdo do primeiro grau é uma reta.

Passos para o esbogo do grafico:

1) Escolha livremente um nimero x; e calcule f(x;).

YA
2) Indique 0 A(x4, f(x1)) no plano cartesiano.
A
. _ fGa) o
3) Escolha um numero x,, diferente de x,, e calcule :
: >
X1 x

f(x2).

4) Indique o B(x,, f (x,)) no plano cartesiano.

Por dois pontos distintos passa uma Unica reta!

5) Trace a reta passando pelos pontos 4 e B.
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Exemplo: Esboce o gréfico da fun¢do f(x) = x + 1.

Solugao: YA
Escolhendo x; = 1, tem-se

f)=fM)=1+1=2

___________________

e, portanto, T3 . _.F
A(—1,0) (primeiro ponto) ____i _____ i_____
Escolhendo x, = 2, tem-se ____i_____i _____ EL____
fa) =f@)=2+1=3.

e portanto, /- -1 1 éZ '3 :4 >x
B(2,3) (segundo ponto) el e “eeee |

Grafico da funcao

Observacgdo: Se escolhermos x; = —1 e x, = 3, por exemplo, o grafico serd o
mesmo!
Escolhendo x; = —1, tem-se IA
fa) = f(-1)=-1+1=0 A P
e, portanto, L. BJ ..
C(—1,0) (Terceiroponto) | 2/ | i____i
Escolhendo x, = 3, tem-se i i i
fa) =f3)=3+1=4 i
e, portanto, 1 ; Z 3§ 4 >x
B(3,4) (Quarto ponto) e

Grafico da fungao

8.3 Monotonia (crescimento/decrescimento)

Definigdo: Uma fungdo f¢é dita crescente em um intervalo I se, para quaisquer x4, X,
pertencentes a [, tais que x; < x, tem-se

fx) < f(x)
v A

fx) [~
Yy aumenta

f(x1) [ =

X aumenta
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Definigdo: Uma fungdo f¢é dita decrescente em um intervalo I se, para quaisquer x4,
X, pertencentes a I, tais que x; < x, tem-se

f(x1) > fxz)
yA
fOD |
y diminui
f(xz)
>
xl ﬁ xz X
X aumenta

O crescimento e o decrescimento de uma fung¢do do primeiro grau dada por
y = ax + b esta diretamente ligado ao sinal do coeficiente angular.

1) Sea > 0, entdo a funcdo é 2)Sea < 0, entdo a funcdo é
crescente: decrescente:
YA {(“
f(xz)

fOeD}

f(xz)

8.4 Zeros de uma funcgao

Definigao: Um numero c é chamado de zero da fungado se

fle)=0

No grafico, um zero de uma funcdo pode ser interpretado como um intercepto
da curva com o eixo x.

Exemplo: Determine os zeros da fungao dos graficos abaixo:

Solugao:
Um Unico zero em x = 2.
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Solugao:
Dois zeros,emx = 1ex = 3.

i fungdo!

Observacdo: Os zeros de uma fungdo y = f(x) podem ser obtidos resolvendo a
equagdo f(x) = 0. Se obtém, assim, os valores de x para os quais y = 0, ou seja, os
interceptos do grafico da fungdo com o eixo x.

Zeros da fungdo do primeiro grau.

f(x)=ax+b fx)=0 = ax+b=0
> ax=-b

b

> x=—-—

a

Exemplo: Determine o zero da fungdo f(x) = 2x — 4.

Solugao:
1) Resolvendo a equacao.

4
2x—4=0 = 2x=4 = x=z = x=2

2) Utilizando diretamente a férmula.

b —4 4 5
= —_—— = = —— = = - = =
X . X 2 X 2 X

Portanto, o grafico desta funcdo intercepta o eixo x no ponto (2,0).

8.5 Sinal de uma funcgao

Definicdo: Uma fungdo f é positiva em um nimero c se
f(c) > 0.

Uma fungdo f é negativa em um numero c se
f(c) <.

Observacdo: Determinar o sinal de uma fungdo f significa encontrar todos os valores
de x para os quais f é positiva e todos os valores de x para os quais f é negativa.

No grafico, a funcdo é positiva nos intervalos onde o grafico esta acima do eixo
X e negativa nos intervalos onde o grafico estd abaixo do eixo x.
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A funcdo é positivaem: (4, B) U (0, C).
A funcdo é negativa em: (—,4) U (B,0) U (C, +0).

Para determinar o sinal de uma fungao do primeiro grau

y=ax+b
basta encontrar o zero da fungdo e verificar se ela é crescente ou decrescente.
Crescente:a > 0

b —
<_°°' B 5) Negativa

Decrescente: a < 0

Exemplo: Determine o sinal da fungdo f(x) = 2x — 4.

Solugao:
Comoa =2eb = —4temos:
— +
b —4 i >
——=——=2 (Zeroda Fungao) 2 X
a 2
a=2>0 (Crescente) Negativa: (—oo, 2)

Positiva: (2, +0)

73| Pagina



=2 M‘q

Projeto GAMA i‘i..jj
Exemplo: Encontre o dominio da fungdo f(x) = v1 — 3x.
Solugao:
A funcgdo que esta dentro da raiz deve
ser ndo negativa, ou seja
y=1-3x=>0 + —
>

Comoa = —-3eb =1 temos: 1 x

b__1_ Zero da Funca 3

=T33 (Zero da Fungao)

1
a=-3<0 (Decrescente) D(f) = {x ER[x< 5}

Exemplo: Encontre o dominio da funcgao

1—x
3x+ 6

fG) =

Solugao:
Neste caso, a condi¢ao imposta pela raiz quadrada é:

1—x

>
3x+6 L
Sinal do fator 1 — x: Sinal do fator 3x + 6:

Analisando o sinal do quociente, tem-se:

—+

+ o+ + o+

—+

I
1—x l J >
I 11 x
-2 X
I=x == e .
| ]
3x+6 ~2 1 X
S O - >
—2 1
Intervalo onde:
1-x
3x+620

Note que —2 & D(f) pois —2 zera o denominador!!
Portanto,

D(f) = (=21]
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8.6 Fung¢ado do Segundo Grau

Definicdo: Dados a, b,c € R tais que a # 0.
A fungdo f : R > R dada por f(x) = ax? + bx + ¢ é chamada de funcio do
segundo grau ou fungado quadratica.

Exemplos:

a) f(x) = x? a=1, b=0, c=0

b) f(x) =—-x?+1 a=-1, b=0, c=1

o) f(x) =2x*+3x—1 a=2, b=3, c=-1

8.7 Grafico da fungao do segundo grau

Teorema: O grafico de uma fungdo do primeiro grau é uma parabola.

A parabola pode ter concavidade voltada para cima ou concavidade voltada para baixo,
de acordo com o sinal do coeficiente a.

Concavidade:
a>0 a<0
Concavidade

voltada para
cima.

Concavidade
voltada para baixo.

Exemplo: Esboce o grafico da fun¢do f(x) = x2.

—4 -3 —p _q

Solugao:

-39 1 3,9
fe=3r=9 ] ) ________ (’ )
f(=2)=(-2)*=4 T W Y (O
f-1)=(-1)2=1

0)=0%=0 i""" T """i
e (=2, 4) % g 4y
f)=@?=1 IR W Y |
f)=2)?2=4
F3) =37 =9 n B
4

JRNR [ (R e S (S [ U R ——
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8.8 Zeros da fungdo do segundo grau

Os zeros da fun¢do y = ax® + bx + ¢ podem ser obtidos resolvendo a equagio
do segundo grau ax® + bx + ¢ = 0 utilizando a férmula de Bhaskara.

—b+ VA

12
2a A=b 4ac

X1,2 =

A quantidade de zeros reais obtidas para uma fung¢do quadratica depende do
sinal de A.
A=0
Um unico zero

A>0 A<O
Dois zeros Nenhum zero

X1 X2

8.9 Sinal da fun¢ao do segundo grau

O sinal da fungdo quadratica y = ax*+ bx + ¢ depende dos sinais de a
(determina a concavidade) e de 4 (determina a quantidade de zeros).

Concavidade voltada para cima
(a>0)

ParaA=0

+++N\E LS+ +
>

ParaA > 0. Para A < 0.

++++++++

>
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Concavidade voltada para baixo
(a<0)

ParaA=0

ParaA > 0. Para A < 0.

Exemplo: Esboce o grafico, determine os zeros e o sinal da fungao quadratica

y = x? —4x + 3.

Solugao:
Neste caso, tem-se
a=1 b=—-4 e c=3.

A=b?—4ac = (—4)? —4.(1).(3) = 4

(= EVE 4+2

Portanto,

x;,=1 e x,=3 (Zeros de f)

Como c = 3, tem-se que o grafico
intercepta o eixo y no ponto (0, 3). . ' e TR

Como a > 0, a concavidade é voltada
para cima.

Sinal

Positiva: (—o,1) U (3, +x)

i
1
|
1
|
i
1
1
1

T
1
1
1
|
i
1
1

n
1
1
1
|

Ik ma

Negativa: (1,3) -1

o

Exemplo: Determine o dominio da fungao

f(x) = Yx2—x+6.
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Solugdo:

Serd necessario determinar os valores de x para os quais a fungdoy = x> —x — 6 é
nao negativa.

Para isso, sera analisado o sinal desta funcgao.

Usando a férmula de Bhaskara para encontrar os zeros desta fungao, tem-se:

(D *(-1D)?-4-1-(-6) 1+V25 1%5
= 21 DT
1+5 1-5
x1=—2 =3 B x2=—=—2

Como a > 0, a parabola possui concavidade voltada para cima.

Portanto, o conjunto solugao da
inequagao:

X’ =—x—6>0

é dado por:

Sinal da fungao

8.10 Coordenadas do vértice

No grafico de uma fun¢do quadritica y = ax®*+ bx +c¢, o ponto minimo
(quando a > 0) ou ponto maximo (quando a < 0) é chamado de vértice da parabola.

A

Quando a > 0:

Im(f)

Vértice

Minimo Xy X

Sea > 0, entdo: Im(f) = [y,, +).

Quando a < 0: YA
Maximo Vértice
YW @------5
Im(f)

v/ = \ =

Sea < 0,entdo: Im(f) = (—0,y,].
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Coordenadas:
_ b A
v = "2 =" %a
Exemplo: Esboce o gréfico da fungao
y =x? —4x + 5.
Solugao: 7y
Neste caso, tem-se: i ol it uiaininls il Bl T
a=1b=—-4ec=5 Csg@5) L
A= b?  dac P S A A -
A= (—4)? — 4.(1).(5) = —4 N —————
Portanto, f ndo possui zeros. i—--z- ————— N A S S
Como ¢ = 5, tem-se que o grafico i---1---__ﬂi____ﬂi____%____,i____,i
intercepta o eixo y no ponto (0, 5). , , ' ' : —>
-1 1 2 3 4 5x
g ([
b (—4)
xU = —— —— =
2a 2.(1)
A (=4

=", m =
Portanto, o vértice da parabola é dado
por V(2,1).
Como a > 0, a concavidade é voltada

para cima.
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8.11 Monotonia (crescimento/decrescimento)

A abscissa do vértice (x,,) na fungdo quadratica y = ax? + bx + ¢, delimita
onde ocorre uma mudanca de comportamento no grafico da funcao.

Minimo

Muda de decrescente para crescente.

(a>0)
>
Decrescente Crescente x
(—OO' xv] [xv' +OO)
YA
Maximo Maximo
y _________
Muda de crescente para decrescente. Y o
& 8
(a<0) § %
& %
& ®
T— = % €’
Crescente | Decrescente
(—OO, xv] [xv; +OO)
Exemplo: Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da fungdo
y =x*—4x +5.
Solugao:
b (—4)
xv - ——a = I
2a 2.(1) !
(a > 0) =Funcdo cbncava para cima! i
Decrescente: (—oo, 2] i
Crescente: [2, +0) | !
i AR N
T T T Ll T T >
ENERERENE
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Exemplo: Determine o dominio da fungao

2x— 2
x2—9

Solugao:
O dominio da funcao é formado pelos valores de x nos quais:

(2x—2)
@=9""

Sinal do numerador

Sinal do denominador

1
1
++4+1 - _ 1 _ _ _l
. , . ;+++>
-3 3 X
I I I
2x—-2 — -0V 4 4 1 _ _1, 4
7 s 1 L >x
x2 -9 —3I 1I 3|
D(f) . : - >
-3 1 3 2

Portanto,

D(f) = (—3,1] U (3, +).

8.12  Exercicios Propostos

1) Para cada uma das fungbBes de 12 grau abaixo, classifique-as em crescente ou
decrescente, encontre o zero da fungao e esboce o grafico.

a)y=2x+3 byy=—x+3
oy=2x-—1 d)y=-3x+4
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2) Em cada caso, determine a lei de formacdo da funcdo representada pelo grafico.

- _J___l____j:___l___L__J

3) Para cada uma das funcGes de 22 grau a seguir, determine os zeros (se existirem), as
coordenadas do vértice, o conjunto imagem e esboce o gréfico.

a)y =x?—2x b)y=—x*+2x+3
Oy=-x*-1 dy=x*—4x+4

4) Determine o dominio de cada uma das fun¢des dadas:

a)y=vx+3 b)y=v5—x ¢) f(x) =+/5x — x?
) £ ) = 2x +1 ) = x?+2x—8 _2x+1
== VW= e VT

5) Obtenha os intervalos nos quais a funcao dada é crescente e nos quais é decrescente,
indicando pontos de maximo e de minimo para a figura a seguir:

6) Obtenha a equacdo da reta que passa pelos pontos A e B nos seguintes casos e esboce
o grafico:

a) A(1,2) B(2,3) b) A(—1,0) B(4,2) ¢)A(2,1) B(0,4)
7) Construa os graficos das funcdes definidas em R e faca o estudo de sinal.
a)y=x%-3x+2 b) y=—x2+7x—10 ) y=x>+2x+1
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Respostas

8.13

Exercicio 2:

_3 3
Y=

y=-—x+2

Exercicio 3:

Oex, =2

a) Zeros: x;

AR

A R m---m

R R R T -

1 1 1 1 ! ! !

~ Tt~ Lo

|||||||| -

S e =S N A

|T., “|||“|||“ |||||| NN

4 TTTTTTTIN

o “|||"|||“|||“|||"||||1.|||_

1 1 1 1 1 4 “

e A I R L
e

LS I

CE T

V — 1 “ “ “ “ 2_ !

.. e [l Bt e e it i T 1= ==l

] m ! 1 1 1 1 | 1 1

o 1 1 1 1 “ 3“ “

S o0 [P R N R [ AL 1 -

t w© 1

> E

3

= (—OO, 4-]

4)

)

b) Zeros: x; = —1e x,

Vértice: V(1
Imagem: Im(f)

Exercicio 1:

a) Crescente; Zero: x

b) Decrescente; Zero: x = 3

IIIIIIIIIIIIIIIIIII

1

F

T

——=-L__

4

c¢) Crescente; Zero: x

IIIIIIIIIIIIIIIII

1

d-mcbgi--
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c) Zeros: Nao existem.
Vértice: V' (0,—1)
Imagem: Im(f) = (—o

IIIIIIIIIIIIIIIIIII
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A=
_|||1|||_|||_||||_|||u_ual...lll_
1 1 1 1 1 “ “
1 1 1 1 1

| 1
et IRk
1 1 1 1 1 “ “
Lt el
1 1 1 1 !
1 1 1 1 !
1 1 1 1 !

T r I
1 1 1
1 1 1
1 |

1

1

1

¢) Positiva: (—o0, —1) U (—1, +o0)

oMy
(i .

1
1
| E———
1
1
1

1
—_—
1
1
1
1

Negativa: (—o0,2) U (5, +)

b) Positiva: (2,5)

85|Pagina







o AM_“

9. Aula3 Sﬁf;
9.1 Funcdes definidas por varias sentencas %u U )j

% Apoio em W'

Frequentemente utilizam-se func¢des definidas por sentencas diferentes em
determinados intervalos do seu dominio.

x+ 3, se x<O0
f(x)_{x2—2x+1, se x>0

é definida pela sentenga y = x + 3 no intervalo (—o, 0);
e pela sentenga y = x* — 2x + 1 no intervalo [0, +).

Este tipo de funcdo é chamada de func¢do definida por varias sentengas.

9.2 Grafico

O gréfico de uma funcdo definida por varias sentencas é obtido ao esbocar o
grafico de cada sentenca, no seu respectivo intervalo de definicdo.

Exemplo: Esboce o grafico da fungao

x4+ 2, se x<1
f(x)_{x2—4x+4, se x>1

Solugao:
A funcdo dada é definida pela sentenca

y=x+2,
no intervalo (—oo, 1).

E definida pela sentenca
y=x%—4x +4,
no intervalo [1, +0).

[ S

415>x

[

Exemplo: Esboce o gréfico da fungao

fQ0) = |x|.

Solugao:
Como o mddulo de x é dado por:

x| = {—x, se x<0
“lx, se x>0
tem-se,
—x, se x<O0
X =
fx) {x, se x=0
O grafico de f, portanto, serd dado por:
y = —x, no intervalo (—, 0).
y = —x, no intervalo (—, 0).
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Exemplo: Esboce o gréfico da fungao

fO) =lx+1].

Solugao:
Como o mdédulo de x + 1 é dado por:

_(—(x+1), se x+1<0
|x+1|—{ x+1 se x+1>0
tem-se,

—x—1, se x<-1
f@={T351 s x>-1
O grafico de f, portanto, serd dado por:
y = —x — 1, nointervalo (—o, —1).
y = x + 1, nointervalo [—1, +).

Exemplo: Esboce o grafico da fungao
x?—1
fx) = T—1’ se x#1
3, se x=

Solugao:
Note que, para x # 1, a fungao f pode
ser escrita como:

Cx?P=1 (x+ D -1)

= = 1
Y x—1 x—1 x+

Portanto, a funcdo dada pode escrita
como:

7

x+1, se x+1

f(x)={ 3, se x=1

9.3 Funcdo poténcia e fungao raiz

Definicdo: Dado n € N, a fungdo f : R — R dada por f(x) = x™ é chamada de
funcdo poténcia enésima.

Exemplo: Sdo exemplos de fungdes poténcias:

Solugdo: y=x (funcado identidade)
y = x? (funcdo quadratica)
y = x3 (funcdo cubica)
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9.4 Grafico da fungdo poténcia

Os graficos das fungdes poténcia y = x™ para n par, sdo semelhantes ao grafico
da fungdo y = x?, mas n3o sdo chamados de parabolas.

f(x)=x? f(x) = x*
D(f) =R; Im(f) =R, D(f) =R; Im(f) =Ry

PR B P

_—————
_ = —

[
o

I
[SE BE
1
1
=14
1

| |
=

Os graficos das fungbes poténcia y = x™ para n impar, sdo semelhantes ao
grafico da fungio y = x°.

fl) =x° flx) =x°
D(f)=R; Im(f)=R D(f)=R; Im(f)=R
_________________ Aoy
— RN V7SN
-------- g IR 7 I T

9.5 Funcdo poténcia e funcao raiz

Definicdo: Dadon € N (n > 2), afuncdo f : A — R dada por f(x) = Vx é
chamada de funcdo raiz enésima.
Obs:A=R,senépared = Rsenéimpar

Exemplo: Sdo exemplos de fungdes raizes:

Solugdo: y =+/x (funcdo raiz quadrada)
y = Vx (funcdo raiz cubica)
y = 4Vx (funcdo raiz quarta)
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Grafico da fungao raiz

9.6

Os graficos das fungdes y
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9.8 Exercicios Propostos

1) Esboce o gréfico das seguintes fungdes:

x+ 2, sex <0
a)f(x)z{ 2, sex =0

-2, sex <=2
b)f(x)z{xz, se—2<x<0
X, sex =0

4, sex<—loux>3
C)f(x)_{x2—2x+1, se—1<x<3

Vx, sex >0

d X ={
) f() x% =2, sex <0
—x + 2, sex < -—1
e) f(x) =<x3 se—-1<x<1
Vx, sex>1
x—2 0
£ &) ={x2 o 6T
2, sex=20

2) Na funcao real

x? +x—2, sex > —2

f(x)={ —;+1, sex < -2

determine os valores do dominio que tem imagem 4:
3) Considere a fungdo y = f(x) definida por:

{ y = 4x, se0<x<2
y = —x% + 6x, se2<x<6

a) Esboce o grificode y = f(x) nointervalo 0 < x < 6.

b) Para quais valores de x temos f(x) = 5?

4) Esboce o grafico da fungao:

x1, sex > 2
flx) ={x% -1, se0<x<?2
|x], sex <0

5) Construa os graficos das seguintes fungdes reais:
a) f(x) = |2x = 1|
b) f(x) = |2 — 3x|
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Exercicio 3:

4

b) f(x) =5 parax

Respostas

Projeto GAMA

9.9
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Exercicio 4:

1

1
L——--
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1
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1
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1
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1

1
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Exercicio 5:

do o L___
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10.1 Translagdes verticais

¥
&

% Apoio em ¥

Utiliza-se translacdes verticais quando se tem o objetivo de esbocar o grafico da
fun¢doy = f(x) * k, onde k é uma constante positiva.

Considerando o grafico de uma fungdo conhecida y = f(x).

y=f()+k
YA T
T T T y=fx)
O gréficodafungdoy = f(x) + k, é T T T T
obtido deslocando-se o grafico da fungdo f T
em k unidades para cima.
>
X
YA
y=fx)
O graficodafungdoy = f(x) — k, é
obtido deslocando-se o grafico da fungdo f 1
em k unidades para baixo. l 1
| y=r@-k
>x

Exemplo: Esboce o grafico da fungioy = x2 + 1.

Solugdo:

Utilizando translacdes verticais,
desloca-se o grafico dafuncdoy = x*em
uma unidade para cima.
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10.2 Translagdes horizontais

Utiliza-se translagdes horizontais quando se tem o objetivo de esbogar o grafico
dafungcdoy = f(x + k), onde k é uma constante positiva.

Considerando o grafico de uma fungdo conhecida y = f(x).

A O
By = @)
VS —— T
O graficodafungdoy = f(x + k), é —
obtido deslocando-se o grafico da fungdo f —
em k unidades para a esquerda.  ——
—
——
>
X
A
y = g(X)
-
O gréficodafungaoy = f(x — k), é >
obtido deslocando-se o grafico da fungdo f
em k unidades para a direita. y
~k
= f&
L >
X

Exemplo: Esboce o grafico da fungdo y = (x — 2)2:

Solugao:

Utilizando translagdes (N (S (NN S S |
horizontais, do gréfico da fungdo y = x?%,
desloca-se o grafico da funcdo em duas
unidades para a direita.

---r--
1
1
- —— —
1
1
-
1
1
1

q---
1
1
- - -

1
_——————

1

1

1

— —r>
—3=2—-1 )1 1 2 3 4 5x
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10.3 Alongamentos/compressdes verticais

Utiliza-se alongamentos (ou compressdes) verticais quando se tem o objetivo de
esbogar o gréfico da fungdo y = kf (x), onde k é uma constante positiva.

Considerando o grafico de uma fung¢do conhecida y=f/(x).

Se k > 1: o grafico da funcao

vy = kf(x), é obtido alongando y = f(x)
verticalmente o grafico da fungdo f pelo
fator k.

Se 0 < k < 1: o gréfico da funcdo
v = kf(x), é obtido comprimindo
verticalmente o grafico da fungdo f pelo
fator k.

Exemplo: Esboce o gréfico da fungdoy = 2senx:
Solugao:

Utilizando alongamentos e compressdes verticais, alonga-se o grafico da
fungdo y = sen x verticalmente em dobro.
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Exemplo: Esboce o gréfico da fungdo y = %sen X:

Solugao:

Utilizando alongamentos e compressoes verticais, comprime-se o grafico da
fungdo y = sen x verticalmente pela metade.

10.4 Alongamentos/compress&es horizontais

Utiliza-se alongamentos (ou compressdes) horizontais quando se tem o objetivo
de esbogar o grafico da fungdo y = f(kx), onde k é uma constante positiva.

Considerando o grafico de uma fungdo conhecida y = f(x).
IA

Se k > 1: o grafico da fungao y=f(kx) ¥ =)
v = f(kx), é obtido comprimindo
horizontalmente o grafico da fungdo f
pelo fator k.

y = f(x)

Se 0 < k < 1: o grafico da fungdo y = f(kx)
v = f(kx), é obtido alongando
horizontalmente o grafico da fungdo f pelo
fator k.
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Exemplo: Esboce o grafico da fungdo y = cos 2x:
Solugao:

Utilizando alongamentos e compressdes horizontais, comprime-se o grafico da
funcao y = cos x pelo fator 2.

10.5 Reflexdao em relagdo ao eixo horizontal

Utiliza-se reflexdao em relacdo ao eixo horizontal quando se tem o objetivo de
esbogar o gréfico da fungdo y = —f(x), onde k é uma constante positiva.

Considerando o grafico de uma fungdo conhecida y = f(x).

yA
O gréfico da fungdo y = —f (x), — _f(x
¢é obtido refletindo os pontos do grafico d Y @)
da funcdo f em relagdo ao eixo x. N >x
y=fx)

Exemplo: Esboce o grafico da fungdo y = —x:

Solugdes:

Reflete - se o grafico da funcao
y = v/x em rela¢do ao eixo horizontal.
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10.6 Reflexdao em relagdo ao eixo vertical

Utiliza-se reflexdao em relagao ao eixo vertical quando se tem o objetivo de
esbogar o gréfico da fung¢do y = f(—x), onde k é uma constante positiva.

Considerando o grafico de uma fungdo conhecida y = f(x).

IA
O grafico da fungao y = f(—x),
€ obtido refletindo os pontos do grafico /\ y=f(=x)
da funcdo f em relagdo ao eixo y. >
X
y=f)

Exemplo: Esboce o gréfico da fungdoy =+ —x:

Solugdo:

Reflete o grafico da funcao

y = +/x em relagdo ao eixo
vertical.

10.7 Transformacdo ocasionada pelo mddulo

Considerando o grafico de uma fungdo conhecida y = f(x).
"t
y=f(x)

\_o’x
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Ao considerar a fungdo dada por y = |f(x)|, podem acontecer duas situagdes:
y=1f)l = f(x),se f(x) = 0.
y = |f(x)] = —f(x),se f(x) <0.

Assim, o grafico da fun¢do y = |f(x)| é obtido refletindo, em relagdo ao eixo x,
os pontos do grafico da fungdo f que possuem imagem negativa.

YA YA

y=1f()|
y=fXx)

\_o’x

Exemplo: Esboce o gréfico da fungdoy = |x — 2|:

o 4

Solugao:

Reflete, em relagdo ao eixo x, todos os pontos do graficode y = x — 2 que
possuem imagens negativas.

o

1
1
1
1
1
-7
1
1
1
o
1
1
1
-1
1
1
1
)
1
1
-

I
TTTTTAR YT
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10.8 Transformacgdo ocasionada pelo modulo

Considerando o grafico de uma fungdo conhecida y = f(x).

O grafico da fungdo dada por y = f(|x|), é obtido replicando os pontos do
grafico de f que estdo do lado direito do plano (x = 0) também no lado esquerdo do
plano (x < 0), através de reflexdo em relagdo ao eixo vertical.

YA YA

153 4
) 4

o1/ L/

y=fx) y = f(x])

Tendo em vista que o médulo de um nimero positivo é ele mesmo, conclui-se
que o grafico permanece inalterado para todos os pontos cujos dominios sdo positivos,
ou se€ja,

y=f(xD) = f(x),sex = 0.

Desta forma, o grafico da fung¢do obtida fica simétrico em relagdo ao eixo
vertical.

Exemplo: Esboce o grafico da fungdoy = /|x| :
Solugao:

Usando como base o grafico da fungaoy = Vx, replica-se todos os pontos do
grafico de f do lado direito (x = 0) no lado esquerdo (x < 0).

y A
y = Vx
[ T--=-==" === TTT T T T |___2_— ______ T === T T T T T T T T T A |
R T e e e B e R S S
—— —— >
-5 4 -3y -2y -1 Loz 3 4 5 x
AR SR S S P SO SR SR SN SO S
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yA
y =+l
[ S mT==== b |___2_— ______ T--=-=-== | e ——— - T
e R TN —- R
—— S e e e
w5 4 73 -2y -1 Loz 3 4 5 x
SR RS S S P N NSRS S SN S S,

Exemplo: Esboce o grafico da fungdo y = ﬁ:

Solugao:

Usando como base o grafico da fungdo y = i replica-se todos os pontos do
grafico de f do lado direito (x = 0) no lado esquerdo (x < 0).

1
1 .".yz; A
e AN
NG B
=
N A |
a RN R EE RS

10.9 Exercicios Propostos

1) Considerando a fun¢dof (x) = Vx + 1 + 2, determine:

a) f(3) b) f(t* — 1)

c) Dominio de f. d) Imagem de f.

e) Esboce o grafico de f utilizando translagdes do gréfico da fungdo y = Vx.
2) Considere o grafico de uma fungdo f representado na figura a seguir.

a) Determine o dominio e a imagem de f.

b) Considerando como base o gréfico da fung¢do f, represente graficamente cada
funcdo a seguir, determinando o dominio e a imagem.
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fe(x) = f(Ix)

fa(x)

fs(x) = 2f (x)
f2(0) = |f ()l

fo(x)=fx-1)
fo(x) = f(=x)

Projeto GAMA
filx) = f(x) -1
fs(x) = —f(x)

, cOmpressoes e

3) Esboce os graficos das func¢des, por deslocamentos, alongamentos
4) Dados os graficos de fungbes quadraticas, determinar a lei da fungao.

reflexdes do grafico de f(x) = x* de maneira apropriada.
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11.  Aulas 1 
11.1  Fung¢do composta ‘gﬁffﬁ )j

% Apoio em W

De forma simplificada, suponha que seja necessario realizar dois calculos, onde
o resultado do segundo célculo depende do resultado encontrado no primeiro.

Aideia de funcdo composta é acoplar oucompor os dois calculos em uma Unica
formula.

Exemplo 1: A incidéncia de Dengue é dada em func¢do da proliferagdo do mosquito
Aedes aegypti, que é o transmissor desta doenca.

Contudo, a prolifera¢dao do referido mosquito é dada em fung¢ao do numero de
criadouros do mesmo.

Solugao:

Portanto, pode-se dizer que a incidéncia desta doencga pode ser dada em fungao
do numero de criadouros.

Criadouros = — Numero de mosquitos 3 Pessoas infectadas

Segunda fungao Primeira fungao

\ncéo Composta/

Definicdo: Dadas as fungdes f: A > Be g:B = C,afuncdo g o f: A — C, dada por
(g f)(x) = g(f(x)) Vx € A é chamada de fungdo composta de f e g.

Observagdo: Na expressdao g o f.
* f é chamada de fungao de dentro;
* g é chamada de fungao de fora.

A B C

gef = Fungdao Compostal
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Exemplo 2: Uma determinada empresa fabrica placas de transito
(quadradas) de varios tamanhos, a um custo de RS 25, 00 o metro

guadrado da placa.

Determine a lei da funcdo que estabelece:

a) a area de uma placa em fun¢do do comprimento do lado do quadrado;
b) o custo de uma placa em funcdo de sua area, em metros quadrados;
c) o custo final de uma placa em fun¢do do comprimento do seu lado.
Solugao:

a) x:comprimento do lado de cada placa;
f(x): area de uma placa de lado x;

fx) = x

b) y:4drea do lado de cada placa;
g(¥): custo para fabricagdo de uma placa de area y;

g(y) =25.y

c) x:comprimento do lado de cada placa;
h(x): custo para fabrica¢cdo de uma placa de lado x;

h(x) = 25.x2

Representacdo na forma de diagrama.

f(x) = x? gy) =25

h(x) = 25 - x?

Note que h(x) = g(f(x)) é a fungdo composta, que “acopla” as duas informagdes
anteriores.

Exemplo 3: Dadas as fungdes f(x) = x + 1 e g(x) = x3, calcule (g o f)(3).

Solugao:

(g NB = g(fB) =g9& =4’ =64
f3)=3+1=4
Representac¢ao na forma de diagrama:

fx)=x+1 gx) =x3
(3)=3+1=4_ g(4)=4°=64

gef
(g°NB) =g(fR)) =g = 64
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Note que a funcdo de dentro (neste caso, f) é a primeira fungdo que age
guando se substitui o valor de x.

fx)=x+1=4 gx) = x3

(g NB) =g(f(0) = (x+1)°

Exemplo 4: Dadas as fungdes f(x) = 3x + 2 e g(x) = x* — 5, calcule:
a) (g fx) b) (g ° f)(2) ) (feg)(x) a) (f - 9)(2)

Solugao:
Q) (goHX) =g(f(x)) =gBx+2) =9x% +12x +4—5 = 9x? + 12x — 1.

b) (gof)(2)=9(2)*+12(2)+4—-1 =36+24—1 =509.
) (fog)x) =f(gkx) =f(x?*—5) =3(x?>—5)+2 =3x2—-15+2 =3x? —13.
d) (fog)(2) = 3(2)?—13 =12—13 = —1.

Exemplo 5: Em cada caso, encontre duas fungdes h e g taisque f = ho g:

a) f(x) =V5x+6 b)f(x):x2+1
Solugao:
a) f(x) =V5x + 6
gx) =5x+1 h(x) = Vx
Funcao de dentro Funcao de fora
“Prova real”

(hog)(0) = h(g(x)) =h(5x+1) =V5x+6 = f(x)

b) () =
1
glx) =x*+1 h(x) = p

Fungao de dentro Funcao de fora

“Prova real”

1
(ho@)(®) = h(g) =hG? +1) = — = f@)
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11.2  Exercicios Propostos
1) Sabendo que h(x) = x? + 3x — 1 e i(x) = —12x + 2, determine:
a)hoi
b)ioh
c)ioi
d)hoh
2) Sejam f:[0,+o) - R, g: R - R, e h: R* —» R* dadas por
1

f(x) =+x gx)=x2+1 h(x)=;
Obtenha:
a)feg b)ygeh c)fefeog d)fegeh e)fehef

3) Em cada caso, expresse a funcdo dada em uma composta de duas fungdes mais
simples.

a) f(x) =vx+1 b) f() =5
) f(x) =sin(2x + 1) d) f(x) = tan(x? — x)

4) Sejam as fungdes reais f e g, definidas por f(x) = x? + 4x — 5e g(x) = 2x — 3.

a) Obtenha as leis que definem f o ge g o f.
b) Calcule (f 2 g)(2) e (g ° f)(2).

c¢) Determine os valores do dominio da fungdo (f o g)(x) que produzem imagem 16.

5) Dadas as fungdes reais definidas por f(x) = 3x + 2 e g(x) = 2x + a, determine o
valor de a de modo que se obtenha fog =go f.

6) Considerando a fungdo em reais definida por f(x) = x3 — 3x? + 2x — 1.

Quais as leis que definem f(—x),f (i) ef(x—1)?
7) Sejam as funcdes reais f(x) = 3x —5e (f o g)(x) = x? — 3. Determine aleida g.

8) Dadas f(x) = 3 e g(x) = x2. Determine f(g(x)).

9)Se f(x) = i, determine (f o (f o f))(x).

11.3 Respostas

Exercicio 1: d) (ho h)(x) = x* + 6x3 + 10x?
a) (hoi)(x) =144x* —84x + 9 E+ 3x,__ 32
b) (i o h)(x) = —12x2 — 36x + 14 xereieo <
¢) (ioi)(x) =144x — 22 a) (f o 9)(x) = [%2 +1
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1+ x?
b) (g~ h)(x) = "

&) (fofog)(x)=1x2+1

Exercicio 5:

a=1
Exercicio 6:

D (F o g o W) = f(x) = —x* = 3x2 — 20 — 1
i Fl)=L-2.2,4
&) (f oho f)(x) == x) "0k
* flr—1)=x%—6x? + 11x — 7
Exercicio 3: .
Exercicio 7:
aAh(x)=x+1 gx) =+x X2 + 2
2 gt =—3
by h(x)=2-3x gkx)=-
x Exercicio 8:
)h(x)=2x+1) gkx) =sinx
d)h(x) =x?—x g(x)=tanx flg(x) =3
Exercicio 4: Exercicio 9:

a) (f o 9)(x) = 4x* — 4x — 8 (fo(fof))(x)=x
(g f)(x)=2x?+8x—13
b)(feg)(2)=0 (gof)(2)=11

) (fog)x) =16 - x =3 oux = -2
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12.1  Fungdes injetoras gaooir! % )ja

% Apoio em W

Definicdo: Uma fungdo f: A — B é chamada de func¢do injetora se ndo existem dois
elementos do dominio com uma mesma imagem.

Isto quer dizer que, para quaisquer x4, X, € A, é valido que, sempre que:

Elementos diferentes do dominio
possuem imagens diferentes.

X1 #F X2 = f(x1) # f(xz)
Ou, de forma equivalente,

Se dois elementos do dominio possuem
a mesma imagem, entdo eles sdo iguais.

fx1) =f(x2) = %1 = x,

Exemplo: Determine se as fungdes a seguir sdo injetoras:

Ndo é injetora, pois

f(2) = f(4). E injetora

12.2 Teste da reta horizontal

Teste: Se alguma reta horizontal intercepta o grafico da fungdao em mais de um ponto,
entdo esta funcdo ndo é injetora.

Iy |

Existe um mesmo elemento da imagem
relacionado a mais de um elemento do
dominio e, portanto, a funcdo ndo é
injetoral

NS T

b i R |

I
Ml
i
R
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Trés elementos diferentes do dominio com a mesma imagem!
A B

~

Ndo é injetoral

12.3  Fungdes sobrejetoras

Definigdo: Uma fung¢do f:A—> B é chamada de func¢do sobrejetora se o

contradominio é igual a imagem, isto é, se Im(f) = B.
Isto quer dizer que , para cada y € B, existe pelo menos um x € A tal que

fG) =y.

Exemplo: Determine se as fungdes a seguir sdao sobrejetoras:

3 24 B

Ndo é sobrejetoral E sobrejetoral

12.4  Funcgdes bijetoras

Definigdo: Uma fungdo f: A = B é chamada de funcdo bijetora se ela é injetora e

sobrejetora.
Isto quer dizer que, para cada y € B, existe um Unico x € A tal que f(x) = y.

Exemplo: Determine se as fungdes a seguir sdo bijetoras.

) 4 B 6) 4 B
= N
fl fz '\
E bijetora, pois é injetora e sobrejetora. N3o é bijetora, pois ndo é sobrejetora.
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N3o é bijetora, pois ndo é injetora
nem sobrejetora. N3o é bijetora, pois ndo é injetora.

12.5 Fung3do inversa

Em uma funcgdo bijetora se pode definir uma fungao g com dominio iguala B e
contra dominio igual a A que faz as relagdes inversas das rela¢gdes determinadas pela

funcgdo f.
A fung¢do g acima é chamada de fung¢do inversa da fungdo f, e é denotada por
f
A B

fO=1 f(M=b f2)=c ffla=0 f')=1 fc)=2
f:A-B f:B-A

Dominio: A Imagem: B Dominio: B Imagem: A

Observacdo: Note que f~1 possui dominio igual a B e contradominio igual a A.
“o que eradominio vira imagem e o que eraimagem vira dominio”.
ff:B->A

Observagao: Somente fungdes bijetoras possuem inversa.
Por este motivo, as fungdes bijetoras sdo ditas fungdes inversiveis.

Para determinar a lei de formacgao da funcao inversa de uma fungao bijetora, basta
seguir 0s passos:

1) Substitua x por y e y por x na lei de formagdo da fungdo y = f(x).
2) Isole a varidvel y na equagdo obtida no passo anterior.

3) O resultado obtido serd a fungdo inversay = f~1(x).
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Exemplo: Determine a fungdo inversa de f(x) = 2x + 4.

Solugao:
Seguindo os passos para encontrar a funcdo inversa, tem-se:

1) Substitua x por y e y por x na lei de formagdo da fungdo y = f(x).
x=2y+4

2) Isole a varidvel y na equagdo obtida no passo anterior.

x=2y+4 2y =x—4 y =

Portanto, a fungao inversa é dada por:

x—4

fix) = —

Exemplo: Determine a fungdo inversa de f(x) = x3 — 5.

Solugao:
Seguindo os passos para encontrar a fungao inversa, tem-se:

1) Substitua x por y e y por x na lei de formagdo da fungdo y = f(x).
x=y3-5
2) Isole a varidvel y na equagdo obtida no passo anterior.
x=y3-5 y3=x+5 y=VYx+5
Portanto, a fungao inversa é dada por:

f1(x) = Vx + 5.

12.6  Grafico da funcao inversa

Para obter a funcdo inversa de uma funcdo bijetora, o processo consiste em
“inverter os papéis de x e y” na lei de formagdo da fungao.

Desta invers3o, resulta que os graficos das funcdes f e f~1 s3o simétricos em
relacio aretay = x.

(y = x, bissetriz dos quadrantes
impares).
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Exemplo: Dada a funcdo f(x) = x3,
a) determine a lei de formacdo de f1;
b) Esboce os gréficosde f e f71;

Solugao:

a) Determinando a fungdo f~1:
y=x
x=y3
y=x

fH) =Vx
b) Esbogando os graficos:
y=x

; ' —>
—4 —3 1.2 3. 4 x
A [ R
, —

12.7 Funcdo logaritmica e fungdo exponencial

Observagao: A inversa da fungdo exponencial de base a é a fungdo logaritmica de
mesma base.

Em outras palavras, funcdao exponencial de base a é bijetora e sua funcdo inversa é a
funcao logaritmica de base a.

f(x) =a” fiR— Ry
f7H(x) = logg x ffhRy >R

Exemplo: Em cada caso, determine a fungao inversa da fungao dada.

a) f(x) = logs x b) f(x) = 4*
Solugdo:

a) f71(x) = 5%

A inversa da funcao logaritmica de base 5 é a funcdo exponencial de base 5.

b) f~1(x) = logs x
A inversa da fun¢do exponencial de base 4 é a fun¢do logaritmica de base 4.

121 |Pagina



=2 M‘q

. i@ﬁ)
Projeto GAMA o

Exemplo: Determine a fungdo inversa da fungdo exponencial f(x) = 2* e esboce os
graficosde fe f1.

Solugao:

A fungdo inversa da fungao
exponencial f(x) = 2* é a fungdo
f(x) = log; x.

12.8 FuncgOes trigonométricas inversas

Observagao: As fungbes trigonométricas nao sdo bijetoras em todo os seus dominios.

O teste da reta horizontal comprova, por exemplo, que a fung¢do seno ndo é
bijetora em todo o seu dominio, pois a reta intercepta o grafico da fungao mais de
uma vez.

Reta
horizontal

Grafico da fungao seno

As funcOes trigonométricas inversas (arco seno, arco cosseno, arco
tangente, arco cotangente, arco secante e arco cossecante) sdao as fungées inversas de
restricdes convenientes das fungdes trigonométricas.

Definicdo: A fungdo arco seno é a funcdo inversa da restricao da fungdo seno ao

g T T
intervalo [——,—].

2’2
A
Restri¢cao da fungao seno: .——————.———?,—2- ____________ .
T T :______i_____ 1 L i
f(x) =sinx,Vx € [——,— | | 1/ |
2°2 : : : —
T[ T[ _l ¥ 1 f
N et _ (3 T T T x
f'[ 2'2] — [-11] i'": —h----- ’Z_JI
o I, Y SR . J
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Exercicios Propostos

12.9

do inversa as seguintes fungoes:

1) Determine a lei da fung

a)y=x+3

d)y=

2) Dada a fungdo f(x) = 5x + 11, calcule £ ~1(6).

oy=2x-—1

3) Calcule f71(2) + f~1(3), sabendo que f(x) = 2x — 2.

4) Indique quais das func¢des abaixo é injetora, sobrejetora ou bijetora:

o

5) Para as funcdes em reais abaixo representadas, qual é injetora, sobrejetora e

bijetora?

>
4

C-----
4
3{--A
2{---

1]

r--+-1
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6) Nas fungbes seguintes classifique em:

(1) Injetora,  (ll) Sobrejetora, (l1) Bijetora, (IV) Nao é sobrejetora
nem injetora.

a) f:R— R tal que f(x)=2x+1

b)g:R — R, tal que gx) =1—x?

c)h:R — R, tal que h(x) = |x — 1]

dym:N — N tal que m(x) = 3x + 2

e)p:R* — R* tal que p(x) = i

geR—R tal que q(x) = x3

7) Nas funcgdes bijetoras abaixo, de R em R, obtenha a lei de correspondéncia que

define a funcdo inversa.

4x — 1
a) g(x) = 3 b) h(x) = x3 + 2 Aplx)=(x—-1)3+2
d)r(x) =3Vx—1 e)s(x) = Y1 —x3
12.10 Respostas
Exercicio 1: Exercicio 5:
a)y l=x-3 a) Injetora
X b) Bijetora
by =2 ) 2o
6 c) Sobrejetora
4 x+1 d) N3o é injetora nem sobrejetora.
Ay = 2 Exercicio 6:
Q) y-t = 2x +2 a) (I b) (V) oD
x—1
- d) (I) e) (I11) f) din
Exercicio 2:
16) Exercicio 7:
f(@6)=-1
Exercicio 3: @) gt = 3x;— 1
9
@O+ @ =5 byht=Vx—2
Exercicio 4: Opt=1+ Y p—
a) Injetora d)rt=x3+1
b) Sobrejetora ,
¢) Bijetora e)s t=131-x3
d) Ndo é injetora nem sobrejetora.
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13. Aulal
13.1  Triangulo Retangulo

B e I Vértice B

Vértice A

Angulo interno c

relativo ao vértice
o] [N
A
'f‘_l b

B
Angulo interno relativo ao

Angulo reto
(900) vértice C
Cateto Oposto
ao angulo a B
Hipotenusa

Cateto Adjacente

ao angulo 8

Cateto Oposto Cateto Adjacente
ao angulo 8 ao angulo a
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13.2  Razdes Trigonomeétricas

Considerando o tridngulo AABC abaixo, temos as seguintes razdes trigonométricas:

B

Razdo Cosseno Raz3o Seno
Divisdo do cateto adjacente pela Divisdo do cateto oposto pela
hipotenusa. hipotenusa.
b ¢ T = sinff =—
= — CoS = — sina = —
cosa a B a a a
Razdo Tangente
Razdo Cossecante Divisdo do cateto oposto pelo cateto
Divisdo da hipotenusa pelo cateto adijacente.
oposto. c b
a B a tana = i tanf = —
csca = — cscf =— c
c b
Razdo Secante
Raz3o Cotangente Divisdo da hipotenusa pelo cateto
Divisdo do cateto adjacente pelo cateto adjacente.
oposto. a a
seca = — secff =—
b c b c
cota =— cotf =—
c A b

A soma dos angulos internos de um triangulo retangulo qualquer é 180°, logo considerando
o mesmo triangulo AABC, temos que:

a+ B =90°
B=90°"—a
a=90"-p
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cosa =sinf

sina = cos
cosa = sin(90° — a)

sina = cos(90° — )

Exemplo: Considere o triangulo abaixo, determine as suas razdes trigonométricas
paraaef.

Cateto oposto Cateto adjacente
Seno = — Cosseno = -
Hipotenusa Hipotenusa
i 3 in 8 i cosa i 3
sina = — Sin == == CoOSp =—
5 5 5 =3
Cateto oposto Hipotenusa
Tangente = - Cossecante =
Cateto adjacente Cateto oposto
¢ 3 tan B 4 5 8 5
ana = — anf = - csca=— cscf=—
4 3 3 4
Hipotenusa Cateto adjacente
Secante = - Cotangente =
Cateto adjacente Cateto oposto
> > cota * tp &
seca =— secp =— = — co = —
4 g 3 4
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13.3 Relagdo entre as Razbes Trigonométricas

B Razdo Tangente
a
c sin
tana =
cosa
a
A b i - A
sina 7 ¢ c
=4 - _ . =—_=tana
cosae b g b b
a
Razao Cossecante Raz3o Secante
1 1
csca = — =
sina Seca CoS a
1 1 la a t _ 1 _la_a
sma € 1c¢ ¢ o cosa b 1 b b
a a
Razdo Cotangente
cosa b b b
cota = — a :—-2/ = — = cota
sin c ? c c
a

Exemplo: Sabendo que para um angulo f em um triangulo retangulo, temos

. 4 3
sinff = e cosf = Ecalcule:

a) tanf (b) cscp

Solugdo:

)T , Seno
a) Tangente = ———
g Cosseno

4
T 4
tan,B= %=_§y=§
Ny
1
b) Cossecante =
Seno
1 1 5 5
csc[?—é—1 i
5

(d) cot B

1
Cosseno

1 5 5

1
371 3 T3
5

c) Secante =

secfl =

1
Tangente

1 3

d) Cotangente =

1 3
4 71 4 4
3

cotp =
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13.4 Identidades Trigonométricas

Teorema de Pitagoras: cosa = P
B b2 + c2 = g2
) c
a Ssina = —
c Dividindo os lados da igualdade por a
a’:
a 2 ,
b? c? a? c
4 b ¢ —t==— :>(_> +(3) =1
a a a a a

— cos?a+sina=1

sina 4+ cos?a =1

13.5 Seno, Cosseno e Tangente de 30°, 45°e 60°

Considerando o triangulo equilatero:

1
Calculando a altura do triangulo abaixo: 2 2
Por Pitagoras:
1 2
o 12 = h* + (—)
e ) %
" 1 4—-1 3
R2=1-2 — pR2=_"—= p2="=_
4 4 4
nl 60° 3 V3
= — £ h =+—
SN
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Como o valor de h se trata da medida de

Seno = Cat.eto oposto uma distancia, entdo:
Hipotenusa
3
V3 h= £
@ g\ ’
sin 30 =1 sin 60 =—1
sin 30° = 1 sin 60° = E Cateto oposto
2 2 Seno = -
Hipotenusa
1 (7)
»® 1 sin 30° =l) sin 60° = ’
h 1 1
o V3
- 60 sin30° = sin60° = —
2
1
2
Cateto adjacente Cateto oposto
Cosseno = - Tangente = -
Hipotenusa Cateto adjacente
V3 1
vo 1
(2) @ @ 12 1 13
cos 30 =1 cos =1 tan 30 —T—Z 3 V3 3 V3
2
3 1
cos 30° = £ cos 60° = —
2 2 V3
7)_B2_p
tan 60° =15 T2 1
2)
Considerando o triangulo isésceles abaixo:
Por Pitagoras:
< Calculando a hipotenusa do triangulo:
N
1 a a2 — 12 + 12
@?=1+1 =a*=2=a=+V2
- 45°
1 Como o valor de a se trata da medida de uma

distancia, entdo:

a=+2
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13.6 O Ciclo Trigonométrico

Considerando uma circunferéncia de raio unitario (r = 1) e centro na origem
do plano cartesiano.

Fixando os pontos:

0(0, 0)

A(1, 0)

Cada ponto P sobre a circunferéncia determina um angulo x = AOP.

Estes angulos podem ser medidos nos sentidos:

* positivo (anti-horario)

* negativo (horario)
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A circunferéncia é chamada de: Ciclo Trigonométrico.
Y
y Clk A2
0° 0
180 3600 n 21
270° 3_7r
2
Conversao:
180° «— =&
Graus Radianos
Exemplo: Em cada caso, faga a respectiva conversao:
a) 120° para radianos. b) %ﬂ radianos para graus.
Solugdo:
a) 120° para radianos.
120
180x = 120n= x = ot
L o
12m = 21
=X =— =g
T8 = x 3 rad
6
(b) 37 radianos para graus - T T |
4 para g ' Regra de trés:

Graus Radianos

' |
3 |
mx = 180. (—) e (% ”) = | 180° |
4 VX |
| 3T l
135 P " 4
= x = = x = 135° |
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O ciclo é dividido em quatro regides (quadrantes).

A

22 quadrante ] 12 quadrante) 0°

180 360°

32 quadrante | 42 quadrante

4N
N

270°

22 quadrante] 1° quadrante

32 quadrante] 42 quadrante

i
N
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Exemplo: Indique em que quadrante pertencem os angulos abaixo:

T 3T 41 117
g b) o )3 D =

Solugdo:

T 0°
a)g =w— = 30°

7%

Podemos ver que 30° estad entre 0° e 90°. Entdo, % estd entre 0 e %

& T / T
Entdo, . estd entre 0 e =

Portanto, % pertence ao 12 quadrante.

b):%ﬂ =%{0—0)=3-(45°)=135°

, ~ 3 ,
Podemos ver que 135° esta entre 90° e 180°. Entdo, Tn esta entre g e .

~ 3T 2 s 2
Entao, ” esta entre > er.
3
Portanto, Tn pertence ao 22 quadrante.
0
o 21
3
2
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Solugdo:

4 o
c) ?n = %0_): 4.(60°) = 240°

Podemos ver que 240° esta entre 180° e 270°.

41T

i z 37
Entao, - estaentreme -

4
Portanto, ?n pertence ao 32 quadrante.

1ir  11.(180°)
6 6

d) = 11.(30°) = 330°

Podemos ver que 330° esta entre 270° e 360°.

~ 11w p 3T
Entao, ~ esta entre - e 2TT.

11
Portanto, Tn pertence ao 42 quadrante.
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13.7 Trigonometria no Ciclo Trigonométrico

A cada ponto P(a, b) no ciclo trigonométrico estd associado um arco x de
extremidade P.

Extremidade de x

Abscissa Ordenada

T / . \
O arco de 3 estd associado a

extremidade (0,1).
O arco de m esta

associado a

extremidade (—1,0). O arco de 0 esta

associado a extremidade
(1,0).

v

O arco de 2 estd associado a
extremidade (0,1).

3 , . .
O arco de ?” estd associado a
extremidade (0, —1).
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13.8 Imagem dos Arcos Especiais no Ciclo

. T
Extremidade do arco - €seus correspondentes:

A

. s
Extremidade do arco L € seus correspondentes:

Al

2
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. s
Extremidade do arco 3 € seus correspondentes:

<_1,_§><_|—%"

2

13.9  Arcos Congruos

Existem casos em que um arco pode ser maior que uma volta completa!

v Tanto no sentido positivo.
v" Quanto no sentido negativo.

180° 0°

360°

270°
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Exemplo: Note que o arco de 390° equivale a uma volta completa (360°) mais um

arco de 30°.
V31

22
90°

390°

360°

180° 0° 180° / 0°
> \ >

270° 270°
Mesma extremidade!

Definigdo: Dois arcos o, e a, sao ditos congruos ou congruentes se ambos possuem
a mesma extremidade (mesma abscissa e mesma ordenada) no ciclo trigonométrico.

Ou seja, a; e a, diferem apenas por um certo niumero de voltas completas.

A expressao geral que define todos os demais arcos congruentes a a, é dada
por:

Arcos dados em graus Arcos dados em radianos
a=ay+k-(360° a=ay+k-(2n)
NUmero de voltas completas Numero de voltas completas

Exemplo: Determine a expressdo geral de cada arco dado:

4n
a) 150° b) =
Solugdo: l
I 41
a) 150° by =
|
a= 150° + k- (360°) =k 20
| 3
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13.10 Voltas no Ciclo Trigonométrico

Fixados os pontos O e A, cada ponto P sobre o Ciclo, determina um angulo x = AOP,
gue pode ser medido nos sentidos positivo ou negativo.

A

Sentido Positivo

(anti-horario)

13.11 Menor determinagao positiva

X

p

an
\

Sentido
Negativo

(horério)

Definicdo: O menor arco congruente a a tal que 0° < a < 360° (graus) ou 0 <
a < 2n (radianos) é chamado de menor determinagao positiva.

Menor determinagdo positiva

0° < ap < 360°

a=ay,+k-(360°

Nuamero de voltas
completas

a=ay,+k-(360°

Menor determinagdo positiva

0°<ay,<2m

a=ay+k-(2mn)

Numero de voltas
completas

a=ay+k-(2m)
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Nas expressoes acima, k € Z.

v' k > 0indica n voltas no sentido anti-hordrio.

(sentido positivo do ciclo)

v' k < 0indica n voltas no sentido hordrio.

(sentido negativo do ciclo)

A menor determinacdo positiva de um arco a é encontrada da seguinte
maneira:

Se a > 0 temos que o ponto deu n voltas no sentido anti-horario, ou seja, no
sentido positivo!

Logo:
Uma volta
completa.
a | 360°
—k.(360°) k
g Numero de voltas completas.

L Menor determinagdo positiva.

De maneira andloga:

Uma volta
[ completa.
a 2T
—k.(2m) k

a .
0 |—> Numero de voltas completas.

I—> Menor determinagao positiva.

A menor determinacdo positiva de um arco a é encontrada da seguinte
maneira:

Se a < 0 temos que o ponto deu n voltas no sentido hordrio, ou seja, no

sentido negativo!
Logo:

Fazemos a soma, até obtermos um arco positivo.

a+360° ou a+ 2w
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Exemplo: Encontre a menor determinacdo positiva do arco:

a) 390° (b) 840° (c) — 1024°
Solugdo:
(a) 390°
390 ‘ 360°
—360°
1
30°

Logo, 390° = 30° + 1 - (360°)

Portanto a menor determinacgdo
positiva de 390° serd 30°.

(c) —1024°
—1024° + 360° = —664°
= —664° + 360° = —304°

= —304°+ 360° = 56°

Portanto a menor determinacgdo
positiva de —1024° serd 56°.

Portanto a menor determinagdo

. 21w , 31
positiva de ——,serd

d 21m
@ -
] o
(b) 840
[
| 840°
360°
I —720°
2
: 120°
1 Logo, 840° = 120° + 2 - (360°)
Portanto a menor determinagao
[
positiva de 840° serd 120°.
|
I 21w
e
| 217r_|_2 _—21n+8n_ 13w
: g Tt T T
13m —13m + 8w 51
I = ————p 2jjs — = ——
: 4 4 4
T —57+8n 3w
| > —— 421 = = —
|
I
|
|
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13.12 Exercicios Propostos

1) Em cada caso, determine os valores de x, y e z.

2) Determine o valor de x.

3) Considerando o arco x representado no ciclo trigonométrico abaixo, determine e
represente no ciclo os arcos e as respectivas coordenadas correspondentes ao arco x
nos demais quadrantes:

4) Em cada caso, encontre a menor determinacdo positiva do arco dado.

(a) 2205° (b) —840° (c) —1440° (d 97 (¢) ~73°
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13.13 Respostas

Exercicio 1:
=103
3
y = 42
z=10
Exercicio 2:
X = 32£ (1++3)
Exercicio 3:
a) 45°
b) 240°
c) 0
d =«
e) o
3

Exercicio 4:

Correspondente de x no segundo quadrante

mox > (=a,b)

Correspondente de x no terceiro quadrante

T+x > (—a,—b)

Correspondente de x no quarto quadrante

2T — X > (a,—b)
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14.1  Seno e Cosseno no Ciclo Trigonométrico

Lembrando...

Para cada arco x, o ciclo associa um ponto P(a, b) do plano cartesiano,
chamado de extremidade do arco x.

P(a,b)
AT == Extremidade do
arco x.
=b
1
b
cosx= —= 4a

Portanto:

Abscissa de P é igual ao cosseno do arco x.

Ordenada de P é igual ao seno do arco x.

sinx

cosXx
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T
Arco g e seus representantes:
1 Seno Seno "
1 Seno /m Seno 1
w

Arco Z e seus representantes:
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(A

Arco 3 eseus representantes:

V3 Seno

2
T
V3 Seno
2
2
(4

Arco 3 e seus representantes:

2
V3 Cosseno 51 . Cosseno V3
- €—— >
<« */75 —le— B\
2
: >

V3 Cosseno

2 6

2
— e - 11  Cosseno V3
2

5 >
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T
Arco Z e seus representantes:
~ E Cosseno Cosseno E
> — é 2

0
21 >
V2 Cosseno oz  Cosseno \/_j
2 4 7 2
4
Arco 3 eseus representantes:
A,
Cosseno 2 o  Cosseno
2m _ l
1 1
€3> <35>
0
" [ [ >
I 21
Cosseno
Cosseno an L. )
_E e ? 3 é 2
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14.2 Sinais do Seno e do Cosseno

292 Quadrante

32 Quadrante

14.3  Funcgado Seno

Cosseno (-) fCosseno (+)
Seno (-) Seno (-)
Cosseno (+

COSSENO

12 Quadrante

42 Quadrante

Definicdo: Afungdo f : R — R dada por f(x) = sinx é chamada de funcio seno.

Grafico da fungdo seno

Dominio
D(f) =R
Imagem

Im(f) = [-11]

Periodo

P(f) =2m

12 quadrante:

v" Funcg3o positiva.

v Func3o crescente.

32 quadrante:

v Func3o negativa.

v Fungdo decrescente.

22 quadrante:

v Func3o positiva.

v" Funcdo decrescente.
49 quadrante:

v Funcgdo negativa.

v Func3o crescente.
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sin(2r) =0

sin(mr) =0

sin0=0
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] <2n>_\/§
> n(3)=3
] (371)_\/7
) sin 7)=3
2
_(5Sm\
1 > s (z) )
1 T >
E T 3T X
2 2
-1
) <4n>_ V3
> S\3)T 7
-2
) <5n)_ V2
) sin 1)~ >
) (7n)_ 1
2
1
-1
-2
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P(f) = 2n

Im(f) = [2,4]

=R

D(f)

Solucdo:

Exemplo: Esboce o grafico da fungdo f(x) = sinx + 3.

Projeto GAMA

Periodo

P(f) =2m
quadrante:

20
v Func3o decrescente.
42 quadrante:

v Fungdo positiva.
v Func3o crescente.

v Func3o negativa.

[-1.1]

Imagem

Im(f)

o
= c
()]
|||||||||||||| %ll. m x
! ! S 2
/ R “ ~m ©
........... L5 o & I A
" m e (&)
! R ) | | _ |
! ! © | | | |
| “ g e~ [
“ = © 1 1 1 1
R’ A .QL : m | | o | “
“ ! S _ N _
IIIII -, —— - I | le 1
: : 9] !
1 “ (7))
........................ CHENT 38
i | Il
< " " =
N — I —
> ! [ S~
| _ 5
S W__- S
| | s €
..... A 3 o
1
| | &
B o T o)
............ o c
3__ _ o 4 @
| | S |l 8
1 n 1 ()] f (@]
IIIII . —=d
ot a o ©
_ Q T R
(@) c W
Q| e 2
o = nruv. A ©
+ s o ©
% 2 T el S
S I s &
) = < pm 5
Il :
< o
) —

R

Dominio

D(f)
12 quadrante:
v Func3o positiva.
v Fungdo decrescente.
32 quadrante:
v" Func8o negativa.
v Funcdo crescente.
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cos(2m) =1
V3
> cos (%) ==
A T V2
; CoS (Z) = 7 - )
2 ‘ ) cos (g) = E
1 /
n T 3w %
-1 _ 2 7 5 \/§
1 > os(3)=-7
=2 7 3 V2
on(l)=-2
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B ___2 _% _2 I ___ ﬁ _2
o O T T
L oen g T &
«\ o %) R
2 I = 8 @ S |0
~— a © =
A __M(_M SA= A A 38
2 A
e - R
N
B
Fi
<€ T T T
- T

Exemplo: Esboce o grafico da fungdo f(x) = —cos(2x) — 1.

Solugdo:

P(f)=m

[—2,0]

Im(f)

=R

D(f)

NY

COS X

I
|
|
I
I
i
|
|
i
=
|
I
I
|
|
I
|
|
I

y

[N TR S
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14.5 Exercicios Propostos

1) Esboce o grafico das funcdes trigonométricas, e determine o periodo (T), amplitude
(A), dominio e imagem das funcgdes:

(@Q)y =2 +sinx
(b) y = 2sin4x
(c)y = —3cos(0,5x)
(d)y = 3sin2nx

(e) y = 3 cos (Zx +§)

14.6 Respostas

Exercicio 1:

a) T=2m A=1 D(f) =R Im(f) = [1,3]
) r—4r  4=3 D) =R Im(f) = [~3,3]
C) s

T = 5 A=2 D(f) =R Im(f) = [-2,2]
d)

T=1 A=3 D(f)=R Im(f) = [-3,3]
e)

T=m A=3 D(f) =R Im(f) = [-3,3]
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15.1 Tangente no Ciclo Trigonométrico ‘i O‘ )j

% Apoio em W

Lembrando...

Para cada arco x, o ciclo associa um ponto P(a, b) do plano cartesiano, chamado de
extremidade do arco x.

tanx =

Ordenadade T.

Eixo das
tangentes
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15.2 Tangente dos arcos notaveis

Arco % Tangente
n V3
6 3
5w V3
6 3
7Tt V3
6 3
11w V3
6 3
T
Arco o Tangente
/[A
4 1
3
- ~1
4
57
—_— 1
4
71T
— ~1
4
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Tangente

T

Arco —
3

Rl

Fungdo Tangente

15.3

Definigdo: A fungdo f dada por f(x) = tan x é chamada de funcdo tangente.

tan x

y:

Grafico da func¢ado tangente
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L = 1

Dominio

D(f)={xEIR{|x¢§+kn;kEZ}

Imagem Periodo

Im(f) =R P(f)=m

12 quadrante:

v Funcdo positiva.

v" Fung3o crescente.

32 quadrante:

v Funcdo positiva.

v" Func3o crescente.

Sicy

- k- —-——

sinx
tanx =
COS X
Assintotas

T
x=§+k7r;kEZ

22 quadrante:

v Funcdo negativa.

v" Funcg3o crescente.

42 quadrante:

v Func3o negativa.

v Funcg3o crescente.
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tan(2m) = 0

tan(m) = 0

tan0 =0
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determine o dominio, a imagem e o periodo e as assintotas

Exemplo: Esboce o gréfico,
da fungdo f(x) = tan (x +

)

=R

Im(f)

Solugdo:

P(f) =

D(f) ={x € R|x # km; k € Z}
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15.4  Cotangente no Ciclo Trigonométrico

Lembrando...

Para cada arco x, o ciclo associa um ponto P(a, b) do plano cartesiano, chamado de
extremidade do arco x.

Lembrando...

Para cada arco x, o ciclo associa um ponto P(a, b) do plano cartesiano, chamado de
extremidade do arco x.
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T
A 2 % Eixo das cotangentes
b
m
T
1
3 m
— cotx=—=m
2 1
V3 V3

Arco % Cotangente
n 21 )
6 V3
S5 11w
3 -3 6
71T
S| B o
2
11T
— _\/5
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Arco = | Cotangente
4

T
1 1

3T

— -1
4

i 1
4

7

m -1
4

s
Arco 3 Cotangente
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Fung¢do Cotangente

15.5

Definigdo: A fungdo f dada por f(x) = cotx é chamada de funcdo cotangente.

cotx

y:

Grafico da fungdo cotangente

Lembre que:

Dominio

CoSs X

D(f) ={x € R|x # km; k € Z}

sinx

Assintotas

x=km; kEZ

Periodo
P(f)=m

R

Imagem

Im(f)

22 quadrante:

12 quadrante:

v Funcgdo negativa.

v Func3o positiva.

v Func3o decrescente.

v Fung3o decrescente.
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32 quadrante: 42 quadrante:
v Func3o positiva. v’ Funco negativa.
v" Funcdo decrescente. v Fungdo decrescente.
15.6 Fungao Cotangente
I
|
I
|
I
|
I
|
I
:
>
x
I |
I
1 cot(2m) A
I
|
:
Funcdo Cotangente: primeiro quadrante
y [ [
: :
2 | |
T V3 l :
t|\=)=— 1 i
0 (3) 3 ¥ ! ,
I I
| |
! I
T | >
I 3w 21 | X
I e I
I 2 1
-1 I I
| |
I I
| |
—2 I I
| |
I I
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Funcdo Cotangente: segundo quadrante

y A I
l
2 4 I
I
cot( :
1 - I
I
|
I

i >

21 - X
:
—1 _ I
|
l
_2 ] :
t = —\/§
co (4
Funcao Cotangente: terceiro quadrante

y I
:
2 I
I
l
1 I
I
|
I

: >

1 X

I
|
-1 I
|
I
|
-2 I
|
1
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Funcdo Cotangente: quarto quadrante

7
4

MI\

_u_3 N

A0 =
S
S

S

Exemplo: Esboce o grafico, determine o dominio, a imagem e o periodo e as

assintotas da fungdo f(x) = cot (x +
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15.7  Exercicios Propostos

1) Esboce o grafico das funcdes trigonométricas, e determine o periodo (T), o dominio e
imagem das funcdes:

(a) y =tan(2x) + 1
(b) y = 2tan(3x)
(c)y = cot (x + g)

(d)y = %cot(x — 1)

15.8 Respostas

Exercicio 1:
ng D(f)={xeR|x¢%+k7ﬂ;kEZ} Im(f) = R
T=E D — o km, Im(f) =R
3 D) ={rxeRlx=z+3 ke
T=m p(f)={xeRfx#7+kmkez} Im(f) =R
T=mn D(f)={x €R|x # km; k € 7} Im(f) =R
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16.1 Secante no Ciclo Trigonométrico

Aula 4

s
Arco— Secante
6
i 2V3
6 3
5m 2V3
| 5
In 2v3
6 | —3
11w 2\/5
6 3
T
Arco " Secante
T
) V2
3n
2 -2
5
i I
4
Vb
4 V2
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Secante

T

Arco —

Rl

Funcdo Secante

16.2

Definigdo: A fungdo f dada por f(x) = sec x é chamada de fungdo secante.

secx

y:

Gréfico da fungdo secante
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Dominio

D(f) = {x eR|x = >+ km k € z}

Imagem

Im(f) =R - (-1,1)

192 quadrante:

v" Func3o positiva.

v Func3o crescente.
32 quadrante:

v Funcdo negativa.

v Fungdo decrescente.

Lembre que:

1

Cos x

U

Assintotas

SEC 8 =

Periodo

P(f) =2m x=g+kn;keZ

29 quadrante:
v Fung3o negativa.
v Fung3o crescente.
49 quadrante:

v Funcdo positiva.

v Funcdo decrescente.
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Relagao grafica entre as fungdes secante e cosseno:

1
1
I
1
1
1
- i
1
1
1
I

1N\

4

Z

o’
I
I
i

1
CoS X

v' Osinal da secante acompanha o sinal do cosseno, em cada quadrante.

v" Onde o cosseno cresce, a secante decresce, e vice-versa;
v" Onde o cosseno se anula, a secante n3o esta definida;

f(x) =secx

sec(2m) =1

sec0=1
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Fungdo Secante: primeiro quadrante

y
|
2 l
1
|
1
1 |
1
|
1
:
1 ! >
I 21 X
|
|
1
|
-2 1
|
!
Funcao Secante: segundo quadrante
y AN
|
2 |
= 1
|
1
1 :
— |
1
|
:
T >
T 2 x
5 1
-1 2 57T> 2\/§
- : 6) " 3
1
2 :
3
7] : sec (—) =2
1 4
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Fungao Secante: terceiro quadrante

Fungdo Secante: quarto quadrante
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Exemplo: Esboce o grafico, determine o dominio, a imagem e o periodo e as
assintotas da fungdo f(x) = —sec (x + g)

Solugdo: Im(f)=R—-(-1, 1)
;:f‘;ﬁf(x+g) D(f) = {x € R|x # km; k € 7} P(f) = 2m

1
|
I
[
i
I
[
|
1

Cossecante no Ciclo Trigonométrico

Lembrando...

Para cada arco x, o ciclo associa um ponto P(a, b) do plano cartesiano, chamado de
. T
extremidade do arco x.
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x
cscx
1

Arco % Cossecante

T

6 2

S5

6 2

Vb3

6 _2

11m
6 -2
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Arco% Cossecante
T
% V2
3n
4 V2
5m
3T | 2
T
T |
Arco = Cossecante
3
T
3 23
3
2w
3 2V3
3
4
3 Gl
3
5m
3 2V3
3

183 |Pagina



=2 M‘q

. ﬁ‘ﬁ)
Projeto GAMA -
16.3  Fungdo Cossecante

Definigdo: A fungdo f dada por f(x) = cscx é chamada de funcdo cossecante.
Grafico da fungdo cossecante Yy =cScx

Dominio

D(f) ={x eR|x # km; k € Z}

Imagem

Im(f) =R-(-1,1)

12 quadrante:
v Func3o positiva.
v" Func3o decrescente.
32 quadrante:

v" Func¢3o negativa.

v Func3o crescente.

Lembre que:
1
CSCX = —
sinx
Periodo Assintota
P(f) =2m x=km, k€L

22 quadrante:

v" Funcg3o positiva.

v Func3o crescente.

42 quadrante:

v" Funcdo negativa.

v" Func3o decrescente.
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Relagdo grafica entre as fungdes cossecante e seno:

YA
I I ! I
1 | |
ry T i"""?""z'l' ""': """ 1" T -I ____ o B I
| | . | | | | i | !
I I | 1 I I | | . I
'_____ _____ l______l _____ i DR T, .' ______ (PSRN (.. L’
l 1 I : 1 1 : -I ! '
| | i I : i | |
/' 0\ N /0 N
: ' ' ' ' ;
E N n Ey-EEE NG
L2 PN A 2 1IN/ 2 I
""" bbb S o ks b il el U I aiiil
| i ; v/ 0N\
R T
[ooooooheeeee 7 AR e L do-oooehoe e
X) =cscx =
f&) sinx
v" Onde o seno cresce, a cossecante decresce, e vice-versa;
v" Onde o seno se anula, a cossecante n3o esta definida;
v" Osinal da cossecante acompanha o sinal do seno, em cada quadrante.
y
I
|
2 |
|
I
|
I
L l
j csc(2m) 3
I

csc(0) 7 G

R

31 21

NS
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Fungdo Cossecante: primeiro quadrante
T
csc (g) =2 ( A
| |
i | |
y. | |
/[ | |
csc (—) = \/E | |
4 1 1
| |
| |
7 1 _ I I
m  2V3 - -
—) = | |
sc(3) =5 € . !
| |
! L
' | 3n| 27 X
- | — |
2 | 2 I
-1 I I
— | |
| |
| |
| |
-2 I I
_ 1 1
| |
| |
Fungdo Cossecante: segundo quadrante
y
|
|
2 I
|
|
|
|
|
|
1 |
|
|
|
|
| |
| |
[ ] [ ] )
! T E 31 ! 21 i X
2 I P I
— | |
1 | |
— | |
| |
| |
| |
— | |
2 | |
| |
| |
! !
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Fungao Cossecante: terceiro quadrante

y A

| >
T T X
-1 2
-2
5
] csc|l— ) =—
(5)--
) csc( = —
Fung¢do Cossecante: quarto quadrante
Yy A
| |
| |
2 | |
| |
n | |
| |
| |
| |
1 | |
| |
I | |
| |
| |
| |
| |
| |
| | >
™ ™ 3 mi el 5
2 I csc( )=
-1 I 3
|
— |
|
|
7 :
|
|
|
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Exemplo: Esboce o grafico, determine o dominio, a imagem e o periodo e as
assintotas da fungdo f(x) = csc (x + g)

y =cscx y=cot(x+%)

Solugao: Im{(f)=R—-(—1,1)
D(f) ={x e Rlx # km; k € T}

P(f)=2m

]
——
——— -

]

|

I

I

I

i

|

|

|

|
——

——— -

[¥¥]

=
gﬂ-___-
[ ¥}

El

[¥¥]
S

""""‘"?' S
H i
i i
= e ot
- - ———

16.4  Exercicios Propostos

1) Esboce o grafico das fungdes trigonométricas, e determine o periodo (T), o dominio e
imagem das funcdes:

(a) y = sec(2x)

(b) y = 2sec(3x)
1y = —sec(x )
(d) y = 3 csc(3x)

(e)y = —csc(2mx)

(fly = 2 —csc(x)
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16.5 Respostas

Exercicio 1:
a) T=n  D(f) —{xE]R|x¢ +kn kEZ} Im(f) =R - (-1,1)
b) T:Z?n D(f)—{xE]R{|x¢n+kn keZ} Im(f) = R—(-2,2)

o T=2m D(f)={x€eR|x*kmkeZ} Im(f) =R—(-1,1)

d 2" D(f)—{xelR|x¢ kel Im(f)=R-(-33)
&) T=1 D(f)_{xeR|x¢ kez} Im(f) =R — (-1,1)

fy T=2m D(f)={x€R|x+#kmk€eZL} Im(f) =R —(1,3)
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17. Aulas =
17.1 FungOes Exponenciais 3 @ )jz?
% Apoio em MW
Definigdo: Dadoa € Rtalquea > 0ea # 1, fungdo f : R — R dada por
f(x) =a*
é chamada de fung¢ao exponencial de base a.
Exemplos
1) y=2* Funcdo exponencial de base 2.
2) y=3* Funcdo exponencial de base 3.
3) y=10* Fungao exponencial de base 10.
4) y=mnu* Funcdo exponencial de base .
1\* . . .
5 ¥= (§> Funcio exponencial de base % Ndmero Pi, seu valor aproximado

com duas casas decimais é 3,14.

6) y=e* Fungdo exponencial de base e.

Numero de Euler, seu valor
aproximado com trés casas
decimais é 2,718.
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Grafico

17.2

Exemplo: Esboce o gréfico da funcdo f(x) = 2*.

Obs: funcgdo crescente.

Destacando alguns pontos, tem-se:

ao:

Solug

AR
|||||||||||||||||| P R B o]
1 1 1
| | | | P | |
1 1 1 1 _(2\“ “ “
1 1 1
|||_||||_||||“||||4||||_ﬂ’4|_ ||||| ™
1 1 1 | 1 TN
1 I 1 ] I _L I
(APPSR P . S N2 I N
1 1 1 1 | 1 1N
1 | 1 | | | 1 [
1 1 1 1 1
1 1 1 1 | 1 [ 1
| i | i | i | |
1
—~—F—+—F+—1+—+
XN o ~ v I 0 &
1 1 1 1 | 1 o~
N MRt
1 ! 1 1 “ 1 H\I7/
| 1 | | \ 1 It 531
1 1 1 1 | 1 1 4
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= ~ ~ I Il
oﬂ Y A [ ~
L | | (= —
— — — N NIV}

Exemplo: Esboce o gréfico da fungdo f(x)

Destacando alguns pontos, tem-se:

Solugdo:

B A et e R

Fo——t———d-——

-7
.6_
5

N

|||||| [N Sl Enluiate o
1 1 |
1 1
1 1
....... reo-a----F
1 1 1 _
1 1 1
1 1 1
||||||| ek d - ("
g 1 1 1 _
\ 1 1 1
| 1 1 1
O DR TR P <¥
I
Il Il
J\\I/ e
— D
~ I I
__ N N
N o
- g —
A g g
- Il — ey
R I [l
— | o L]
~—— — —
— | — | N
1] ~— ~—
—~ Il Il
S ~ ~
| (=) —
— N NI
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17.3  Grafico, Dominio e Imagem

O grafico de uma fungdo exponencial pode assumir dois formatos distintos:

ANV

Primeirocaso: a>1

Funcdo Crescente

D(f) =R

Im(f) = R.

Segundocaso: 0<a<1

Funcao Decrescente

D(f)=R

Im(f) = R%. >

Em ambos os casos (crescente ou decrescente), a reta y = 0 é chamada de assintota
horizontal do grafico da funcao.

Observagdo:
Para esbocar o gréfico de uma fungdo f(x) = a*, basta:

i. identificar o comportamento do grafico (crescente ou decrescente)

ii. lembrar que os pontos (0,1) e (1, @) sempre pertencem ao grafico destas fungdes,
pois:

f(0=a’=1=O1DE€f

fM=a=a=0Qa)€f
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Exemplo: Esboce os graficos das fungdes:

) of@=2 41 Df@ =4

C

b) f(x)

a)f (x) = 3*

Solucdo:

a) f(x) = 3*

= f(x) é crescente

3>1

Definindo os pontos:

(0,1)e(1, a)

Temos,

(0,1)e(1,3)

—_ *
= Ry

Im(f)

=R

D(f)

A=
S ——————— <+
1 1 1 1 | 1 1 1
1 1 1 1 | 1 1 1
1 1 1 1 | 1 1 1
S U | Y A ———_— 1 N e 2
| ] 1 | | ] 1 |
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1 1 1 1 | 1 1 1
1 1 1
1 1 1 1 | 1 1 1
1 1 1 1 | 1 1 1
1 1 1 1 | 1 1 1
e e e e il Lttt Rty bt -
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
A 1 1 1 1 _ 1
N o v _
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1
R R s it T o —
T l 1 1 \ 1 1 1 |
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17.4  Exercicios Propostos

1) Em cada caso, esboce o gréfico da funcdo dada e determine o dominio, a imagem e
a equacdo da assintota horizontal.

(a) f(x) = 2% + 2 A
r___'l'____I____T__6-____r___'|____| _____ 1
b =3"—1 AR A
D e wtet B O S S
(€1 @) =2 S S S S S S O
(A) fG) = 4772 NS SN S S S
(e) f(x) = —2* s LA IS S
(f) f () = 27 A e I
i g I N £
U R S U HSR Y SN SRR

2) Em cada caso, determine a composta fog.
(@) f(x) =2x+5e g(x)=3*
(b) f(x) =5% e g(x) =x%+3x
() f(x) =x*—xe g(x)=2"
3) Em cada caso, escreva a func¢do dada como uma composta de duas fungdes.
a) f(x) = gx?-2x+1
b) f(x) = 2%
4) A funcdo exponencial é injetora? E sobrejetora? E bijetora? Justifique.
5) Esboce o grafico das fungdes inversas das seguintes fungbes exponenciais:

e
(@) fQx) = 2" (b) Fe=(3)
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C,AM“
18. Aula6 =
18.1 Logaritmos %\ﬁf—] ) ;-;”
QAF;ioQ@W

Definigdo: Chamamos de logaritmo o nimero x = log, b, o nimero x que satisfaz
a equagdo exponencial,

a*=b
talquea > 0, b > 0 e a # 1 ambos numeros reais.

Notagao:
x = log, b.
Da definicdo acima segue que,
log,b =x < a* = b.
Observagdo: _ )

logioa =loga (Quando a base do logaritmo é 10, se
escreve log a para representar
logypa)

log.a=Ina (Quando a base do logaritmo é e, se

escreve In e para representar log,.a)

Logaritmando

x =log, b.

Base
Exemplo: Resolva a equagdo exponencial 2* = 8.

Solugdo:

lgualando as bases, tem-se:

2" =28 = x =3,

portanto, se diz que 3 € o logaritmo de 8 na base 2.

Ou seja,

log, 8 = 3.

199 |Pagina



=2 M‘q

B
Projeto GAMA 1@1&9

Ao et

Exemplo: Calcule log, 64.

Solugdo:
Usando a definicdo de logaritmo, tem-se:

logya=x < b*=a.

Entdo,
log, 64 =x < 2* =64

Resolvendo a equacdo 2* = 64, tem-se:

2* = 64 = 2% = x=6.

_ n6

Portanto, log, 64 = 6.

Exemplo: Calcule log, 0,25.

Solugdo:
Usando a definicdo de logaritmo, tem-se:
1
logs 0,25 = x> 4% =025 < 4" =7 =S4 =41 o x=-1
Portanto,

log, 0,25 = —1.

Exemplo: Calcule log, 1.

Solugdo:
Usando a definicdo de logaritmo, tem-se:

log,1=x < 2¥=1 = 2x=20 = x=0.
Portanto,

log, 1 =0.

Exemplo: Calcule logs 5.

Solugdo:
Usando a definicdo de logaritmo, tem-se:
logs5=x & 5*=5 5% =51 — x=1,

Portanto,

logs5 = 1.
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18.2 Consequéncias da definicdo de Logaritmo

Exemplo: Calcule log, 1.

Solugdo:
log2 1=0,
pois: 20 =1.
Exemplo: Calcule log, 2.
Solugdo:
log,2 =1,
pois: 21 =12
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Exemplo: Calcule 210824,

Solugdo: 2log2t — 4

Pois se considerarmos log, 4 = x, teremos x = 2,

logo: 21092 = 2% = 22 = 4,
Exemplo: Encontre a solugdo da equagdo log, (2x + 4) = log,(3x + 1).
Solugdo:
log,(2x + 4) = log,(3x + 1)
2x+4=3x+1 < 2x—-3x=1-4 & —x=-3

x=3 Log S ={3}

18.3  Propriedades logaritmicas

Logaritmo do produto: logaritmo do produto é a soma dos logaritmos.

log,(m.n) = log m + log n
Logaritmo do quociente: logaritmo do quociente é a diferenca dos logaritmos.

log, (%) = log,m — log n.

Exemplo: Represente as expressdes abaixo como um unico logaritmo:

(@) log 4 +1log,8 (b) log. 3 —log8
Solugdo:
(a) log,4+1log,8 =loge(4.8) =loge32.
(b) log,3 —log, 8= log, (g)
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18.4  Logaritmo da poténcia

Exemplo: Calcule:
(a) log, 8* (b) log, V4

Solugdo:

(@) log,8* =4.log,8=4.3 =12.

1 1
(b) logzi/Z = log, 43 =3- logz4=§_2=§_

18.5 Mudanga de base

Exemplo: Passe log, 16, para base 10.

Solugdo:
o log 16

lo 16 =
92 log 2

18.6  FungOes Logaritmicas
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Exemplos

1) y =log, x Fungdo logaritmica de base 2.

2) y =logx Funcdo logaritmica de base 10.

3) y= log%x Funcio logaritmica de base i

4) y =logs x Funcdo logaritmica de base 3.

5) y=log,x Funcao logaritmica de base .

Numero Pi, seu valor
aproximado com duas casas
6) y=lInx Funcdo logaritmica de base e. decimais & 3,14.

I_W

Numero de Euler, seu valor aproximado
com trés casas decimais é 2,718.
18.7  Gréfico

Exemplo: Esboce o gréfico da funcdo f(x) = log, x.

Obs: fungdo crescente.

Solugdo. Destacando alguns pontos do grafico, tem-se:
y/\
1 1
RO
3)= 00 (3)
— )| = L0 - | —
1 1
F(5)=tosa 5) = -1

f(@) =log,(1) =0

A

do

"

+

I
r

&

f(2) = log,(2) =1

f(4) = log,(4) =2

f+'°

[t Tttt St et sy it Rt difieiidil it

|
c
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Exemplo: Esboce o gréfico da fungdo f(x) = logi x.

2 Obs: fungdo decrescente.

Solugdo: Destacando alguns pontos do grafico, tem-se:

/(5)= o9 ) -3

i

¢

/(5) = 3)- RIE R
| | P 0 W 1 O O
(3) =toss(3) =1 g g B
1 : Y 4

f() =logi1(1) =0 b= N2 =D
2 1 1 1 1 1

F2) =togy® = -1 PN
i . Y O O B .
F0 = oy =2 T AwF s
=4 b _i___A___12

18.8 Grafico, Dominio e Imagem

O grafico de uma funcgdo logaritmica pode assumir dois formatos distintos:

AN

Primeirocaso: a>1

Funcdo Crescente

D(f) = R} X

Im(f) =R

Segundocaso: 0<a<1

Funcdo Decrescente )
. X
D(f) =R}
Im(f) =R
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log, x, basta:

f(1) =log,1=0=(1,0) €f
b) f(x) =Inx

fla) =logaa=1=(a,1) € f

lembrar que os pontos (1,0) e (a, 1) sempre pertencem ao grafico destas
2

Em ambos os casos (crescente ou decrescente), a reta x = 0 é chamada de
funcgdes, pois:

assintota vertical do grafico da funcgao.
identificar o comportamento do grafico (crescente ou decrescente)

Para esbogar o grafico de uma fungdo f(x)

a)f(x) =logs x

Observacao:
Exemplo: Esboce os graficos das fungdes:

Solugzo:

Projeto GAMA

=
A AT
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Lo LR oo D> _1 [ SR (R DU I o S TR
1 | | 1 1 1 I ! 1 1 1 | | | 1
1 1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
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1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1
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(€)f (x) = loga x

3] r
0< % > 1 = f(x) é decrescente E'“Z' :*
Definindo os E_T i
(1,0)e(a, 1) 1 7
et I R S
Temos R S SR L
@ 0e(t,1) NN T S S
(d)f (x) = logix
T e v (N e e R E i T [
0< 7 < 1= f(x) é decrescente FT
Definindo os pontos: I 5
(1’ O)E(a, 1) _r a T r 1 ': :7---|8 4
Temos, = *'h'*h

1
1
- —-L_ -

(1, O)eG, 1)

Observagao:
Ainversa da fungdo exponencial € uma funcdo bijetoral

Logo, a funcdo inversa da funcdo exponencial de base a é a funcdo logaritmica de

mesma base.
Ou seja, f(x) =a* f:R— R}
fH(x) = loga x fFLRL - R
Exemplo: Em cada caso, determine a fungao inversa da fungdo dada.
a)f(x) = logs x b) f(x) = 4*
Solugdo:

a)f (x) = logs x
A funcdo inversa de f(x) é a funcdo exponencial de base 5.

Logo,
fre =5
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b)f (x) = 4*
A fungdo inversa de f(x) é a funcdo logaritmica de base 4.
Logo,
f1(x) = logs x
Observacao:

Lembre que existe simetria, em relagdo a reta y = x, entre os graficos de uma
funcdo f e de suainversa f 1.

Exemplo: Determine a fungdo inversa da fungdo exponencial 2* e esboce os
graficos de ambas.

Solugdo:
A funcdo inversa de _____________3]5_"_‘__________ e
f(x) é afuncdo logaritmica de E
base 2. T '4’ """ i
Logo, Ir “TI_“
f1(x) =log, x. i

Definindo os pontos de f(x) =
2% (0,11, 2)

w1 ---
-xq---
vl
o 4

Definindo os pontos de
f(x) =log; x:
(0, 1) (1, 2)

18.9 Exercicios Propostos

1) Calcule:

(a) log, 64 (b) log% 16
2) Calcule o valor de y em cada equagdo:

(a) logay =3 (b) log, 36 =2
3) Calcule o valor de y em cada equagao:

(@) logy 5 +1og, 9 (c) 8log1 +10g0,777 —log0,11

(b) 3logs 4 —logs 16 (d) ;logs 8 —logs 10 + 4log; 2
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4) Considerando log2 = 0,3, log3 = 0,5e log 5 = 0,7 determine:

(a) log 15 (c) log45 (e) (log1,5)2
(b) log 30 (d) log1,2 (f) log/0,3
5) Calcule:

(a) logyx +log,(x +3) =1

(b) log(x —3) + logx=1

(c) logg(x — 1)* —loge(x —1) = 0
(d) log, 2x +10g,(9 — x) = 2

6) Em cada caso, esboce o grafico da funcdo dada e determine o dominio, a imagem
e a equacdo da assintota vertical.

(a) f(x) =1 +1log, x ¥
|__'4'-____l____l____T____I____l_____l____l____l
(b) f(x) = 2logy x | A
R s e e B
() f(x) = loga(x —2) 7Y S NS U U N S SO S
. I O O O N N N
(€176 = ~n B T T D T T R
R O A e
JEES N A
R A

7) Determine o dominio das seguintes funcées:

(@) f(x) =1+ 3log,(x —5)
(b) f(x) = log(x* — 1)

(c) f(x) =logs(x? —x — 12) + In(x + 2)
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8) Em cada caso, determine a composta fog.
(@) f(x) =logy(x) e g(x) =12 —3x
(b) f(x) = logs(x) e g(x) =5*

(c) f(x) =5% e g(x) =logs(x)
(d)f(x) =Inx e g(x) =e**>

9) Em cada caso, escreva a funcdo dada como uma composta de duas fungdes.

a) f(x) = log(x3 + 2x)

b) f(x) = VInx

18.10 Respostas

Exercicio 1: Exercicio 4: Exercicio 5:
a)x=3 a) 0,8 a) S={-4 1}
b)x = —2 b) 1,5 b) S={-2,5)}
Exercicio 2: c) 1,7 c) S=1{2}
a) y=064 d) 0,1 6 S={1,8
b) ¥y =06 e) 0,04
f) —0,25
Exercicio 3:
777
a) log,45 c) log (m)
16
b) logg4 d) logs <?)
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Exercicio 6:

1+ log, x

y:

*
+

D(f) =

=R

~
S
—
S
~

Assintota: x = 0

1 1 1 1
RN e e —
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
e
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
e T T

*
+

=R

D(f)

=R
=0

~
S~
—
g
~

Assintota: x
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+)

D(f) = (2,

log; x

S —

RN | I

[

=R

Im(f)

Assintota: x = 2

)

L

-~
8
IT
=
L
[l
.
S
—
Q

.

N

_ =

RaJ o0

[32]

en °2

2 Il

y

y

=R

Im(f)

-1

Assintota: x

R el e T
1
1
1
1
|
1

I ——

-1/
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=R

D(f) = (0, +o)
Im(f)

y=Inx

———4-——F-—4-=-=

Assintota: x = 0

D(f) = (=,0)

=R

Im(f)

Assintota: x = 0
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Exercicio 7: Exercicio 9:
a) D(f) = (5, + ) a) f=fof; fi(x) = x° + 2x
b) D(f) = (—0,—1) U (1, + ) f2(x) = log(x)

c) D(f) = (4, + =)
Exercicio 8: b) f = f0f; £,(x) =Inx
a) (fog)(x) = log,(12 — 3x) £,00) =Vx
b) (fog)(x) = x
¢) (fog)(x) = x
d) (fog)(x) = x* +x
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19. Aulal
19.1 Ideia Intuitiva de limite

Como motivacdo para o estudo de limites, considere a funcdo:

Para responder esta pergunta, vamos considerar alguns valores de x proximos de 2 e
verificar se y se aproxima de algum numero.

x y = x? x y = x?
1,9 3,61 2,1 4,41
1,99 3,9601 2,01 4,0401
1,999 3,996001 2,001 4,004001
1,9999 3,99960001 2,0001 4,00040001
1,99999 3,99996 2,00001 4,00004
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Observe, no grafico da funcdo
quadraticay = x? que, ao aproximarmos x de
2 veremos que os valores de y se aproximam
de 4.

Note que podemos tornar y tdo
proximo de 4 quanto queiramos, desde que x
esteja suficientemente préximo de 2.

Dizemos que

O limite da fungdo y = x? quando x
tende a 2 é igual a 4.

Denota-se,
lirrzlxz =4 ou x? = 4 quando x - 2
X—
19.2 Definigao de Limite

Definigdo: Diz-se que o limite f(x) é igual a L, quando x tende a a, e escreve-se:

}Cijgf(x) =L

quando pudermos tornar os valores de f(x) tdo préximos de L quanto queiramos,
desde que tomemos valores de x suficientemente proximos (mas diferentes) de a.

De forma equivalente, podemos escrever:

O limite de f(x) quando x tende a a é igual a L.
Ou:

O limite bilateral de f(x) quando x tende a a é igual a L.

Ou ainda:

f(x) = L quando x - a.
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19.3 Limites Laterais

Quando escreve-se “x = a” se quer dizer que x se aproxima de a.

Vamos estudar duas formas particulares de aproximar x de a:

Primeira forma: x se aproxima de a
por valores menores que a.

Notagdo x > a~

Se lé: x tende a a pela esquerda.

Y

T
X

— a x

Dizer que x tende a a pela esquerda significa que pode-se tomar valores
de x tdo proximos de a quanto queiramos, mas menores que a.

Exemplo:
Se x tende a 2 pela esquerda.
x =27

“Cada vez se considera valores de
X mais préoximos de 2, mas que

sejam menores que 2”.

Segunda forma: x se aproxima de a

por valores maiores que a.

Notagao: x—-at

Se lé: x tende a a pela direita.

1,99
1,9 ’
1,5 \ 1,999
I\I T
1 2 X
Y
T T X
A G X

Dizer que x tende a a pela direita significa que pode-se tomar valores de x
tdo préximos de a quanto queiramos, mas maiores que a.

Exemplo:

Se x tende a 2 pela direita.

x -2t

“Cada vez se considera valores de x
mais proximos de 2, mas que sejam
maiores que 2”.

2,001

2,01

2

2,1
/ 2,5
I/'I
3

RN\
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Notagdo:

lim f(x) =1L

f(x) = L quandox — a~

f(x) se aproxima de L quando x se

aproxima de a por valores menores que I |
a.

Notagdo: A
lim f(x) =L
x—at

f(x) - L quando x - a*

f(x) se aproxima de L quando

x_»

Q ---------»

N
X~

X se aproxima de a por valores
maiores que a.

=Y

218 | Pagina



oMy

=
A= Capitulo 4: Limites

19.4 Limite Bilateral

Teorema: O limite (bilateral) de f(x) quando x tende a a é igual a L se e somente se
os limites laterais existem e sdo iguais a L.

lim f(x) =L

lim £(x) = L < {

i £ =1

Exemplo: Use o grafico da fungdo f para determinar cada expressao, se ela existir.

(a) lim f(x) _q () lim fCGO 1

(b) lim_f(x) 2 () lim f(x) 1 r-m

x—->-=1"

() im fG) g (ImfG) 4

(d) £(~1) o (N F0) 1

w

(e) lim £(x) (m) lim f(x) 4 L N

NN

(f) lim f(x) (n) lim, f() 4 4

(8) lim £ (x) 2 (Olmfx) 4

(h) £(1) -1 (P fB3) 2
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Exemplo: Em cada caso, use o grafico da funcdo identidade para determinar o valor do
limite dado.

. . — x
(a) xl_}I_I}er -1 (e) Jlcl_r)r71Tx T }; y
F"'T""F"'T"4_ """""""""
(b)xl_}f_nl_x -1 (f)}:_r%f(x) 2 A N HPY I O
(c) lim x -1 (g) limx —p¢ e B e
x—=-1 x-—e | | | |
(AP O Sy I S O
(d) lim x o (Mlimx Y3 : |
x=0 PR ) : | | | | |
z f f f f f !
A +
Considerando o grafico da fungao '““’: ““f““: ““““ ‘E
identidade, tem-se i i i i
19.5 Propriedades dos Limites
Seja ¢ uma constante, e suponha que existam os limites:
limf(x) e lim g(x)
x—-a x—-a
Vamos estudar as propriedades dos limites:
Propriedade da soma/diferenca “O limite da soma/diferenca é a

Lim[f (x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) soma/diferencga dos limites
x—a x-a x-a

Exemplos:

lim[x2 +V2x + 3] = limx? + lim V2x + 3
x—0 x—-0 x—0

lim[e* + x] = lim e* + lim x
x—--1 x—--1 x--1

lim[x? — x*] = limx? — lim x*
x—3 x—3 x—3

lin(} [i/xz +1—cos Zx] = lirré VxZ+1— ling cos2x
xX— xX— X—
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“O limite da funcdo
multiplicada por uma
constante é igual a constante
multiplicada pelo limite”

Propriedade da multiplicagdao por constante
limc: f(x) =c-limf(x)
xX—a x—a
Exemplo:

lim[2 - log, x] = 2 - limlog, x
x—5 x—-5

Propriedade do Produto
P “O limite do produto é

chi_rz[f(x) 9] = chi_r%f(x) i ,lcl_r,fll g(x) o produto dos limites”
Exemplo:

lim[e?* - cos x?] = lim e?* - lim cos x?
x—0 x—0 x—0

“O limite do quociente é o quociente
) dos limites”

Propriedade do Quociente (lim glx) #0
x—a
£(x) lim f(x)
lim = £
xa|g(x)]  limg(x)
x—a

Exemplo:
X3+ ix lim(x® + Vx)
lim =2l
x~1 er lim e*
x—1
Propriedade da Poténcia “O limite da poténcia é a poténcia do limite”

timlf I = [tim f@]" (n e m)

Exemplo:

10
tim [2x+ 11 = | tim (22 + 1)]
x—>—

x—-—1
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Propriedade da Raiz “O limite da raiz é a raiz
do limite”
lim'\/f(x) = "/limf(x)
xX—a xX—a
Exemplo:
lim3x? + 2x — 1 = s\/lim(xz +2x—1)
x—3 x—3
Propriedade do Médulo “O limite do modulo € o
Lim|f (x)| = |limf(x)| médulo dos limites”
xX—a xX—a
Exemplo:
lim |tanx | = | lim_tanx
x—>—Z x—>—z
Todas as propriedades de limites vistas nesta aula continuam validas se
consideramos os limites laterais
lim f(x) e lim f(x) ou lim g(x) e lim g(x)
x-a~ x—-at x—-a~ x—-at
em vez do limite bilateral.
Exemplo: Dado que
limf(x)=4 limg(x)=-2 limh(x)=0
x—2 x—-2 x—2
encontre, se existir, o limite. Caso ndo exista, explique por qué?
(a) lim[f (x) + 59 (x)] (c) lim / (x) (e) lim ==
. 3f(x) . g@h)
(b) lim[g (x)]? (d) lim ~7= ) i =
Solugdo: Como sabemos os cada um dos limites individualmente, precisamos
simplesmente utilizar as propriedades para calcular os limites:
. . 3f(x) 3-4
= -2)=— lim——=—=-—
(a)}cl_rg[f(x) +5g(x)] =4+ 5(-2) 6 (d) lim e — 6
(b) lim [g(x)]? = (—2)3 = —8 (e) lim™2® = 2 _ g
x—2 x-29() -2
(c)}cirr%\/f(x =V4=2 (f)]imM:_ﬂzo
- x-2 f(x) 4
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19.6  Exercicios Propostos

1) Use o grafico dado da f para determinar cada expressao, se ela existir. Se ndo existir,
explique por qué?

(a) lim f(x) (i) lim f(x)

x>0~

(b) lim, f(x) (i) lim_f(x)

(c) lim f (x) (k) lim £ (x)

(d) £(0) (1) f(5)

(e) lim f(x) (m) lim f(x)

(f) lim, f(x) (n) lim, f(x)

(g) lim f (x) (o) lim £ (x)

x x ‘:_4,_ _______________________________

(h) £(2) (p) £(7)

2) Use o grafico da funcdo f para determinar cada expressao, se ela existir. Se ndo
existir, explique por qué?

@) im fG) () lim £ i’\ ’
(b) lim, f(x) () lim,_f(Cx) NN
(c) lim £ (x) (k) Lim £ Cx)

(d) £(0) () £(2)

(e) lim f£(x) (m) lim_ f(x) fi_l

() lim f(x) (n) lim, £ (x) I

(g) lim £ (x) (0) lim f (x)

(h) f(D) (p) £(4)
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3) Esboce o grafico de uma fungdo f qualquer que satisfaca todas as condigdes
dadas:

(a) lim f(x) =2 lim f(x) = -2 f() =2
(b) lim f(x) =2 Lim f(x) =4 f(3)=3
lm f)=2  f(-2)=1
(c) tm flx)=1 xlj%f(x) =0 lim f(x) =-2
Lim f() =2 Lim f(x) =3 f()=2
(d) lim f(x)=3 Jm fx) =3 Lim f) =1
lm f(x) =3 f)=-1 f(=2)=0
19.7 Respostas
Exercicio 1: Exercicio 2:
a) 2 i) —2 a) 2 ) 3
0 2 ) 2 c) 2 ) 3
d 2 m) 2 d) 2 m) 3
e) 2 n) 2 e) 3 n)—2
g 2 p) 2 g 3 p) =3
h) —1 h) 2
i) 2 i) 3
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20.1 Limites Infinitos

Como motivacao para o estudo de limites infinitos, considere a funcdo

_ 1
f(x)—m

Pergunta: Quando x tende a 2, o que acontece com f(x)?

Para responder esta pergunta, vamos considerar alguns valores de x proximos de 2.

x f(x) x f(x)
1,9 100 2,1 100
1,99 10000 2,01 10000

1,999 1000000 2,001 1000000

1,9999 100000000 2,0001 100000000

Resposta: Ao aproximarmos x de 2, os valores de f(x) se tornam cada vez maiores,
ou seja, tendem a infinito.

Matematicamente, se representa o comportamento da funcdo

1
lim ———= =+ Se lé: o limite de f quando x tende a 2 pela esquerda

x—>2_(x—2)2 . s e
é igual a mais infinito.

1

lim ——— = +o0 Se lé: o limite de f quando x tende a 2 pela direita é
x-2+ (x — 2)2

igual a mais infinito.
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De forma semelhante, se pode concluir que

] -1
xlfgl_ m =—® Se |é: o limite de f quando x tende a 2 pela esquerda
¢ igual a menos infinito.
-1

= — Se |é: o limite de f quando x tende a 2 pela direita é

lim ———
o+ — 2)2 . C e
x-2* (x — 2) igual a menos infinito.

Os graficos das funcdes do exemplo anterior sdo dados por:

B > s i

i b R S

Note que, em ambos os casos, as fungdes tendem a infinito quando x se aproxima de
2.
No geral, tem-se:

Expressdo Significado Se lé
xllgl- f(x) = +eo f (x) cresce (ou decresce) ? ||r;1|te de fl(x) quanjoplc
ou infinitamente quando (?n €ad p'e a esquerda
i = x tende a a pela esquerda Ul & (el (O Eies)
,}LT—f(x) -2 ' infinito.

O limite de f(x) quando x
tende a a pela direita é
igual a mais (ou menos)

infinito.

xllrcrll"'f (x) = +eo f (x) cresce (ou decresce)

ou infinitamente quando
lim f(x) = — x tende a a pela direita.
x—-at
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lim f(x) = +oo
x—at

f (x) cresce (ou decresce) O limite de f(x) quando x
ou infinitamente quando x tende a tende a a pela direita é igual
xll}gr f(x) = —o0 a pela direita. a mais (ou menos) infinito.
lim f(x) = +o0
x=a f (x) cresce (ou decresce) O limite de f(x) quando x
oY infinitamente quando tende a a é igual a mais
lim f(x) = —oo x tende a a. (ou menos) infinito.

20.2 Assintotas verticais

Exemplo: Com base no grafico abaixo, determine:

(a) lim f(x) = +co

(b) lim, f(x) = —o0

————

(c) lim f(x)= 32

(d) ;}l%l- f(x) = +oo

@ i, F) =+

(f) lim £ (x) = +oo

(@) lim f(x) = +oo

(h) lim fG)= -0 T I---
(i) lim f(x)= &

x—3
(j) As assintotas verticais:x = =3, x = 0ex = 3

Exemplo: Considere o grafico da funcdo

_ 1
Y Cx
Determine:
(@ lim (3) = -
x—0 X

9 m)-

(d) Esta funcdo possui assintotas verticais?

I

Sim, uma assintota vertical em x = 0.

227 |Pagina



=2 b"‘f‘q

Projeto GAMA i‘ﬁ)j
Exemplo: Considere o grafico da fungdo tangente
YA
1
'_____2.
|
I
Y S T N
T X
______ 1./
Determine:
(a) lim tanx = +co (b) lim _tanx = —oo (c)lim tanx = #
x— 3T 7T
2 xX—>— x—>—

2 2

(d) O grafico desta funcdo possui assintotas verticais?
Sim, o grafico da fungdo tangente possui infinitas assintotas verticais da forma

x=§+k7‘t,ondekEZ.

20.3 Limites infinitos e funcdo quocientes

Observacdo: Lembre que, quando dividimos um numero positivo por ndmeros
positivos proximos de zero, o resultado da divisdo serd um nimero muito grande.

Exemplo: Dividindo o nimero 5 por

(a)1 (b)0,1 (c) 0,01 (d) 0,001
temos
5 5 _ e 5 500 5
(a) 1= 5 (b) 01 (c) 001 (d) 0001 5000

228 | Pagina



oMy

3@“{1} Capitulo 4: Limites
Note que, quanto mais proximo de zero cC>0
estd o denominador, maior sera o resultado da lim ,2':
divisgo!! wag() T
0+

Um raciocinio analogo pode ser usado
guando consideramos o limite de uma funcdo
quociente, quando o numerador tende a uma
constante positiva e o denominador tende a zero
por valores positivos!!

O resultado do limite sera
igual a mais infinito!

Observagdo: Lembre que, quando dividimos um ndmero positivo por nimeros negativos
proximos de zero, o resultado da divisdo serd um ndmero muito grande, mas negativo.

Exemplo: Dividindo o nimero 5 por

(a) —1 (b) —0,1 (c) —0,01 (d) —0,001
temos
5 5 5 5
(a) 1 = -5 (b) -0,1 —50 (c) —-0,01 = =500 (d) —0,001  —5000
o C>0
Note que, quanto mais proximo de zero _ 2"
. . , lim = _o
esta o denominador, menor sera o resultado x%ag.({L‘ -
da divisio!! 0

O resultado do limite serd menos infinito!

Um raciocinio andlogo pode ser usado quando consideramos o limite de uma
funcdo quociente, quando o numerador tende a uma constante positiva e o
denominador tende a zero por valores negativos!!
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Exemplo: Os limites
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Exemplo: Calcule os limites:

cosx — 2
(a) lim 2t (c) 1im+—
-1t x—1 x=0 x
2
x% + 2 —4
b) 1i d lim
()xllgl_x—z (d) --1"1+x

Solugdo: Note que em todos os casos o numerador tende a uma constante e o denominador
tende a zero. Portanto, todos os limites sdo infinitos.

Para determinar se a resposta é 400 ou —oo, precisamos analisar o sinal do
numerador e do denominador.

x—2"

-1<0
o { ) i, { =
.
6>0 —4<0
e @ tim ==
\

=€9 x->-1"1 K -

Observagdo: As mesmas regras valem se trocarmos

+n n —n

"x > a" por "x—>a™ ou "x—>a
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Exemplo: Calcule os limites:

i tan x . Inx 3 quf 2
(a) 111‘71[’1_ ” (b) llm+ 2 ort1 (C) llm+ - (d) 11 X
x=7 x—0F X —ox+ xon x—>0" COSx—2

Solugdo: Note que em todos os casos o numerador tende a infinito e o denominador tende a
uma constante. Portanto, todos os limites sdo infinitos.

Para determinar se a resposta é 4o ou —oo, precisamos analisar o sinal do
numerador e do denominador.

+o0 +oo
(a) lim. " s (c) lim, C3°t = —
N X
e =0 — 3—-m<0
—00
(b)xlf(l)l+ x% =% (d) llrgl_ rnf =400
X— ~
1=0 -1<0

20.4  Exercicios Propostos

1) Com base no grafico abaixo, determine:

R . 1 N B N
@) lim_f(x) () lim f(x) () lim, f(x)
(b) lim_ f(x) (d) lim_f(x) (f) lim, f(x)
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(g) lim £(x)

(h) lim_f(x)

x—2

(m) As assintotas verticais.

2) Determine os limites abaixo:

I x+5
@ X —2

x—3

o Jirp

y x% + 2
(C)XLT"' x—1

I x+5
@ 20 x + 3

3X
() xllgl+ 2—x

] 5
(f) lim

(i) lim £ (x)

() lim f(x)

(k) lim, f(x)
() lim £ (x)
] x—5
I
s x? —5x+ 2
(h) xl>nzl+ x% —4x + 4
. 2—3x
0 1% — 7%
. 5 2x
() lim

x->3-2x — 6

(k) lim —
x—0+ sinx
) 10
() lim

x—n~ tan x

__|log, x|
x>0+ x2 +3x — 2

(u)

2—Inx

x—0+t
2x + cscx
x2 —9

(Z) lim Vsecx

n+2 — 2x
2

(x) lim_
X—>TT

xX—
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20.5 Respostas

Exercicio 1:

a) —oo

b) —oo

d) +oo

e) —»

i 3

) A

m) x=—4,
x =2,
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Exercicio 2:

a) —00 o) A
b) +oo

p) +oo
c) +oo

q) +oo
d) +oo

r) —o
e) —oo

s) oo
f) —oo

t) —oo
g) +oo 4) —oo
h) —o

v) +oo
i) +oo

X) 4oo
j) oo

z) —
k) —oo
) —oo
m) +oo
n) —oo
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21.1 Limites no Infinito %:%lja

Como motivagdo para o estudo de limites no infinito, considere a funcdo

1
f(x)=;

Pergunta: Quando x tende a —oo0 ou +00, 0 que acontece com f(x)?

Para responder esta pergunta, vamos considerar alguns valores de x e os valores
correspondentes de f(x).

x fx x f
-10 -0,1 10 0,1
—100 -0,01 100 0,01
—1.000 —0,001 1.000 0,001
—10.000 —0,0001 10.000 0,0001
—100.000 —0,00001 100.000 0,00001

Resposta: Ao fazermos x — —oo ou x — +00, aparentemente os valores de f(x) se tornam
cada vez mais proximos de 0.

O grafico da funcdo  f(x) = 1
X

estd representado ao lado.

Note que:
Sex — —oentdo f(x) — 0.

Sex — 4o entdo f(x) — 0.

Em geral, se escreve:

lim 1 =0 Selé:olimitede f quando x

Xo-oX tende a menos infinito é igual a 0.

Esta funcdo é chamada de
fungao reciproca.

lim 1 =0 Selé:olimitede f quandox
Xotoox tende a mais infinito é igual a 0.
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No geral, limites do tipo
lim f(x) Os valores de x diminuem sem cota, isto &,
AT x tende a menos infinito.
e
xl_l;inoof(x) Os valores de x aumentam sem cota, isto &,
x tende a mais infinito.
sao chamados de limites no infinito.
21.2  Propriedades dos limites no infinito
Supondo que existam os limites
lim f(x) e lim g(x)
X—+00 X—+00
as propriedades dadas na Aula 01 continuam validas para limites no infinito.
Propriedade da soma/diferenga Propriedade da Poténcia

Lim [f() 9G] = lim fG+ lim gCo  lim [fGII" = [ lim £

Propriedade da multiplicagdao por constante Propriedade da Raiz
. _ . . . n = n .
Al ¢ S =e i S B FE=" B /e
Propriedade do Produto Propriedade do Médulo

lim [f() - g@)] = lim fG)- lim g()  JmIfCol=|lim f@

Propriedade do Quociente Obs.:  Estas  propriedades
. continuam validas ao trocar
£(x) lim f(x)

lim = X240 +00 por —oo,
ot |gCOf - lim g(x) (

limg(x) # 0)
X—a
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21.3  Assintotas horizontais

Se os limites no infinito existem, e digamos,
lim f(x) =a i =
Jim £(x) Jim f(x)=b

entdo asretas y = a e y = b sdo chamadas de assintotas horizontais do grafico de f.

Graficamente, as assintotas horizontais sao geralmente representadas por
retas horizontais tracejadas, como nas figuras abaixo.

Y .
Assintota horizontal em y = b. xErPoof(x) =b
___________ e
___________ ] o o o o o o —
xl_i)rﬁoof(x) = Assintota horizontalem y = a.
Exemplo: Considere o grafico abaixo:
N
y
I_____I____I____T____I_____I__S- """""""""""""""" 1
(S S SN R S )
y == 2 — —:——-i———:—— ———E—— —2- ——:— —
- i === y=1
SEE e
Como

lim f(x) =2 e xl_i){floof(x) =1
X—>—00

entdo este grafico possui duas assintotas horizontais, dadaspory = 1ley = 2.
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Exemplo: Considere o grafico abaixo:

Projeto GAMA

C-_-

y

64 -
-5

4

- 4} -

T

1

1

1

1
———— = —

1

1

1

1

1
i

1

1

1

1

I

1

1

1

1
B e

1

1

1

1

1
e

1

1

1

1

quando for possivel calcular este
limite para x — —oo.

lim f(x) =2

X—+o00

e
(x5

_ 1
lim —=0
x—>—o00 X7
X——00

(c) lim

e
5

(b) lim, =

2

lim f(x) =2
0

X——00

li !
x—lll-noo xT
£

1

Limites no infinito e fun¢des quocientes
(a) lim —

Como

lim

X—>—co X
X—>—00 X
X—>—00

X—>—00

entdo este grafico possui uma unica assintota horizontal, dada por y = 2.
(@) lim - =0

Teorema: Se r for um ndmero racional positivo, entdo:

Exemplo: Calcule os limites:

Solugao:

21.4
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Exemplo: Calcule o limite:
o 2x3+3x2—x+1
lim
X—+00 x3 + 2x

Solucdo:
g 2x3 +3x2—x+1

b 3
P v x3 + 2x xX—+00 x3 + 2x

Portanto,

o 2x3+3x2—x+1
lim =
xX—+400 x3 + 2x

Exemplo: Calcule o limite:
. 5x%2+2x-3
x—l>7—noo 2x3 + 3

Solugdo:
5x% 4+ 2x — 3

. 5x?2+2x-3 :
dm g T e 2xi %3

x? X 1

5G4 H-3.5 5~%+2~%2—3~%3 0
= lim X e X 1 A 1 = —-=0
TR 2543 5 x> 2+3\§ 2

Portanto,
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Exemplo: Calcule o limite:

VX% 42
lim ———
x>+ x+1
Solugdo:
Vx? + 2 x2 + 2
. x2 + 2 . T ] X2
lim ———= lim ————— = lim
x—>+00 X+ 1 X—+co x+1 x—+00 1+l
X X
0
2 2
ot 1 +Z Vi
ARG e +&¥
X
0
Portanto,
o Vx2 42
lim ——=1
x>+ x4+ 1
Exemplo: Calcule o limite:
. 2x—1
lim ————
o x? § 5x = 2
Solugdo: o 1
2x —1 , || lim — =X
— lim —— = —I;T—noo
A e eV texi—2 T CVxP4hx—2

= lim — — _ "
X—>—00 _ 2 P
A J 1+5 %\— 2 312 1
x X
0 0
Portanto,
2x —1
lim =2
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21.5 Limites infinitos no infinito

Como motivagdo para o estudo de limites infinitos no infinito, considere a funcdo

f(x) = x?

Pergunta: Quando x tende a —oo ou +o0 , 0 que acontece com f(x)?

Para responder esta pergunta, vamos considerar alguns valores de x e os
valores correspondentes de f(x).

x f(x) x f(x)
~10 100 10 100
~100 10.000 100 10.000
—-1.000 | 1.000.000 1.000 1.000.000
—10.000 |100.000.000 10.000 |100.000.000

Resposta: Ao fazermos x — —o0 ou x — +00, aparentemente os valores de f(x) se
tornam cada vez maiores.

Escreve-se

lim x? = 4 e lim x? = 4o
X—>—00 xX—+

Matematicamente, se representa o comportamento deste tipo de fungdo
como:

lim f(x) = — Lé-se: o limite de f quando x tende a menos infinito &
xome igual a menos infinito.

lim f(x) = +oo Lé-se: o limite de.f quando.x.tehd.e a menos infinito é
H==Ce igual a mais infinito.

lim f(x) =—o0 Lé-se: o limite de f quando x tende a mais infinito é
Aot igual a menos infinito.

Lé-se: o limite de f quando x tende a mais infinito é

lim f(x) = 4o
x—+00 igual @ mais infinito.

Estes limites sdo chamados de limites infinitos no infinito.
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21.6 Fungdes quocientes

Observacdo: As mesmas regras valem se trocarmos

llx _) +mll por llx _) _w".

Exemplo: Calcule os limites:

2
x“+1 -5
@ 1 (b) 1
3ot 2 +1 xl—l>Too e2x

Solugdo: Precisamos analisar o sinal do numerador e do denominador para determinar a
resposta do limite.

; +oo ~ —-5<0
x .
a) 1 _ (b) lim =/ =-w
el xl—l>r—noo Z&H\’ -t el 0"
1>0

21.7 Fungdes polinomiais e fungdes racionais
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Exemplo: Calcule os limites:

25x3 — 12x% + 80x

(@ lim x® —100x* +2x? — 10.000 (b) im —— 377
Solucdo:
(@) lim x° —100x* + 2x2 — 10.000 lim x° = —o
X——00 X—>—00
25x° —12x*+80x _ 0 25X 25 25
(b) i —35 37 x+e 3x3 T xSiw 3 3
21.8 Exercicios Propostos
1) Calcule os seguintes limites:
1 : 4
. lim x
@) AT g e

_ 5
(b) 0, (3 pran 1)

2v/x + x2
(C) x—1>I-Poo 2x%2 —1

(d) lim v5 —x
X——00
) 5x2 —2
(e) x—lIi-noo x+3
" 5x2 —2
() T x +3

(h) lim (x®+ 2x)

xX—+00

(i) lim (x7 4 2x* — 3x3)

X—>—00

() lim (x® 4+ 7x* — 2x°)

X—>—00

. x2—-5x+6
(k) x>0  x+3
X% —4x +2

lim ——— " <
() x>0 2x% — 7x + 1

x*+x3-3
10 — 3x

(m) <2
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2) Em cada caso, verifique se a fun¢do dada possui assintotas horizontais e\ou

verticais.

No caso afirmativo, determine as equacdes destas assintotas.

2x?
(a) =
f&) x?+1
(b) £( )_x2+5x—2
f = x2 -9
)
(c) f(x) = x_—l—2
x—5
x3 +x
(d) =
f() x2—5x+6
(e £ )_3x3+x—1
fx) = x2+2x+2
21.9 Respostas
Exercicio 1: Exercicio 2:
a)o f) =5 k) —oo a) Assintotas verticais: Nao possui.
Assintotas y=2
b) 3 g) +oo 1) horizontais:
1/2 x =43
b) Assintotas verticais: y=1
c)1/2  h) 4+ m) +co Assintotas horizontais:
x=5
d) +o i) —oo c) Assintotas verticais: y=+1

~ e N L Aa

Assintotas horizontajs= ; ¢ ,=3

d) Assintotas verticais:
Assintotas horizontais: Nao possui.

e) Assintotas verticais: Ndao possui.
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Definigdo: Uma fungdo f é continua em um numero x = a se forem satisfeitas as

seguintes condicdes:

1) f (a) existe; 2) Existe o limite chl'_Tﬁf(x),‘ 3 chlz’;f(x) = f(@).

Do contrario, se diz que a fungdo f é descontinua em x = a.

Observagdo: As condi¢cdes acima dizem que:

1) f (a) existe.

Quer dizer que o numero a pertence ao dominio
da funcdo f, ou seja, é possivel calcular f(a).

2) Existe o limite iij)zlf(x)-

Quer dizer que os limites laterais
existem e sdo iguais entre si.

im0 = fim £

3) Lim () = f(@).

Quer dizer que valores encontrados
em 1) e 2) sdo iguais entre si.

Exemplo: Determine se a fungdo representada pelo grafico a seguir é continua em cada

numero dado. Justifique.

(@) x = -2 (d)x=1
(b)x = -1 (e)x =2
(c)x=0 (flx =3
Soluggo:
(a) Como

f(-=2)=5 e Umf(x)=5

entdo f é continuaem x = —2.
(b) Como
f(-1) 2 e lmf(x)=3

entdo f é descontinua em x = —1.

y\
Y ___T__S-____T _____________
XA\

B S NS 350 .
YR T S
. o e
| N
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Exemplo: Determine se a fungdo representada pelo grafico a seguir é continua em cada

numero dado. Justifique.

I
24

< 1 _—
Y N
] 1 __ __
! 1 1
o
< I
Il
~
- < )
I I Il S~ | X
= = = mn% hﬁ
5 T < == =
t L ¥ =
) )
v @
=)
,n
o = —
c |
~N — I S I
| | o oG o \0} v m ~
p— —
I - - T T
b ] R s © ww ~
— = = 3 < IS
L L L n = o

entdo f é descontinuaem x = 1.

Exemplo: Determine se a fungdo representada pelo gréafico a seguir é continua em cada

numero dado. Justifique.

d=——

4

1
]
/V/.5 1 ﬂJ_._ — |
1
~N
b~ Il
~ ] ~
S 9 &
~ Ny = | =
I I I gy X g
xRy st € Sk
T T = o
35
) £ v
=
c
3
N o I o I
| | o .. o . L O ~
o 8 5 g v E g
W™ 0o S~ o S ﬂ
. ®x x 3 2 g 2
© o) %) (e} ) e =
T L L n — ©

entdo f é continuaem x = 3.
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Exemplo: Considere a funcdo

x+1, sex<1

f(x):{x2—3x+4,
sex>1

(a) Verifique se f é continuaem x = 1.
(b) Esboce o gréfico desta funcéao.

Solugdo: E necessario verificar cada uma das condi¢des abaixo!

f@)existe.  gmi f1)=1+1=2
liqzﬁf(x) = xliqi_(x+ 1) =2

) Existe o limite x—>1f( ). Sim lim,_f(x) = lim (x* —3x +4) = 2
x—-1 x=1

3) lin}f(x)=f(1). Sim!

Conclui-se entdo que f é continuaem x = 1.

Exemplo: Considere a fungdo

x+1, sex<1
x> —=3x+4 sex>1

re ={

(a) Verifique se f é continuaem x = 1.

(b) Esboce o grafico desta funcao.

Solugdo: A fungdo dada foi definida por
duas sentencas, portanto:

r----

y=x+1 em(—oo, 1] -

Funcdo do primeiro grau!

O gréfico é uma retal

y=x%2-3x+4 em (1, + »)

Funcdo do segundo grau! —4,
O gréfico € uma parabolal |
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22.2 Classificacdo de descontinuidades

Exemplo: Em cada caso, classifique a descontinuidade da fungdo em x = 2.

A
(b) y
R RER TR LR Rty
| -1 12 3
=1 . | S R R ¢
existe existe porém existe ndo existe
limf(x f(2) limf(x) =+ f(2). lim g(x) g(2)
xX—2 X2 x—2
Descontinuidade removivel em x = 2. Descontinuidade removivel em x = 2.

Exemplo: Em cada caso, classifique a descontinuidade da funcdo em x = 2.
(a) A b A
y (b) y

2= lim f(x) # im f(x) =1 0= lim f(x) # lim f(x) = 2.
Descontinuidade em salto Descontinuidade em salto
emx = 2. emx = 2.
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22.3  Fungdes continuas

Exemplo: Considere a funcdo
2x2+ 5 sex<-—1
flo) = 4x1—1, se—-1<x<1
' osex=>1
(a) f é continuaem x = 17
(b) f é continuaem x = —17
(c) Esboce o grafico de f.

Solugdo: (a) Como

1) f(1) existe? Sim!  f(1) = 1.
lim f(x) = lim4x?2—-1=3
x=1 x—1"

2) Existe o limite il_r)rllf(x). N3o! lim fO) = lim1=1
x—1t x-1t

Conclui-se, portanto, que f é descontinua em x = 1.

Exemplo: Considere a fungao
2Xx+5, sex<-—1

f)=14x* -1, se—-1<x<1

1, sex=>1
(a) f é continuaemx =17
(b) f é continuaemx = —17?
(c) Esboce o grafico de f.
Solugdo: (b) Como
1) f(—1) existe?  N&o!
Conclui-se que f é descontinua em x = —1.
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Exemplo: Considere a funcdo
2x + 5,

f(x) =4{4x? -1,

(a) f é continuaem x = 17

(b) f é continuaemx =—1? 020

(c) Esboce o grafico de f.

Solugdo: A fungdao dada foi definida
por trés sentencas, portanto: -t koo B A

y=2x+5 em(—o, —1)
Funcao do primeiro grau!

y=4x?2—-1 em (-1, 1)
Funcdo do segundo grau!

y=1 em|[1l, + )
Funcdo constante!

22.4 Continuidade lateral

Definicdo: Uma fungdo f é continua a direita em um numero a se forem satisfeitas as
seguintes condigOes:
1) f(a) existe; 2) Existe o limite lim+ f(x); 3 ji’cﬁ fx) = f(a).
xX—a
)

Definigdo: Uma fungdo f é continua a esquerda em um numero a se forem satisfeitas
as seguintes condicdes:

1) f(a) existe; 2) Existe o limite xlizl_ f(x), 3) xlfgl_ f(x) = f(a).

Exemplo: A fungdo

f(x) =4 — x?

é continua em [—2, 2], sendo continua a
direitaem x = —2 e continua a esquerda
emx = 2.

———d
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22.5 Propriedades das fungGes continuas

22.6 Continuidade das fungGes elementares

Isto é, se f é uma fung¢do polinomial, entdo:
lim f(x) = f(a).
X—a
Exemplo: Calcule o limite:
limx?—3x+2
x— 3

Solugdo: Como a fungdo f(x) = x2 — 3x + 1 é polinomial, o limite acima pode ser
calculado facilmente como:

liné(x2 —-3x+2)=(3)?-33)+2 =2
xX—

Isto é, se f é uma fungdo racional (quociente de duas fun¢des polinomiais) e
a € D(f), entdo:

lim f(x) = f(a).
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Exemplo: Calcule o limite: x3 =1
limo—p——
x-22x% —x+3

Solugdo: Como a fungdo f é racional e 2 € D(f), o limite acima pode ser calculado
facilmente como:

o - (23 —1 7
m = = —.
x-22x* —x+3 2(2)*=(2)+3 33

Continuidade das fungdes raizes:

As funcdes raizes sdo continuas em todos ndmeros dos seu dominios.

Isto é, se f é uma funcdo raize a € D(f), entdo:

limf(x) = f(a).
x—a
Exemplo: Calcule os limites:

(a) lim vVx (b) lim Vx

x—16 x——32

Solugdo: Os limites acima podem ser calculados facilmente como:

(a) xlngﬁx/E =vi6 =4J(®? =4

(b) lim Yx =%¥=32 =3(-25 =-2

x——32

Continuidade das fungdes trigonométricas:

As fungBes trigonométricas sdo continuas em todos nUmeros dos seu
dominios.

Isto é, se f é uma fungdo trigonométrica e a € D(f), entdo:
lim f(x) = f(a).
xX—a
Exemplo: Calcule os limites:

(a) chi_)rgsinx (b) }lci_)rrzltanx

3 4

Solugdo: Os limites acima podem ser calculados facilmente como:

(Z) — ﬁ (b) limtana = tan (%) -1

(a) limsinx = sin 5
x—>Z

x—>§
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Continuidade das fungdes exponenciais e logaritmicas:

As funcdes exponenciais e logaritmicas sao continuas em todos numeros dos
seu dominios.

Isto &, se f é uma func¢do exponencial ou uma fungdo logaritmica e a € D(f),

lim f(x) = f ().

entdo:

Exemplo: Calcule os limites:

(@) Lim 2¥ (b) Lim log; x

Solugdo: Os limites acima podem ser calculados facilmente como:

(a) lim2* — 25 =32 (b) limlogzx =log;9 = 2.

x5 x—9

Continuidade da fungao composta:

Se uma fungdo f é continua em x = a e a fungdo g é continua em f(a)
entdo a fungdo composta gof é continuaem x = a.

Isto &, .
lim(f > g)(x) = (f ° 9)(@).
Exemplo: Calcule os limites:
(a) liml cos (x2—1) (b) lim~/x3 + 2x (c) lim 23-tanx
x——

x-2 x>0

Solugdo: Utilizando a continuidade da fungdo composta temos:

(a) xlirzll cos (x* —=1) = cos((—1)* = H)cos(0) = 1.

(b) ii_r)g\/x3 +2x = /(23 +2(2) =12 = 24/3.

(C) il_r)% 23-tanx _— 23—tan0 — 23-0 _ 23 _ 8.
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Exercicios Propostos

22.7

!
ﬂ

};\

1) Determine se a funcdo representada pelo grafico a seguir é continua em cada

numero dado.

=2

2) Usando as propriedades dos limites, diga se as funcdes abaixo sdo continuas nos

pontos dados.

sex <5 emx =5
sex>5

%

(a) f&)

emx =3

sex # 3
7, sex=3

—2x+1,

3
|

(b) f(x)

sex <1
=1 emx =1
sex>1

sex

x? —+x

)

2—Xx,
1,

(c) f(x)

(]
Il
=
&
(D]
o o
<O>
< I3
exw
Y o
[V N
- i
L R
£°
w o™
N
N
Il
Yoy
=
\—/
g
)
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1 0
(e) f<x>={x—z' TXED amx=0
2, sex=0
2x+ 6 X+ -3
, se -
(f) f(x)={x+3 emx = —3
2, sex=-3
3
” f(x)z{v5x+7, sex <4 emx = 4
g x=1 sex>4
x?—25
Tx—5 ' sex<5
(h) f(X)= 10 10;505ex:5 emx =25
x_
T x—5 ’ sex>5

3) Determine o valor de m para que a funcdo abaixo seja continua em x = 2.

12 — %3, sex <2

m,
flx) = X2 —4 sex = 2

x—2" sex>?2

4) Determine o valos de k para que g(x) seja continua em x = —3.
x?2 -9
gx) =4 x+3’ sex# -3
k,
sex =—3
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22.8 Respostas

Exercicio 1:
a) Nao h) Sim o) Nio
b) Sim i) Ndo p) Sim
c) Nao j) Sim
d) Sim k) N3o
e) Nao 1) N3o
f) Nao m) Sim
g) Sim n) Sim
Exercicio 2:
a) Continuaemx =5 e) Descontinuaemx =0
b) Descontinuaem x =3 f) Continuaemx = —3

c) Descontinua

emx =1 g) Descontinuaemx =4

d) Continuaemx =0 h) Continuaemx =5

Exercicio 3:
m=4

Exercicio 4:

k=-6
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Nesta aula, iremos estudar algumas formas indeterminadas que aparecem
muito frequentemente no Calculo.

As indeterminacgdes mais frequentes sdo representadas por:

0

0 Quociente de duas fungdes tais que, no limite, a funcdo do
numerador e a do denominador tendem a zero simultaneamente.

(0]

. Quociente de duas fungdes tais que, no limite, a fungdo do

numerador e a do denominador tendem a infinito simultaneamente.

o — oo Diferenca de duas fungdes tais que, no limite, ambas tendem a infinito
simultaneamente.

0-00 Produto de duas func¢des tais que, no limite, uma tende a zero e outra
tende a infinito.

1 Poténcia de duas func¢des tais que, no limite, a base tendeaume o
expoente tende a infinito.

0°  Poténcia de duas funcdes tais que, no limite, a base e o expoente tende a zero
simultaneamente.

oo? Poténcia de duas funcdes tais que, no limite, a base tende a infinito e o
expoente tende a zero.
Nesta aula, estudaremos quatro tipos de indeterminacgdes.
0 0
— — 00 — 00 0
0 0
Exemplos:

0
2
lim M’ |ndeterm|nagao J(} %1 Indeterminacio
x"“‘z‘ﬁ’_\Z» 0 do tlpo = x"* do tipo 0 —

0
2 w . ~
limM Indeterminacdo  [im .WOO Indeterminacao
o0 o]
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Exemplo: Calcule o limite 5
] x°“—4
lim

x-2x%2 —x —2
Solugdo: Primeiramente note que
% 0 (22-4=4-4=0 .
X Indeterminagdo 0
X _—x — 2 do tipo 0
0 22-@2)-2=4-4=0

Note que:

" x*—4 po FDEe=2) o x+2 4
P _ _

M —x—2 bt De=2) B+l "3

x2—4=(x+2)(x-2)
x2—x—-2=(x+1(x—-2)
Observacgao: O fator x — 2 que “causava” a indeterminagdo no exemplo acima pode

ser simplificado por meio de uma fatoracdo e conseguimos constatar que, neste caso,

. . L. 4
o limite existe e é igual a >

E lo: Calcule o limit
xemplo: Calcule o limite 28

x— \/;—2

Solugdo: Primeiramente note que

' 0 24)-8=8-8=0 Indeterminacao
lim

x—>4& do tipo

O VE—2-2-2-0

0
0

Note que:

2x — 8 . 2x—8 VJx+2 2 =DHx +2)
lim —— = lim = lim

. l
PR —2  xoivr—2 Vit2 ik we—d

= lim 2 (Vx +2) =2(4+2) =8

2x=8=2(x—4) (Vx-2)(Vx+2) = (Vx) —22 =x— 4
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Exemplo: Calcule o limite
y x3—2x%+5
im
x>—003x°% + 7x* — 4x

Solugdo: Primeiramente note que

— 00 2 -~
x3 — 252 Indeterminagdo
lim

e A Tt x| oo
— 00

Como neste caso temos uma funcdo racional (quociente de duas funcdes
polinomiais) , basta considerar os monoémios de maior grau :

(0]
(0]

" x3—2x%+5 .’ x3 " 1
im = — = — =
x—-00 3x5 + 7x* — 4x x—l>7—noo 3x5 x—Lﬂloo 3x2 — 0.

Exemplo: Calcule o limite

X
lim ——
xo=04/x2 + 1
Solugdo: Primeiramente note que
—00
. / Indeterminacdo
lim —/—— _ —
X>—0 a2 4 1 do tipo o
+co
Note que:
L 28
2 ) X
limL = lim =2 = llm#
X——00 /2 +1 xo—04/x2 + 1 xo-® [yx2 4
Vx? x?
X
. —x -1 -1
= lim A = lim ———— = —
— - - = —1
X—>—00 1 xX——00 1
1+ X2 1+ L \/—
\j xR
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Exemplo: Calcule o limite:

lim (x —Vx + 1)

X—+o00

Solugdo: Como Indeterminagdo

(0] (00
x%x/’_ T 1) do tipo

o0 — O
temos uma indeterminagao do tipo co — co.

Para calcular este limite, fazemos:

x+vx+1

J =T = i =D ()
2_x-1
—(\/x+1)2 x2—-x—-1 %

= lim = lim ———

lim
x=to oy +4x+ 1 x>+ x +4/x + 1 x->+°°x+\/x+

EXGIIIp|OZ Calcule o limite:
( 1
x—>+00 \\/x

Solugdo: Como o
Indeterminacao

0
1 , Foo do tipo
x—+00 \4/ 0 .

temos uma indeterminacdo do tipo 0 - co.

Para calcular este limite, fazemos:

1, x> 1 I (1
li —_ +1 ) = o)\ lim (x — /=
L ( NP (x*+1) Lim ( \/_+ \/_> e Jx +o0,
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Exemplo: Calcule o limite:

lim (iz(x/z_ —100))

X—>+00 \X

Solugdo: Como .
oldgao Indeterminacdo

0 oo |
lim Qfm— 00)) dotipo
X—>+00

0o
temos uma indeterminacdo do tipo 0 - oo,

Para calcular este limite, fazemos:
1
lim (—2- (V2x — 100)) = im (Y25 _ @
X400 \X x—+o0 \ X2 x—>+oo

23.2  Exercicios Propostos

1) Calcule os limites indicados:

2 o x2—9x+20
x< —9 h) lim
llm )x—>+00 x3 — 5
a) x—>3 x— 3 JE
1++x
x? —16 i) lim
b) lim x>+l —+fx
—>4x2 8x + 16 m
) —6x+9 i lim ———
c) lim x—=+00 4+ x
X—>—0o x—3 I X
k) 1IIm ——
d) xllI-Eloo\/x —2 —yx%2+10 Xomoyx? 4+ 1
) 11 —x
o Jim ) ) i 1o

VE =2

f) hrr% N
xX— —
2x — 6
g) lim

x—>3+x2 —6x+9

RN S

- x3 + 4x? + 5x + 2
VT 241
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2) Calcule os limites indicados:
- 49 + 14x + x? h)  lim v3x? +x —2x
a : —+4+00
xlgl7 7+ x 1 A
4x — 1 . .
; 1
b) . lim e ) I T 3T GG
— L. Ax—=5
9 limo— ) lim——r
s—>93—\/§ x> 5x% — 25
d  lim k) lim ——————
x> 4x2 —7x + 12 h—0 h
&) iy 3XHX ) i Yo—X—2
X xZ — 7x x=24/3 —x — 1
49 — x? I
) lim —— m) lim a
x——0o 7+ x x—-02x3 + 1
g o =D —xP)
x~>4 x2—4x+4
23.3 Respostas
Exercicio 1: Exercicio 2:
a) 6 h) O a) o h) -0
b) 4 i) -1 b) 0 i) -oo
c) -0 i) 2 c) 6 i) 7
d) -c0 k) -1 d) 1 k) %
1
e) 0 ) — e) 3 ) %
1
) 2 m) 3 hee m
0
g) +oo0 0 1 g)
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% Apoio em ™

Em alguns limites, é bastante trabalhoso obter o valor do limite diretamente.
Neste caso, se torna Util uma tentativa de célculo utilizando o Teorema do Confronto.

Este teorema afirma que se uma fungdo f estd limitada por outras duas
funcdes, g e h, em uma vizinhanga do “a” e se g e h tiverem o mesmo limite quando
X — a, entdo f também terd esse limite x = a.

Teorema do Confronto: Suponha que g(x) < f(x) < h(x) para qualquer x em um
intervalo abertos contendo a, exceto possivelmente em a.

Suponha também que Y

limg(x) =limh(x) =L
xX—a xX—-a

Entao ™~

chi_I)ICllf(x) =L

.
Ll

D ———————

X

(

Observagao: O Teorema do Confronto continua valido se substituirmos x — a por
x->atoux ->a”.

Exemplo: Dada a fun¢do f: R = R e suponha que

g(x) < f(x) < h(x),
onde g(x) = —x?> +4x —3eh(x) = x> —4x + 5.

Determine
Solugdo: Como lim £ (x).

—x? +4x — 3x§2f(x) <x?*—4x+5
e

lirrzl(—x2 +4x—-3)=—-(2)>+4(2)-3=1
x—

lirrzl(x2—4x+5) =22-412)+5=1
xX—
segue do Teorema do Confronto que:

chi_rg f(x)=1.
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Exemplo: Determine 1
lim x - cos (—)
x— 0t X

Solugdo: Como

1
—-1< cos(—) <1
X

temos

1
—1-xSx-cos(;>S1-x

Como

lim —x=0 e lim x=20
x— 0t x— 0t

temos, pelo Teorema do Confronto, que

1
lim+ X+ COS (—) = 0.
x—>0 X y \"_T\x . cos <;)

N
\

24.2 Limites Fundamentais

Existem alguns limites que sdo chamados de limites fundamentais.
Sdo eles:
s x primeiro limite

fundamental

- (1 +l) _ . segundo limite

X—+00
fundamental

a* -1 terceiro limite

=Ina (ondea > 0)

lim
x—0 X
fundamental

Observacao: Note que os trés limites fundamentais sao indeterminagdes.

0 x/oo 0
i 1
i lim (T G
x_)O\Y\A x—+00 xl—7>1(l) S&

0 1 0

N : . . S .0
Indeterminacdo dot|pog Indeterminagdo do tipo 1% Indetermmagaodo’upoa
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O primeiro limite fundamental é dado por:

_ sinx
lim =1
x-0 X
Exemplo: Calcule os limites:
i sin 8x y sin 5x ~ sin3x
im im
(a) x-0 8x (b) xl—rr(l) 2x (c) x-0Ssin7x

Importante: Em geral, para calcular um limite fundamental, utilizamos uma

substituicdo conveniente na varidvel do limite.

sin 8x

(a) xi—% 8x

Solugdo: Fazemos

u = 8x <:| Substitui¢do

Seu=8x ex > 0entdou — 0.

Portanto . ]
. sin8x . sinu
lim = lim =1.
x-0 8x u-0 U
” sin 5x
im
(b)x—>0 2x

Solugdo: Fazemos

u = 5x <:| Substituicdo

Seu=5xex >0 entdou » 0. Portanto

T sin 5x . sin5x 5 5 i sin 5x 5 1 sinu 5
im = lim = ==-lim =—. =—
x>0 2Xx x>0 2x 5 2 x>0 b5x 2 u% u 2
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sin 3x

li
(C) xl—TI(l) sin7x

Solugdo: Neste caso, vamos reescrever o limite dado da seguinte forma:

. . 3x sin 3x
sin 3x sin 3x "3y 3 3y
lim — = lim X lim=2X_.—Z
x-0Sin7x x—>OSin7x__x x-0Sin7x 7x
7x 7x
sin 3x . Sin3x
3w B _3i% I 31 _3
7 x-0Sin7x 7 .. sin7x 7 1 7
lim
7x x>0 7X

O segundo limite fundamental é dado por:
X
lim <1 + —) — e
X—+00 X
No limite acima, o valor do limite permanece o mesmo se trocarmos “+4oo0”
por ll_w”

Por este motivo, é comum escrever-se x — +00 no limite acima, ou seja,

X

1
lim (1 + —) =e
x—too X
Exemplo: Calcule os limites:

1 4x 3 2Xx 1
(a) T, (1 + a) (b)x T, (1 - ;) (c) Lim(1+x)x

Importante: Em geral, para calcular um limite fundamental, utilizamos uma

substituicdo conveniente na varidvel do limite.
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1 4x
(@), im, (1 + E)

Solugdo: Fazemos

u=4x <:| Substituicdo

Seu=4x ex > +o entdou - +co.

Portanto

lim (1 + —) = lim (1 + _> — e
X >+ 4x U >+00 u

3 2x
(b) ST, (1 - ;)

Solugdo: Fazemos

u= _g <:I Substituicao

Seu = —g ex — +ooentdou —» —oo.
Portanto
2X (_E),(_6)
3
. 3 2x . 1 1
lim (1——) = lim | 1+ = lim |1+
X >+ x

= lim 1 +(;x) = (ulim (1 +%>u> — o6
x —>+00 _ X ——00

1
(c) Lim(1+x)x

Solugdo: Fazemos

1
u=- <:| Substituicdo
X

1 ~
Seu=; ex » 0 entdou — oo.

Portanto

EE 1\
liTr%)(1+x)x = lim (1+—>=e.
X -

u- +oo u
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Importante: O limite

1
Iim(l+x)x=e
x—0

dado pelo exemplo acima também é chamado de segundo limite fundamental.

O terceiro limite fundamental é dado por:

X

lim

=Ina (ondea >0)
x—0

Exemplo: Calcule os limites:

23x -1 e\/; -1 35x _ 32x

(b) lim (c) lim

(a) lim x—>0x—4\/§ x—-0 X

x-0 3x
Importante: Em geral, para calcular um limite fundamental, utilizamos uma

substituicdo conveniente na varidvel do limite.

2%% 1
(a) lim
x—0 3x

Solugdo: Fazemos

u=3x <:| Substituicdo

Seu=3x ex - 0entdou - 0.

Portanto
23 1 2" -1
lim = lim = In2.
x>0 3x u->0 U
o) li et — 1
im ——
( )x—>0+x—4\/§

Solugdo: Fazemos

u=+x <—=| substituicio

Seu=+xex - 0tentdou - 0.

Portanto
eVx — 1 eV —1
lim

- = lim———
x—>0+x—4\/} x—>0+\/}(\/}—4)

P S S (1)_ 1
LT u—a "\ T 7
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35x _ 32x

(c) lim
x—-0 X

Solugdo: Fazemos

u=3x <:| Substituicdo

Seu=3x ex - 0entdou — 0.

Portanto
35x _ 32x 32x 33x -1 33x -1
lim—— = lim —( ) = lim 3%* .
x>0 X x—0 X x—0 X
33 _1 3 33* -1
= lim3% —— . — = lim 3%**1. —
x—0 x 3 x—0 3x
u _
u-0 u

24.3  Exercicios Propostos

1) Mostre que

2) Se
x2—4x+7 < f(x) < 4x — 9, paratodo x = 0,

encontre

lim f (x).

3) Dado que, paratodo x tem-se,  x—4

|g(x) — 2] < 3(x — 1)?
encontre

lim g(x).
x—1
4) Prove que

1
lim |xsen (—>| = 0.
X

x-0
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5) Utilizando os limites fundamentais, calcule:

sin 3x

(a) fim—

sin x

(b) fim—>

sin wx

m
(C) x-0Sin 3x

li cosx —1
(d) xl_T)T}) X

lim — %
(e) x%COSX—l

” tanx
® 2%

24.4  Respostas

X

im —
(g) x—->0SInXx

2x

(h) lim (1 +%)

X—+00

1

x+3
) A, (”;)
" 2e* =2
(k) %
e3* -1
(W) lim

x-0e*—1

Exercicio 5:

a)3
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25. Aulal

25.1 Equacaodareta

Lembre que a formula para o
coeficienteangularou inclinacdo da
reta que contém os pontos A(x4, ¥4)
e B(xp,yg) € dada por:

m=ftana

A equacdo da reta que possui
coeficientem e que contém o ponto
A(x4,v,4) é dada por:

Y —Ya=m(x —xy)

/

Y —Ya

Xp — Xz

Exemplo: Encontre a equagdo da reta que contém os pontos A(2,1) e B(5,3).

Solugdo: Determinando o coeficiente angular (inclinacdo) da reta, temos:

Ye—Ya 3—-1 2

m=—— =—_ —_

Xp—X4 5-—2 3

Determinando a equagao da reta:

Y —Ya=m(x —xy)

1—2 2
y _3(x )

Portanto:
2x—3y—1=0
Equacao geral
2 1
Y=3%73

Equagdo reduzida

S

)

3

1
1
(\®)

1

I
s
I
I
b
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25.2 Retatangente
Considere uma reta secante a A
curva y = f(x) nos pontos A(a, f(a)) e y reta
P(x,y), isto é, a reta intercepta a curva f(a)
secante

nos pontosA e P.

Ao aproximarmos os pontos

AeP,isto é, fazendo

P-A

ou, equivalentemente,

X—a

teremos, na situacao limite, uma reta
tangentea curva y = f(x) no ponto
fixado A(a, f (a)).

Isto é, uma reta que apenas

tangenciaa curva dada no ponto
fixado A.

25.3

Inclinacdo da reta tangente

fx)

reta

tangente

/ a X

Definicdo: A reta tangente a uma curva y = f(x) em um ponto A(a, f(a)) é a reta
gue contém o ponto 4 e tem inclinacdo

(desde que este limite exista). f(x) = f(a)
m=lim————
xsa X —a
Observagao: Fazendo a substitui¢dao
h=x-a

no limite acima, temos que x = a + h e como x — a temos h — 0.

Podemos entdo reescrever m como:

fla+h) - f(a)

m = lim
h—0

274 |Pagina



S Apaie e

Capitulo 5: Derivadas

25.4 Equagdo reta tangente

Exemplo: (a) Encontre a equagdo da reta tangente ao grafico da fung¢ao no ponto
A(1, 2).

(1 2) fx) =x%2+1
(b): Esboce, no mesmo plano cartesiano, os graficos de f e da reta tangente.

Solugdo a): Calculando a inclinagdo desta reta, teremos:

fA+n—f@® _ . [(1+h)? + 1] - [(1D)? + 1]

m = lim
h—0

h—0 h
 [1+2h+h*+1]-2 _ h®+2h
1m =lim— =

h—0 h h—0 h

~ h(h+2) . _

Portanto, a equacdo da reta tangente y—ya=mx —x4)
sera dada por: y—2=2(x—-1)
y—2x=0
y = 2x

Solugdo b): Esbogcando, no mesmo
plano cartesiano, os graficos da funcao

fx) =x*+1 .

e da equacao da reta tangente

y = 2x
ao grafico de f no ponto A(1,2),
obtém-se os graficos ao lado. B R’ S ——
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25.5 Definicdo de Derivada

Definigdo: A derivada de uma fungdo y = f(x) em um nimero a denotada por

f'(a), é dada por
@ = 1im O =@
x-a  xX—a
(desde que este limite exista).
Se o limite acima existe, se dizque a f é derivavel no numero a.
Do contrario, se diz que f éndoderivavelem a.

Uma forma equivalente de denotar a derivada seria:

@y = @R S@

Portanto, a equagdo da reta tangentea curva y = f(x) no ponto
A(a,f(a)) pode ser escrita como

y=f@=f(@x-a)

Exemplo: Dada a funcdo
1

HOEE

X

calcule f'(1).

Solugdo: Calculando a derivada pela definicdo temos

1 1-1—h
. f(A+h)—-f(1) T+h L e
g = = lim—mm——— = 1: 1+ h
F =l =— fim ™ = =
im—" . L i =L
RS01+h R Ro01+h
Portanto,
f1) =1
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Observagdo: Uma fungdo f ndo possui derivada nos pontos onde nao existe o
limite (bilateral):

il @R = f(@)
im

h—0 h
Isto ocorre geralmente quando uma das situagdes a seguir ocorrem:
(a) Afungdo f ndo esta definida em x = a, isto é, f(a) ndo existe;
(b) O limite acime é infinito.

(c) Os limites laterais

imf(a+h)—f(a) . limf(a+h)—f(a)

h—0~ h h—0t h

nao existem ou sao diferentes entre si.

Definigdo: A derivada de uma fungdoy = f(x), denotada por f', é a fungdo
que associa a cada x € D(f) onumero

o) = i G @D

(desde que este limite exista).

Notagdes: Outras notacBes para a derivada de uma fungdoy = f(x) em um

ndmero x sdo:
dy daf
! ! D — -
Notacao: A notacao
dy
dx | _
x=a
também pode ser utilizada para denotar f'(a).
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25.6  Exercicios Propostos

1) Calcule as derivadas pela definicdo:

f'G) = lim

fx+h) - fx)
h

(@) FG) =
(b)f(x) =3x>—8x+5
(c) f(x) =Vx

2) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico da funcdo

fx) =x*—8x+9
no ponto P(2,—3). Obs.: Utilize o limite para encontrar a
inclinacdo da reta!!

3) Esboce o gréfico da funcao
Obs.: Utilize o limite para
fO) = Vx eomey
encontrar a inclinagao da

e a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,1). reta tangente!|

4) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico da funcdo
f(x) =2x3-3x%2+2
no ponto x = —1. Obs.: Utilize o limite para encontrar a inclinacdo da reta!!

5) Calcule a derivada da funcdo

x—1

f(x)=x+1

utilizado a definicdo de derivada (pelo limite).
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Respostas

25.7

Exercicio 1:

y=2x-5

o
©
[}
s}
cC
)
Qo
cC
©
=
©
=
)
—

graficode f no
ponto (3,1)

b

—d___l___

4

3
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26.1 Regras de Derivagdo Wﬁm i

ADnio em W

Nesta aula, estudaremos algumas regras de derivacao.

Derivada da constante: A derivada de uma fungdo constante f(x) =c, onde ¢ é
qualquer numero real, é igual a zero, ou seja,

[c]'=0
De fato, sendo f uma fungdo constante, digamos f(x) = c, teremos:
, o fx+h)—f(x) . C—C
Exemplo: Calcule a derivada das fungdes:
Ye—e
(@) f(x) =5 (b) f(x) =V2+m (€ fO) =——

Solugdo: Como todas as func¢des sdo constantes, tem-se

@ f'@) =) =0 @ 1@ =(3=2) =0
b) F'0) =(2+n) =

Derivada da poténcia: A derivada da funcgdo f(x) = x™ é dada por

! — n—-1
para todon real. f'(x) =nx

Exemplo: Calcule a derivada das func¢des:

(a) f(x) = x® (b) f(x) = % (©f(x) =Vx

f(x) = (x8) = 8x(B-D = gx7

(b) Como podemos reescrever a fungdo como f (x) = x~6, temos:

f(x) = (1) =(x7%) = —6xC6"V =_px7 = _E

x7
(c) Reescrevendo a fungdo como f(x) = x1/* temos:
1 _3 1
x) = 4 I_ __1 _ _ZZ
£ = ® = () = 4( I
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Derivada do Multiplo Constante: Se k é uma constante e u for uma funcao
derivavel, entdo
[ku]” = k[u]’
Isto é, a derivada do produto de uma constante por uma funcdo é
igual ao produto da constante pela derivada da funcdo.

Exemplo: Calcule a derivada das fungdes:
(a) f(x) = 6x8 (b) F(x) = = () f(x) = —4¥/x

Solugao:
(@ f'(x) = (6x8) = 6(x%) = 6(8)x7 = 48x7
5Y !
(b) f"(x) = (x—é) = 5(%) = 5x ) = 5(—6)x7 = —%

© () = (437 = —a(x3) = —4 @) T S

Derivada da Soma/diferenca: Sejam u e v fungdes derivaveis, entdo
[u+v] =u" v

Isto é, a derivada da soma/diferenca é igual a soma/diferenca das
derivadas.

Exemplo: Calcule a derivada das fungdes:
(a) f(x) = 6x® + 9x2 (b) f(x) = = — 9Vx" —20x + 5

Solugao:

f'(x) = (6x8 +9x2)" = (6x8)" + (9x2)" = 48x7 + 18x.

5 ' '
(b) f'(x) = (F —93/x* — 20x + 5) = (5x~¢y ~(9x3) — 200)" + )

4N\ 1 1
=5(—-6)x"7—9 (§) x3 —20= —30x"7 —12x3 — 20.

Derivada do produto: Sejam u e v fungdes derivaveis, entao
[u-vl]'=u-v+u-v'

Isto é, a derivada do produto de duas funcGes € igual a derivada da
primeira vezes a segunda mais a primeira vezes a derivada da segunda.

282 |Pagina



QM‘Q
L Capitulo 5: Derivadas

Exemplo: Calcule a derivada das fungdes:

(@) f(x) = (k2 —2)2x°+4)  (b) f(x) = (x* — 3x)(Vx7 — 100)
Solugao: (a)
o) =[(x2 —2)2x5 +4)]" = = 2)'(2x5 + 4) + (x? —2)(2x° + 4)’

= 2x(2x° + 4) + (x? — 2)(10x*) =14x5 — 20x* + 8x

) £/(e) = (x* = 3%)' (37 - 100) + (x* — 3x) (337 - 100) =

7 2 27 22 36 7
(4x3 —3)(3/x7 = 100) + (x* — 3x) =x5 = — x5 ——x5 — 400x3 + 300
5 5 5

Derivada do quociente: Sejam u e v fung¢des derivaveis, entao

[u]’ uv—u-v
v V2
Isto é, a derivada do quociente de duas fungdes é igual a derivada da de cima vezes

a fungdo de baixo, menos a fungdo de cima vezes a derivada da fungao de baixo, tudo
dividido pelo quadrado da fungdo de baixo.

Exemplo: Calcule a derivada das fungdes:

(@) () = 22 (b) £ (x) = 22
Solugdo:
@ o [®+2]  @?+2)(x—3)—@2+2)(x—3)
f(x)_[x—3l_ (x—3)?
_2)x=3)-(x*+2)(1) x*—6x—2
B (x —3)2 T x2—6x+9
(b) ' , |
ey Vx _ (Vx)(x+1) - (Vx)(2x + 1)
f ) -
2x+1 (2x + 1)?
L(2x+1)—(\/})(2) 2X+1_2\/; 2x+1—4x
2Vx _ 2Vx 2v/x
(2x + 1)? 43 +4x+1 4o +4x+ 1
—2x+1

C 2Vx(4x2 4+ 4x+ 1)
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26.2 Derivada de algumas fungGes elementares

26.3  Exercicios Propostos

1) Calcule a derivada das seguintes funces, utilizando a regra da poténcia.

(a) f(x) = x? (e) f(x) = Vx?
(b) £(x) =% (A f@) = Ve2
() fO) =V () p(m) = m>
(d) £ = Vx () n(g) =

2) Calcule a derivada das funcGes dadas:
(a) f(r) = mr?

(b) () = 527° — 14

(€) f() = (7x = D(x* + 4)

(o) fo0) =22

X
3) Encontre uma equacdo da reta tangente a curva

fx) =x*+2x% — x

no ponto (1,2).
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4) Calcule a derivada das funcGes dadas:
(a) f(x) = senx + % cot x

(b) f(x) = —4x? cos x

5—cosx

(c) f(x) =

5+sen x
(d) h(y) = ye¥+10

Inx

(e) m(x) = —

5) Encontre uma equacdo da reta tangente a curva no ponto dado.

0,1

G2

(a)y = e*cosx

(b) y =secx

6) Calcule a derivada das func¢des dadas:

(a) f(x) = x3+5x — 2
() FG0) = Vo + 2x° — 15
(c) f(x) = (x* + D(x* = 1)

x*—2x
(d) Q) = 2
7) Encontre uma equacio da reta tangente a curva

fx) =Vx

no ponto x = 1.

8) Calcule a derivada das func¢des dadas:

(a) f(x) = x3 +sinx + 2cosx

(b) g(t) = t3cost

secH
1+secO

(d) f(x) = 2xlogx

(c) f(0) =

9) Encontre uma equacao da reta tangente a curva no ponto dado.

(@)y=x?Inx (1, 0)

3

(b)y =1+ 2sinx
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26.4 Respostas

Exercicio 1:
2
a) flx)=2x  e) f’(x)=ﬁ
1
D) '@ === 1) f(D)=—
1 5Vt
2

o ' =77=" g p'(m) =

1 _
Exercicio 2:
a) f'(x)= 2nr
3
b) f'(x) = —-—

2x%

¢ f'(x)=21x%—2x+ 28
x2 -1

x2

d) f'(x) =

Exercicio 6:

a) f'(x) =3x%+5

4 1,

b ! = 2 _ 2
) £ (x) 5W+6x 3Jx_
o) f'(x) = 4x3

,()_3x4—8x3+4
d) f ) ==
Exercicio 7:

_1 +3
)

Exercicio 3:
yv=%7x—5
Exercicio 4:

2
csc? x
a) f'(x) =cosx —

b) f'(x) = 4x?%sin x — 8xcos x
5(sinx —cosx)+1
(5 + sen x)?

d W)=l +1e”

1—-2lnx
X3

o) f'(x) =

e) m'(x) =
Exercicio 5:

a) y=x+1

23
b) y=2\/§x+2—T‘/_n

Exercicio 8:

a) f'(x) =3x%+ cosx —2sinx

b) g'(t) =3t?cost—t3sint
secOtanf
(1 + sec 6)*

2
d) f (x)—210gx+m

o f(6)=

Exercicio 9:
a) y=x-1

b) y=3
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27.1 Derivadas de ordem superior ‘iﬁm’f’ﬁ )j

% Apoio em ™

Definicdo: Seja f uma fungdo derivavel. Se f’ também for uma fungdo derivavel, entdo
sua derivada (f")'é chamada derivada segunda de f.

Notagao:
0w ey . d*y _ d dy

f - (f) ou ainda W—a[@

Exemplo: Dada a fungdo
f(x) = 2x3 — 9x,
calcule f"'(x).
Solugdo: Como
f'(x) = (x> - 9x)" = 6x*> -9

teremos

") = (f)(x) = (6x2-9)' = 12x.

Definicdo: Seja f uma fungdo derivavel. Se f'' também for uma fungdo derivavel, entdo
sua derivada (f'")"é chamada derivada terceira de f.

Notagao:
d3y d [d?y
f/r/ — (fr/)/ o f(3) — (fll)l ou ainda ﬁ = a W
u
Exemplo: Dada a fungao
f(x) =x3—cosx + e*,
calcule f®)(x).
Solugdo: Como
f'(x) = (x3—cosx+eX) = 3x?>+senx+e”*
teremos
f'"(x) = (3x?> + senx+e*) =  6x+cosx +e*
e, portanto,
@) =(6x+cosx+eX) = 6—senx+e”.
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Definicdo: Seja f uma funcao derivavel. Se f™=1 também for uma funcdo derivavel,
entdo sua derivada (f~D)'¢é chamada derivada enésima de f.
Notacao:

_ , . dny d dn—ly
fm = (f(" 1)) ou ainda Tan = a[dxn‘l

Exemplo: Dada a fungao

f(x) =2%
calcule £®(x).

Solugdo: Como
f'(x) =2%)' = 2*In2

teremos
f@x)=2*In2)' = 1n2@2%)' = 2*(In2)?

e portanto

fO®) = 2*(In2)°

27.2 Regra da Cadeia

Teorema (Regra da Cadeia): Se a fungdo g for derivdvel em x e a fun¢do f for
derivavel em g(x), entdo a fungdo composta h = f 0 g serd derivavel em x e a
derivada da funcao composta sera dada por

h(x) = f(g(x)) - g'(x).

Ou seja, a derivada da fungdao composta é igual a derivada da fungdo de fora
calculada na fun¢ao de dentro vezes a derivada da fun¢do de dentro.

Observagdo: Costuma-se denotar a funcdo de dentro por uma varidvel auxiliar,
geralmente u, para utilizacdo da Regra da Cadeia.

Assim, se y = f(g(x)), denota-se

u=gx e y=fw

Desta forma, escreve-se

|_> Derivada da fung
y/ — f’(u) cu
Derivada da funca | | ,Derivada da funcdo de fora c
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Exemplo: Calcule a derivada da funcao
h(x) = sin(2x + 1).
Solugdo: Neste caso a funcdo de dentro é
u=gkx)=2x+1
e a funcdo de fora é

f(u) = sinu.
Portanto,

f'(u) = cosu e u=9gx)=2
e temos:

h'(x) = (fog)'(x) = f'(u)-u' = cos(u)-2= 2cos(2x +1).

Exemplo: Calcule a derivada da fungao

h(x) =+ x% + 2x.

Solugdo: Neste caso, tem-se:

u=g(x) =x?+2x fw) =vu
(funcdo de dentro) (funcdo de fora)
Como, 1
"(u) =——= e u=g9gW=2x+2
f@w) oy 9'(x)

temos:
/

R = (fog) ()= fl@)w= oo —=2t2 _ 241
T VRE TR T T 2t Ytz

Observacdo: Regra da cadeia na notagdo de Leibniz:

Sey = f(u) eu = g(x) forem derivaveis, entao

dy dydu
dx  dudx
ou seja:
dy dy N du
dx = du dx
Derivada Derivada da Derivada
da funcéo funcdo de fora da funcdo de
composta. calculada na dentro.

funcdo de dentro
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sinx

y=e
Solugdo: Neste caso, podemos escrever a funcao dada como:

u

V=E (funcdo de fora )
U =sinx.  (fyncio de dentro)
Portanto:
dy
Tu (e*) = e Derivada da funcdo de fora
e calculada na fungdo de dentro.
du
dx _ (sinx)' = cosx Derivada da fungdo
de dentro.

e utilizando a Regra da Cadeia temos:

dy dydu

dx dude  €‘(cosx) = esinx

COoS x.

Exemplo: Calcule a derivada da funcao

w = In(t* + 2).
Solugdo: Neste caso, podemos escrever a fungdo dada como:

w =Inu (funcdo de fora )

u=t*4+2 (funcio de dentro)

Portanto:
dw 1
du _ (nuw)' = ” Derivada da func3o de fora
o calculada na fungdo de dentro.
du _
dr = (t*+2) =4t Derivada da funcio de
dentro.
e utilizando a Regra da Cadeia temos:
dw dwdu 1 4¢3

dt dudt u t* +2
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27.3 Derivadas de fungdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas

FungGes trigonométricas FungGes exponenciais
(a>0,a=+1)
inul = cu' cosu]’ = —sinu - u’
[sinu]’" = cosu-u [ ('] = w'a* Ina
tanu]’ =sec?u-u’ cotu]’ = —csc?u - u’
[ranu] [cotu] o = et
V= Tl r_ !
[SeC u] = secutanu -u [CSC u] = —cscucotu-u Fungdes logaritmicas
(a>0,a+1)
Fungdes trigonométricas inversas i
ul ul [loga u], = u 11‘1 a
l[arcsinu]' = ——  [arccosu] = ——
V1 —u? V1 — x? u'
[Inu]" =—
, u’' ) u’ u
arctanu| = arccotu| = —
[ ] x2+1 [ ] x2+1
u' u'
larcsecu]’ = ————=[arccscu]’ = ————
xVx? —1 xVx2 —1

27.4  Exercicios Propostos

1) Calcule a segunda derivada das funcdes dadas:

a) f(x)=x-cos(x)

b)  f(x) =V3(e* +3)

&) f(x) = sin (x_- cos(x)
2) Calcule a terceira derivada da funcao:

f(x) =6x>+4x+5

3) Calcule a derivada das func¢des usando a regra de cadeia:
(a) f(x) = sin(2x)
(b) f(x) = tan(x? + 1)

(c) f(x) = /x3 + csc(x)
x+1)\3

@) £ = (5)

(e) f(x) = 2e* ~*

(f) f(x) = cos?(x? + 1)
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4) Encontre a equacdo da reta tangente a curva
y=(x—1)°
no ponto (2, 1).

5) Calcule a segunda derivada das funcdes dadas:
(@) f(x) =2x"°> +1Inx

x242

(b) f(x) =

x—1

6) Calcule a derivada das funcGes usando a regra de cadeia:
(@) f(x) = Vx* + 2x2 —3x + 1

(b) f(x) = In(sin(x))
(c) f(x) = (1 + x°cotx)~®

27.5 Respostas

Exercicio 1: Exercicio 4:

a) f"(x)=—2sin x —xcos x y=5x—9

b)  f"(x) = /3(e* + 6x)

o [f'(x)= —4sinxcosx a) f"(x) =60x"7 -=

Exercicio 5:

Exercicio 2:

b) f(x) =—
£ (x) = 360x2 (r=1)°

Exercicio 3: .

Exercicio 6:
a) f'(x) = 2cos2x ' — 4x3+4x-3
)f'( ) a) f‘(x) 3§Kx4+2x2—3x+1ﬁ
b) f'(x) = cotx

, __ 8(5x* cotx—x%csc®x)
C) f‘(x) - (x5 cotx+1)°

b) f'(x) = 2x sec?(x* + 1)
3x% — cscx cotx

2Vx3 + cscx

9 1)?
D f =

o) f'(x) =

e) f'(x) = 4(x — 2)e*

f) f'(x) = —4xsin(x* + 1) cos(x* + 1)
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28.1 Deriva¢ao implicita %%,%

Note que todas as funcBes dadas até agora, a varidvel dependente pdde ser
escrita explicitamente em funcdo da varidvel independente
Por exemplo:

y=2x%>-3 y=+vx+1 y =cosx +e*tanx
Nestes casos, se diz que a varidvel y foi dada explicitamente em funcdo da

variavel x.

Existem casos em que é bastante trabalhoso ou até invidvel expressar a
varidvel dependente de forma explicita, em funcdo da variavel independente.

Por exemplo, como poderiamos expressar y em fungdo de x equagdes
abaixo ?
x3 +y3 =6xy xy +xsiny =1 e =x+y

Nestes casos, se diz que a variavel y foi dada implicitamente em fungdo
da variavel x.

Note que, até agora, calculamos a derivada somente de fun¢des dadas
explicitamente!

Pergunta: E possivel calcular a derivada de uma fung¢do na forma implicita?

A resposta para a pergunta acima é SIM!

Para calcular a derivada de uma fun¢ao na forma implicita, vamos seguir os
seguintes passos:

1) Derive os dois lados da equagdo considerando y = y(x), ou seja, considerando
y como fungdes de x (utilize a regra da cadeia se necessario).

. d ~ o s
2) Tente |soIard—z na equacado resultante da derivacao.
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Exemplo: Se x?

Solugao:

d
[9] = 2x—x+2y—=0 — 2x+2y—x=0

d
42 2] — =
dx[x + -] dx

(4) Simplificagao

Exemplo: Encontre a equacdo da reta tangente a curva
7y =4 + xy3,

no ponto (3, 2).

Solugdo: Primeiramente vamos calcular a derivada de y em relagdo a x:

— 21=— 3 P o

G Y=gty = 1y =04yt ta—

dy dy dy dy v
WL =y vy = W= =y’ = -1,

Calculando a derivada no ponto (3, 2) temos:

dy 3 e 4
dx|x=3 T 14-303)(2) 14-18

-1

Portanto:

y—ya=mx—x) —> y-2=(-1)x-3) = y=-x+5.
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28.2 Regra de L'HOspital

Teorema (Regra de L'Hospital):

Se
f@ 0 f(x) e
Mmoo 0 M altagG)  w
Entdo f @

e e

O mesmo vale se x = a for substituido por
x— atoux » a”oux & —oooux — + .

Observacao: A regra de L'Hdspital vale para indeterminagdes do tipo

0 4o +00 — —

0 +o00 —00 +o0 —o0
Portanto, antes de aplicar a regra de L'H6spital, faca uma “verificagdo”

para ter certeza que a regra pode ser aplicada!

Exemplo: Calcule o limite:

x%-9

lim
x—3 X—3

Solugdo:

Verificagdo:

xZ

A=, 0

Como

. . .0 . A
Temos uma indeterminacdo do tipo 5 podemos aplicar a regra de L'Hospital.

Portanto:

;I_)I’rlgx_g ~ x—>3 (x—3)  x—31
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Exemplo: Calcule o limite:
x3+2x2+x-5

xl—IH-loo eXx
Solugdo:
Verificagdo: Como +o0
3t 2024 —T5 "
lim X
+
x—s+00 TS too

Temos uma indeterminacao do tipo E podemos aplicar a regra de L'Hospital.

Portanto, aplicando a Regra de L'Hb6spital trés vezes (faca a verificacdo a cada
vez!) temos

X3 4+2x24x—5 = 3x24+4x+1
lim e = lim
x—+oo e x—+0co eX
= 6x+4 = . 6
= lim = lim — =0
x—+o0o eX x—+oo X

28.3  Exercicios Propostos

1) Obtenha %, a partir das equacdes dadas por derivacdo implicita:

(a) x?y + 2y3 =3x + 2y

(b)6x + /xy —3y =4
2) Verifique se o ponto P(—2, 8) pertence a curva
xy= —16

encontre a equacdo da reta tangente a curva neste ponto.

3) Calcule os seguintes limites:

. sinx . 27%
(a) lim == (e) lim e sxrs
. sin2x . 1 1
(b) chl_l’)r(l) x () chl_r)r(l) (; " X2 cos x)
2x
(c) lim e . sin(4x)
x—+oo x° (8) }Cl_r>r(1) sin(3x)
(d) lim x—sinx (h) lim eXie—X_o
x—0 X

x—0 1—cos(2x)
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4) Obtenha Z—z, a partir das equacdes dadas por derivagao implicita:
(a)cos(x +y) =x
(b) eX*¥* = 2x +y
5) Verifique se o ponto P(2, — 3) pertence a curva
2x3 —x?y+y3—-1=0
dada e encontre a equacdo da reta tangente neste ponto.

6) Calcule os seguintes limites:

x—3 i —x?
i XTS5 d) lim 2xe™*
(a)lim = (i,
(b)lim 22X=sina (e)lim 2x 3
x-a X—a X—00
3
(C)XEToo:_" (f) lirnxcosxg—sinx
x—0 X
28.4 Respostas
Exercicio 1: Exercicio 4:
)d_y= 3-2xy a) Q__1+sin(x+y)
dx  x2+6y2-2 dx sin(x + y)
b) 2 = — 12Vxyty °) xty?
dx X—6/XYy ﬂ — _g
dx 2yexty’ — 1
Exercicio 2: Exercicio 5:
36 3
=4x + 16 =———t—
y Y= T23x 23
Exercicio 3: Exercicio 6:
a) 1 e) 4oo
) ) a) 23 e) 2
1
b f —
) 2 ) 2 b) cosa f) —%
4
c) +oo —
) g) 3 g9 0
1 1
d = h) =
6 2 d 0
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29.1 Teste da Primeira Derivada

&2
El
S
tica

% Apoio m‘*’j

Seja f uma fungdo continua e derivavel num intervalo I.

Sabemos que a primeira derivada é a inclinacdo da reta tangente a
essa fungdo em cada ponto dointervalo I. f
f'(x)=0

flx)=0

Com a primeira derivada podemos obter informacdes sobre:

Intervalos onde a func¢do é crescente ou decrescente
Madximos e Minimos Locais

Veremos nesta aula como obter cada uma dessas informacdes!

Teorema: Sendo f uma fungdo derivavel, f’ sua primeira derivada.
Onde f' é positiva, a fungdo f é crescente.
Onde f' é negativa, a fungdo f é decrescente.

Graficamente, a interpretacao do Teorema acima é a seguinte:

| (derivada positiva ! . derivada negativa , . derivada positiva

>
¥ »

3
>

@ Funcao crescente p Funcdo descente ¢ Funcdocrescente ¢ X
no intervalo (a, b) no intervalo (b, ¢) no intervalo (¢, d)
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Exemplo: Dada a fungao
f(x) = x? — 2x,

determine os intervalos onde a funcdo é crescente e decrescente.
Solugdo: Como f(x) = x? — 2x, temos:

Flx) =2x — 2.

Vamos descobrir os intervalos de crescimento e decrescimento de f analisando
osinal de f.

Quando a fungdo 2x — 2 > 0?7 Paratodox > 1.
Consequentemente, f é crescente no intervalo (1, + o).

Quando a funcdo 2x — 2 < 0? Paratodox < 1.

Consequentemente, f é decrescente no intervalo (—oo, 1).

Observe a relacdo “derivada positiva resulta em funcdo crescente” e
“derivada negativa resulta em funcdo decrescente” no grafico da funcdo f do

exemplo antgrior. I
B

! | |
i\ :
o | |
T T T
—% -1 i ’
= N et
booa=2) i i
I I
m—| I
x <1 x>1 x<1 I x>1
funcdo : fungao derivada : derivada
decrescente  crescente negativa positiva
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29.2  Pontos criticos

Definicdo: Um numero ¢ pertencente ao dominio de uma funcdo é chamado de
ponto critico da fungdo f se uma das condigOes é satisfeita:

f'e)=0 ou f'(c) ndo existe.

Portanto, para verificar se um ndmero ¢ é um ponto critico de uma funcdo
f, precisamos seguir os seguintes passos:

19 Passo: Derive a fungdo f, ou seja, calcule f'(x).

27 Passo: Iguale a derivada a zero, ou seja, verifique se existem valores de ¢

para oS quals f,(C) =0.

39 Passo: Verifique se existem valores de ¢ para os quais f'(c) ndo existe.

Se estes valores de ¢ encontrados estiverem no dominio de f, eles
serdo 0s pontos criticos de f.

Exemplo: Verifique se a fungdo
f(x)= x?>+2x — 4
possui pontos criticos.

Solugdo:
1° Passo: Como f(x) = x% + 2x — 4 entdo

f'(x) =2x + 2.
2° Passo: Igualando a derivada a zero, temos:

fl(x) =0 » 2x+2=0 - x=—1. A derivada se anula
emx = —1.

39 Passo: Como f é uma fungdo polinomial, entdo néo existem pontos onde a derivada
ndo existe!

Como ¢ = —1 pertence ao dominio de f e f'(—1) = 0, entdo ele é um ponto
critico de f.

Note que a fungdo f ndo possui outros pontos criticos.
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Exemplo: Verifique se a fungdo

fl) =Vx
possui pontos criticos.
Solugdo:
1° Passo: Como f(x) = +/x entdo
'x) =——
f'(x) W

2° Passo: Igualando a derivada a zero, temos:

Ndo existem pontos onde a
derivada se anula

1
=9
N

39 Passo: Dada a expressdo que define f', percebe-se que ¢ = 0 é o unico ponto
onde a derivada ndo existe.

ffx)=0 -

Como ¢ = 0 pertence ao dominio de f e f'(0) n3o existe, entdo ele é um
ponto critico de f.

Note que a fungdo f ndo possui outros pontos criticos.

29.3 Maximos e minimos locais

Teorema: Seja f uma fungdo derivavel em um intervalo I e ¢ € I um ponto critico de

f.

Se o sinal de f'(x) muda de positivo para negativo em ¢, entdo temos um

maximo local em c.

Se o sinal de f'(x) muda de negativo para positivo em ¢, entdo temos um

minimo local em c.

Se ndo ha mudanga no sinal de f'(x) em ¢, entdo ndo temos um ponto de

maximo nem de minimo local.

Observacdo: O Teorema se aplica no caso em que ndo existe a derivada da fungdo f
emx = c.

B4 84 B4
Nem maximo
/3‘2/ Minimo local 4
N N
A , o o p
| )
| I
| g\
c x c X c xx

Exemplo: f(x) = |x| ndo é derivavel em x = 0, embora este seja um ponto de minimo.
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Exemplo: Dada a fungdo
fx)= x*+2x — 4

determine o ponto critico e se ele é de maximo ou de minimo.

Solugdo: Calculando f':
f'(x) = 2x + 2.
lgualando a derivada a zero:

2x+2=0
2x = —2

x = —1 (ponto critico)

Sinal da derivada:

= = = 4w
f ' >
-1
Como f'(x) muda de negativo para
positivo, logo x = —1 é um minimo local.

Grafico de f

29.4  Exercicios Propostos

1) Em cada caso, determine os pontos criticos da funcdo dada.

a) f(x) = 2x° + 5x* — 10x3 — 15

2
b) f(x) = 6x3
2) Considere a funcdo f(x) = 3x* — 16x3 + 18x2. Encontre onde a funcdo é

crescente, decrescente e seus pontos de maximos e minimos.

3) Seja a funcdo f(x) = 3x* — 16x3 + 18x? definida em R. Encontre os intervalos
onde a funcdo seja crescente e decrescente e seus valores de maximos e minimos

4) Um fabricante de caixas de papeldo pretende fazer caixas sem tampas a partir de
folhas quadradas de cartdo com area igual a 576¢cm?, cortando quadrados iguais nos

guatro cantos e dobrando os lados para cima. Determinar o lado do quadrado que
dever ser cortado para se obter uma caixa com o maior volume possivel.

o — L

1
1
i
24 — 2x !
1
I
1
1
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5) Considere a fungdo g(x) = x + 2sen(x) em 0 < x < 2m. Encontre os valores de
maximos e minimos e onde a fungdo é crescente e decrescente.

6) Utilize o teste da primeira derivada para determinar onde a funcdo dada por

2 1
h(x) = x3(6 —x)3
é crescente, decrescente e seus valores de maximos e minimos.

29.5 Respostas

Exercicio 1:
a)x=-3,x=0ex=1
b)x =0
Exercicio 2:
Pontos criticos: x = =1, x =0ex =2 Crescente em (=1, 0) e (2, + o0)

Decrescente em (—oo, — 1) e (0, 2) Maximo: x =0 Minimos: x = —lex = 2

Gréficode f Gréfico de f’
Exercicio 3:
Pontos criticos: x = 0; x = 1ex = 3 Crescenteem (0,1) e (3, + ) Decrescente em

(=00,0)e (1, 3) Maximo local: x =1 Minimos locais:
x=0ex=3
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Exercicio 4:

Resp.:x = 4 cm com 1024 cm3

Exercicio 5:

I
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|
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) [¢] +—
o (@) Blo 7 13 N
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S 5 g S KIS 1 Klo

Exercicio 6:

Decrescente em

Crescente em (0, 4)

Pontos criticos: x =0, x =4ex =6
(=, 0)U (4, + )

Minimos: x = 0

=4

Maximos: x
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30.1 Teste da Segunda Derivada c‘;.,% wj

Seja f uma fungdo continua e duas vezes derivédvel num intervalo I.

Com a segunda derivada de f podemos obter informagdes sobre:

Maximos e minimos locais Concavidade do grafico Pontos de inflexao

y Ponto de inflexdo do gréfico da fungdo f,
isto €, ponto onde muda a concavidade

do gréfico!

AC) ) A (b, f (b))

|
X

»ld »
L >

<V

@ grafico com concavidade voltada b grafico com concavidade voltada ¢

para baixo no intervalo (a, b) para cima no intervalo (b, c¢)

Veremos agora como obter cada uma dessas informacdes:

30.2 Concavidade

Teorema: Sendo f uma fungdo duas vezes derivavel, f'e f" sua primeira e
segunda derivadas, respectivamente. Entdo:

Onde f"' for positiva, a concavidade da fungdo é voltada para cima.

Onde f" for negativa, a concavidade € voltada para baixo.

Portanto, para estudar a concavidade do grafico de uma fungdo f,
podemos seguir os seguintes passos:

19 Passo: Derive a fungdo f, ou seja, calcule f'(x).
29 Passo: Derive a fungdo f', ou seja, calcule "' (x).

39 Passo: Faga o estudo de sinal de f" (x).

Nos intervalos ondef" (x) > 0 a concavidade é voltada para cima e
onde f"(x) < 0 a concavidade é voltada para baixo.
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Exemplo: Dada a fungdo

fx) = %3,

determine onde a concavidade é para cima e onde é para baixo.

Solugdo:

1° passo: Como f(x) = x3 entdo: E
f (%) = 3x% i

2° Passo: Calculando f", temos:

£ (x) = éx. L

3° Passo: Estudando o sinal de f" temos:

Quando f"(x) é positiva?

Para todo x > 0.

Entdo, f é”céncava para cima em (0, + o).
Quando f (x) é negativa?

Para todo x < 0.

|
[t B T el

Entdo, f é cOncava para baixo em (—oo, 0). Grafico de f

30.3 Teste da Segunda Derivada

Portanto, para verivicar se a fungdo f possui maximos ou minimos locais,
fazemos:
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Exemplo: Dada a fungdo
f(x) = x*+2x — 4.

determine seu ponto critico e se ele é de maximo ou de minimo.
Solugdo 3;
1° Passo: Como f(x) = x* + 2x — 4 entdo

ffx)=2x+2. p-\de--b--

2° Passo: Como f'(x) = 2x + 2 entdo

L s

f'x)=0-2x+2=0—-> x=-L1
ponto critico!

3 Passo: Como f'(x) = 2x + 2 entdo

P
[NCREEN
1 1

|
___T___'I_'h"____

—_———le oL

f"(x) = 2. !
4° Passo: Como ]
f'(=1)=2>0 57
Portanto, x = —1 € um minimo local. Grafico de f

30.4 Ponto de Inflexao

Definicdo: Um ponto P da curva y = f(x) é chamado de ponto de inflexdo se f é
continua no ponto e a curva mudar de concava para cima para concava para baixo ou
vice-versa em P.

Portanto, para determinar se o grafico de uma fungdo f possui pontos de

inflexdao, fazemos:

1° Passo: Encontre "' (x).
29 Passo: Verifique se f'' troca de sinal em algum nimero x = d.
39 Passo: \Verifique se f é continua em x = d.

4° Passo: Determine as coordenadas (d, f(d)) do ponto de inflexGo.

Se f'" troca do sinal positivo para negativo, entdo o grafico de f esta
trocando de concavo para cima para concavo para baixo.

Sef" troca do sinal negativo para positivo, entdo o grafico de f esta
trocando de cOncavo para baixo para céncavo para cima.
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Exemplo: Dada a funcgdo
fx) = x3—6x%+9x — 3.

determine se f possui pontos de inflexdo.

Solugdo: 3/

1° Passo: @ S 5 Bl il et el A Bl

f () = 6x~12. | I

1 S o Er i A B

2° Passo: Sinal de f : : A

I T e e B e ]

; > i i i i | i

4 2 F-dt--ghg-------r---4--1

3° Passo: Como fé uma fung¢do polinomial, segue : F\ ' ' '
5 conti = 1 1 \2 3 5%

que f é continuaem d = 2. . ] : . | .

Dos trés passos acima, temos que a i"_'l" "'i'" ! "'i‘" ?""i

fungdo f possui um ponto de inflexdo d = 2. 3| AT VR SO

4° passo: As coordenadas do ponto de inflexdo sdo L___ ___4:____5___ : __J:____i

dadas por: : A

P=(2,f)=(2, —-1. -n

Grafico de f

30.5 Exercicios Propostos

1) Para as fungBes abaixo, determine:

) osintervalos nos quais f é crescente;
i) osintervalos nos quais f é decrescente;
iii)  osintervalos nos quais f é céncava para cima;
iv)  osintervalos nos quais f é cdncava para baixo;
v)  as coordenadas dos pontos de inflexdo (se existirem);
vi)  as coordenadas dos pontos de maximo ou minimo (se existirem);
vii) o esbogo do grdfico da funcdo f utilizando as informacgdes obtidas

nos itens anteriores.

(a) () = x* — 4 F ) = g—ii% (e) FG) = x* — 4
241
(6) () = (x = 1)’ (6) () = x? — 4 £ =
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(—V2, —4)e (V2, —4) (miimos locais) e

Vi.

(0, 0) (maximo local).
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31. Aulal %)

31.1 Integral definida

Tica

v

% Apoio em ™

Simbologia e nomenclatura

|—> limite superior

b | > integrando
Sinal de integracdo __ f(
x) dx

varidvel de integracao

a
|—> limite inferior

Interpretacdo geométrica

b y/\
| e ax ]
4 T —fbf(x) dx
A
/
/a

31.2 Propriedades da integral definida

1) Se a existe no dominio da f, entdo:
a
f f(x)dx=0
a
2) Se f forintegravel em [a, b], entdo:
b a
[ reax=- [ reax
a b
3) Se c for uma constante, entdo:
b
f cdx=c(b—a)
a
4) Se f forintegravel em [a, b] e ¢ for uma constante, entdo:

fbcf(x) dx = cfbf(x) dx
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5) Se f e g forem integraveis em [a, b], entdo a integral da soma/diferenca é igual
a soma/diferencga das integrais:

b b b
j [FC0) + g(G0] dx = j Heka: f () dx

6) Se f forintegrdvel em um intervalo fechado contendo os trés pontos a, b e c,
entao

fbf(x) dx =fcf(x) dx+fbf(x) dx

31.3 Antiderivada

Defini¢do: Seja f uma fung¢do definida num intervalo [a, b]. Uma antiderivada de f em
[a, b] é uma funcdo F definida em [a, b], tal que F'(x) = f(x) para todo x € [a, b].
Exemplo: Determine uma antiderivada para a funcdo f(x) = 12x* + 2x.

Solugdo: Uma antiderivada para a fun¢do f dada é:

F(x) = 4x3 + x?
Pois
F'(x) = (4x3 + x?)" = 12x?% + 2x.

Note que outras antiderivadas para a fungao f sdo dadas por:
Fi(x) =4x3+x*>+5 F(x) =4x3+x2—-100 F(x)=4x3+x*+m—e
Mais precisamente, f possui infinitas antiderivadas, todas da forma:

F(x) =4x3+x%2+C

onde C é uma constante.

Antiderivada de algumas fun¢des elementares

Fungdo Antiderivada Justificativa
x)=k ,
fun(;j;(() c)onstante ) =l € ez ) = 1
f(X) _ _ X"+l Xt ! .
(n+-1) F(x)—n+1+C n+1+C -
1 1
f(x)=; F(x)=In|x|+C (ln|x|+C)’=;
f(x) =cosx F(x) =sinx+C (sinx + C) = cosx
f(x) =sinx F(x) =—cosx +C (—cosx+C) =sinx
fx) =e* F(x)=e*+C (e*+C) =e”
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31.4 Teorema Fundamental do Calculo — Partel

Teorema Fundamental do Calculo — Parte 1: Se f for continua em [a, b], entdo f
tem uma antiderivada em [a, b]. Entdo a fun¢do F definida por

F(x) =j f(t)dt

é uma antiderivada de f em[a, b]; isto é, F'(x) = f(x) para cada x € [a, b].

Além disso, F é continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b).

Na notacao de Leibniz, o Teorema acima afirma que
d X
—_— t)ydt| =
| [ o] = re

“A derivada é a operacgdo inversa da integral, e vice-versa”.

Exemplo: Calcule a derivada das seguintes fungdes:
X

y
a)F(x)zf costdt b) G(y)=f (s? +2s —1ds
0 0

Solugao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 01, temos:

= x ’
a) F'(x) = fcostdtl = Ccos X
/o

> y !
b) G'(y) = f (sz+25—1)dsl =y*+2y—1
/o

Exemplo: Calcule a seguinte derivada:

d X
aU; tanwdwl

Solugao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 01, temos:

d X
—U tanwdwl=tanx
dx|J,

Exemplo: Calcule a seguinte derivada:

e

Solugdo: Note que, neste caso, o limite superior ndo é x, mas x3.
Portanto, utiliza-se a regra da cadeia no calculo da derivada, da seguinte forma:

x3
yzf Jtdt e u=x3
1
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Portanto, utilizando a regra da cadeia, temos:
dy dy du

d|r du du
dfqaa-@qu“a—ﬁaz

= yx3 - (3x%) = 3x%/x3 = 3x3Vx.

31.5 Teorema Fundamental do Calculo — Parte 2

Teorema Fundamental do Calculo — Parte 2: Se f é continuaem [a,b] ese F é
uma antiderivada de f em (a, b), entdo:

b
[ Feax = Fo) - F@

ﬁ Antiderivada de f calculada
no limite superior
b
[ reax = F) - @
a

L Antiderivada de f calculada
no limite inferior

Ou seja,

Notag&o: E comum escrever o Teorema acima de uma forma mais resumida:

onde

b
— b
J, reodx=rFeot: FOI2 = F(b) — F(a)
Exemplo: Calcule as seguintes integrais definidas:

5 4
a)f xdx b).f cosydy
_ i

V7 1
c) f (2s + 3)ds d) f (t3 —Vt)de
-1 0

Solugao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 2, temos:

215

5
a) J xdx = —
2 2

i

A
b)Jn cosydy = sinyl% = sinn—sin(—) =0—-1=-1.
2

_(3)? (=2? 25 4 21

2 2 2 2 2

-2

2

V7 V7 V7 52\/7
c)f (25+3)ds=2[ sds+3f dszZ? +3s|‘171
-1

-1 -1

-1

=2<(\/27) —(_21)2>+3(\/7+1)=7—1+3ﬁ=3(3+ﬁ)
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1

d) fol(t3 —t)dt = folt3dt - folx/?dt = L:

0

N W

(@ 0 [z ©
\ 4 4 3

E
2 2

31.6 Exercicios Propostos

1) Aplicando o TFC-1, encontre as seguintes derivadas

a) ;—xeﬁdtl

d [ X

b)—f 4+t6dtl
dx | J,

d [,

c)—U \/t2+1dtl
dx |J;

d [ ~tanx 1
d) — dt
) dx L 1+1¢2 l

e>y=fomxm dt f)y=f:/x
3

arctant dt

1 Uu X
g)y=f du h)y=f
1_3xl+u2

dt
3+ t?

2) Calcule as seguintes integrais definidas aplicando o TFC — 2:

2 2
b)f |x|dx c) f (6x — 2)dx
9

3 3
e) f (3x% — 4)dx D) f e*dx
1 1 1
61 21 4
h)j cos 6 do ) J (5 -2t —3t?)dt
3 X T 1
2 3 2 3
k) f (1 + 2y)%dy l)f |2x — 1]|dx
1 —2
T
7}
m)J 3sec? xdx
0
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31.7 Respostas

Exercicio 1: Exercicio 2:
3 19 5
a)x Q) o b) .
b) V4 + x° £o
¢) 3x23/x6 + 1 7 d) 3
d) 1 e) 18 fled—e
g)R:In2 h) 0
e) y’=\/tanx+\/tanxsec2x 7
i)—63 )=
- arctan(Y/y) 8
Ny = Y 49 25
k) 3 D >
, 3(1-3%)°
DY =13 =307 m)3
My = 3 + x?
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Método da substituicdo

QAMoemw

Seja F uma antiderivada de f (ou seja, F' = f) e suponha que a fungdo composta
F(g(x)) seja derivavel. Entdo, pela regra da cadeia, tem-se:

(F(909)) = F'(9())g'G) = F(9())g' ()
Na forma integral
[ (9 rax = (g + ¢
Fazendo a seguinte mudanca de variavel
— = du !
u=g(kx) entio =9 (x)

Podemos reescrever da seguinte forma
ff(@)g’(x)dx = ff(u)du =F(u)+C =F(g_(£)) +C
u du u
método da substituicdo para integral indefinida

Exemplo: Calcule as seguintes integrais usando o método da substituigdo:

a) j 0% dx b) j cost o) J '
senZH V1 + 2t2

Solugao:

Substituicdiou = 2x — du = 2dx < dx = dz—u u=2x

f“d —f udu—lf wdu=tentc=Sic= ¢
a) | e x=|et—=c]etdu=ze = ==

Substituicdou = sinf — du = cos 0 df u=siné

b jcosede—fdu—f 2= ——tC=—— (= 6+C
) sen?0 uz uoau= u ~ sin® - e

Substituicdo u = 1 + 2t? > du = 4tdt thtz% u=1+2t?
t 1du 1 1 1 V1 + 2t?

0) | ——dt = ——=—Ju‘5du=—\/ﬂ+6=—+c
)-[\/1+2t2 Vu 4 4 2 2

Exemplo: Calcule a integral

J sin® x cos? x dx
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Solugao:

cos’x +sinx=1 - sin?x=1-cos*x

f sin® x cos? x dx = f sinx (sin® x)? cos? x dx = f sinx(1 — cos? x)? cos? x dx

= f sinx cos?x (1 — 2 cos? x + cos* x)dx
Substituicdo u = cosx » du = —sinxdx < —du=sinxdx

= fsinx (cos?x — 2 cos* x + cos®x) dx = — J(u2 —2u* + u®)du

1 2 1
=—fu2du+2fu4 du—fu6 du=—§u3+C1+§u5+Cz—7u7+C3

OndeCl+62+63=C
1 2

— 3
= —=c0s°x +=cos
3 5

5x—§cos7x+C

32.2 Método da substituicao — Integral definida

Lembre que um método muito util para resolver algumas integrais é o método
da substituicado.

Para utilizar o método da substituicdo em integrais definidas é necessario realizar
algumas adequacdes nos limites de integracao.

Adequagdo no limite superior
x=b o u=g(bh)
g(®)

b
f F(900)g' () dx = f f (W) du
a \1/—1 g(a)

u=g(x) |> Adequagdo no limite inferior
Substituicao x=a o u=g(a)

Ou seja, se F é uma primitiva da fungdo f, entdo:

| )= | “

)
o TR FW)|9%) = F(g(b)) — F(g(a))
a g(a

Estamos supondo que g’ é continua em [a, b] e que f é continua na imagem de u = g(x)

Exemplo: Calcule a seguinte integral definida
2
f (x + 2)%dx
1

fazendo uma substituicdo conveniente e ajustando os limites de integracao.
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Solugao: Neste caso, teremos:

Adequacgdo no limite superior
F x=2eou=g92)=2+2=4

2 1 3367
(x+2)5dx—f 5du—[ l =—-[(4)°-(3)°] =
_SubStiti‘icéO |9 Adequacgdo no limite inferior
u=gx)=x+2 x=1ou=g1)=1+2=3
du = dx

Observacdo: Uma forma de resolver uma integral definida utilizando o método da
substituicdo, sem modificar limites de integragdo, é a seguinte:

1) Resolva a integral indefinida utilizando o método da substituicdo.

2) Volte na variavel original e substitua os limites da integral inicial.

Exemplo: Calcule a seguinte integral definida
2
f x(x? + 1)3dx
0

Solugdo 1: Fazendo uma substituicdo conveniente e ajustando os limites de integracao,
teremos:

2 5 5 415
fx(x2+1)3dx=f u d_uzlf u3du=1lu—l 1[(5)4—(1) 4] = 78.
0 \rl 1 2 2), 214 L 8

Substituicdo du Novos limites:
2 du = 2xdx < xdx = — =) = =il

u=x“+1 2 B ~
xX=2->u=5

Solugdo 2: Primeiro resolvemos a integral indefinida:

du 1 1
2 3 — - == 3 = —
jx(x+1)dx—ju2 2fudu >

Substituindo os limites de integracao:

utl 1 1
— | =94 = _ (2 14
4l g U 8(x +1)

Z 1 624
jx(x +1)3dx—[ (x? +1)] =—[625—-1]=— =178
) 8 8 8

32.3 Exercicios Propostos

1) Calcule as seguintes integrais:

2 dx 1
a)J —dx b) fl G507 C)Josin(Bnt)dt

z 3 1
d) j (1 + tant)3.sec®tdt e) J x.|x? — 4|dx ) J y.(y? + 1)°dy
0 0 0
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2) Calcule as seguintes integrais utilizando o método da substituigao:

v

d) foxll + x2dx

Inv
a) J.—dv

b) fessds c) f—x (lcilxx)Z

2rdr

e) a—r’ ) stinyf/l%—cosydy

3) Encontre as integrais indefinidas:

cos 3u

a) | ———=du b) f\/fcos Jt3dt ) f(Z cot? @ — 3tan? 0)do

Vv1—2sin3u
4 fx3—1d (1+cotzz)c0tzd j‘3tan9—4c0529

) x—1 x €) cscz z 2 cos 6
4) Calcule a integral
a) ij\/x — 1dx
por dois métodos:
aAu=x-—1 byu=+vx—-1
5) Calcule as integrais por meio da substituicdo indefinida:
3
1++Vx
a) f x(x? + 1)V4 — 2x% — x*dx b) fudx
Vx

6) Calcule as integrais por meio da substituicdo indefinida
a) fcos3x dx b) fsinSx cos? x dx c) fsin6t9 cos>0 dé

d) ftgf’x sec*x dx

32.4 Respostas:

e) fthH sec’0do

s 2 1
Exercicio 1: e) — §(1 —7r) S+ §(1 -r)%+C
1
a)2.(e2—1)  b) — €) o 3
14 31 f) == +cosy)s+C
15 41 2
d) - e) = 1) T Exercicio 3:
S A, 1
Exercicio 2: a) — 3 1—-2sin3u+2C
R A 2 in &
a
2 5 b) §sin t3+C
1 2
) —p—+C )P +D%+C | ) —2cotf —3tan6+0+C
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4 x3 N x? x4 Exercicio 6:
) 3 2 x 1 s

e) —cscz+C a) sinx — zsin x+C

— 45 2 1
f)3secd—4sinf+C b) —=cos3x +=cos®’x —=cos’x+C

Exercicio 4: 3 5 7

2 . 4 2 ) 1sin79 — zsin96? + isin119 +C
S(x=1) /2+§(x—1)5/2+§(x—1)3/2 7 9 11

+C
Exercicio 5:

1
a) _5(4_ 2x? —x4)3/2 +C

b) %(1+\/§)4+C

d 1t7+1t9+C
)7gx gtgx

e) isec“@ — Zsec919 + lsec7t9 +C
11 9 7
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33.1 Integracgdo por partes %%ﬁffﬁ )j

% Apoic em W

Estudaremos a seguir uma importante ferramenta no calculo de algumas
integrais, chamada de método da integracdo por partes.

Lembre que, a regra da derivada do produto nos diz que se f e g sdo duas
funcdes derivaveis em relagdo a variavel x, e digamos que

u=f(x) e v=g(x)
entdo
(u-v) =u-v+u-v Derivada do produto

Lembrando que a integral e a derivada sdo operagdes inversas uma da outra, e que a
integral da soma é igual a soma das integrais, obtemos:

u-v=fv-du+fu-dv

Portanto, chegamos na formula de integracdo por partes:

fudv=uv—fvdu

1) Note que, durante este processo, se obtém uma nova integral.

fudv =uv — fvdu

Integral dada Integral obtida

Observag¢Ges Importantes:

O método de integracdo por partes se torna eficiente quando a integral obtida é
mais simples do que a integral dada.

2) Em termos das fungbes f e g, o método de integragdo por partes fica escrito da
seguinte forma:

[ 02 g = (9969~ [ 90 freoax
u dv u v v du

3) O método de integracdo por partes para integrais definidas é dado por:

b b
[ 76 g@ax =@ 9@l - [ 9@ 1 Grax

Exemplo: Calcule as integrais:

e
a) jx-cosxdx b) f t?2intdt
1
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Solugao:

a) fx-cosxdx=x-sinx—fsinxdx=x-sinx+cosx+C.

u=x - du=dx dvzcosxdx—>v=fcosxdx—>v=sinx
e 31 ret3 1 t3-Int]® 1 (¢
b)ftzlntdtzlnt— - | =-—dt=—— ——f t2dt
1 31 ; 3t 3 L 3);

1 i
u=lnt—>du=?dt dvztzdtﬁvzftzdtﬁv:?
_e3-lne 13-In1 t3e_e3 e? 13 _Ze3+1
-3 3 91_3 9 9/ 9

33.2 Regrado LIATE

Na regra de integracdo por partes, precisamos escolher u e dv de maneira
conveniente.
Uma boa sugestao para a escolha de u é conhecida como regra do

LIATE

gue funciona da seguinte forma:

Logarl'tmica (u=1Inx, u =log, x, etc...)

Inversa Trigonométrica (u = arcsin x, u = arccos x, arctan x, etc...)

Algébrica (u = x™, u = Vx, funcdes polinomiais, funcdes
racionais, etc...)

Prioridade na

escolha de u Trigonométrica (u=sinx,u =cosx,u = tanx, etc...)

Exponencial (u=e

Observac3o: A regra do LIATE fornece apenas uma SUGESTAO.
N3o é garantia de que esta escolha de u serd a mais eficiente!!

Exemplo: Calcule a seguinte integral:

.[x-e3xdx
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Solugao: Note que
> Funcdo exponencial

fx-e3xdx

|—> Funcdo algébrica

De acordo com a regra do LIATE, temos:

3x
u=x - du=dx dv=e3xdx—>v:fe3xdx—>v=?
Portanto
f 3xd e3x fe3xd e3x 1f ax ; 1 ax 1e3x+C
x-e X =x—— | —dx=x—-—=] e X ==xe* ———
3 3 3 3 3 33
3x
—trem-S ic
3 9
Exemplo: Calcule a seguinte integral:
f(t2 +1) - costdt
Solugao: Note que
> Funcdo trigonométrica
f(t2 +1)-costdt
|—> Funcdo algébrica
De acordo com a regra do LIATE, temos:
u=t>+1 - du=2tdt dv =costdt - v =sint

Portanto
f(t2 +1)-cost dt = (t*+ 1) -sint — thsintdt (1)

Note que, podemos novamente utilizar o método da integragao por partes para
resolver a integral
— Fungdo trigonométrica

ft sint dt

|—> Funcdo algébrica

De acordo com a regra do LIATE, temos:
u=t - du=dt dv =sintdt - v = —cost
Portanto

jtsintdt=t-(—cost)—f(—cost)dt=—t-cost+Jcostdt

=—t-cost+sint (2)
De (1) e (2) obtemos

f(t2+1)-cost dt = (t? + 1) -sint — 2(—t - cost +sint) + C

=({t?+1)-sint+2t-cost—2sint+C
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Observagao: Do exemplo anterior, obtivemos:

f(t2+1)-costdt= (t>+1)-sint+ 2t -cost —2sint + C.

Depois de resolver uma integral indefinida, pode ser importante “tirar a prova

III

real” para saber se seus calculos estdo corretos!

Lembre que a derivada da resposta deve ser igual ao integrando!!

No exemplo acima, como

[(t? 4+ 1) -sint+ 2t -cost —2sint+ C ]’

=[(t*+ 1) -sint]’ + 2[t - cost] — 2[sint]’ + C’

=2t-sint+ (t?+ 1) -cost + 2(cost —t - sint) — 2 cost

=2t-sint+ (t?+1)-cost+ 2cost — 2t -sint — 2cost

=(t%?+1)-cost

temos entdo a certeza de que aresposta encontrada esta corretal

33.3 Exercicios Propostos

1) Calcule as seguintes integrais:

a) jln(Zx +1)dx b) sz cos 3x dx

2) Calcule as seguintes integrais:

2 1 y
2,x -
a) jox e* dx b) jo ezydy
ZInt "z
d) Lt—zdt e)JO sin3ycosy dy

3) Calcule as seguintes integrais:

/g 1
a)J sin®2x cos 2x dx b)J x2(1 4 2x3)%dx
0 0
ze§ /3
d)f — dx e)f tg°x sec*x dx
1 X 0
f%' 3x cos 5x d h fz X dx
sin 3x cos 5x dx —
9) . ) Ve

c) Jeze sin36 dé

/4
c) f e3* sindx dx
0

) szezxdx
0

2
) f xe " dx
0

37r/4
Id) sin®x cos3x dx
/2
l ——————————————
Vi X?V9 + x?
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33.4 Respostas

Exercicio 1 Exercicio 3
1(2 +1)Iin(2x + 1) +C ! b 182
a)2 x n(2x x a) % ) 9
1912'3+2 3 2'3+c t_ 1 d Ve
)3x Sin3x + g x cos 3x — = sin 3x ) 5~ 503 )e e
! 20(25in36 —3cos36) + C il 1
) 13e sin cos e) 3 ) 384
ici 1 128
Exercicio 2 g)g(\/i—l) h) - _ 243
1 3
a) 2(e? —1) b) ———e? 2
) 5= (e™a+1) @) 5-=mn2
25 2 2
i 1(3 t4+1)
°) 16 1) 3 Be
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Definigdo: A drea A da regido limitada pelas curvas y = f(x) ey = g(x) e pelas
retas x = aex = b, onde f e g sdo continuas e f(x) > g(x), para todo x € [a, b] é:

b
A= f [F ) — g(0)]dx

Observacdo: Antes de calcular a area,
pode ser importante esbocar os graficos
das fungdes f e g para identificar qual
fungdo delimita a area superiormente
(funcdao de cima) e qual delimita a area
inferiormente (funcdo de baixo):

b
1= ] 1w - g ax

a Funcio Funcio
de cima  de baixo

Solugao: Neste caso, temos:

b
A= j [F(0) — g(0))dx

1
=] [—x2 + 2x + 1 — x?]dx
0

1
= j [—2x2 + 2x + 1]dx
0

x3 x?

1
= l—2?+27+xlo

= 2+1+1— 2+2
-3 3

¥

’ a b X

Exemplo: Calcule a &rea compreendida pelas curvas f(x) = —x2 + 2x + 1 e g(x) =
x?epelasretasx = 0ex = 1.

Graficos

____________________________

“"I“‘
1
|
w
1

- PO - - =

| S

f(x) = —x? + 2x + 1 Funcdo de cima
g(x) = x? Fungéo de baixo
Limites de integracdo:a=0 b =1

Observagdo: Quando for necessario calcular a area entre os graficos das funcdes f e
g, pode ser necessario encontrar os extremos a e b resolvendo o sistema formado pelas
equacgoes que definem f e g:
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{y = f(x)
y=gXx)

Sistema para encontrar os limites de
integracao!

Exemplo: Calcule a dreaentreascurvasy = x> ey = x + 2.

Solugdo: Neste caso, precisaremos encontrar primeiramente os limites de integracao
através da resolucdo do seguinte sistema:

y =x* 2 2
T - x*=x+2 - x*—-x-2=0 - ou

Portanto,a = —1eb = 2.

A= ] (G + 2) — x2]dx
-1

2 el
=j (—x2 4+ x + 2)dx = x +2
-1 _:
B o 12 |
— —?+7+2X i i
-1 - __I_____:
i 8+4+4] '1+1 2] | |
L 372 32
_[F16+ 12 + 24 [2+3—12] : L
— | 6 6 2 3%
_20 7 _27
% 'e ® y = x + 2 Fungdo de cima
y = x? Funco de baixo
Limites de integracdo: a=—-1 b =2
34.2 Exercicios Propostos

1) Calcule a area entre as curvas dadas:
2

x
a)yzxey=2\/§ b)y=e*—1ley=—-xex=1
Oy*=xey=x—2 d)y*=—x+2e 4y>*=x+3
e)y=3x—x%,eixox,x=—1e x =2
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Respostas:

34.3

1) Integrando na variavel x

[Vx — (x — 2)]dx

4

J

Vx)|dx +

(

[V

1
0

A=

9
=z ua

2) Integrando na variavel y

S
S
(99
. Il
S >
3 =
o N \ﬂw
[ _
= N
i) &
~ —/
) |
_ —~
— (9]
N +
+ 9\l
>
2 _
~ — ﬂ =
—] —
Il ~
< Il

d)

Exercicio 1

S
; A\ S
a. — ® 2 M | N
S _ I
O [\
- — _3 xe I
“ I 2
! = =
H = —
[ S \VU
|“ 2x _4. _
! —
1
| I [
.
& —
- o~ _
H N—— =
1 <K o e
" f —_
m I —
- < Il

Podemos calcular a drea de duas

maneiras:
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34.4 Comprimento de arco

Definicdo: Se f' for continua em [a, b], entdo o comprimento da curva y = f(x),
a<x<hbh,é:

b
L= j V1+[f'(%)]? dx

!

!

!
= f)

!

!

a p X
Observagao: Em resumo, para calcular o comprimento de arco de uma curva, vocé
devera seguir os passos abaixo:

12 passo: derivar a fungao
22 passo: calcular 1 + (f')?

39 passo: calcular a integral

b
L =f 14+ [f'(x)]? dx

Exemplo: Encontre o comprimento da seguinte curva:

y=3JG?+2? 0<x<4

Solugao:
12 passo:
1
y = §J(x2 +2)3 -5 y =x/x242
29 passo:

2
1+()")2:1+(x\1x2+2) =14+x2@x?+2)=x*+2x2+ 1= (x? + 1)2

32 passo:
4

4 4 53
I = f (x2+1)2dx=f(x2+1)dx=l?+xl
0 0 0

(4)3 _64+12 76
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345 Exercicios Propostos

1) Encontre os comprimentos das seguintes curvas:

_x3_|_1 1 <1 b) y = In(sinx) i

a)y_6 — 5SXS )y = In(sinx), R
1 2

Oy=5( +e™,  [02] d)y=x73, [18]

34.6 Respostas

Exercicio 1
o 3L b) In V2 +1 c)l(ez—l) d)sox/ﬁ—nx/ﬁ
48 V2 — 2 e? 27
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35.1 Volumes

35.2 Meétodo dos discos

Exemplo: Encontre o volume do sdlido obtido pela rotacdo da regido limitada por
y =+vV3 —xex = —1,aoredor do eixo x.

Solugao:

3 3
V=f n[\/3—x|2dx=7rf (3—x)dx=nl3x—x7
1 -1

—n [(3(3) - (32—)2) - <3(—1) - (_21 )2>l =n|(o- ;) ~(-3- %)]
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gerado
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35.3 Método do anel circular ou das arruelas

Definicdo: Método do anel ou arruelas é dado por

b
V= j R(RGO = [r(0)]?) dx

Exemplo: Encontre o volume do sélido obtido pela rotagdo da regido limitada pelas
curvas y = 2v/x e 4y = x% em torno do eixo x.

Solugdo:
4 2 (x?) & x* x2 1 x5
V= 2 —[— |dx = 4x ——|ldx = |4 — - ——
J;n[(ﬁ) <4>‘x njo x—g|dx=m|4 165,

(4 145 [ 64] [160—64]_96
=m|do | =" -|= z =z mTuv.
- I A
TN .
S RN AN e =
: R
S, et )
! P R =
- ___I}___.___L__f__ls/ Sélido gerado

35.4 Meétodo das cascas cilindricas

Definicdo: Método das cascas cilindricas
Quando o eixo de revolugdo é o eixo y se integra em x

b
V= f 2nxf (x)dx
a
Quando o eixo de revolugdo € o eixo x se integraem y

b
v = 2nyfGay
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y=flx) ) 1 N y=f(x)

f [

|

!

|

Exemplo: Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido limitada por
x=y%—2, x =6—y%emtorno do eixo x.

Solugao
2

2 2
V= f 2my[(6 — y*) — (y* — 2)]dy = 2nf y[8 — 2y?]ldy = 27rf (8y — 2y3)dy
0 0 0

2 2y4 2(2)4—

P [— ——] ps I4(z)2 -
0

l = 2n[16 — 8] = 16w u. v.

Sélido gerado

35.5 Exercicios Propostos

1) Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido limitada pelas curvas em
torno dos eixos dados.

a)y=e* y=0, x=0, x=1I[n3, aoredor do eixo x.
b)y=+vx+2, y=2Vx—1, y=0, emtorno do eixo x.
cy=2x—1, y=-2x+3, x =2, emtorno do eixo y.

d)y =3x—x3, eixox, x =1, emtorno do eixo y.

35.6 Respostas

Exercicio 1
a) Método dos discos
In3

In3
V= J w[e*]?dx = nJ e?*dx = 4mu.v
0 0
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944

Sélido gerado

b) Método dos discos

szl n[\/x+2|2dx+f2n[(\/x+2)2—(ZVx—l)z]dngg+37n= 6mu.v.

Método das cascas cilindricas

2 e
V=f 2nyl<z+1>—(y2—2) dy = 6mu.v
0

Sélido gerado

¢) Método das arruelas

V= f_llrc [(2)2 — (3%)2] dy + f:n [(2)2 — (yT-H)Zl dy = 1(;71 + 1(;” = 2(;7r Uu.v.

Método das cascas cilindricas

2 20m
V= f 2nx[(2x — 1) — (—2x + 3)]dx = = wv.
1
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d) Método das cascas cilindricas

Sélido gerado
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36. Aula6 - v
: e - 3 (tfrfj )3
36.1 Integrais por substitui¢ao trigonométrica L% o

% Apoio em W

As substituicdes trigonométricas podem servir para transformar integrais que
envolvam

va? + x2 va? — x2 Vx2 — g2

em integrais que podem ser calculadas diretamente.
As substituicdes mais comuns s3o:

x=atgl x = a senf x = a secl

Podemos visualizar geometricamente como podem ser feitas essas
substituicOes basicas, a partir de triangulos retangulos. Vejamos os casos a seguir.

Caso 1. Va2 — x2

P ara as variaveis apresentadas,

Para x = a sen 8, temos:
sabemos que

a’? —x%*= a’>—a?*sen? 6
= a?(1 — sen?0)
= a® cos?6

Entdo, Va? — x% = a|cos8|.

X
sen = —
a

logo,

x=asenb

Caso 2. Va? + x2

Para as varidveis apresentadas, Parax = a tgf, temos:
sabemos cjcue a® +x2 = a? + a’tg?0
tg 6 == = a?(1+tg?0)
— 2 29
logo, a‘sec
x=atgh Entdo, Va? + x? = a |secH|.
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36.2 Substituicdo trigonomeétrica

Exemplo 1: Calcule
dx
-[-xzx/m
Solugao: para eliminar o radical, fazemos a substituicdao
x=2senf - dx =2cos 0 db
2 cos 6 do 2 cos 0 do

dx
f x2VE—x2 .[ (2 sen 0)?V4 — 4 sen?6 (2 sen 6)%(2 cost)

1

jda —1f 20 do = - tg0 +C
—4 S€Tl29_4' cossec = 4‘COg

Devemos expressar cotg 6 em termos de x. Para isso substituimos x = 2 sen 8 como
sen =%/,

Representando esses valores geometricamente

2
X x=2senf
0
4 — x?
obtemos:
V4 — x?
cotg 0 = ——
X
e, fazendo as devidas substituicdes
J @ ligerc=-1YETX ¢
Vi—x2 49 4 x
Exemplo 2: Encontre a drea da elipse
xZ yZ
2 !

Solugdo: a elipse é simétrica em torno dos eixos, logo sua drea é 4 vezes a drea do
primeiro quadrante.
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Resolvendo a equacdo da elipse em termos de x:

Assim, a drea é dada por:

A=4] —+a?—x%dx

0

4p (¢

=—f va? —x?dx
a Jo
Fazendo a substituicdo
x=asenb
dx = a cosf db

Convertendo os limites de integracdo em x para os limites de integracdo em 6:

x=0 - 0 =arcsen(0) =0

T
x=a - 6 =arcsen(1) =3

Obtemos:
B 4p
T a

a 4b (3
A f az—xzdxz—f acosf-acosOdb
0 a Jo
T
2
= 4abf cos?*6do
OTl'
21
= 4abf 2(1 + cos26)do
0

1 2
= 2ab [9 + —sen20]
2 0

= 2ab [%— O] = mab

Exemplo 3: Calcule

x%2 —25
J dx,
X
supondo que x > 5.
Solugado: fazendo a substituicao
T
x = 5secf, OSQ<E dx = 5secOtg0do

Assim,

Vx2 — 25 V25 sec26 — 25 5 |tgo

J—dx=_[ (55ec9tg0)d6=] ltg |(55ec0tg9)d9
X 5 secl 5 secH

=5ftg29d9=5f(sec29—1)d9=5tg9—59+6
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Para expressar a solugdo em termos de x, vamos representar geometricamente

x
/‘m x=55ec§
9 9=arcsec(§)

5

x2—25

O que nos da

tg 0 =

Disso, obtemos:

2 —
ijzsdxlexz—ZS —5arcsec(§)+€

36.3 Integrais envolvendo ax? + bx + ¢

Integrais envolvendo polindmios também podem ser calculadas a partir deste
método, primeiro completando os quadrados e, depois, fazendo uma substituicao
apropriada. Veja o exemplo:

Exemplo 4: Calcule
|7
——dx
x?—4x + 8
Solugao: completando os quadrados, temos
x?—4x+8=(x*—4x+8)+4—4

=(x—-2)?%+4

A substituicdou = x — 2, du = dx, fornece
f X :f X dx=fu+2du
x?>—4x + 8 (x—2)2+4 u?+4
=j ¢ du+2] du =1J 2u du+2f du
u?+4 u?+4 2J)u*+4 u?+4

—11 ( 2+4)+2(1) t u+C
—2nu 2arcg2

1 x—2
= Eln[(x —2)2 + 4] + arctg (T) +C
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36.4 Tabela Resumo

Em resumo, as trés substituicdes basicas estdo apresentadas na tabela abaixo,
bem como os valores de 8 que satisfazem a reversibilidade das fungdes.

EXPRESSAO NO _ 3 )
INTEGRANDO  SUBSTITUICAO  RESTRICAO SOBRE O SIMPLIFICAGCAO
— T T
Ja? —x2 X = a senb _ESHSE B — P = P
s 0 s
Ja? + x2 x=atgl —5;<0<3 2+ 22 = a2sec?0

T
OS9<§(sex2a)
x = a sech - x? —a? = a’tg?0

E<9Sn(sex$—a)

x2 — q?

36.5 Exercicios Propostos

1) Calcule as seguintes integrais fazendo as devidas substituigc")es

Sl »fE ol
d)fm emﬁ

36.6 Respostas

Exercicio 1

a) ln|\/9+x2 +x| +C
b) %[arcsen (2x) + 2xy/1 — 4x2] +C

1 2
e) ﬁ arcsen\/;(x+1) +C
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37.1 Meétodo de integragao por soma de fragdes parciais *Apoio em™*

Uma funcdo racional, y = f(x), é uma fungdo que pode ser expressa
como um quociente de dois polindmios P(x) e Q(x).

P(x)

fx) = Ok tal que Q(x) # 0

Agora, veremos como integrar qualquer fungdo racional.

. 2 4 .
Exemplo: Dada a fungdo f(x) = —5 5 vamos calcular a sua integral.

Note que,
() = 2, 4 _204D+4(E+3) 2+dtaxt12_ 6x+16
fx T x4+3 x+2  (x+3).(x+2  x2+2x+3x+6 x2+5x+6
2 4
Assim, dizemos que —— + —
x+3  x+2

é a representacdo na forma de SOMA DE FRACOES PARCIAIS da funcdo

6x+16
x2+6x+6
Portanto,
f6x+16d—f2+4d
x2+5x+6 = x+3 x+4+2 x
Solugdo:

f6x+16d_f 2 +4d_f 2d+f4d—
x2+6x+6 X = x+3 x+2 x= x+3x x+ 2 x=

dx dx
Z.J +4. | ——=2.In|[x+3|+4In|lx+2|+C
x+ 3 x+2
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Quanto ao grau de P(x):

* Seograude P(x) for menor que o grau de Q(x), a
transformacgdo segue como no exemplo acima.

* Seograude P(x) for maior ou igual ao grau de Q(x), entdo
precisamos fazer a divisdao de polindbmios.

P® | 0w
569 > 0G5 =50+ 503

R(x)

onde, R(x) e S(x) também sdo polindmios.

Exemplo: Calcule

3x2 +2x+ 1
—dx

x+1

Solugdo:

12 passo: Realizando a divisdo de polinémios:

3x2+2x +1 x+1
—3x2% - 3x 3x—1
—x+1
+x+1
2

3x2 +2x + 1 2 2
—dx= | 3x—-1+ dx= | 3xdx— | dx+ dx =
x+1 x+1 x+1

2

dx X
:3fxdx—fdx+2f =3.——x+2.In|lx+1|+C
x+1 2

No exemplo anterior, conseguimos integrar a expressao de forma direta.

, , ~ R(X) . . o
Porém, ha casos em que a funcdo 20 precisa ser reescrita como uma soma de fracdes
X

parciais, fatorando o polindmio Q(x) o maximo possivel.
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CASO 1: Q(x) é um produto de fatores lineares diferentes.

Q(x) = (axqy + by).(ax, + by). ....(ax, + by).

~ ~ R()
Entao podemos reescrever a fungao @ como:
R(.X) Al Az Ak

Q00 (@ +b)  (ax+by) 7 (ax, + by)

onde 44, A,, ..., Aj sdo constates a serem calculadas.

Exemplo: Calcule:

J‘ 5x — 10 p
x2—3x—4 x

Solugdo:
Note que, como o grau do numerador é menor que o grau do denominador,
ndo se faz necessaria a divisdo de polinémios.

Logo, vamos fatorar o denominador e transformar a fungdo em uma soma de
fracdes parciais.

x2=3x—-4=(x—-4).(x+1)

Entdo,
5x-10 A N B
x2—-3x—4 x—4 x+1
_Ax+1)+B.(x—4) Ax+A+Bx—4B x(A+B)+ (A—4B)
a (x—4).(x+1) T o(x—4).(x+1)  (x—4).(x+1)

Por sistema, calculamos as constantes A e B:

5—B—-4B=-10 :
l

—B—4B=-10-514=2

A+B=5 = A=5-R8
A—4B = —-10

—15

I

|

|

|

I —5B = —-15
|

I -5
|
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Logo,

fsx_lod_f 2, 3d_f 2d+f 3 _
X2—3x—4" " Jx—a x+1*7 ) x—a*™ x+1 =

dx dx
2.f +3.f—=2.ln|x—4|+3.ln|x+1|+C
x—4 x+1

CASO 2: Q(x) possui alguns fatores lineares repetidos.

Q(x) = (ax; + by). (ax, + by)*.

~ ~ R
Entdo podemos reescrever a fungao % como:

R(x) A B, B, B; By
= + + + Fo o ——
Q(x) (ax;+by) (axy,+by) (ax;+by)?  (ax, + by)3 (axy + bk)k

que pode ser integrado completando o quadrado (se necessario), onde
A, B,, B,, B, ..., B;, sdo constates a serem calculadas.
1, D2, D3 k

2x + 4
jx3—2x2dx

Exemplo: Calcule:

Solugao:

Note que, como o grau do numerador é menor que o grau do denominador,
nao se faz necessaria a divisdo de polindmios.

Logo, vamos fatorar o denominador e transformar a funcao em uma soma de
fracGes parciais.

Entao,

x3—2x2 x  x2  x—2
_Ax.(x—=2)+B.(x —2) + Cx* Ax* —2Ax + Bx — 2B + Cx?
B x2.(x—2) B x2.(x—2)
_(A+0).x* +(=2A+B).x — 2B
B x2.(x—2)
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Por sistema, calculamos as constantes A, B e C:

A+C=0
—2A+B=2
—2B =4
4 | | A=—C
B=— | —24-2=2 |
' —2A=2+2 ' =—(-2)
B=-2 | |
I —24 =4 I Ao
| 4 |
| A== |
| Sy |
Logo,
f2x+4 f + 2(1_
3 _ 2x2 M=

—22 2 2 dx dx dx
[P [ Rt [ Zoarmza [ [Ean [ &
x x2 x—2 x x2 x—2

1 2
—zmm—z( )+zmu—m+c—zamx—m—mun+ +C=

CASO 3: Q(x) é um produto de fatores quadraticos irredutiveis (A< 0)diferentes.

Q(x) = (a;x? + byx + ¢1). (ax? + byx + ¢3). ... . (apx® + brx + ¢y).
R(x)

Ent3o podemos reescrever a fungdo 260 Como:
R(x) Aix + B, N A,x + B, Apx + By,
Q(x) (ayx2+byx+cy) (ayx?+ byx + cz) (akx2 + byx + ¢i)

onde Ay, A,,A5, ..., Ay e B;, By, B3, ..., By sao constates a serem

355 | Pagina



=2 M‘q

Projeto GAMA 3;3*—)#;

Em alguns momentos o termo,

Ax + B
ax?+ bx +c

f%z%.mn—l (2) +C

foZ—x+4
x3 + 4x

Exemplo: Calcule:
dx

Solugdo
Note que, como o grau do numerador & menor que o grau do denominador, ndo
se faz necessaria a divisdo de polinémios.

Logo, vamos fatorar o denominador e transformar a funcdo em uma soma de
fracGes parciais.
X +ax=x.(x*>+4)

Entao,
2x2—x+4 A Bx+C
3 =tz -
x> + 4x x x“+4

A(*+4)+(Bx+0).x Ax* +4A+Bx*+Cx x*.(A+B) +x.(C) + (44)
x.(x* +4) B x.(x* +4) B x.(x* +4)

Por sistema, calculamos as constantes A, B e C:

A+B=2
c=-1
44 =4
At 14B=2 C=-1
* B=2-1
A=1 B
B=1
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Logo,

2x2 —x+ 4 1 x-1 1 x—1
—dx = (—+ )dxz —dx + dx
x3 + 4x x x*+4 x x%2 + 4
* Aprimeira integral sai direto:
1
j—dx = In|x| + C;
x
* Asegunda integral sai por substituicao:

x—1 X 1
.[ dxzf dx—f dx =
x2 +4 x2 44 x2 44

X du
f dx = u=x*+4= du=2xdx = — = x.dx =
X2+ 4 2

L J

lSubstitui(;éo

1f1d —1l|| 1l|2+4|+C
— | — = —, - —.
> u > nju 2 n|x 2

f ! d _1 t 1(x)+c
e VY
Logo,
2x2—x+4 1 1 x
A — = _ 2 4| — = -1(_
f T Ax dx ln|x|+2ln|x + 4| Ztan (2)+C

Exemplo: Calcule:

j4x2—3x+2
dx

4x%2 —4x+3

Primeiramente, como o grau do numerador é igual ao grau do denominador,
precisamos realizar a divisdo de polinbmios.

Entdo:

4x% —3x +2 |4x%2 —4x+3

—4x% 4+ 4x -3 1

x—1

Entdo, 4x* —3x + 2 x—1
—=1+—
4x% —4x+3 4x2 —4x + 3
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Assim temos,
4x* —3x+ 2 x—1
s SN S (1+—)dx=
4x2 —4x+ 3 4x2 —4x+ 3

x—1
-
4x% —4x + 3

* Aprimeiraintegral é direta:
f ldx=x+C,

e Na segunda integral precisamos utilizar complemento de quadrado pois o
denominador é um polindbmio quadratico irredutivel.

Note que 4x% —4x +3 = 4x? —4x + 1+ 2 = (2x + 1)? + 2, portanto:

f x—1 .I' x—1
dx
4x% — 4x + 3 (2x—1)?2+2
tomandou = 2x — 1 = du = 2dx =>%= dx e também: x =%1temos,

1_}%@:_{](_%_2)@;_[@@_
2 uc + 2 2 uc + 2 2 us + 2

1
5 -1 11 (u-1 1 (u-1
| FY—=——du==-.—-. du =-—. du =
u? + 2 22 ) ut+2 4" ) u?+2
1 u—1 1 u 1
—.[ du] :—.[ du — du] =
4 u?+2 4 u? + 2 u? + 2
»  Aplicamos substitui¢do!

N| -
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! In|u? + 2| L2 ‘1(u)+C
—.—.lnlu ——.—.tan " |— =
1 4'V2 v2/
! In|u® + 2| L V2 1(”) c
—.nu"+2| —-——=.—tan " |—= |+ (; =
8 12 2 v2/
1 > V2 (U
—.In|lu* + 2| — —tan (—)+Cz=
8 V2
u
—. [lnlu2 +2| —v2tan! (—)] +C, =
V2

1 2x—1
= [ln|4x2 —4x + 3| — \/Etan_l( )] +C,

Logo,

f4x2 — 3x + 2x?

1 2x—1
dx=x+—.[ln|4x2—4x+3|—\/Etan_1< )]+C
4x% —4x + 3 8

V2

CASO 4: Q(x) possui de fatores quadraticos irredutiveis (A< 0) repetidos.

Q(x) = (a;x? + byx + c;)¥

o . R
Entdo podemos reescrever a funcio 26y omo:

R(X) A1x+B1 A2x+B2 Akx+Bk
Q(x) (a1x*+bix+cy) (ax?+ byx+ cy)? (apx?® + bypx + ¢ )k

onde 44, Ay, A3, ..., Ay e By, By, B3, ..., By, sdo constates a serem calculadas.
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Exemplo: Calcule

dx

fx5+x4+4x3+4x2+4x+4
(% + 2)3

Solugdo:

Note que, se resolvermos a multiplicacdo dos polindbmios do denominador,
obteremos um polindmio de grau maior que o polindbmio do numerador. Por isso, ndo
precisamos efetuar a divisao de polindbmios.

Entdo:

W Hxt+4d +4xP +4x+4  Ax+B Cx+ D Ex+F
= + + —
(x2 +2)3 (x2+2) (x2+2)?2 (x2+2)3

(Ax+B).(x*+2)2+ (Cx+D).(x* +2) + (Ex+ F) _
(x2 +2)3 B

(Ax + B). (x* + 4x* + 4) + (Cx® + 2Cx + Dx* + 2D) + (Ex + F)
(x2 4+ 2)3 B

Ax® + 4Ax3 + 4Ax + Bx* + 4Bx* + 4B+ Cx* + 2C+ Dx* + 2D+ Ex + F
(x2 +2)3 B

(A).x°>+(B).x*+ (4A+C).x>+ (4B + D). x>+ (4A+E).x + (4B +2C + 2D+ F)
(x%2+2)3

Por sistema, calculamos as constantes 4, B, C, D e F:

A=1 41+c=4 Va14p=4 la1+E=4
B = C=4—4 : D=4—4 : E=4-4
1 44+c=4 c=0 | D=0 | E=0
4B +D = 4 | |
4A+E =4 = ! I
4B +2C +2D +F = 4 : :
l l

41+20+2.D+F=4

F=0
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Logo,
fx5+x4+4x3+4x2+4x+4d
X =
(2 +2)3
x+1 X
dx = dx
x% +2 X%+ 2
1
+f dx =
X%+ 2
1 1 X 1 V2 X
:—ln|x2+2|+—tan_1(—>+ =—ln|x +2|+——ta (—>+C:
2 vz "\ Zvz \2

1 V2 X 1
_ 2 -1 _ 2 -1
_Zlnlx + 2|+ > tan (\/i>+—2<ln|x + 2| ++V2tan ( )+C>

37.2  Exercicios Propostos

2
X
(a) fx+4dx n B3+ 4+2x+1
E+DE+2)

x—9

(b)

dx
(d) f x(x? + 4)?
1

,[x2+5x+6
0

Grox—™

c x2+1
)fo—3xx—2de

(g) X —7x—12
Jx(x +2)(x— 3)

2
x“+2x—1

(h) J dx
2x3 + 3x% — 2x

(i dx
i) m coma+0

' dx
W Jx(x2 +4)2

xt—2x% +4x+1
(k)

dx
x3—x?2—x+1

0 fl—x+2x2—x3d
x(x? +1)? x
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37.3 Respostas

1
a) E.(x2—8x+32ln|x+4|)+C
b)2In|x+5|—In|x—-2|+C

5
) 10ln|x—3|—9ln|x—2|+m+C

1

11 — Iinla2
d) 8(zlnlxl 4lnlx + 4| +(x2+4)

+0)

7inf] -emfy
e)7In 3 n >

0 2(Inlx? + 1] + vVZtan™! (%) +¢)

2]
g) ni3

1 1 1
h) Elnlxl +Eln|2x —1] —1—Oln|x +4|+C

a

x_
xX+a

i)%ln| |+c

'1<1z|| Ll + 4]+ —2 +c)
D g\gtnlxl =g inlx (x2 + 4)

o 2
)2 x X —

x
+ln| +C
x

1

) In|x| — %ln|x2 + 1| —tan ! (x) —

2(x24+1) +
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38.1 Integrais Impréprias

Supde-se na definicdo da integral definida
b
[ G ax
a

que [a, b] é um intervalo finito, e que o limite que define a integral existe, isto &, que a funcio
é integravel.

Ou seja, é possivel calcular a area A abaixo do gréfico da fungdo definida por f (x), nointervalo
[a, b].

Observagoes:

*  Funcdes continuas sdo integraveis;
Fungdes ndo limitadas no intervalo de integracdo ndo sdo integraveis.

Exemplo: uma funcdo com assintota vertical dentro do intervalo de integragao nao
seria integravel.

Mas, de que forma calculamos esta drea quando os intervalos de integracdo sdo

infinitos ou quando temos integrandos com assintotas verticais dentro do intervalo de
integragcdo?

+o0
f f()
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38.2 Integrais sobre intervalos infinitos

Defini¢do 1: Aintegral imprépria de f no intervalo [a, + o0) é definida por

+oo b
L f(x)dx = bl_i}rg)(j L f(x)dx

No caso em que o limite existe, dizemos que a integral impropria converge, e o limite
¢ definido como sendo o valor da integral.

Caso ele ndo exista, dizemos que a integral improépria diverge, e ndo é atribuido
nenhum valor.

Exemplo 1:
+oo 1
1).[ — dx
1 X

Solugdo: Substituimos o limite superior infinito por um limite finito b, e entdo tomamos o
limite integral resultante, assim:

b
1
lim j —dx = lim [Inx]? = lim Inb = 4+
b—+ 1 X b+ b—+0

Nesse caso a integral diverge, e portanto, ndo tem valor algum.

Exemplo 2: Para quais valores de p a integral converge?

+oo 1
f — dx
1 XP
Solugdo: Sabemos do exemplo anterior que a integral diverge se p = 1; supomos que
p *# 1. Temos:

pi-p 1

1-p 1-p|

+o00 b xl—p b
— dx = lim x Pdx = lim = lim
1 xP b—+oo J4 b—+o0 1 — p ) b—+o0

 Sep>1,entdo b'™? - 0 quando b - +oo;
* Sep <1, entiob™P - +oo quando b = +oo;

* Aintegral converge se p > 1 e diverge, caso contrario.
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Quando converge, o valor da integral é:

[(Lar=fo-r]=-- o>t
o x = 1—pl=p=1 (P>1)

Disso, decorre o seguinte teorema:
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Exemplo 3: Calcule

+o0 1
f dx
I

Solugdo: escolhemos um ¢ = 0

+o0 b
! s
dx = li dx = li tgx]? = Ui o) = —
.[0 1 4+ x2 X b—I;Z-noo . 1 1 2 x b_l>7+noo[arc g x| b_l)inoo(arc gb) >
dx = llm dx = llm arctag x 0 — llm T @) — e
']-—oo 1+ x2 a—->— a 1+ x2 a—)—oo[ 9 ]a a—>—oo( g ) 2

Assim, a integral converge e seu valor é:

+o0 1 0 1 40 1
f dx=f dx+f dx=m
e 142 w1+ x? o 1+x?

38.3 Descontinuidades Infinitas

Consideraremos agora integrais
cujos integrandos tém
descontinuidades infinitas. No caso em

Ao invés de encontrar a area
toda de uma so vez, calculamos parte
dela acima do intervalo [a, k], onde
que o intervalo de integragdo € um a<k<b, fazendo k- b, para

intervalo  finito  [a,b] e a completar a area toda da regiso.
descontinuidade ocorre no extremo

direito.

| @

a

fa f@ar

Y —
[wy)

o

Q

=~

GA —— = e - ——— = = = ———
&

366 | Pagina



o~ Mq

‘n___)/’ Capitulo 6: Integrais

Exemplo 4: Calcule

|
dx
fo v1—x

Solugdo:

| ]
dx=limf dx =
.[(,Vl—x k=17 Jy V1 —x

, k , k
Jim [-2vV1 —x] ] =kl£)r¥_[—2\/1—k+2]o=2.
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Dizemos que a integral impropria converge se ambas parcelas convergirem e diverge se
alguma delas divergir.

Exemplo 5: Calcule

400 1

—d
o Vx(x+1)

Solugdo: Integral imprépria por duas razées, o intervalo de integracdo é infinito e hd uma
descontinuidade infinitaem x = 0.

X

x = u?

+0oo 1 1 1 4+ 1
—dx=f—dx+f —dx
fo Vx(x + 1) o Vx(x+1) 1 Vx(x+1) dx = 2u du

f 2udu 2[ du . - N,
= | ——= =2arctgu+C=2arct x +
u(u? + 1) u? +1 ¢ .

1
.f Vx(x + 1) d
Assim:

. 1 ] k
dx =2 klirsgr[arc tg \/E]k +2 kl_L)Too[arc tg \/;]1 =

38.4 Exercicios Propostos

1) Calcule as seguintes integrais improprias

+o0 1
—d

+00
) fo e *dx

+oo
© J e *dx

too X
() f_m (x2 + 1)2 dx
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2) Calcule a drea da regido limitada por f(x) = x21+1 e o eixo dos x.

3) Calcule

2

385 Respostas

Exercicio 1:
T
a) >
b) 1
c) +©
d)0
Exercicio 2:

Tu.a.

Exercicio 3:

a) —oo

b) 3 + 332
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39. Monitorias

Nao esquega de procurar os monitores do GAMA para melhor esclarecer suas
duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem ser encontrados na pdagina do Projeto:
http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/
O GAMA possui monitorias de:
U Pré-célculo e Matematica Elementar (e disciplinas equivalentes)

0 ALGA — Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)
O Cdélculo 1, Calculo 1A e Célculo | (e disciplinas equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo menos 15
vezes dentro do mesmo semestre letivo.

371 |Pagina



=2 M‘q

Ao et

Projeto GAMA

40. Referéncias

ANTON, Horward; DAVIS, Stephen L.; BIVENS, Irl C. Célculo. Vol. 1, Séo Paulo,
Bookman, 2014.

ANTON, Horward; DAVIS, Stephen L.; BIVENS, Irl C. Célculo. Vol. 2, Sdo Paulo,
Bookman, 2014.

DANTE, Luiz Roberto, Matematica: Contexto e Aplicaces. Sdo Paulo, Editora Atica,
2009.

DEMANA, Franklin; FOLEY, Gregory D.; KENNEDY, Daniel. Pré-calculo. 2. ed. Sdo
Paulo: Pearson, 2013.

Fundamentos de Matematica Elementar. VVol. 2, Sdo Paulo, Editora Atual, 1985.
GOMES, Francisco Magalhdes. Pré-célculo. 2. ed. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2018.

IEZZI, Gelson, Fundamentos de Matematica Elementar. VVol. 3, Sdo Paulo, Editora Atual,
1985.

IEZZI, Gelson; DOLCE, Osvaldo; MARUKAMI, Carlos. Fundamentos de Matematica
Elementar. VVol. 1, Sdo Paulo, Editora Atual, 1985.

IEZZI, Gelson; MARUKAMI, Carlos. Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 1,
Sao Paulo, Editora Atual, 1985.

LEITHOLD, Louis. O Célculo com Geometria Analitica. Vol. 1, Sdo Paulo, Harbra,
1990.

LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. VVol. 2, Sdo Paulo, Harbra,
1990.

MEDEIROS, Valéria Zuma; CALDEIRA, André Machado; SILVA, Luiza Maria
Oliveira; MACHADO, Maria Augusta Soares. Pré-calculo. 2. ed. S&do Paulo: Cengage
Learning, 2010.

MOLTER, A. et al. Topicos de Matematica Bésica. Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna,
2016.

MOLTER, A.; NACHTIGALL, C.; ZAHN, M. Trigonometria e nUmeros complexos:
com aplicagOes. S&o Paulo: Blucher, 2020.

NACHTIGALL, C., MOLTER, A., ZAHN, M. Conjuntos e fungdes: com aplicacdes. Séo
Paulo: Blucher, 2022.

SAADI, Alessandro da Silva e SILVA, Felipe Morais da. Apostila de Pré-célculo - Parte
1. Rio Grande: Gréfica da FURG, 2017.

372 | Pagina



orMy

=
)

" Amsie e

Capitulo 6: Integrais

SAFIER, Fred, Pré-Calculo. Colecdo Schaum, Porto Alegre, Bookman, 2011.
STEWART, J. Calculo. 8. ed. Séo Paulo: Cengage Learning, v. 1, 2016.
STEWART, J. Célculo. 8. ed. S&o Paulo: Cengage Learning, v. 2, 2016.

ZAHN, Mauricio. Teoria elementar das func@es. Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna, 2008.

373 | Pagina



