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Introdugao @,

Doio em W

* Reta orientada — eixo: uma reta r € orientada
guando se fixa um sentido de percurso,
considerando positivo e indicado por uma seta.

/

 Segmento orientado: um segmento orientado é
determinado por um par ordenado de pontos. O
primeiro € chamado de origem e o segundo de
extremidade.

B

/
A
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Introducdo @,

e
Doio em W

* Segmento nulo: é aquele cuja extremidade
coincide com a origem.

 Segmentos opostos: Se AB é um segmento
orientado, o segmento orientado BA € o oposto de
AB.

* Médulo ou norma: € o numero real nao negativo
que representa a medida/comprimento do
segmento orientado.

Observacdo: o comprimento do segmento AB é indicado por AB.
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* Direcao e sentido: dois segmentos orientados nao nulos
AB e CD tem a mesma direcao se as retas suportes
desses segmentos sao paralelas

B
B

A —
A — D
/C
/C
/
° . D
ou coincidentes B_—
//
Observacoes

(i) SO se pode comparar os sentidos de dois segmentos orientados
se eles tém a mesma direcao.
(ii))Dois segmentos orientados opostos tém sentidos contrarios.



Introducao i)

* Segmentos equipolentes: dois segmentos orientados AB
e CD que tenham a mesma direcao, o mesmo sentido e o
mesmo modulo sao chamados de equipolentes.

/

B
D / D
: /
A C

Representacao: AB~CD

Observacao: dois segmentos nulos sao sempre equipolentes.




Vetor &,
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* Definicao: € o conjunto de todos os segmentos

orientados equipolentes a AB. -
Representacdo: ABouvouB — A

B

Observacoes
/ ()Um mesmo vetor AB  é
A

v determinado por uma infinidade
) de  segmentos  orientados,
/ chamados desse
X vetor.

(ii)O médulo de U é representado
por |U| ou [|V]].



Vetor &,
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* Vetores iguais: dois vetores AB e CD s3o iguais se, e
somente se, AB~CD.

* Vetor nulo: o0s segmentos nulos, por serem
equipolentes entre si, determinam um unico vetor,
chamado vetor nulo ou vetor zero, que é indicado por

0.

* Vetores opostos: dado um vetor v = E, o vetor BA &
o oposto de AB e é indicado por —AB ou por —v.



Vetor &,

e
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* Vetores unitario: um vetor v é unitario se |v| = 1.

e Versor: o versor de um vetor n3o nulo U é o vetor
unitario de mesma direc3o e sentido de 7.




Vetor &,

S o
% Apoio cm W

* Vetores colineares: dois vetores U e U s3o
colineares se tiverem a mesma direcao, i.e.,
possuem representantes AB e CD pertencentes a
uma mesma reta ou retas paralelas.

<l
Aef
lw)
<l
lov)

A e{
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* Vetores coplanares: se os vetores n3o nulos u, v e
W possuem representantes AB, CD e EF
pertencentes a um mesmo plano T, diz-se que eles
sao coplanares.

B
D u
A

V

Observacdo: dois vetores U e ¥ s3o sempre coplanares.

E

C F
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Operacdes com vetores e

Doio em W

 Adicdo: sejam os vetores U e VU representados pelos
segmentos orientados AB e BC.

B B
/
C

Propriedades da adicao

U
‘\
vy -

U
Y
(@]
“ny
|l
)
_|_
<

-

i. Comutativa:u+v=v+1u
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Operacdes com vetores @,

Doio em W

* Diferenca: chama-se diferenca de dois vetores u e
v e é representada pord = u — .

a -
d
A

v C
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« Multiplicacdo por um nimero real: dado um vetor v # 0 e
um numero real k # 0, chama-se produto do nimero real k
pelo vetor v o vetor p = kv, tal que:

a) Maédulo: |p| = |kv| = |k||V]
b) Direcdo: a mesmade v

c) Sentido: mesma de v se k>0
contrarioaode v se k <0

Observacoes
()Sek =0o0uv = 6, o produto é o vetor 0.

(ii)O versor de um vetor u # 0 é o vetor unitario
S U

VUV =—.
lul
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Propriedades da multiplicacao de um vetor por um numero real

Se U e U s30 vetores quaisquer e a e b niUmeros reais, temos:
i. Associativa: a(bv) = (ab)v

ii. Distributiva em relacao a adicao de escalares:

(a+ b)v =av + bv

iii. Distributiva em relacao a adicao de vetores:

a(u+v) =au+ av

iv. ldentidade: 1v = v
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Angulo entre vetores )

O angulo entre dois vetores n3o nulos u e ¥ é o angulo 0
formado pelas semi-retas paralelas aos vetores, tal que

0<6<m.

Observacoes

i. Sef =1, uUevtemamesmadirecio e sentidos opostos.

ii. Sef = 0,Uevtemamesma direcio e mesmo sentido.

m — ~ .
ii. Set =, ue U sdo ortogonais.
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 Consideremos dois vetores 7; e v,, ndo colineares,
representados com origem no mesmo ponto O.

* Ainda, sejam 1r; e 1r, as retas contendo estes
representantes.

16



Vetores no plano ),
Observacao

Os vetores U, U, W, t s30 expressos em funcdo dos vetores U5 e

Us.

13=—2121+3v2
W= —4v; — v,

17



Vetores no plano &,
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Dado dois vetores quaisquer V; e V5, ndo colineares, para cada
vetor v representado no mesmo plano de v; e v,, existe uma so
dupla de numeros reais a; e a, tal que

- — —_—
DV = alvl + azvz

ai1v1

18
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B = a,07 + a,7;

Observacoes

i. Quando U é expresso como em dizemos que v é
combinacdo linear de v e V5.

ii. Os numeros a; e a, sao chamados de componentes ou
coordenadas de v.

iii. O conjunto B = {v;,v,} é chamado base no plano.

iv. Ainda, qualquer conjunto de dois vetores nao colineares
constitui uma base no plano.

19
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Vetores no plano &,
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Uma base {e{,e,} é dita ortonormal se os seus vetores forem
ortogonais e unitarios, i.e., e; L e, e |e;| = |e;| = 1.

f

20
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Vetores no plano @,

)
&‘IMom""‘

* Ha infinitas bases ortonormais no plano, mas uma
delas é particularmente importante.

* A base formada pelos vetores com origem em 0O e
extremidades em (1,0) e (0,1) é chamada de
canonica.

* Estes vetores sdo simbolizados por e .
* Logo, C = {1,]} é chamado de candnica.

Ay
(0, 1)A Observacio
A base canodnica determina o conhecido
» sistema cartesiano ortogonal x0y.
J
O = — )L
°L 7 (10
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 Para cada vetor v do plano, partindo da origem 0, existe um
Unico ponto P(x,y) que é extremidade desde vetor de tal
modo que

b=xi+yjoud =0P =xi+y]

« Os numeros x e y sdo as componentes de ¥ na base candnica.

by

 Vetor no plano é um par -

)

ordenado (x,y) de
nimeros reais e  se
representa por v = (x,y),
gue é a expressao analitica
de V.

Y
v><

22
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Exemplo )
O vetor: ,
v = 317 — 5] tem expressdo —~ — -

analitica v = (3, =5).

abscissa j L ordenada

23



Exemplo @,

% poio em W

Expresse os vetores abaixo na sua forma analitica e represente
0os mesmos graficamente no plano cartesiano x0y.

a u=-1+j=(-11)
b) =37 =(0,3)
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poio em W

lgualdade de vetores

* Dois vetores u = (x1,y1) € U = (x5,,Y,), sdo iguais se, e
somente se, X; = X, €Y, = V5.

— -
* Logo, podemos escrever que U = V.

Exemplo: Para quais valoresde x e y, onde u = (x + 1,4)
ev = (52y—6),torna U =v?

Resolucao
(x+1,4)=(52y—6)
x+1=5 . x=4
2y—6=4 . y=5




Operacdes com vetores &,

Sejam os vetores U = (x,y;) eV = (x5,7,) ea € R,
definimos:

a) U+v=(x;+x,¥1+Y2)
b) au = (axy, ay;) l

Y1+ Yo
Ay
Y2

h

'><

'><

26
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% poio em W

Sejam os vetores i = (3,1) ev = (1,2) ea = 2 € R,
determine:

a) S=u+v
b) m = au

c) Represente graficamente (no plano x0y ) os
vetores U e U, bem como as resultantes da soma
(a) e multiplicacao por escalar (b).

Resolucao
a) s=@G1)+1,2) =(04,3)
b) m = 2(3,1)=(6,2)




Vetor definido por dois pontos &,

* Em determinadas situacdes, um vetor é representado
por um segmento orientado que nao parte da origem
do sistema.

* Considere o vetor AB de origem em A(x,,y,) e

extremidade em B (x,, v, ).
‘y R ‘V .
AB=B — A - 1B
OA
B=A+AB ; ’

OB

'X

—o 1
0O O

Observacao: o vetor AB transporta o ponto inicial
A para o extremo B. 28




Exemplo

Dados os pontos A(—2,3) e B(1,4).

a) Represente o mesmo graficamente no plano
x0y.

b) Determine o vetor AB por meio de B — A.

c) Determine um vetor representante de E, com
origemem C(1,2). \

Resolucao ’

AB = (1,4) — (=2,3)
AB = (3,1)




Vetor definido por dois pontos &,

Observacoes

i. Lembre que um vetor tem infinitos representantes,
gue sao segmentos orientados equipolentes entre
Si.

ii. Dentre os infinitos representantes do vetor E, ha
um vetor que o caracteriza com a particularidade
de ter origem em 0(0,0) e extremidade em
P(x; — x1,y2 — y1).

iii. 0 vetor ¥ = OP é também chamado de vetor
posicao ou representante natural de AB.



Exemplo )

Dados os pontos A(—1,2), B(3, —1)e_C)'(—12ﬁ>,
determinar o ponto D de modo que CD = EAB'

Resolugao Seja D(x, y), entao
(6,9) = (=24) = 5[(3,~1) = (~1,2)]

(x+2,y—4) =%(4,—3)

x+2=2 — x=0
3

5
y—4=-3 y=3

Logo, D(O, g) .
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Paralelismo de dois vetores &,

® Apoio em W

Dois vetores U = (xq,V;) € U = (x,,¥,) sdo colineares
(ou paralelos) se as coordenadas dos dois vetores sao

proporcionais, i.e., existe um numero k tal que U =

kv.

p=a_n Esta & a condicao de paralelismo
de dois vetores.

X2 Y2

Representacdo: u // v




Paralelismo de dois vetores &,

Observacoes

i. Ovetor( = (0,0) é paralelo a qualquer vetor.

ii. Se uma das componentes de um vetor for nula, a
componente correspondente de um vetor paralelo
também é nula.

Exemplo: Os vetores U = (—2,3) e v = (—4,6) sdo
paralelos.

Resolucao




Modulo de um vetor &),

O mddulo de um vetor v = (x, y), representado por
|v|, é o nimero real n3o negativo dada pela

expressao

D] = \/xz + yz
obtida pelo Teorema de Pitagoras conforme a figura
abaixo: A ;
Exemplo 7] R —— A
Se v = (—2,3), determine ) :
|v]. | i
Resolucao i
V] = \/(—2)2+(3)2= V13 —5% -
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Vetores no espaco ),

poio em W

e Estudamos em Vetores no plano que a base candnica
{1,7} no plano determina o sistema cartesiano xOy e
que um ponto P(x,y) qualquer desse plano

corresponde ao vetor v = OP = x1 + yJ.

'><

35
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* De forma analoga, no espag¢o iremos considerar a
N . - = 7 « 7 . .
base candnica {l,],k}, que ira determinar o sistema
cartesiano ortogonal Oxyz.

e Os trés vetores sao unitarios e ortogonais dois a
dois, e estao representados com origem no ponto O.
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Vetores no espaco &,

poio em W

* O ponto O e os trés vetores determinam os eixos
cartesianos:

* eixo x (das abscissas) que corresponde ao vetor 1.
* eixo y (das ordenadas) que corresponde ao vetor J.

* eixo z (das cotas) que corresponde ao vetor k.
)

z

Eeat)

4

X Yy

O
l



Vetores no espago @,

% Apota om M

* Assim como no plano, cada ponto P(x vV, Z) flgura (a),
correspondera ao vetor v = 0P = xT + yJ + Zk figura

(b).

(a) Ponto P no espaco (b) vetor v = oP

38



Vetores no espaco ﬁ%
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Vetor no espaco € uma terna ordenada (x,y,z) de numeros

reais e se representa por v = (x,y,z), que é a expressio
analitica de v.

Exemplo: O vetor ¥ = 21— 3] + k
pode ser escrito por v = (2,-3,1).

abscissa L cota
—— ordenada
Em particular, a base candnica é dada por:
= (1,0,0)
7= (0,1,0)

k = (0,0,1)
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Exemplo &,
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Expresse os vetores abaixo na sua forma analitica.
a) u=—-1+5=(-11,0)
b) v=2]— k—(OZ —1)

—

c) w=4k = (0,0,4)
d) d=0=(0,0,0)
e) b=-3T+7k = (-3,0,7)



Vetores no espaco ),

poio em W

Com base na figura e levando em conta que um ponto

Z) esta no
(x,y,2) * eixox quandoy = 0ez = 0, temos A(2,0,0)

* eixoyquandox =0ez =0, temos €(0,4,0)
* eixozquandox =0ey =0, temos E(0,0,3)

. * plano xy quando z = 0, temos B(2,4,0)
* plano xz quando y = 0, temos F(2,0,3)
s e * plano yz quando x = 0, temos D(0,4,3)




Vetores no espago W)

poio em W

e Cada dupla de eixos determina um plano coordenado.

 Como temos 3 eixos, teremos 3 planos coordenados:
a) xOy ou xy
b) xOz ou xz
c) yOz ou yz

3

42

x0y
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Vetores no espacgo W)

poio em W

* A interseccao destes 3 planos, segundo os 3 eixos,
dividem o espaco em 8 regides, cada uma delas
chamada de octante.

——

43
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Exemplo B,

poio em W

Marque o ponto A(3, —2,4) no espacgo. Determine o
vetor u = 0A.

Resolucao

i =0A4=(3-24) - (0,0,0)
U= (3,—2,4)




Exemplo

Marque os pontos abaixo no espaco.
a) A(2,3,0)

b) A4,(2,3,1)

c) A,(2,3,—1) 4
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lgualdade de vetores &,
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* Dois vetores U = (x1,V1,Z1) € UV = (X3,V2,23),
Sao iguais se, e somente se, X1 =X, Y1 =Y, €
Z1 = Zy.

* Logo, podemos escrever que U = V.

Exemplo: Para quais valores de x,y e z, onde U=
(x+1,40)ev=(52y—6,z—1),torna U = v?

Resolucao
(x+1,40)=(5,2y—6,z—1)
x+1=5 — =4

2y —6=4— y=5
z—1=0 —. z=1
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Operacdes com vetores 3,

poio em W

Sejam os vetores U = (xq,V1,21) €V = (X3, V,,2,) €
a € R, definimos:

a) U+V = (x1+x3,y1 +V2,21 + 23)
b) au = (axy,ay;,az,)

Exemplo: Sejam os vetores u = (1,3,1) e v = (1,2,4)
ea =2 € R, determine:

a) S=u+7v

b) m = au

Resolucao

a) §=(131) + (1,2,4) = (2,5,5)

p) m=2(1,31) = (2,6,2)
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Vetor definido por dois pontos &,

poio em W

Considere o vetor AB de origem em A(x{,v1,21) €
extremidade em B(x,, y,, Z,). Logo,

AB=B — A= (X3 —X1,Y2 — V1,22 — Z1)

Observamos na decomposicao de vetores no plano
que

seﬁ=B—A,entéoB = A+ AB

48
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Paralelismo de dois vetores ),

I
poio em W

Dois vetores U = (x1,V1,2;) € U = (X3,¥5,2,) Sd0
colineares (ou paralelos) se as coordenadas dos dois
vetores sao proporcionais, i.e., existe um numero k tal

que U = kv.

L = *1 _N_Aa Esta é a condicao de paralelismo
X2 Y2 22 de dois vetores.

Representacdo: u // v
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Paralelismo de dois vetores ),

poio em W

Observacoes

i. Ovetor 0 = (0,0,0) é paralelo a qualquer vetor.
ii. Se uma das componentes de um vetor for nula, a
componente correspondente de um vetor paralelo

também é nula.

Exemplo: Os vetores U = (—2,3,1) e v = (—4,6,2) sdo
paralelos.

Resolucao
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Mddulo de um vetor &,

poio em W

O mdédulo de um vetor v = (x, y, z), representado por
|7|, é o nimero real ndo negativo dada pela expressdo

D] = x2 + y2 + 22

Exemplo
Se v = (—2,3,1), determine |7].

Resolucao

D] = +/(=2)24+32 + 12 = /14







Exercicios - Vetores ﬁﬁfn )

1) Dados os vetores U e ¥ da figura, mostrar, num grafico, um representante
do vetor: .
i

a u-—
b) v-—
d) 2u-—3v —

R~
Ll

2) Dados os vetores a, b e ¢, como na figura, apresentar um representante
de cada um dos vetores:

- — .i
a) 4a—2b— @ 7
b) d +I3+E
c) 2b — (@ + &)

2
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Exercicios - Vetores @
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3) Sabendo que o dngulo entre os vetoresu e ¥ é de 120° e entre ¥ e W é de
30°, conforme figura abaixo, determine o angulo formado pelos vetores:

a ve-—u

b) we —2u
R:30°
c) 2u e 3w

R:150°

d) —we-—27
R:30°
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Exercicios - Vetores )/

poio em M

4) Seja o paralelepipedo ABCDEFGH. Sendo i=AB,3=ADe

- —>

AE determine AG e EC em funcdodeu, vew.

H G

55
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Exercicios - Vetores )
5) Dados os vetores U, UV, w, Z realize as seguintes operacdes:

a) 2z

b) —w /

2 =

c) —w ;/ -

d) —v

e) u+z —~——

S~
) d+w N

Ny

56
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Exercicios - Vetores )
5) Dados os vetores U, U, w, Z realize as seguintes operacdes:
g)Z+w
h)Z—w /

)u+ v U
S // 7
jju—v
N Z - l_f S \\
N u+v+z 2

Ny

57
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Exercicios - Vetores )/
6) Dados os pontos A(2,—3,1) e B(4,5,—2), determinar o ponto P tal que
AP = PB. 1

R:P (3, 1, — E)

7) Dados os pontos A(—1,2,3) e B(4,—2,0), determinar o ponto P tal que
AP = 34B.
R:P(14,-10,-6)

8) Encontre os niUmeros a e b tais que w = av + bu, sendo v = (1,—2,1) e
u=1(02,0—-4)ew = (-4, —4,14).

R:a=2eb=-3

9) Determine a e b de modo que 3% — 23 =0, sendo & = (4,1,-3) e ¥ =
(6,a,b).



Exercicios - Vetores &
%\Cj“,”_ .rjg

10) Verifigue se sao colineares os pontos

a)A(—-1,-5,0),B(2,1,3) e C(—2,-7,—1) R:sim

b) A(2,1,—1), B(3,—1,0) e C(1,0,4) R:nao

11) Calcular a e b de modo que sejam colineares os pontos A(3,1,—2),
B(1,5,1)eC(a,b,7).

Ria=-3 e b=13



Exercicios - Vetores @,

£

oio em M

12) Expresse os vetores abaixo na sua forma analitica.

d

a) Uu=—-1+4+]
b) B=2]—k
) w=4k

d d=0

e) b=-3T+7k

60
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Monitorias!! =)
M

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem ser encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/

O GAMA possui monitorias de:
d Pré-calculo e Matematica Elementar (e disciplinas equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)

O Calculo 1, Calculo 1A e Calculo | (e disciplinas equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo.
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Produto escalar W

pmem\”

Chama-se produto escalar, ou produto interno usual,
de dois vetores U = x41 + y1] + Zlk eV =Xyl + y,] +
sz e se representa por U - ¥ ao humero real

UV =x1X3 + Y12 + 2125

O produto escalar de u por v também é indicado por
(u, v).



GAM-Q

Produto escalar &,

pmem‘”

Exemplos

1) Dados os vetores U=31—5/+8ked =471—2]—k,
determine u - V.

-

2) Determine? - 7.
Resolucao
1) U-V=3.4+(-5).(-2)+8.(-1) =12+10 -8 = 14
2) 1-7=(1,0,0).(0,1,0)=1.0+0.1+0.0=0
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Produto escalar &,

poio em W

Propriedades

Para quaisquer vetores U, Ve W e o nimero a € R,
vem:

ﬁ
iv. U-Uu=>0eu-u=0se esomenteseu =0 =
(0,0,0)
- - —12
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Mddulo de um vetor &,

poio em W

O mdédulo de um vetor v = (x, y, z), representado por |V] é
o nimero real ndo negativo

- -

lv| =vVv-v
ou em coordenadas,

| = Vx2 +y2 + 72

Exemplo
Se v = (2,1,—2), determine |v| por Vv - V.

Resolucao
D] =22+ 12+ (=2)2=V4+1+4=+9=3
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Versor de um vetor 3,

O versor de um vetor v, chamado de u, é dado por

U=

S| -
U

Exemplo

Se v = (2,1, —2), determine o seu versor.
Resolugao

Do exemplo anterior, temos que |v]=3.

Y Nn=(2 1 _2
u_h—jl v_3'(2111 2) (3;3; 3)
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Angulo de dois vetores &,

poio em W

* O 4ngulo @ de dois vetores n3o nulos U e ¥ varia de
0° a 180°.

* O produto escalar de dois vetores esta relacionado
com o angulo formado por eles.

*Seu#0,v+0eseB éoangulodos vetores i e v
entao

—

u-v=|ullv|cos® i

ST
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Angulo de dois vetores &,

poio em W

Observacoes

i) Seu-v>0,entdocosf >0e0° <0 <90°.
i) Seu-v<0,entdocosf <0e90° <6 <180°.
iii) Seu-v =0, entdocosd =0e 8 = 90°.

- A

U

—~—
s

i) agudo ii) obtuso iii) reto
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oo
@17) ;

pmem‘”

Exemplo

Sejam u = (1,1,0) e v = (0,1,0), observamos que pela
figura abaixo que 8 = 45°.
a) Calcule u - v usando as coordenadas de u e V.
b) Calcule u - v por |ul||v| cos 8.
Resolucao
[Ul=V1Z2+ 12+ 02 = /2
1D|=v02 +12+02=+v1=1

-

u-v=1.0+1.1400=1

=5 V2 _ 2 2 _
u v—\/i.l.z—. - —.2—1
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Angulo de dois vetores @,

% Apoio om W

Exemplo: Sendo lul =2, |v| =3 e 8 = 120° o dngulo
entre U e v, calcular:

- >

a) u-v

b) U+ 7

c) |u-—7v
Resolucao

a)ﬁ-%=23c05120°=23ﬂ=-3

b) |u + v|%= |u|>+2 u - v+|v|2 4+2.(-3)+9 =7
14+ D|=7

o) |lu—v|>=|ul*>2u-v+|v|*?=4-2.(-3)+9=19

u — v|=+v19



culo do angulo de dois vetores ﬁ’%

e
Apoio em‘”"

Ca

%

Daigualdade u - v = |u]|v]| cos 8, vem

<l
A{)

Seno

cos @ =

=
=

1
2
Cosseno V3
2

eIk
NTEENINT I

A partir desta formula calculamos o dngulo 8 entre os vetores U e ¥ ndo nulos.

L fu-v T
9=cosl<ﬁ %) ou 0=arccos( )

||V 17|

Exemplo: Calcular o dngulo entre os vetores 1 = (1,1,4) e v = (—1,2,2).

Resolucao
TREY, (1,1,4) - (-1,2,2) 9 3 V2
2

D] viz+ 12 ¥ 42 /(-1)2+22 + 22 V18.3 3v2
Logo, 6 =45°

cos @ =

72
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Projecdo de um vetor F,

i

T

Sejam os vetoresu ev,comuU +#0ev#0efBo
angulo por eles formado. Desejamos calcular w que
representa arojegéo de U sobre v.

/1N

w 3

73
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Exemplo Ky

pmem‘”

Determinar o vetor projecdo de u = (2,3,4) sobre
v = (1,-1,0).

Resolucao

U-v =2.1+3.(-1)+4.0=-1
v-v =1.1+(-1).(-1)+0.0=2

5= prosi= ()= (-0







Exercicios — Produto Escalar ),

1)

2)

3)

4)

Dados os vetoresu = (1,a,—2a—1),v=(a,a—1,1) ew = (a,—1, 1),
determine ovalordeatalqueu-v = (U + v) - w.

R:a=2
Seja A(1,2,3), B(—6,—2,3) e C(1,2,1). Determine o versor do vetor
3BA — 2BC. 24
R: (=,=,=
(9 9 9)

. S 2 4\ . L
Determine o valor de n para que v = (n,g,g) seja unitario.

V5
R: i?

Dados os pontos A(3,m — 1,—4) e B(8,2m — 1, m). Determine o valor
de m tal que |ﬁ| = +/35.

RRm=-3oum=-1



Exercicios — Produto Escalar )

5) Seja o tridngulo de vértices A(—1,—2,4), B(—4,—-2,0) e C(3,—2,1).
Determine o angulo interno ao vértice B.

R:45°

6) Determine o vetor U ortogonal a u=(2,—3,—12) e colinear a
w=(—6,4,-2).
R: v=1t(—6,4,-2), te R

7) Determine o vetor v, sabendo que |U| =5, v é ortogonal ao eixo 0Oz,
vV-w=6ew = 2]+ 3k.
R:(4,3,0) ou (—4,3,0)



Exercicios — Produto Escalar @)

M
. n . - . =4 1
8) Sejam a e 8 os angulos diretores de v tais que |V| = 2, cosa = S e
1 L
cos f = ——, determine v. R 1 11
4 R:v = ,—E,_—Z

9) Determine a projecdodeu = (1,2,—3) nadireciode v = (2,1, —2).

10
R:~ (2,1,-2)

10) Qual o comprimento do vetor projecdo de u = (3,5, 2) sobre o eixo
dos x.
R:3



Exercicios — Produto Escalar @)

11) Dados os vetores U = (4,a,—1) e v = («, 2,3) e os pontos A(4,—1,2) e
B(3,2,—1), determinar o valor de « tal que u - (17 + Eél)) = 5. Rta: ¢ = 7/3

12) Sabendo que o vetor v = (2,1, —1) forma um &ngulo de 60° com o vetor
AB, definido pelos pontos A(3,1,—2) e B(4,0, m), calcular m. Rta: 1 = —4

13) Determinar os angulos internos ao triangulo ABC, sendo A(3, —3,3),
B(2,—1,2) e C(1,0,2).

B

/\ Rta: ¢« = 10° 53’
f = 150°
y =19° 07’
Al
O\
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Produto vetorial 49

I
Apoio em W

Consideracoes

1. O calculo do produto vetorial resulta em um
vetor.

2. Lembre que o produto escalar resulta em um
numero.

3. Para arealizacao do calculo, sera necessario o uso
de determinantes.



Produto vetorial &,

I
Apoio em W

Definicao

Dados dois vetores U = (xq,V1,21) € UV = (X3,V2,23),
tomados nesta ordem, chama-se produto vetorial dos
vetores U e v, representado por U X U ao vetor

. Observacao
T ]k O simbolo | | n3o é um
UXV=|x; vy, 7 determinante, pois a primeira linha
contém vetores ao invés de
X2 Y2 2
escalares.

Entretanto, vamos usar essa
notacao com o intuito de facilitar a
memorizacao proporcionada no
calculo do produto vetorial.



GAM-Q

Produto vetorial &,

)
Doio em W

Exemplos:
1) Calculari X Bparadi =5+ 47+ 3ked =1+ k.
2) Calcularv X u

Resolucao
I 7 k
uxv=|g 4 3|=4,—-2-4)
1 0 1
vXuU=(-424)
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Produto vetorial W
Observacoes
i. vXuU=—(uXUv),istoé, osvetoresv X U e u X

v sdo opostos. Logo, o produto vetorial ndo é
comutativo.

—

i. UX7D
a. uxX

= 0 se, e somente se, u//v
u = 0 (determinantes com linhas iguais)

b. Ux0=0 (determinantes com uma linha de
Zeros)

Exemplos
a) i x (3%) d)(@ —v) x (V—1u)
b) (3U) x (—7%) e)(2u + 3132 X (6uU + 9v)
c)(uxv) x (wxu) f)(Bu) x 0
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/ . 4 H
Caracteristicas dovetor U X v @,

Doio em W

Sejam os vetores U = (x1,V1,Z1) € U = (X3,Y2, Z2).
Direciode U X ¥

O vetor U X v é simultaneamente ortogonal a u e V.

]
i~

Exemplo

Mostre que U X ¥ é ortogonal au e V.

/L l<?7

U XU



oMy

Caracteristicas dovetoru X v = &,

Doio em W

Sejam os vetores U = (xq,V1,21) € U = (X3, Vo, Z3).
Sentido de U X v
O sentido do vetor © X v poderd ser determinado pela

"regra da mao direita".

=1

U X U v
Exemplo: Mostre que T ~ i
- - 17 - - 7 -
IX]=kejX1i=—k. )
a& S
] = l
Uu
O =

87
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Caracteristicas dovetor U X v @,

Doio em W

Sejam os vetores U = (x1,V1,21) € U = (X3,Y2, Z9).

Moédulo de u X v

Seu 0,V # 0ese0 éoangulo dos vetores u e
é
Vs

lu x v| = |u||v|sen 8



Produto vetorial @,

Apoio em W

Propriedades

!

i. uUXu=0,qualquer que sejau
ii. UXV=—-UXU

i, UX@W+w)=uUuxXv+uxw
iv. (mu) X v =m(u X V)

4 g /7
v. U XV =0se, esomentese, um dos vetores é nulo ou se
U e U s3o colineares.

. —> - 7 . — -
V. uXve ortogonal simultaneamente aos vetores u e v.

vii. Os vetores U, UV e U X U tem as direcdes das arestas de um
triedro Oxyz direto.



GAM-Q

Produto vetorial &,

% Apoio cm W

Propriedades
i |uxv|?=ul?lv|? = @ - v)?

—

i. Seu=0,v +# Oeseféo angulo dos vetoresu e v
|lu x v| = |u||v|sen 0.

. (U X v)Xw =+ uUX (v XWw), ou seja, o produto

vetorial nao é associativo.



<] AM«{

Interpretacao geomeétrica @,

pmem\”

Geometricamente o modulo do produto vetorial dos
vetores U e U (U X V) mede a drea do paralelogramo

ABCD determinado pelos vetores u = AB e = AC.

91



oPMq

gl

Interpretacido geométrica &

e
% poio e W

Exemplo: Seja o paralelogramo ABCD e sendo

A(1,1,0), B(5,1,0), €(2,3,0) e D(6,3,0), determine a
sua area.

A
C D
3
1
A B
0 1 2 3 4 5 6 >
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Produto misto @,

&
poio em W

Consideracoes

1. Lembre que o calculo do produto vetorial resulta em
um vetor.

2. Lembre que o calculo do produto escalar resulta em
um numero.

3. O calculo do produto misto resulta em um numero.




Produto misto

:‘? H !
W)
% Apore o W

Definicao

Dados os vetores U= (x1,Y1,21),V = (x3,V2,2;) €
w = (x3,Y3,Z3), tomados nesta ordem, chama-se
produto misto dos vetores U, ¥ e w, ao nuUmero real

u- (v xXw).

0-(BxXW) = (1,5 W) =

Observacao: Também podemos indicar o produto

misto por (U, U, w).

X1
X2
X3

V1
Y2
Y3

Zq
Z7
Z3
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Produto misto ﬁ’%

Doio em W

Exemplo:

Calcular o produto misto dos vetores u = 27 + 3]’+5/?,
v=—14+37+3kew = 41— 3] + 2k.

Resolucao:

2 3 5
(u,v,w)=1|-1 3 3|=27
4 =3 2




Produto misto 9,

I
Apoio em W

Propriedades

i. (u,v,w)=0,se
a. um dos vetores é nulo A
b. se dois deles sao colineares,

<Y
X
S

c. Ouse os 3 sao coplanares W
0 0 0 >V
a) (U, V,W) = |xz Y2 Z2[=0 U
X3 Y3 Z3

byseu # 0,V # 0, masu//v, entdou = kv = (kx,, ky,, kz,)
kx, ky, kz,

Logo, (u,v,w) = (kv,v,w) =|x, y, 2Z,|=0
X3 Y3 23
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Produto misto &,

of
Doio em W

Observacao

Podemos dizer que 4 pontos 4, B, C e D pertencem a um
mesmo plano se os vetores AB, AC e AD forem

coplanares. D
D
A <9YC
B A —>C
B

Trés vetores coplanares X N |
(4B, 4C,AD) = 0 Trés vetores nao coplanares

97



GAM-Q

Produto misto ),

Propriedades

I. O produto misto independe da ordem circular dos
vetores, isto é:

-

(U, v,w) = (,w,u) = (W, U,v)

s
i)
\—’/
I
—
Sl
&
Aql)
\—’/
I
N
~

Por exemplo: (u,v,w) = (v

ii. O produto misto (i, 7, w) muda de sinal ao trocarmos
a posicao de dois vetores.



)

I
Apoio em""

Produto misto

Propriedades

Por exemplo
(u,v,w) =27  Resumo

(TZ;TZ;VE) = —27 3) uma permutacdo: troca de sinal
(‘LV'E' lj) = —27  b) duas permutacdes: n3o altera o valor
(u,w,v) = =27

- -

i. v,w+7r)=0©,v,w)+ U, v,7)
v,mw) = (u,mv,w) = (mu,v,w) = m(u,v,w)
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Produto misto ﬁ’%

Doio em W

Exemplo: Verificar se sao coplanares os vetores
u=3,-14),v=(1,0,-1)ew = (2,—1,0).

Resolucao:

3 =1 4
2 =1 0




~ / . ﬁ
Interpretagao geometrlca &)

S o
% Apoio cm W

Geometricamente, o modulo do produto misto
|(u,v,w)| é igual, em mébdulo, ao volume do
paralelepipedo de arestas determinadas pelos vetores

i = 4D, 5 = 4B e W= 4C.

101
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Interpretagcdo geometrica &,

% poio em W

Exemplo: Dados os vetores u = (4,5,0),v = (3,—2,1) e
w = (1,1, —1), determine o volume do paralelepipedo
de arestas determinadas pelos vetores u, v e w.

Resolucao:
4 5 0
(u,v,w) =13 =2 1|=24
1 1 —1
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Exercicios — Produto Vetorial ),

1) Determine um vetor unitdrio simultaneamente ortogonal a u = (2, —6, 3)
ev=1(431).

2) Determine o valor de m para que w = (1,2,m) seja ortogonal a
u=(002,-1,0eav=(1,-3-1).

R:m = -5

3) Sejau = (a, 5b, ——) e v = (—3a,x,y). Determine o valor de x e y para
u

3
R:x=—15bey=5c



oPMq

Exercicios — Produto Vetorial &)

4) Sabendo que |d X ¥| = 3V3, || = 3 e 0 dngulo entre i e ¥ é 60°. Calcule
|v].
R:|v| =2

5) Calcule a drea do paralelogramo definido por u=1(3,1,2) e
%= (4,-1,0).
R:v117 u.a.

6) Calcule a drea do triangulo de vértices
a) A(—1,0,2),B(—4,1,1) e C(0,1,3)

R:A=+vV6u.a.

b) A(2,3,—-1),B(3,1,2) eC(—1,0,2)

R:A=22,a



Exercicios — Produto Vetorial &,

oPMq

7)

8)

9)

Calcule a area do paralelogramo que tem um vértice em A(3,2,1) e uma
diagonal de extremidades B(1,1,—1) e C(0, 1, 2).
R:A=+vV74u.a.

Seja A(0,1,—1), B(—2,0,1) e C(1,—2,0) vértices de um tridngulo.
Calcule a medida da altura relativa ao lado BC. 335

u.m.

7

Sejam os vetores u = (1,—1,—4) e v = (3,2, —2), determine um vetor que seja:
a) ortogonalau e v;

b) ortogonal a i e ¥, mas que seja unitério; Respostas
c) ortogonal au e ¥, mas que tenha mddulo igual a 4; a) (10,-10,5)
d) ortogonal a U e ¥, mas que tenha cota igual a 7. b) (é —%%)

o (5-573)
d (14,—14,7)
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Exercicios — Produto Misto o,

1) Verificar se sdao coplanares os seguintes vetores:
u=(3-14),v=(2,-10)ew = (1,0,-1).

Rta.: ndo, pois(u, v,w) =5 # 0

2) Qual deve ser o valor de m para que os vetores vetores:
d=(m2—1),b=(1-13)ed=(0,—2,4) sejam
coplanares.

Rta.. m =3

3) Verificar se os pontos A(1,2,4), B(—1,0,—2), €(0,2,2) e
D(—2,1,—3) estao no mesmo plano.

Rta.: sim, pois(AB, AC,AD) = 0
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Exercicios — Produto Misto )

oio em M

4) Qual deve ser o valor de m para que o volume do

paralelepipedo determinado pelos vetores u = (3, m, —2),
v=(1,-1,00ew = (2,—1,2) seja 16 u.v.

Rta.m=—-12oum =4

5) Dados os vetores U = (3,—1,1), v = (1,2,2) ew = (2,0, —3),
determine:

a) (U, o,w) Rta.: —29

b) W,u,v) Rta.: —29
6) Sabendo que (U, v,w) = =5, calcule:

AR Rta.: 5

b) (i w) Rta.: 5

c) (wW,u,v) Rta.: —5

d v-(Wxu) Rta.: =5
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Exercicios — Produto Misto @) ;

7) Verifique se os vetores u = (1,—1,2),7v = (2,2,1) ew = (—2,0,—4)
sao coplanares.
Rta.: ndo, pois (U, V,W) = —6 = 0

8) Um paralelepipedo é formado pelos vetores u = (3,—1,4), v = (2,0,1)
ew = (—2,1,5), calcule:

a) O seuvolume. Rta.: 17 u.v.

b) A altura relativa a base definida pelos vetores i e ¥. Rta.: \/% u.c.

9) Verifique se ©u=(3,—-1,2), v=(1,2,1) e w=(-2,3,4) sdo

coplanares. .
R:nao

10) Verifigue se os pontos A(1,1,1), B(-2,—1,—-3), C(0,2,—-2) e
D(—1,0,—2) sdo coplanares. R: sim
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Equacao vetorial da reta ),

Consideremos um ponto A(x1,V;,2Z;) e um vetor ndo nulo v = (a, b, c). S6
existe uma reta que passa por A etem adireciodev. -

Um ponto P(x,y, z) pertence ar, se e r
somente se, o vetor AP é paralelo a v,
isto &, AP =t -7 para algum t € R.
Logo, a equagdo vetorial da reta r é
dada por

r: (x,y,z) = (xq,vy1,21) +t(a,b,c)

ou 1 P=A+tv

O vetor v é chamado vetor
diretor da reta r e t é
denominado pardmetro.
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Exempl &
xemplo )

Apoio em ™

Exemplo: Determine a equacao vetorial da reta r que passa pelo ponto
A(3,0,—5) e tem a mesma direcidode v = (2,2, —1).

Resolucao

Fixando P(x, y, z), um ponto da reta. Sabemos que

rr P=A+4tv

ou seja,

r: (x,y,z) =(3,0,-5)+t(2,2,-1),t e R



oPMq
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EquacOes paramétricas da reta

&) .
e 4

Apoio em M

R

Seja P(x,y,z) um ponto genérico e A(x1,V1,Z1) um ponto
dado da reta r e um vetor ndo-nulo v = (a, b, c) de mesma
direcao de 7, entao da equacao vetorial da reta temos

P=A+tv=(xv,2z) = (x;,y,2,) +t(a b,c) teR
= (x,y,z) = (xq,y1,21) + (at, bt, ct)
= (x,y,z) = (xy + at,y; + bt,z; + ct)
Logo, as equagoes parameétricas da reta r sao dadas por
X =x+at

T y=y1+bt, teR
Z=2z1+ct
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=
Exemplo o

Determine as equacdes paramétricas da reta r que passa pelo
ponto A(3,—1,2) eéparalelaav = (-3,-2,1).

Resolucao
De
(x = x; + at
r: <y =1y, + bt, teR
Z =7 + ct
segue que
(x =3 — 3t

riqy=-1-12t, t e R
\2=2+t
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Equacdes Simétricas da reta %ﬁ ;

B\ Do
% Apoio em ¥

Seja A(xq,y1,2;) um ponto e um vetor ndo-nulo v = (a, b, ¢).
Das equacoes parameétricas da reta,

X =xq tat
T. y:y1+bt, teR

Z=2zy+ct

temos que

X — X1 Y —WN t_Z—%
a b C

t =

Logo, as equagoes simétricas da reta r é dado por

X—X1 Y—V1 <Z—23
T = =
a b C



oPMq

Exemplo @

% Apoio em W

Determine as equacdes simétricas da reta r que passa pelo ponto
A(3,0,—5) e tem a mesma direciode v = (2,2, —1).

Resolucao

De

X—X1 Y—YV1 Z— 274
T = =
a b C

segue que

x—=3 'y z+5
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Reta definida por dois pontos &,

% Apoio em W

A reta definida pelos pontos A(x1,v1,2;) e B(x,,vV,,2, ) é areta
que passa pelo ponto A (ou B) e tem a direcdo do vetor v = AB.

Exemplo: Determine as equacdoes parameétricas e simétricas da
reta r que passa pelos pontos 4(1,—2,—3) e B(3,1, —4).

Resolucao
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Equacdes reduzidas da reta &,

% Apoio em W

Seja A(xq,V,,2Z, ) um ponto e um vetor ndo nulo v = (a, b, ¢). Das
equacoes simétricas da reta,

X—X1 Y—V1 Z—24
T = =
a b C

Isolando y e z em fungao de x, obtemos as equag¢des reduzidas

da reta r, que e dada por | {y — mx 4+ 1

Z=px+q
onde,
_b B b N
m—a, n = axl Vi,



oPMq

=
Exemplo o

Determine as equacoes reduzidas da reta r que passa pelos
pontos A(2,1,—3) e B(4,0,—2).

Resolucao

Seja U = AB = (2,—1,1). As equacdes simétricas da reta r é dada
por
x—2 y—1 z+3

2 -1 1

r.

Isolando y e z em fungado de x, as equag¢des reduzidas da reta r sao
(
1

y = __x + 2 Lembrete
y=mx-+n

yle g TUoper
\ 2 Pzgeq:—§x1+z1

a

T < _ b __b
m a,n ax1+y1,




Retas paralelas aos planos

oPMq

=
/":
G

i\ )

% Apoio em W

) 4
&

Vimos que nas equacoes paramétricas

(x = x; + at
rmily=y,+bt, teR
kz=Zl+Ct

E nas equacdes simétricas

r_x_x1_y_)’1_Z_Z1

a b C

Sao representacdes de uma reta r determinada por um ponto
A(x1,y1,21) e porum vetor diretor v = (a, b, c) ndo nulo.



oPMq

Retas paralelas aos planos W)

Quando uma das componentes do vetor v é nula, temos que o
vetor U é ortogonal a um dos eixos coordenados e a reta r é

paralela ao plano dos outros eixos, ou seja,

a) Sea=0,7v=1(0,b,c) LOx ~1//y0z EI

Temos que as equacoes da reta r ficam
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Retas paralelas aos planos @

% Apoio em W

Quando uma das componentes do vetor v é nula, temos que o
vetor U é ortogonal a um dos eixos coordenados e a reta r é
paralela ao plano dos outros eixos, ou seja,

a) Sea=0,v=(0,b,c) L Ox-r//y0z

Temos que as equacoes da reta r ficam

- -
Ll RS
_____




Retas paralelas aos planos )

b) Se b=0 , B=(a0,c)Ll0y-

r//x0z -

Temos que as equacdes da reta r /]
s
ficam L7 -
_ B
(Y =1 |
| 3 = 90°
"yx—x;, z—2z '
1 _ 1 ! -\ - —

|
. a c | 0 Yy Y
|
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Retas paralelas aos planos &

o
k]
¢S

b) Seb=0,v =(a,0,¢c) L Oy ~r//x0z

Temos que as equacoes da reta r ficam

(y =1

"yx—x;, z—2z

. a C

3 —=
g '



Retas paralelas aos planos

oPMy

-

X N~

c) Sec=0,v="(a,b,0) L0z r//x0y

Temos que as equacoes da reta r
ficam

W

% Apoio em

fea



Retas paralelas aos planos

oPMy

-

X N~

c) Sec=0,v="(a,b,0) L0z - r//x0y

Temos que as equacdes daretar
ficam

W

% Apoio em



Retas paralelas aos eixos

oPMq

g@)j

¥

% Apoio em W

Quando duas das componentes do vetor ¥ é nula, temos que o
vetor U tem a mesma direcio de um dos vetores da base

candnica, 1 = (1,0,0), 7 = (0,1,0) ou k = (0,0,1). Logo a reta
r € paralela ao eixo Ox, Oy ou Oz, ou seja,

a) Sea=hbh=0,v= (0,0,c)//E

r//0z =\

Temos que as equacoes da reta r ficam

ou

(x = x4
.Y =W
\Z:Z:l‘l‘Ct
x=x1
T
Yy =W

t e R




Retas paralelas aos eixos )/
b) Sea=c=0,v=1(0,b,0)//] «~ r//0y
o |
Temos que as equacoes da retar
ficam RE
(X —_ X1 o _'-""' 4‘.'1 T
r{y=y1t+bt teR !
T4 |
I 0 = -
X = X1 I
r Z =274 €T,
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Retas paralelas aos eixos )/
Seb=c=0,v="(a00)//T ~ 1//0x
z A e
Temos que as equacdes da reta r ficar R
zZ, - - -
(x = X1+ at |
r sy =W teR l
Z=12 A |
|
ou |
y=W o s -
T {Z = 7, Y Y

130
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Exemplo @

% Apoio em W

Determine as equacbes da reta r que passa pelo ponto
A(=2,3,—2) etemadireciode v = (3,0, 2).

Resolucao

Visto que a segunda coordenada do vetor v é zero, b = 0,
temos que a reta r é paralela ao plano xOz e suas equacoes
SA0




oPMq

Exemplo o

Determine as equacdes da reta r que passa pelo ponto
A(—2,3,—2) etemadireciode v = (2,0,0).

Resolucao

Visto que a segunda e a terceira coordenada do vetor v é zero,
b=c =0, temos que a reta r é paralela ao plano Ox e suas

equacoes sao




Angulo de duas retas

oPMq

g@)f

% Apoio em W

Sejam as retas r, que passa pelo
direcdo do vetor v = (aq, by, cq)

ponto B(x4,y:,2Z;) € tem a
e s, que passa pelo ponto

A(x,,v,,2,) etem adireciode u = (a,, by, ¢y ).

O dngulo de duas retas r e s é o
menor angulo de um vetor diretor
de r e de um vetor diretor de s.
Sendo 6 este angulo, temos

z A s
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=
Exemplo W

<
3 ~—\.

% Apoio em

Calcule o angulo entre as seguintes retas

x=3+t . x+2 y—-3 z
r-qy =t , Si——— = = —
z=-—1-2t 2 1 1
t € R _
Resolucao

Seja v = (1,1, —2) vetor diretordaretare u = (—2,1,1) vetor
diretor de s.

Temos que
v - ul 1(1,1,-2) - (—2,1,1)

"I 7 + (7 + (27 V(27 P+ (O
|-2+1— 2] |—3] 3 1

CVi+1+4-VA+1+1 V6-v6 6 2

Portanto, @ = cos™! (%) = 60°

iticy



Condigdo de paralelismo de duas retas ),

Sejam r e s duas retas que tem a mesma direcio de u =
(a{,bq,c1) € v = (a,, by, ¢;), respectivamente. A condicio
de paralelismo das retas r e s duas é

a; _ by _ ¢

— -
u=mov ou —
ap b, C
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W)

% Apoio em W

Exemplo

Seja r a reta que passa por A(—3,4,2) e B(5,—2,4) eareta s

que passa por C(—1,2,—3) e D(-5,5,—4). Verifique quer e s
sao paralelas.

Resolucao

A direcdo de r é dada poru = AB = (8,—6,2).
A direcio de s é dada por ¥ = CD = (—4,3,—1).

Assim, pela condicao de paralelismo, temos




oPMq

Condigao de ortogonalidade de duas retas %@?’%

% Apoig em W

Sejam r e s duas retas que tem a mesma direcio de u =
(aq,b1,c1) € v = (a,, by, ¢;), respectivamente. A condigdo
de ortogonalidade das retas r e s € a mesma dos seus vetores
diretores, ou seja,

u-v=20

B = 90°
B
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=
Exemplo Nl
Verifique se as retas r e s dadas sao ortogonais.
( —
l, §_3+1 e x y+1 z-3
T — VA == =
_ >3 75 4
. 8 —6
Resolucao:

A direcdo de r é dada por u = (8,0,—6). Adirecdo de s é dada
por v = (3,5,4).

Assim, pela condicao de ortogonalidade, temos
u-v=0=1(8,0,—6)-(3,54)=8-3+0-5+(—6) -4 =
= 244+0—-24 =0

Logo, asretasr e s dadas sao ortogonais



oPMq

Condigao de coplanaridade de duas retas ﬁ?ﬁ

=) §

% Apoio em W

Sejam r e s duas retas que passam pelos pontos A(xq,Vq,2,) €
B(x,,v,,2,), respectivamente, e tem a mesma dire¢do de U =
(aq,b{,cy) e U = (ay, by, c3), respectivamente. As retas r e s séo

> —_—
coplanares se o produto misto dos vetores U, v e AB for nulo, ou
seja,

(i, 5, AB) =




Exemplo W),
Verifique se as retas r e s dadas sao coplanares.

X—=2 'y z-5 x+5 y+3 z-6

TR T3T T4 ¢ T T T3

Resolucao

De r temos o ponto A(2,0,5) eu = (2,3,4). De s temos o ponto
B(—5,—-3,6) e v = (—1,1,3). De A e B obtemos o vetor AB =
(—=7,—3,1). Assim, pela condicdo de coplanaridade, temos

=2-1-143-3-(-7)+4-(-1)-(-3)—(-7-1-4)—(-3-3-2) — (1- (-1)-3)

(4, 5, 4F) =

=2-63+12+28+1843 =0
Logo, r e s sao coplanares
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Posicoes relativas de duas retas %@fff ’
[ J A€EreBEs

Duas retas .

v1: vetor diretorde r

/ v,: vetor diretor de s

[ Reversas J
rns=9 (v1, 75, AB) =0 [Coplanares
r Situadas no mesmo plano
| /\
r € S nao estao no mesmo plano v = kvg [ Paralelas Concorrentes
rns=0 rns={I}

iy

Observacao: casoem que r e s sao / I
coincidentes é um caso particular de / .

paralelismo.
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Exemplo 1)
Qual a posicao relativas das retas r e s dadas:
(.
x—2 y z—5 x=5+1t
r: === € siqy=2-t
23 4 z=7-2t
Resolucao
As retas r e s sao coplanares e nao sao paralelas, pois
2 L 3 L 4
1 -1 =2
esendo 4(2,0,5) e re B(5,2,7) € s, temos que o produto misto
. 2 3 4
(W,9,AB) =1 -1 =2|=0
3 2 2

Logo, as retas r e s sao concorrentes e 1(4,3,9).



Exemplo )

% Apoio em ™
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m. [ﬁ l\ ) ¥

Apoio em M

-

Exercicio

S

R

Qual a posicao relativas das retas r e s dadas:

(x =2—4t
x y—1
r—=—m—=17z S:qy =2t
2 -1 e z=-2t+1
Resolucao

Os vetores diretores das retas r e s sdo, U = (2,—1,1) e
v =(—4,2,—2). Temos que v = —2u. Assim v//u, entdo

r//s.

Neste caso, temos que 71 e s sao coincidentes, ou seja,
r = S.



oPMq

Exercicio =T
%‘:E;;;J
Qual a posicao relativas das retas r e s dadas:
y = 3
T. . — —
{z — 9y e SIX=Yy=12Z
Resolucao

As retas r e s nao sao paralelas, pois 1 9 E
” 1 * 1

Sendo A4(0,3,0) € re B(0,0,0) € s, temos que o produto misto

1 0 2
(4,9,AB)=|1 1 1|=-3#0
0 -3 0

Logo, as retas r e s sao reversas.



Exercicio 5

LY

% Apoio em ¥
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Intersecao de duas retas )

oPMq

-

% Apoio em W

r.

Dadas

(x = x; + at

ly=y, +bt teR e g Jy=matn
7=7 +ct z=px+q

duas retas coplanares e nao paralelas entao, r e s sao

concorrentes, ou seja, existe I(x,y,z) =rnNs e
I(x,y,z) satisfaz o sistema formado por ambas as

retas.



Exemplo o)

Encontre o ponto de intersecao das retas dadas:

e ¢ Y= —3x + 2
z=3x—1
Resolucao: O ponto I(x,y, z) é a solugao do sistema
com as equacdes deres. N
. lgualando as equacdesem y
Passando r para a forma reduzida 3x + 2
—2x+3x=2-1
temos x =1
( Substituindoxemye z

Assim, temos o sistema <
y=—3x+2

z=3x—1

Portanto, I(1, —1,2)



Reta ortogonal a duas retas ﬁﬁfn g

owun‘”

Dadas r e s retas ndo paralelas, com dire¢des de 1. = (a,,b,,c;) €
v = (a,, by, c,), respectivamente. Qualquer reta t que seja
ortogonal simultaneamente a r e s, tera um vetor diretor paralelo
ouigualau X v. !
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Exemplo ﬁ%j

Determine as equacbes da reta t que passa pelo ponto
A(—2,1, 3) e é simultaneamente ortogonal as retas:

fx=2—t

e _x—l_ z _y
riyy=1+2t ST T YT
\Z:_Bt
Resolucao

Dadou = (—1,2,—3) e v = (—3,0,—1), vetores diretores de r e s,

respectivamente. o U]k
uxXv=|-1 2 —31=(0-286)
-3 0 -1

. . x+2 y—1 z-3
Logo, as equacgdes de t sao t: =g T ¢




Exemplo

i
N
i
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Ponto que divide um segmento de retanuma =
a W) ;
razao dada ),

Dados P;(x1,V1,2Z1) € Py(x,,Y,,2,). Dizemos que um ponto
P(x,y, z) divide o segmento de reta P; P, narazdor, se

P1—P)=7"P2P1

ou seja, as coordenadas do ponto

X1 —TXy =\
* = 1—7r
y:)’1—""YZ
1—7r =
Z1 — TZy - -
Z = 7 y
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Exemplo &,
S
Sejam os pontos A(2,4,1) e B(3,0,5). Determine o ponto
P(x,vy,z) que divide o segmento AB narazdor = — §
Resolucao

Temos que as coordenada de P sao dadas por

x_x1—7”x2 :3’1—7”3’2 Z_Z1—7"Zz
1 -7 Y 1—1r 11—
4 1 0
Assim, Y171y T3 _4_3
L, Y717 T 1 T
x,—rx, 2+3°3 1+3 3
X = =
1-r 1 1 5 8
1+3 Zl_TZZ 1+§5 1+§ §
4 3 3 3
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-

Ponto que divide um segmento de reta ao meio ans

Apoio em M

R

Se o ponto P(x,y,z) dividir o segmento de reta P, P, ao
meio, temos que

ou seja, as coordenadas do ponto P sao

X1 + x, z 4
X =
2
Y1ty
2
I A
zZ1+z
Z = 1+ 2 0 - -

Observe quer = —1






Exercicios - Retas )

1) Verificar se os pontos A(5,—5,6) e B(4,—1,12) pertencem a reta

x—=3 y+1 z-2

S R:apenas o ponto A
-1 2 —2

x+2 y—3 z A
= = — que tem;
—2 1 1

a) Abscissa 5 b) Ordenada 4 c)Cotal

1 7
R:<5'_E'_E> R:(—4,4,1) R:(—4,4,1)

2) Determine os pontos da reta 7

3) Estabelecer as equacdes reduzidas, com varidvel independente x, da reta
determinada pelos pontos A(1,—2,3) e B(3,—1,—1).

z=—-2x+5



Exercicios - Retas ﬁm g

4) Qual deve ser o valor de m para que os pontos A(3,m,1), B(1,1,—1) e
C(—2,10,—4) pertencam a mesma reta?

5) Cite um ponto e um vetor diretor de cada um das retas

x+1 Z—3 )
x = 2t
T 3 4
) y:l c) p: y=2_t
zZ=2—-




Exercicios - Retas

oPMq
A poto om ™

%.a

6) Determinar as equac¢des das seguintes retas:
a) Reta que passa por A(1,—2,4) e é paralela ao eixo dos x.

y=—2
R:s:
S{Z=4

b) Reta que passa por B(3,2,1) e é perpendicular ao plano x0z.

 Jx=3
R.S.{Z:1

7) Calcule o valor de n para que seja de 30 graus o angulo que areta r

r:{yznx+5

z=2x—3
R:n=+V15
Forma com o eixo dos y.

g



Exercicios - Retas

(1]

§' &)
rE b1
% Apoio em ™

¥

W)

8) Determine o angulo entre as seguintes retas

a)
x=—-2-—2t
+ 6 -1
Ty =2t S:f=y =z R: 60°
z=3—4t 4 2 2
,
b) x =142t )
T‘:<y:t S'{x: )
L —rt _13; y = R:30

\



Exercicios - Retas K

UYL :
2 ) H g
winn T S8
%%Apﬁ em‘”j

9) Calcule o valor de m para que as retas abaixo sejam paralelas

x = —3t
ryy=3+t S: 6 =ym ;Z =26 k:m 2

z=4

10) A reta r que passa por A(1,—2,1) e é paralela a reta

x=2+t

t: = —
y_ 3t R-m=10en =5
zZ =—t

Se P(—3,m,n) € r, determine m e n.



GAM“

Exercicios - Retas ﬁm g

11) A reta que passa pelos pontos A(—2,5,1) e B(1,3,0) é paralela a reta
determinada por C(3,—1,—1) e D(0, y, z). Determine o ponto D.

R:D(0,1,0)
12) A reta
y=mx+3
z=x—1

é ortogonal a reta determinada pelos pontos A(1,0,m) e B(—2,2m,m).
Calcule o valor dem R: m = +/3/2

13) Calcule o valor de m para que as retas dadas sejam coplanares:

R-m=4

]y =2x+3 x—1 y z
'z=3x—1 S: 2 :_1:E



Exercicios - Retas &,

%.a

14) Calcule o ponto de intersecao das retas

Jy=3x-1 Jy=4x—2 R:1(1,2,3
r'{z=2x+1 S'{Z=3x (1.2,3)
15) Dadas as retas
x=2+3t y=2x+1
h:{y =4+ 5t r: _E_E
Z=tm Z_z 2

a) Calcule o valor de m para que as retas sejam concorrentes;

Rom=2

b) Determine, para o valor de m, o ponto de intersecao entre as retas.

R:I(—1,-1,-2)



Exercicios - Retas ﬁﬁin g

16) Estabeleca as equacbes da reta que passa pela origem e é
simultaneamente ortogonal as retas

r:f—y—z_3 S:y=3x—1 R:t:{yio
2 z=—-x+4 X =1z

17) Dados os pontos P;(7,—1,3) e P,(3,0,—12), determine
a) O ponto P, que divide o segmento P; P,na razao E;

R:P(15,-3,33)

b) O ponto Q, que divide o segmento P; P, ao meio.

519
>332
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Equacdo geral do plano @,

Considere um planomen = (a,b,c),n # 0 um vetor normal
(ortogonal) ao planom e A(x¢,y1,21) E .

Um plano i, pode ser definido como o conjunto de todos os pontos
P(x,y,z) do espaco tais que AP LR *

Assim, o ponto P pertence a
T se, e somente se

—

n-AP =0



o PMq

Equacdo geral do plano @,

poio em W

Como#i = (a,b,c) e AP = (x — x1,y — V1,7 — 7y), temos que
AP =0
(a,b,c) - (x —x1,y —y1,2—21) =0
a(x —x1) +b(y—y1) +c(z—2) =0
ax+by+cz—ax; —by; —cz; =0
Fazendo

d =—axy — by, —cz,

Temos que a equacgao geral do plano é

max+by+cz+d=0



Exemplo )

e
% poio em W

Determine a equagao geral do plano m que passa por A(2,—1, 3),
sendon = (3,2, —4) um vetor normal a 7.
Resolucao

Como 71 é normal ao plano, temos que a equacio geral do plano
é do tipo

m:3x+2y—4z+d =0

Como A pertence ao plano, temos que

3(2) +2(=1) —4(33) +d = 0
6—2—12+d =0
d=8

Logo, a equagdo geraldoplanoé m:3x+ 2y —4z+8=0
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. o
Determinando um plano )

e
poio em W

Um plano m é determinado por um de seus pontos e por um
vetor normal a ele. Vamos ver outras formas de determinar um

plano.

a) Plano que passa por um ponto A e é paralelo a dois vetores u

e ¥ ndo colineares.
A7t
Assim,

n=uxXv

]

=4 |



o PMq

&5

Determinando um plano )

S
%AMn em W

b) Plano que passa por dois pontos A e B e é paralelo a um
- o~ . "~
vetor u nao colinear a AB.
A7
Assim,

—

n=1uXxAB

=1




oPMq

Determinando um plano )

c) Plano que passa por trés pontos A, B e C nao em linha.

A7

Assim,

7 =AB X AC




o™Ma

° %
Determinando um plano ) ;

e o
Apoio em ¥

d) Plano que contém duas retas r e s concorrentes.

Assim,
n=uUX7v

Sendo U vetor diretor de r e ¥
vetor diretor de s.




o Mg

Determinando um plano )

e
% poio em W

e) Plano que contém duas retas r e s paralelas.

Assim, A7

—

n=1uXxAB

Sendo U vetor diretorder, A Er e
B € s.



G&M"l

Determinando um plano W

poio em W

f) Plano que contém umaretar eum ponto B &€ 7.

Assim,

_ A7
n=1uxAB

Sendo A € r e U vetor diretor
der.




Exemplo &,

Determine a equacgao geral do plano m que passa por A(1,—3,4)
e é paralelo aos vetoresu = (3,1,—-2)ev = (1,—-1,1).

Resolugao
I ]k
Temosque P =UX7v= 3 1 -—2|=(01,-5-4)
1 -1 1

Assim, a equacao geral do plano sera dada por

—1(x—1)-5(y+3)—4(z—4) =0
—x—5y—4z+2=0

]
B x4 5y+4z-2=0
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Planos paralelos W)
1) Plano que passa pela origem, tem a forma
m.ax +by+cz=0
Il) Planos paralelos aos eixos coordenados
a)Sea =0,n=(0,b,c) L Ox - m//Ox,entdo aequacio
geral do plano é l =
m:by+cz+d=0 :

o) - —_2 _
’ y



a,&l.."s'ﬂ

Planos paralelos aos eixos coordenados aﬁf%;

poio em W

b)Seb =0,n= (a,0,c) L Oy . m//O0y,entdo

s
max +cz+d=0 {



oPMq

Planos paralelos aos eixos coordenados %63
e
c)Sec=0,n=(a,b,0) L0z - 1// 0z entdo
=
max+by+d=0
I
I
I
I
I
I
I
r.'J)_ e -
..-"'f y



Planos paralelos aos planos coordenados &5
LAY |

% poio em W

a)Sea=b=0,n1=1(0,0,¢) =c(0,0,1) = ck - m // x0y, entdo

-~
o~

7
fas

0

<y



Planos paralelos aos planos coordenados ﬁ%
RS

poio em W

b)Sea=c=0,n=1(0,b,0)=5b(0,1,0) =bj =~ m//x0z,
entao

|
=~

Ty

O 1= —-—— - ————
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)

poio em W

Planos paralelos aos planos coordenados

c)Seb=c=0,n=1(a00) =a(1,0,0)=ai -~ m//y0z entio

|

T |

|

|
mx =k 0)____’
& Y

A
/7
7
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Exemplo ),
Determine a equacao geral do plano ™ que passa por A(2,2,—1)
e pela reta {x — 4
T
y =3
Resolucao

Temos que a reta r passa por B(4, 3,0) e tem vetor diretor
v = (0,0,1). Sendo P(x,y,z) um ponto genérico, temos que

T
n=vXAB = | R
5 n-AP =0

—1(x=2)+2(y—2)+0(z+1) =0

K
1| = (=1,2,0)
1

= O~

Assim, a equacao geral do plano sera dada por
m:x—2y+2=0
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Angulo entre dois planos W),

Sejam oS planOS a1 X + bly + C1Z + d1 =0

7T2:a2X+b2y+CZZ+d2 — O

Com vetores

77il — (al) bl) Cl)

ﬁz — (a2) bZ) CZ)




Angulo entre dois planos ey

e
%Aboinemw

O dngulo de dois planos m, e ™, € o menor angulo formado por
seus vetores normais. Sendo assim,

)
o
wn
D
I
3
!
-
IA
D
IA
NS
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Exemplo W,

e
poio em W

Determine o dngulo entre os seguintes planos:
T:x+y—2z—6=0 ¢ my-2x+y+z+4=0

Resolucao
Como, n; = (1,1,-2) e n, =(—2,1,1), sdo normais a estes

planos, temos que

|ﬁ1 ’ ﬁ2| |(1; 1; _2) ’ (_21 1) 1)
cosf = ——— =
Iny|In,| 10,1, -2)][(—=2,1,1)

- 11X (=2)+1%x1+(=2)x1 -3
SO+ D2+ )2 x 22+ (D2 + ()2 VExV6

1
2

Logo, 6 = 60°

186
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%@% ¥

poio em W

Condicao de paralelismos de dois planos

Dados os planos
my:ax +byy+cz+di =0 B 7, =(ay,by,cq) Ly
Ty:ayX + by +cz+d, =0 B 7, = (a,b,c,) Ln,
Logo, i

7T1//7T2 ﬁﬁl//ﬁz




Condicao de perpendicularismo de dois planos wﬁ%;

e
% Poinemw

Dados os planos

T: a1 X + bly + C1Z + dl =0 @ ﬁl — (alibl'cl) 1 T

TTy. Ay X ~+ bzy + Crz + dz =0 [ ﬁZ — (aZJbZJCZ) 1 %

Logo,

7T1J_7T2 :ﬁllﬁz

o ﬁl ‘ ﬁz — O ’rlf“)



Exemplo ol

Calcule o valor de m e n para que os planos abaixo sejam paralelos:

n:2m—-1x—-2y+nz—3=0 my:dx+4y—z=0

Resolucao
Temos que, n; = 2m —1,-2,n) en, = (4,4, —1). Logo,

2m—1_—2 n

4 4 -1
Assim,

2m—1 -2 —Z_n

44 4 —1

8m — 4 = —8 an = 2

1

’m:—l n=s5

2
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Angulo de uma reta com um plano ),

Dada um reta r, v um vetor diretor desta reta e um planor e n
vetor normal a este plano.

Assim, o angulo entre a reta com o plano é dado por

Ay}
=)

sen¢ =

S
=
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Exemplo )

poio em W

Determine o angulo entre a reta e o plano dados a seguir:
(x =1-2t
riqy =—t
z=3+t

m:x+y—5=0

Resolucao
Temos que, n = (1,1,0) vetor normal ao plano 7 e
v = (—=2,—1,1) vetor diretor de . Assim,

|1_]>.ﬁ| |(_2;_1) 1) ) (1) 1;O)|

sen¢ =

Ol J(=2)2 + (D7 + (D2 x (D)7 + (D + (0)2

Viz 23 2
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Condicao de paralelismo entre reta e plano ﬁ’%i

"y
mmmmm W

Dada um reta r, ¥ um vetor diretor desta reta, um planoTr e n
vetor normal a este plano,

entao,

r//m =2v1ln=v-1=0




Condicao de perpendicularismo entre reta e plano x@%;

e
% poio em W

Dada um reta r, ¥ um vetor diretor desta reta, um plano Tt e 11
vetor normal a este plano,

entao,

rlm =v//n




Condi¢cOes para que uma reta esteja contida num plano

W)

- &
% Apoio cm W

Uma reta 7, esta contida num plano m, se:

i. O vetor diretor de r é ortogonal a7, e
ii. Um ponto A € r também pertence ao plano m.

A7

‘:’_/'—' r
v
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Exemplo )
Verifique se a reta e o plano abaixo sao perpendiculares.
LrXm2 _y+l 2 m:9x — 6y —3z+5=0
3 —2 —1
Resolucao

Temos que n = (9,—6,—3) é o vetor normal ao planom e v =
(3,—2,—1) é o vetor diretor de r.

Sabemos que para uma reta r e um plano ®™ serem
perpendiculares o vetor diretor da reta tem que ser paralelo ao

vetor normal do plano.

Mas isso ocorre, pois 1 = 3v. Portanto, r L 7.



Exemplo )

%

e
poio em W

Determine os valores de m e n para que a reta abaixo esteja
contida no plano dado.

r_x—2=y—1=z+3 mmx+ny+2z—1=0
1 1 —2
Resolucao

Temos que n = (m,n,2) é o vetor normal ao plano T e v =
(1,1,—2) é o vetor diretordere 4A(2,1,—3) € r.

Sabemos que para uma reta r estar contida em m temos que
vl 7n eoponto A € 1. Assim, temos

(1,1,-2) - (m,n,2) = 0 D{m+n—4=o
m(2) +n(1) +2(=3)-1=0

Resolvendo o sistema, temosque M =3 en =
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Intersecio de dois planos &

e
%Apoio enlw‘

Considere dois planos ndo paralelos my:aix+byy+ciz+d; =0
TTo: Ay X + bzy + CrZ + dz =0

A intersecao desses dois planos é
uma reta.

Lembrando que uma reta esta
determinada quando se conhece
dois pontos.

Logo a reta é dada pela solucao do
sistema formado pelos planos. ™

(~41

. a1x+b1y+clz+d120
- azx‘l‘bzy‘l‘CZZ"‘dZ:O



Exemplo )

Determine a reta intersecao dos seguintes planos
m1:5x —2y+2z4+7=0 n;:3x—3y+z+4=0

Resolucao
Temos o seguinte sistema

X —2y+z+7=0 > indeterminado, resolvendo em
3x—3y+z+4=0 N
termos de x, temos a equacao

reduzida da reta.

{ Por se tratar de um sistema

y——2x—3
z=-9x —13
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~ =
Intersecao de reta com plano Gl
Considere a seguinte reta e o seguinte plano
Jy=mx+n _ _
r'{z=px+q max+by+cz+d=0

Temos que a intersecao da reta com o plano é encontrado através
do seguinte sistema

(y =mx +n
{Z=px +q
ax +by+cz+d=0 P ™

onde sua solugdo é o ponto I(x, y, z). /



Exemplo )

Determine o ponto de intersecao entre a reta e o plano dados:

o JY = 2X 43 m:3x +5y—2z—9=0
|z=3x-4

Resolucao
Temos que I(x,y, z) é ponto de intersecdo se I verificar o seguinte

sistema fy= 2y + 3
{z=3x—4
3x+5y—-2z-9=0

Resolvendo o sistema temos que o ponto de intersecao €

1(=2,—1,—10)



Distancia entre dois pontos )

A distancia entre dois pontos A(xy,Vq,21) € B(x,,V,,2,) é dado
por

B
A % d(A,B) = |AB| = \/(xz — x1)? + (v — y1)? + (22 — 21)?

Exemplo: Calcule a distancia entre os pontos A(7,3,4) e
B(1,0,6).
Resolucao

d(4,B) = |AB| = /(1 —7)2 + (0 — 3)2 + (6 — 4)?

=J=6)2+ (=3)2+ (2)2=v36+9+ 4 =V49 = 7u.c.
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Distancia de um ponto aumareta ¥,

%%%%%

Dada uma reta r definida por um ponto A(x4, y;,Z;) e pelo vetor
diretor v = (a, b,c). Seja B(x,,V,,2Z,) um ponto qualquer do
espaco. 1"

A distancia entre areta r e o ponto B é dada
por

| x AB]

d(B,r) = H

Exemplo: Calcule a distancia do ponto
A(2,0,7) areta X y—2 z+3

2T 1
Resolucao ;R
$=(2,2,1) e B(0,2,-3) € r ; BA=(2,-2,10) BAxV =2 —2 10|=(-22188)
2 2 1

BAxB| /(—22)2+(18)2+ (8)> V872
V] V22 422 412 3

u.c.

d(A,r) =



Distancia entre duas retas )

1. Adistdncia entre retas concorrentes é nula, por definicao;

2. A distdncia entre retas paralelas ¢ a distancia entre um
ponto e uma reta.

d(r,s) =d(4,s), A€Er ou d(r,s) =d(r,B), B €s

Exemplo: Calcule a distancia entre as retas a seguir

fy==2x+3 x=-—1-2t
r. 7 =2x S. y=1+4t
z=-3—4t
Resolucdo v=(-2,4,-4) e B(-1,1,-3) € s ; A(0,3,0) € r; BA=(1,2,3)
. i ] k
BAxv=|1 2 3|=(-20,-28)
-2 4 -4

[BAXx 3| V368 V13

= V13
|V V36 6

d(r,s) =d(4,s) =
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Distancia entre duas retas @%‘%

mmw’

Sejam r e s retas reversas, A(x{,y1,21) €7 e B(x,,y,,2,) € 5,
sendo U = (ay,by,cq) e v =1(a, b, c,) vetores de r e s,
respectivamente.

Assim, os vetores U, v e AB determinam um paralelepipedo, o
qual sua base é U e U e sua altura é a distdncia entre as retas r e
s, visto que s é paralela ao plano da base do paralelepipedo.

Az
Logo, a distancia entre as

duas retas é dada por

(2, 5, AB))|

d(r,s) = 7 % B

0
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[ ] N [ ] H
Distancia entre duas retas @‘i) ;
Exemplo: Calcule a distancia entre as seguintes retas a seguir

y=1 x =3
r _z—4 siiy=2t—1
xte= —2 z=—-t+3

Resolucao 7=(0,2,-1)eB(3,-1,3)E s

1=(1,0,-2) e A(-2,1,4) € r; AB=(5,-2,-1)

R 1]k
(@,7,AB) =10 2 -1{=16  Uxv=|1 o -2|=(412)
5 —2 —1 0 2 -1

|U X U] = V42 + 12 + 22 =+/21

Uv,AB)| 116] _ 1621
|u><v| V21 21
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Distancia de um ponto a um plano f’%

R
% Boio e MW

Seja um ponto A(xy, Yo, Zy) € um plano m:ax + by +cz+d,sendoB €1

ATl

Assim, a distancia do ponto A ao plano m é dado por y
L
BA -7
d(Ar T[) — | — | ou

In| ;d(A,n)

axg + by +czy+d

d(A, 1) = laxo Yo 0 | B P

Va2 + b? + c?

T

Exemplo: Calcule a distancia do ponto A(—4,2,5) aoplanom:2x +y+2z+8=0
Resolucdo 7=(2,1,2)e BE T;

Fazendo y=0 e z=0, obtemos o ponto B(-4,0,0) € .

BA=(0,2,5)

" )_|Eq’-ﬁ|_ 10 + 2 + 10| _12_12_,
UETR VZEiizirz Ve 30T
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Distancia entre dois planos &,

o
%AMD em ¥

A distancia entre dois planos é definida apenas quando os planos forem
paralelos.

Dados dois planos paralelos m e y, a distancia entre eles é a mesma distancia
de um ponto qualquer de um dos planos ao outro:

d(m,y) =d(,y), A€mn ou d(my)=d(mB), BEeEy

Exemplo: Calcule a distancia entre os seguintes planos:
m2x—2y+z—5=0 Vidx —4y+2z+14 =0

Resolucdo n=(4,-4,2)eBE y;

Fazendo x=0 e y=0, obtemos o ponto B(0,0,-7) € ;

O ponto A € m. Fazendo x=0 e y=0, obtemos o ponto A(0,0,5) € .
BA=(0,0,12); |7i|= /4% + (—4)2+22 = /36 = 6

BA -7 =(0,0,12) -(4,-4,2) = 0+0+24 = 24

|BA-7|  |24]
7l 6

d(m,y) =d(4,y) = =4 u.c.
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Distancia de uma reta a um plano &,

%%%%%

A distancia entre uma reta e um plano é definida apenas quando
a reta e o plano forem paralelos.

Seja uma reta r paralela a um plano m. A distancia da reta ao

plano se resume a distancia de um ponto qualquer da reta ao
plano:

d(r,m) = d(4,mn), A€Er

laxg + by, + czy + d|

AN o S
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Exercicios - Planos &,

1. Determine a equacdo geral do plano que contém o ponto A(1,2,3) e é
perpendicular a seguinte reta

- x=2y—3 m:2x+y—z—1=0
lz=—-y+1

2. Determine a equacdo geral do plano que contém os pontos A(1,—2,2) e
B(—3,1,—2) e é perpendicularao planom:2x + y —z+ 8 = 0.

m:x—12y —10z—-5=0

3. Qual equacdo geral do plano que contém o ponto A(4,1,0) e é perpen-
dicularaos planosm:2x —y—4z—6 =0ey:x+y+2z—3 =0.

m:2x — 8y +3z=10



oPMq

Y 4 ™ ﬁ
Exercicios - Planos =y
%D%Am;iéc.m;”j
4. Determine a equacao geral do plano que contém os seguintes pares de
retas
—1 —1
y =2x—3 a _Z m:5x —4y—3z—9=0
T = 42 S: 3 5
Z=—X y=—1

5. Determine o valor de m para que seja de 30° o angulo entre os seguintes

planos
m=1ou
mx+my+2z—7=0 Vi4x+5y+3z—2=0 m =7
6. Determine os valores de a e b para que os planos abaixo sejam paralelos
max+by+4z—1=0 y:3x—5y—2z+5=0 %i;g
7. Determine o valor de m para que os seguintes planos sejam
perpendiculares
R:m=—

m:2mx +2y—z=0 y:3x—my+2z—1=0



Exercicios - Planos &,

8. Determine o angulo formado pela reta e o plano dados a seguir:

x—2 vy z+1
. = — = m:2x—vy+7z—1=0 R:60°
T3 T3 s ’
9. Determine as equacdes da reta intersecdo dos seguintes planos:
:3x — —3=0
T: X y + z N {y — oy — 7
Vix+3y+2z+4=0 z=—-2x+1

10. Determine o ponto de intersecao da reta e do plano dado a seguir:

X=y
riy=1-2t m2x+y—z—4=0
Z=—t

R: I1(3,—5,—3)



Exercicios - Distancias W
x=1-2t
1) Calcule a distancia do ponto P(1, 2, 3) a reta riiy =2t
z=2—1
R:d(P,r) =2

2) Dado o tridangulo ABC de vértices A(—3,1,4), B(—4,—1,0) e C(—4,3,5).
Calcule a medida da altura relativa ao lado BC.

V3157

R:h =
41




Exercicios - Distancias

3) Calcule a distancia entre as seguintes retas:

Jx=0 Jy=3
) r'{yzz S'{z=2x
b) rx=y=z-— .{y—x+1
X=y=2z—2 S:
Z=x—3

Nl
R:d(r,s) ;
:d(r,s) = —
V6
186
R:d(r,s) = 3

4) Determine a distancia do ponto 4(2, —1, 2) aos seguintes planos

a) m2x—2y—z+3=0

b) y:2x +y =3

7
R:d(P,T[) — 5

R:d(P,y) =0
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Exercicios - Distancias &,

w

5) Dado o tetraedro de vértices A(1,2,1), B(2,—-1,1), €(0,—1,—1) e
D(3,1,0). Calcule a medida da altura baixada do vértice D ao plano da face
ABC.

8
R:h=—
V19
6) Calcule a distancia entre os seguintes planos paralelos
V3
a) m2x+2y+2z=5 Vix+y+z—3=0 R:d(n,y)zz
11
b) mx—-2z=-1 y:3x —6z2—8=0 R:d(m,y) =

3v5
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Exercicios - Distancias &,

&)
) b1
% Apoio em W

7) Escrever as equagdes dos planos paralelos ao planom:3x — 2y —6z—5=0
que distam 5 unidades da origem.

R:y:3x —2y—6z+35=0

8) Calcule a distancia da origem a cada um dos seguintes planos

a) m:3x—4y+20=0 R:d(0,m) =4
x=2—h+2t v
b) y:{y=1+3h—t R:d(0,y) = —
SORNET:

zZ =—t1
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Lugar geométrico &

- R
%Aboinemw

E um conjunto de pontos que satisfaz uma ou mais propriedades
geometricas.

A geometria analitica trata do estudo de lugares geométricos
(pontos, retas, circunferéncias, parabolas,...) através de
representacoes algébricas (pares ordenados, equacoes, sistemas,
etc).

H—~ S

circunferéncia parabola elipse hipérbole




GAM-Q

Circunferéncia &,

poio em W

Considere um ponto C em um plano.

Definicao: Circunferéncia é o lugar geométrico dos
pontos do plano cuja distancia a um ponto fixo C é

constante. A
7\ X
c/




GAM-Q

. A . T
Circunferéncia o),

A
Elementos

e Centro: € o ponto fixo C
* Raio: € o segmento CP

Note na figura ao lado que o ponto
fixo €& denominado centro da
circunferéncia e a distancia de seus
pontos ao centro € denominada raio
da circunferéncia.




e AMa

Lembrete: distancia entre dois pontos@@

Dados dois pontos A(x4, 1) € B(x,,7y,), podemos calcular
a distancia d 5 entre eles da seguinte forma:

p Aplicando Pitagoras no triangulo
Yo B ABC, temos:

dip = djc + dic
d* = (x3 — x1)° + (¥, — y1)*

d =/(xy — %)% + (¥ — ¥,)?

0N

-

I 9
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. A . . ﬁ
Lembrete: distancia entre dois pontos.+#,

poio e W

Exemplo: Calcule a distancia entre os pontos A(—2,5) e
B(4, —3).

I\
=5 d =/ (xz —x1)% + (y2 — y1)?

d=+(4+2)2+ (-3 -5)2

\ = /36 + 64

me e =100
= 10




Equacdo da circunferéncia com centro na

origem

Consideremos uma circunferéncia de raio r e centro

em 0(0,0).

Para que P(x,y) seja ponto da circunferéncia, d,, = r.

Assim, pela formula da distancia
entre dois pontos, vem:

P(X,y)

-------- s Va-02+ @ -02=r

- Jx2+y2=r
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Equacao da circunferéncia de centro na =
V=g

origem e
(&)

Exemplo: A circunferéncia de centro 0(0,0) eraior = 5
tem equacao

x4+ y4 =25
Isso significa que essa circunferéncia é o lugar

geomeétrico dos pontos que tem a soma dos quadrados
das coordenadas igual a 25.

O ponto (3,4) pertence a
circunferéncia, pois 3% + 4% = 52,
Ja o ponto (1,4) nao pertence a
circunferéncia, visto que 1%+
42 + 52,
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Equacao da circunferéncia de centro fora da =

@) g
IS

Qrigem Avcio em ™
J

Consideremos uma circunferéncia

de raio r e centro em C(h, k).

Para que P(x,y) seja ponto da
circunferéncia, dp- =r.

I\,

Assim, pela formula da distancia
entre dois pontos, vem:

N Jx—-h2+@y-k2=r

(x —h)*+(y - k)*=r*



Equagdo da circunferéncia de centro fora ‘=
da origem )

Exemplo: A circunferéncia de centro C(2,3) eraior = 4
tem equagao

(x — h)?+(y — k)? = 42

(x —2)*+(y —3)* =16

O ponto (2,-1) pertence a
circunferéncia, pois
(x — h)*+(y — k)? = 47
(2—-2) +(-1-3)2=16
0% + (—4)* =16
16 = 16




Equacao da circunferéncia de centro fora =
da origem )

Exemplo: A circunferéncia de centro C(—1,2) eraior = 3
tem equacao

(x —h)*+(y —k)* =37

(x— (D) +(r—2)*=9

(x + D?+(y—2)2=9

228
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Parabola &

% poio em W

Considere em um plano uma reta d e um ponto F nao
pertencente a d.

Definicao: Parabola € o lugar geométrico dos pontos do
plano que sao equidistantes de F e d.
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Parabola @,

&
poio em W

Elementos

* Foco: € o ponto F.
* Diretriz: é a reta d.

* Eixo: € a reta que passa pelo foco e é perpendicular a
diretriz.

* \Vértice: é o ponto V de interseccao da parabola com o
seu eixo.

d(P,F) =d(P,P"

i d(V,F) = d(V, A)




Equacado da parabola de vertice na s
origem do sistema )

12 Caso: o eixo da parabola é o eixo dos y

Seja P(x,y) um ponto qualquer da parabola de foco F (O,g).

Equacao reduzida da
parabola: x2 = 2py




Equacao da parabola de vértice na -
origem do sistema ol

12 Caso: o eixo da parabola é o eixo dos y

Como 2py é sempre positivo ou nulo (pois x% = 0), os
sinais de p e de y sao sempre iguais. Logo,

* Sep > 0, a parabola tem concavidade voltada para cima.

* Se p < 0, a parabola tem concavidade voltada para

p <0
y <0

p>0
y>0




Equacao da parabola de vértice na
origem do sistema

22 Caso: o eixo da parabola é o eixo dos x
Seja P(x,y) um ponto qualquer da parabola de foco
F(2,0). d

Equacao reduzida da 5
parabola: y* = 2px




Equagdo da parabola de vértice na %;
origem do sistema G,

22 Caso: o eixo da parabola é o eixo dos x

Conforme o sinal de p teremos:

* Sep > 0, a parabola tem concavidade voltada para a
direita.

* Se p < 0, a parabola tem concavidade voltada para a

esquerda. i \
p>0 p<O0
x>0 x <0
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Exemplos X,

o
poic em W

1. Determinar o foco, a equacao da diretriz das parabolas
e esbocar o grafico das seguintes equacoes:

(a) x? = 8y
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Exemplos )

poio em W

(b) y* = —2x

2. Determine a equacao da parabola sabendo que tem
vértice em V(0,0), passa pelo ponto P(—2,5) e
concavidade voltada para cima. .

R.: x% = -y



Equacao da parabola de vértice fora da =
origem do sistema @,

12 Caso: o eixo da parabola é paralelo ao eixo dos y

Seja uma parabola de vértice V(h, k) e eixo paralelo ao
eixo dos y, sendo h e k coordenadas de V em relagao ao

sistema x0vy.

Equacao da parabola:
(x — h)?=2p(y — k)

] [
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Equacao da parabola de vértice fora da -

origem do sistema ),

22 Caso: o eixo da parabola é paralelo ao eixo dos x

Seja uma parabola de vértice V' (h, k) e eixo paralelo ao
eixo dos x, sendo h e k coordenadas de V em relacao ao
sistema x0vy.

Equacao da parabola:
(y —k)*=2p(x — h)




Exemplos )

poio e W

1) Determinar a equacao da parabola de vértice
V(3,—1), sabendo que y —1 = 0 é a equagao de
sua diretriz.

R:(x —3)%=—4(y + 1)

2) Determinar a equagao da parabola de foco F(1,2),
sabendo que x = 5 é a equacao de sua diretriz.

R.: (y — 2)2= —4(x — 3)



GAM\,‘

Equacgao da parabola na forma explicita 7

pmem‘”

Uma equacdo na forma (x — h)*= 2p(y — k) pode
ser apresentada por
y=ax*+bx+c

chamada forma explicita da equacao da parabola
cujo eixo € paralelo ao eixo y.
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Exemplos &,

menﬂ”

1) Apresente a equacao explicita da parabola com vértice

V(2 ,—1)ep = %.

R.:y =4x%?—16x + 15

2) A partir da equacao explicita encontrada no exercicio
anterior, transforme-a na equacao na forma

(x —h)*=2p(y — k).

R:(x—2)’=1/4(y + 1)



Equacdo da parabola na forma explicita &,

poio em W

De forma andloga, uma equacdo na forma (y — k)*=
2p(x — h) pode ser apresentada por
x =ay*+by+c

Exemplo: Determine o vértice, um esboco do grafico, o
foco e a equacdo da diretriz da pardbola y? + 6y —
8x+1=0.




Elipse )

Definicao: Elipse é o lugar geométrico dos pontos de um
plano cujas distancias a dois pontos fixos desse plano é
constante.



" To
Elipse o,

Considere

* F; e F, pontos distintos, tal que d(F;, F,) = 2c
* Seja a um numero real tal que 2a > 2c.
* Ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que

d(P,F;) + d(P,F,) = 2a é chamado de elipse.

|P—F1>| + |P—F2>| = 2a

A




" To
Elipse Ky

Elementos

1. Focos: sao os pontos F; e F,

2. Distancia focal: 2c¢

3. Centro: € o ponto médio do
segmento F; F,

4. Eixo maior: € o segmento A4,

5. Eixo menor: é o segmento B;B, 20

6. Vértices: sao os pontos A4, A,, By, B,

7. Excentricidade: e = %
a’ = b% + ¢?
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Equacao da elipse de centro na origem )

%%%%%

12) Eixo maior esta sobre o eixo dos x.

I

2b X




oMy

2b




Exemplos

1) Esboce o grafico da elipse de equacao reduzida

xZ 2
— 4+ =1,
9 4

b




oMy

%%%%%

2) Determine

I\,

(a) medida dos semi-eixos,
(b) um esboco do grafico,
(c) os focos e

(d) excentricidade

9x?% + 25y% = 225




Equacao da elipse de centro fora da
origem

G&M"l

)

poio em W

12) Eixo maior é paralelo ao eixo dos x.

N2 102
(k-1 =k)? _

a? b2 1

22) Eixo maior € paralelo ao eixo dos .

_ 2 _ 2
(=1 =k)?_

b2 a? 1
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Exemplos )

Boio e MW

%

1. Uma elipse, cujo eixo maior € paralelo ao eixo dos vy,

. 1 .
tem centro C(4,2), excentricidade e =7 , e eixo

menor de medida 6. Qual é a equacao desta elipse?

; (x=4)* n +2)? _ 1
9 12

Rta

2. Determine o centro, os veértices, os focos e a
excentricidade da elipse de equacao }

4x% +9y%? —8x — 36y + 4 = 0.
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Hipérbole @,

- &
% Apoio e W

Definicao: Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos
de um plano cuja diferenca das distancias, em valor
absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante.

|PF:| - [PF3]| = 2a




Hipérbole &,

Considere
* F, e F, pontos distintos, tal que d(F;, F,) = 2c¢
* Seja a um numero real tal que 2a < 2c.




. V4 H
Hipérbole 5,

Elementos

1. Focos: sao os pontos F; e F;

2. Distancia focal: é a distancia 2c¢
entre os focos

3. Centro: é o ponto médio C do
segmento I F,

4. Eixo real ou transverso: € o
segmento A{4,

5. Eixo imaginario ou conjugado: é
o segmento BB,

6. Veértices: sao os pontos A e A,

C

7. Excentricidade: e = ~




oMy

Hipérbole &,

As retas 1 e s, que contém as diagonais do referido
retangulo sao chamadas de assintotas da hipérbole.




Equacao da hipérbole de centro na origem %‘5
do sistema G,

poio em W

12) O eixo real esta sobre o eixo dos x.

x2 yZ

az_bz:1

F,(—c,0) F,(+c,0)

c* = a* + b*




Equagdo da hipérbole de centro na =
origem do sistema ol

poic em W

22) O eixo real esta sobre o eixo dos y.

2 2
ye X
]

F;(0,—c) F,(0,4c)

c? = a* + b? 2 g 2. Pa




Exemplos )

1) Para as seguintes equacoes, determine (a) os
vértices A e A,, (b) By e B,, (c) um esboco do
grafico, (d) os focos e (e) as assintotas:

x2 y2 _

9 4

2) Determine (a) a medida dos semi-eixos, (b) um
esboco do grafico, (c) os vértices, (d) os focos, (e) a
excentricidade e (f) as equacdoes das assintotas para a
hipérbole de equacio 9x% — 7y? — 63 =0.



Equacado da hipérbole de centro fora da =
origem do sistema Gl

12) O eixo real é paralelo ao eixo dos x.

B
A 2
2 2 :
(x-m* G-k?_ . .
a? b2 k Al____+|____A_2 _T
kb4 - 4L _ _ _ _+Bl :
// h | B \#
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Equagdo da hipéerbole de centro fora da =
origem do sistema G

22) O eixo real é paralelo ao eixo dos y.
I\,

k+c

(y—k)? (x—h)?_

a? b2 1




Exemplos )

poic em W

1.Determine a equacgao da hipérbole de vértices A;(1, —2)
e A,(5,—2), sabendo que F(6,—2) é um dos seus focos.

2. Determine o centro, um esboco do grafico, os vértices,
os focos da hipérbole de equacao

9x2 — 492 — 54x + 8y + 113 = 0.
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Exercicios @,

% poic em W

1) Dé as equacoes das circunferéncias de centro C eraior
dados.

a) C(L,2)er =10 Rta: (x — 1)% + (y — 2)? = 100
b) C(—2,3) er =1 Rta: (x +2)*+ (y—3)* =1
c) C(—1,3)er =7 Rta: (x — 1)% + (y + 3)% = 49

2 2

Q) C(-2-Fer=2 Ml rbr) =

e) C(—B,—Z)eT‘:ﬁ Rta: (x +3)2+ (y+2)> =7

263



Exercicios

GAM-Q

%@% 7

poio em W

2) Dé o centro e o raio das circunferéncias de equacoes

a) x°+y%=4
b) (x —3)2+ (y—2)2 =16
c) x?+(y+4)=1

d (x+2)2+y*2=9

Rta

Rta

Rta

Rta

:C(0,0)er =2
:C(3,2)er=4
:C(0,—4)er=1

:C(—2,0)er=3



GAM-Q

Exercicios &,

poio em W

3) Dos pontos A(3,2), B(3,0),C(1,2),D(2,1) e E(4,1),
quais estao na circunferéncia de centro P(3,1) e raio
r=17

p Rta: 4,B,D e E
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Exercicios

%

4) Uma elipse, cujo eixo maior é paralelo ao eixo dos v,

. 1 .
tem centro C(4,2), excentricidade e = >, € €ixo menor

de medida 6. Qual é a equacao desta elipse?

 (x-4)? | (y+2)*
SR + > =1

Rta oudx? —32x+3y?+ 12y +40=0

5) Determine o centro, os vértices, os focos e a
excentricidade da elipse de equacao

4x% 4+ 9y? —8x — 36y +4 = 0.

A

Vi
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Exercicios &,

e
% poio em W

6) Uma elipse, cujo eixo maior é paralelo ao eixo dos v,

. 1 .
tem centro € (4,2), excentricidade e = >, € €ixo menor

de medida 6. Qual é a equacao desta elipse?

—A4)2 2
Rta.: S0 + 0020 — 1 oudx? - 32x + 3y% + 12y + 40 = 0

7) Determine o centro, os vértices, os focos e a
excentricidade da elipse de equacao }

4x% 4+ 9y? —8x — 36y +4 = 0.
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Exercicios @

Doio em W

8) Determine a equacao da hipérbole de vértices
A1(1,—2) e A,(5,—2), sabendo que F(6,—2) é um dos
seus focos.

9) Determine o centro, um esboco do grafico, os
vértices, os focos da hipérbole de equacao

9x2 — 492 — 54x + 8y + 113 = 0.
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Monitorias!! =)
M

N3ao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem ser encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/

O GAMA possui monitorias de:
d Pré-cdlculo e Matemadtica Elementar (e disciplinas equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)

O Calculo 1, Calculo 1A e Célculo | (e disciplinas equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo.



