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Integral definida
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Simbologia e nomenclatura
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Propriedades da integral definida )

% Apoio em W

1) Se a existir no dominio da f, entdo:
a
f f(x)dx =0
a
2) Se f forintegravel em [a, b], entdo:
b a
| feaax == reax
a b
3) Se ¢ for uma constante, entao:

b
J cdx =c(b—a)



Propriedades da integral definida

4) Se f forintegravelem [a, b] e ¢ for uma constante, entao:

fbcf(x)dx = cfbf(x)dx

5) Se f e g forem integraveis em [a, b], entdo a integral da soma/diferenca é
igual a soma/diferenca das integrais:

b b b
| 1760 £ g0atax = [ rwaxt [ goax

6) Se f forintegravelem um intervalo fechado contendo os trés pontosa, b e c,
entao

fbf(x)dx = fcf(x)dx + fbf(x)dx
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Antiderivada W),

% Apoio em w

Definicdo: Seja f uma fungdo definida num intervalo [a, b]. Uma antiderivada
de f em [a,b] é uma funcdo F definida em [a, b], tal que F'(x) = f(x) para
todo x € [a, b].

Exemplo: Determine uma antiderivada para a funcio f(x) = 12x? + 2x.

Solugao: Uma antiderivada para a funcao f dada é:

F(x) = 4x3 4 x?
Pois
F'(x) = (4x3 + x2)’ = 12x% + 2x.

Note que outras antiderivadas para a fungao f sao dadas por:
Fi(x) =4x3+x*+5 F,(x) =4x34+x2—-100 F3(x) =4x>+x*+m—e
Mais precisamente, f possuiinfinitas antiderivadas, todas da forma:
F(x)=4x3+x*+C

onde C é uma constante.



Antiderivada

Antiderivada de algumas fun¢oes elementares

Funcao
fx) =k
flx) =x"

(n+-1)
1
fx) = o
f(x) =cosx
f(x) =sinx
flx) =e*

Antiderivada

F(x) =kx+C
LM+
F(x)=n+1+C

F(x)=In|x|+C

F(x) =sinx+ C
F(x) = —cosx+ C

F(x)=e*+C

Justificativa

(kx+C) =k

xnt1 !
+C | =x"
n+1

1
1 C) ==
(In x| +C) =~

(sinx + C)" = cosx

(e*+C) =e*

(—cosx+C) =sinx
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Teorema Fundamental do Calculo &)

% Apoio em w

Teorema Fundamental do Calculo — Parte 1 : Se f for continua em [a, b], entdo
f tem uma antiderivada em [a, b]. Entdo a fungdo F definida por

X
F(x) = J f(t)dt
a
é uma antiderivadade f em[a, b]; isto é, F'(x) = f(x) paracadax € [a,b].

Além disso, F é continuaem [a, b] e diferenciavel em (a, b).

Na notacao de Leibniz, o Teorema acima afirma que

;_x [fxf(t)dt] _ f(X) “A derivada é a operagao
a

inversa da integral, e
vice-versa”.



Teorema Fundamental do Calculo )

Exemplo: Calcule a derivada das seguintes funcdes:
X

y
(@) F(x) =f costdt (b) G(y) =J (s?4+2s — 1)ds
0 0

Solug¢ao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 01, temos:

(@) F'(x) = U costdt] = COS X
0

y !/
(b) G'(y) = U (52+25—1)ds] =y2+2y—1
0

Exemplo: Calcule a seguinte derivada:

d X
EU; tanwdw‘

Solugao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 01, temos:

d X
—U tanwdw] = tanx
dx |Jq



Teorema Fundamental do Calculo )

Exemplo: Calcule a seguinte derivada:

;—x [ fl xsx/fdt]
3

Solugao: Note que, neste caso, o limite superior ndao é x, mas x°.

Portanto, utiliza-se a regra da cadeia no calculo da derivada, da seguinte
forma:

x3
y = f Jidt e =,
1
Portanto, utilizando a regra da cadeia, temos:
dy dy du d [ du du
— e e — = D —_— = u- - —
dx du dx du U1 ﬁdt‘ dx dx

= Jx3 - (3x?) = 3x2/x3 = 3x34/x.



Teorema Fundamental do Calculo

Teorema Fundamental do Cdlculo— Parte 2
Se f é continuaem [a, b] e se F é uma antiderivada de f em (a, b), entdo:

b
[ reodx=r) - F@

Ou seja, Antiderivada de f calculada

| no limite superior

b
[ reoax = Fo) - @

| Antiderivada de f calculada

no limite inferior

Notacdo: E comum se escrever o Teorema acima de uma forma mais

resumida:
onde

= F(b) — F(a)

b b
f f)dx =F (x)‘a F(x)

b
a



Teorema Fundamental do Calculo &) ;

Exemplo: Calcule as seguintes integrais definidas:
5 s V7 1

(a)f xdx (b) jn cosy dy (C)f (2s +3)ds (d)f (¢3 —Vt)de
-2 > -1 0

Solugao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 2, temos:

> 2 2 (_9)2
(a) f xdx _ X =(5) _( 2) =§_i =2_

. 2| T2 T2 T2 2 2

T — —
(b) L cosy dy =Siny‘n =sinn—sin(—)=0—1=—1.

z z 2

G V7 V7 52\/7 V7
(c) f (25+3)ds=2f SdS+3] ds =2— +35‘

-1 -1 = 2 -1

-1

=2((\/27)2—(_21)2)+3(\/7+1) =7-1+3V7+3 =3(3+7).




Teorema Fundamental do Calculo

1 3
1 1 1 t4 tf
(d) f(t3—\/f)dt =j t3dt—j Vedt =—| — =
0 0 0 4 —
0
0

1 2 _ 5
T4 3 12

((1)4 <0>4) ((1)3 (0)2
“\"2 "2 )7\ 3 3
;G






Exercicios

1) Aplicando o TFC-1, encontre as seguintes derivadas:

d x3
a)a[[ t dt]

d X
b) EUO \/4+t6dt]

d |~
c) —U V2 + 1dt
dx |J4

d) _[ftanx

tan x
e)y=j /t+\/fdt
0

/s
fly = j arctant dt
2




Exercicios

2) Calcule as seguintes integrais definidas aplicando o TFC — 2:

3
a) j x%dx
2

2
b) f x| dox
-1

2
C)f (6x — 2)dx
1

3
f)f e*dx
1
6
g)j ldx
3 X
2T
h)f cos 6 do
T

4
i)j (5 — 2t — 3t?)dt
1

(%3
J)f —4dt
1 ¢

2

k)f (1 + 2y)?dy
1
3

|)j 12x — 1|dx
—2

7
m)j 3sec? x dx
0



Respostas ﬁij

Exercicio 1: Exercicio 2:
a) Resp.: x3 a) R: 1_9 i) R g
b) Resp.: /4 + x6 b) ; K) & 43_9
C) Resp.: 3x23x® +1 c) R:7 ) R?
d) Resp.: 1 d) ;5—32 m) p.s
€) Resp.:y’ =\/tanx+ tan x sec? x e) R:18
f) Resp.:y’ = - arctazz(l/x) f)R: e’ —e
g) Resp.:y' = 1331(1—_?»;13)2 g) R:In2
h) Resp.:y' = +2x2 h) R:0

1) R: —63




Monitorias!!

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:
https://www.youtube.com/channel/UCB3NUeew6lJi_k39- GDA3iQ/playlists

O GAMA possui monitorias de:

[ Pré-calculo e Matematica Elementar (e disciplinas equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)

L Calculo 1, Calculo 1A e Calculo | (e disciplinas equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo.


https://www.youtube.com/channel/UCB3NUeew6Ji_k39-_GDA3iQ/playlists
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Método da substituicao &)

Seja F uma antiderivada de f (ou seja, F' = f) e suponha que a
funcao composta F(g(x)) seja derivavel. Entdo, pela regra da cadeia, tem-se:

(F(g(x)))’ =F'(g(x))g' ) = f(g(x))g’ ()
Na forma integral
| Flg@)g'@ax = Fge + ¢

Fazendo a seguinte mudanca de variavel

u (x) t3 du !
= entio — =
g dx g (x)

Podemos reescrever da seguinte forma

Jf(g@)g’(x)dx = Jf(u)du =F(u)+C=F(g(x)) +C
u du M)

método da substituicao para integral indefinida



’ ° [ ~ H
Método da substitui¢do U,
Exemplo: Calcule as seguintes integrais usando o método da substituicao:

@) [ e o) 094 © | —at
npee senZ6 “ V1 + 2t2
Solucdo; Substitiicdo du u=2x
u-2x du=2dx<2:’>dx=7 ,__f
2x
du 1 L. et e
—_— = — — —_— R — C
a)f zxdx—fe——zje“du 5 € . 2+C 2+
cos6 du 1 1
( )fsenze > = §iC S—+C csch + C
Substituica
I—‘ l;l S:lsl;:]ggo du = cos 8 df |—. u = sin@
t I o o il V1 + 2t2
C)J dt = ——=—fu 2du = =\u+C = e
V1 + 2t2 Vu 4 4 2\/_| 2

I Substituicao i l

u=1+2t? du=4tdt<:::>td,t:T u=1+2t?



Método da substituicao &)

Exemplo: Calcule a integral
j sin® x cos? x dx

Solugdo: cos?x + sin?x =1 & sin®x =1-—cos®x

——

f sin® x cos? xdx = f sin x (sin? x)? cos? x dx

= f sinx(1 — cos® x)? cos? xdx = J sin x cos? x (1 — 2 cos? x + cos* x)dx

=fsinx(coszx—2cos4x+cosf’x) dx =—f(u2—2u4+u6) du
| | I_; Substituicao du = —sinx dx
T U =CoSX {
—du = sinx dx
5 4 5 1 - 2 5 1
=—|udu+2|utdu—|u du=—§u +C1+§u +C2—7u7+C3
1 2 1 onde
=——cos3x+—cossx—7cos7x+(] Ci+Cp+Cy=C

3 5
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Método da substituicao — Integral definida %:' )

Apoio em M

Lembre que um meétodo muito util para resolver algumas integrais é o
método da substituicao.

Para utilizar o método da substituicao em integrais definidas é necessario
realizar algumas adequacdes nos limites de integracao

Adequérgéo no limite superior

|—~ x=h & u=g(h)

2 g(b)
[“re@)gcoar = [ ravn

| g(a)

v 2 onn s o ey
u = g(x) | Aieguczlagao no llr;\lt:e gzzr)lor
Substituicao

b g(b) g(b)
[(raeng@ax= [ fadu=Fa|"" = Fgo) - Flg@)
a g(a@) g(a)

Estamos supondo que g’ é continua em [a, b] e que f é continua na imagem de u = g(x)




Método da substituicao — Integral definida ﬁﬁi

poiem‘”

Exemplo: Calcule a seguinte integral definida

2
j (x + 2)°dx
1

fazendo uma substituicao conveniente e ajustando os limites de integracao.
Solugao: Neste caso, teremos:

Adequacao no limite superior
|—>x—2 — u=gQR)=2+2=4

2 4
f (x + 2)°dx = f u’du = [ ] —[(4)® — (3)¢] = 3367
1 3

Substituicao
=gx)=x+2 du=dx

Adequacao no limite inferior
>x=1 & u=g(1)=1+2=3

Observacao: Uma forma de resolver uma integral definida utilizando o
método da substituicao, sem modificar limites de integracao, € a seguinte:

1) Resolva a integral indefinida utilizando o método da substituicao.

2) Volte na variavel original e substitua os limites da integral inicial.



o AMQ

Método da substituicao — Integral definida, ﬁﬁi

Mem‘”

Exemplo: Calcule a seguinte integral definida

2
j x(x? + 1)3dx
0

Solucao 1: Fazendo uma substituicao conveniente e ajustando os limites de
integracao, teremos:

2 > du 1. lu45 1
2 B e = 3 dy — = —[(5)* — (1)*]= 78
fox(x+1)dx Luz zflu u 2[418[() (1]

‘ Substituicdo e Novos limites:
du = 2xdx & xdx=— =P um]

u=x%+1 u =2 5
Xx=2cS Uu=>5
Solug¢ao 2: Primeiro resolvemos a integral indefinida:

;du 1 1[u?] 1 1
2-|—13d =f —:—f 3 ——|—|==y% =C 2 4
fx(x ) dx w— =7 u du > 17| = g% 8(x + 1)

Substituindo os limites de integracao:
2

jZX(x2 +1)%dx = F (x? + 1)4] =1[625 -1 =— =78
0 8 8 -8






Exercicios

1) Calcule as seguintes integrais:

(a)j —dx

(b)fl (3—5x)2

1
(c) f sin(3mt)dt
0

z
(d)J (1 +tant)3.sec®t dt
0
3
(e)f x.|x?% — 4|dx
0

1
(f) j y.(y?2+1)>dy
0



Exercicios ) ;

2) Calcule as seguintes integrais utilizando o método da substituicao:

(a)f lnv

(b)J SSdS

[ dx
J x (Inx)?

(c)

(0|)Jr 2x+/ 1 + x2dx

[ 2rdr

© ) a7

(f)/ 2 sin(y) </14cos(y)dy



Exercicios

3) Encontre as integrais indefinidas:

cos 3u
(a) f
V1 —2sin 3u

(b)f JEcos/t3dt

(c) r(2 cot? @ — 3tan? 0)do

J
(x3—1
J x—1

(d) dx

( (1 + cot?z) cotz
J cscz

r3tan6 —4c0529d9
J cos 6

Z

(e)

(f)




Exercicios
4) Calcule a integral
fxzx/x — 1dx
por dois métodos:
@ u=x-1 (b)u=vx—1

5) Calcule as integrais por meio da substituicao indefinida:

(a)f x(x? + 1)vV4 — 2x2 — x*dx
(1 ++/x)°
(b) f A dx




Exercicios

6) Calcule as integrais por meio da substituicao indefinida

(a)Jr cos3x dx

[ i 5

(b)J sin®x cos? x dx

(c) Jr sin®0 cos°6 do

f tg®x sec*x dx

(d)J

(e)Jr tg°0 sec’6 do



a»lnﬂ

Respostas ﬁi
Exercicio 1: Exercicio 2:
(In v)?
a)  Resp.: 2.(e2—1) a)  Resp.: S+ C
eSs
1 P
b) Resp.: — b)  Resp.: c +C
14
2 b
c) Resp.: o— C)  Resp.: —+C
15 )
d) Resp.: T d) Resp.: 3 (x% + 1)3/2 +C
2 1
41 A s o (6
e) Resp.: T e) Resp.: c 1-7r)"+ 3 (1-r)°+C
3
Resp.: = f) Resp.:——= (1 + cos y)4/3 +C
P 2

2



Respostas

ﬁi

%AM em

Exercicio 3:

1
a) Resp.:—§\/1 —2sin3u+C
2
b) Resp.:gsin Jt3 +C

c) Resp.:—2cotf —3tan6 + 60 + C

x3  x2

d) Resp.:?+7+x+C

e) Resp.:—cscz+C

f) Resp.:3secf —4sinf +C

Exercicio 4:

Resp.: ;(x —1) 2+ g (x—1)72 + g(x ~ 12 +c¢

Exercicio 5:

1
a) Resp.: _8(4 — 2x% — x4)3/2 +C

b) Resp. :% A+y)*+cC

J



Exercicio 6:
1
a) Resp.: sinx —§Sin3x +C
1 2 1
b) Resp.: —=cos3x +=cosSx — =cos’x + C
3 5 7
1 2 1
C Cein7l — L cin90 4 cinll
) Resp..7sm6 9sm 9+115m 6+ C
1o, 1
d) Resp.: ;tg x+§tg x+C
1 2 1
e L cecllg — Zepc? 7
) Resp 11sec 0 9sec 9+7sec 6+C

J’



Monitorias!!

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/

Nao deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso
as nossas video-aulas:
https://www.youtube.com/channel/UCB3NUeew6lJi_k39- GDA3iQ/playlists

O GAMA possui monitorias de:

[ Pré-calculo e Matematica Elementar (e disciplinas equivalentes)
O ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)

L Calculo 1, Calculo 1A e Calculo | (e disciplinas equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo.


https://www.youtube.com/channel/UCB3NUeew6Ji_k39-_GDA3iQ/playlists
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Integracao por partes ),

% Apoio em w

Estudaremos a seguir uma importante ferramenta no calculo de algumas
integrais, chamada de método da integracao por partes.

Lembre que, a regra da derivada do produto nos diz que se f e g sao
duas funcdes derivaveis em relacdo a variavel x, e digamos que

u=f(x) e v=g(x)

entao
Derivada
do produto

Lembrando que a integral e a derivada sao operacdes inversas uma da
outra, e que a integral da soma é igual a soma das integrais, obtemos:

u-v=]v-du+Ju-dv

Portanto, chegamos na formula de integracao por partes:

fudv=uv—fvdu

(u-v) =u-v+u-v



Integracao por partes &)

Observagoes Importantes:

1) Note que, durante este processo, se obtém uma nova integral.

fudvzuv—fvdu

Integral dada Integral obtida

O método de integracao por partes se torna eficiente quando a integral
obtida € mais simples do que a integral dada.

2) Em termos das fungdes f e g, o método de integracdo por partes fica escrito
da seguinte forma:

f(x)-g (x)dx =f (x) g(x) g(x) f' (x)dx

u

3) O método de integracao por partes para integrais definidas é dado por:

b L, b
| 700 g @ax=r@ -9 - [ 9@ f'@ax



Integracao por partes

Exemplo: Calcule as integrais

e
(a)Jx-cosxdx (b)f t2Intdt
1

Solucao:

(a)

fx-cosxdx — x-sinx—Jsinxdx = x-Sinx+ cosx + C.

u=x —=> du=dx dv=cosxdx=>v:fcosxdx —> vV =sinx

e e

€ = &G ANl 3, e
(b) ftzlntdt =Int— —f — . —dt = t>-Int _lj £2 4t
1 3 X 1 3t 3 . 3J;
1 ¢3
u=1nt=>du=?dt dv:tzdt=:>v:ft2dt=:>v:§

e3-lne 13-In1 t3e
3 3 9

e3 e3 13 _Ze3+1
- 3 \9 9 9

1



Regra do LIATE ﬁ%j

% Apoio em W

Na regra de integracao por partes, precisamos escolher u e dv de
maneira conveniente.

Uma boa sugestdo para a escolha de u € conhecida como regra do

LIATE

gue funciona da seguinte
forma:

Logarl'tmica (u =1Inx, u = log, x, etc...)

Inversa Trigonométrica (u = arcsinx, u = arccos x, arctan x, etc...)
Algébrica (u = x™ u = +/x, funcdes polinomiais, funcdes racionais, etc...)
Trigonométrica (u=sinx,u=cosx,u = tanx, etc...)
Exponencial (u=e*, u=2%etc.)

Observacdo: A regra do LIATE fornece apenas uma SUGESTAO.
Nao é garantia de que esta escolha de u sera a mais eficiente!!



Integracao por partes

Exemplo: Calcule a seguinte integral:

fx-e3xdx

J x - e3* dx
I—» Funcao exponencial

Funcdo algébrica

Solugao: Note que

De acordo com a regra do LIATE, temos:

U=x = du=dx dv = e3* dx =>v=]e3xdx=>v=
Portanto
3% 3% e3x 1
jx-e3x dx=xT— de =xT—§fe3x dx

_1 3x 183x+C_1 3x 83x+C
=34 T33 ek g "

€3x



Integracao por partes &)

Exemplo: Calcule a seguinte integral:
f(t2 + 1) - costdt

Solugdo: Note que
f(t2 +1)-cost dt
|—> Funcao trigonomeétrica
Funcdo algébrica
De acordo com a regra do LIATE, temos:
u=t’+1= du=2tdt dv = cost dt = v = sint

Portanto
f(t2+1)-cost dt=(t2+1)-sint—2ftsintdt (1)

Note que, podemos novamente utilizar o método da integracao por
partes para resolver a integral

tsintdt



Integracao por partes &)

tsintdt
l L. Fungdo trigonométrica
Fungao algébrica

De acordo com a regra do LIATE, temos:

Continuacgao... f

u=t — du=dt dv =sint dt = v = —cost

Portanto

ftsintdt =t-(—cost) — j(— cos t)dt

=—t-cost+fcostdt =—t-cost+sint (2)
De (1) e (2) obtemos
j(t2+1)-cost dt = (t? +1) -sint — 2(—t-cost +sint) + C

= (t?+1)-sint+2t-cost — 2sint + C



Integracao por partes ),

Observacao: Do exemplo anterior, obtivemos:

](t2 +1)-costdt = (t*+ 1) -sint+ 2t-cost — 2sint + C.
Depois de resolver uma integral indefinida, pode ser importante “tirar a
prova real” para saber se seus calculos estao corretos!

Lembre que a derivada da resposta deve ser igual ao integrando!!

No exemplo acima, como
[(t? + 1) -sint + 2t - cost — 2sint + C ]’
= [(t* + 1) - sint]’ +2[t - cost]’ — 2[sint]’ + C’
=2t-sint+ (t?+ 1) -cost + 2(cost —t - sint) — 2 cost

=2t-sint+ (t?+1)-cost+ 2cost —2t-sint—2cost = (t?+ 1) -cost

temos entao a certeza de que a resposta encontrada esta correta!






Exercicios

1) Calcule as seguintes integrais:

(a)Jr In(2x + 1) dx

(b)Jr x? cos 3x dx

(C)f e29sin30 do

2) Calcule as seguintes integrais:

2
(a)f x%e”* dx

j ezy

/a
(c)f e3¥ sin4x dx
0

T
(/3
sin3ycosy dy

2
xe?*dx

0




Exercicios

3) Calcule as seguintes integrais:

/s
(a)f sin®2x cos 2x dx
0
1
(b)f ¥2(1 + 2x3)2dx
0

(0 j e i

(d) f —dx

/3
(e)f tg>x sectxdx
0

37t/4

() sin
e

Sx cos3x dx

/8
(g) f sin 3x cos 5x dx
0

x3 dx
h
( )f V16 — x2

(i)fg\/§ dx
V3 X294 x2




Respostas )
Exercicio 1: Exercicio 3:
1 R i 1
a) Resp.: E(Zx +1)In2x+1)—-x+C a) Resp.: 96
182
b) Resp.: T
1, 2 2
b) Resp.: -zx*sin3x + —xcos3x ——zsin3x + C 1 1
3 9 27 C) Resp.: = —=—
2 2e*
1
c) Resp.: —1—5829(2 sin360 —3cos30) + C d) Resp.: e — e
p . 117
Exercicio 2: €) Respi; 8
a) Resp.: 2(e? — 1) e) Resp.:-1 R 1
16 f) esp.. —384
T i 1
) Resp. Z Ze - f) Resp. 12(364 +1) g) Resp.: _;_(\/_2_ o 1)
4 3w
it 128
C) Resp.: o5 (e a + 1) h) Resp.: = 2443

1 3
d) Resp.: = —=In2
) esp.:5 —zIn

2
i) Resp.: ﬁ(3 —-v3)
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4 H
Area entre curvas %@w

Definicdo: A area A da regido limitada pelas curvas y = f(x) e y = g(x) e
pelasretas x =aex = b, onde f e g sao continuas e f(x) = g(x), para todo
x € [a,b] é:

b
2= [ 1760 - geola

Observacao: Antes de calcular a area, pode ser
importante esbogar os graficos das fungdes f e
g paraidentificar qual fungao delimita a area
superiormente (funcdo de cima) e qual delimita
a area inferiormente (funcdo de baixo):

b
a=[ @ -gwldx

SRR

Funcao Fungao
de cima de baixo




oPMq

2 fk
Area entre curvas Gl
Exemplo: Calcule a drea compreendida pelas curvas f(x) = —x*+2x+1e
g(x) =x%epelasretasx =0ex = 1.

= Graficos
Solugdo: Neste caso, temos:

N\

b
A= f [F () — g(x)]dx

1
= f [—x% + 2x + 1 — x?]dx
0

1
= f [—2x2% + 2x + 1]dx
0

x3 x? :
= [—2?+27+x]0

4 f(x) =—x*+2x+1 Funcdo decima
=—+4+141=——+4+2 =—u.qa. g(x) = x? Funcdo de baixo
3 3 3

Limitesde integragao: a=0 b=1



Area entre curvas )

Observacao: Quando for necessario calcular a y
area entre os graficos das fungdes f e g, pode
ser necessario encontrar os extremos a e b
resolvendo o sistema formado pelas equacdes
que definem f e g:

Y= f(X) Sistema para encontrar
y = g(JC) os limites de integragao!

Vv

C e, o S

|
|
I
}
a

X

Exemplo: Calcule a dreaentreascurvasy = x2 ey = x + 2.

Solugao: Neste caso, precisaremos encontrar primeiramente os limites de
integracao atraves da resolucao do seguinte sistema:

x=-1
y = x* 2 2
= x‘=x4+2 = x*-x—-2=0 = O
y=x+2 )

Portanto,a = —1e b = 2.



Area entre curvas )

Continuagao...

\

2
= f [(x + 2) — x%]dx
=1

2
= f (—x% + x + 2)dx
=9

x3  x2 2
= ==ttt 22
-1

3 2
A 4 B
=ik
— [_16+12+24]_[2+3_12] y = x + 2 Fungdo de cima
- y = x% Fungao de baixo
200 27 Limites de integragdo: a =—1 b =2

=Z+g=?u.a.






Exercicios

1) Calcule a area entre as curvas dadas:




Exercicios ﬁ%j

1) Calcule a area entre as curvas dadas:

byy=e*—1e y=—x ex=1

N

B4 y=e*-1




Exercicios

1) Calcule a area entre as curvas dadas:

) yo=% e y=%—2




Exercicios

1) Calcule a area entre as curvas dadas:

(d) y?=—x+2 e 4y* =x + 3




Exercicios

1) Calcule a area entre as curvas dadas:

((e) y=3x—x?% eixox, x=—1e x=2




Respostas )
Exercicio 1:
a) A= L4(2\/§—%2)dx =% u.a.

1
b) Azf [ex—l—(—x)]dxze—gu.a.
0

c) Podemos calcular a area de duas maneiras:

1) Integrando na variavel x 2) Integrando na variavel y

1 4 : 9
A=f [ﬁ—(—ﬁ)]dx+f [\/?—(x—z)]dx=;u.a. A=f (v +2) - y’ldy =
0 1 =

. . 20
d) 4 =f [(—y2+2)—(4y2—3)]dy=? u. a.
-1

0 2
e)A=—f (3x—x2)dx+f(3x—x2)dx=£+1—0=£u.a.
21 0 R 6

2

u.a.



Comprimento de arco W),

% Apoio em w

Definicdo: Se f' for continua em [a,b], entdo o comprimento da curva
y=f(x),a<x<bh,é:

b
L= [ VTF PP dx

Observacao: Em resumo, para calcular
o comprimento de arco de uma curva, y
vocé devera seguir os passos abaixo:

12 passo: derivar a funcao

22 passo: calcular 1+ (f")?

32 passo: calcular a
integral

b
L:f J1I+[f(0))? dx




Comprimento de arco )

Exemplo: Encontre o comprimento da seguinte curva.

y:%\/(x2+2)3 0<x<4

Solugao:
19 1
passo: y = 5\/(x2 +2)3 = y' =x/x%2+2
20
asso: 2
g 1+(y’)2=1+(x\/x2+2) =1+x*(x?+2)
=x*+2x?+1=(x% + 1)
30
_ 4 4 3 4
Passo: L = f \/(xz + 1)2 dx ZJ (xz + 1)dx = [x?_l_x‘
0 0 0

(4)° C64+12 76

=g Wes—=—=%







Exercicios

1) Encontre os comprimentos das seguintes curvas:

x3 1 1

(@) y=—+-2, >

< x <
6 2x sx=1

(b) ¥ = In(sinx), F 3”‘

4’4
1
(€ y =5 (X +e™), [0,2]

(d) y=x73, [18]



Respostas

ﬁi)

polm‘”

Exercicio 1:

31
a) Resp.: yr

b) Resp.:In (://_gi 1)

1 1
2
c) Resp.: 5 (e - e2>

80v10 — 13v13
d) Resp.: V1o Vi3

27
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Volumes a;

Definicao: Seja S um sodlido que estd entre x = a e x = b. Se a area da seccdo
transversal de S no plano Py, passando por x e perpendicular ao eixo x, € A(x),
onde A é uma funcao continua, entdaoo volume de S é

n

b
v = lim ) AGHsx = [ AGodx
i=1 a




Método dos discos

Definicao: Método dos discos é dado por

b
V= f m[f(x)]? dx

A
a b V




Método dos discos k@%j

Exemplo: Encontre o volume do sdlido obtido pela rotacdo da regidao limitada
pory =v3—xex = —1,aoredor do eixo x.

Solugao: y

’ 2 . 3
V=j n[V3—x| dx = s A
—il

—————————————————————————————————————

3 I | ' | |
=7Tf (3—x)dx =m|3x —— ------ : ______
—| L : : |

=n[(3(3)—(3—2)2)— (3(—1)—(_21)2>] _ ECH R S
3
SRR

=77t=87tu.v.

Sélido
gerado
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Metodo do anel circular ou das arruelas @),

% Apoio em W

Definicao: Método do anel ou arruelas é dado por

b
V= j TRV — [r()1?) dx




oPMq

, . =
Metodo do anel circular ou das arruelas ﬁﬂf

O
o

Exemplo: Encontre o volume do sdlido obtido pela rotacdo da regidao limitada
pelas curvas y = 2y/x e 4y = x% em torno do eixo x.

Solugdo: o\ 2
X
V= j n[(zﬁ)Z—(—) ]dx
o 4
dl| x? x2 1 x5
= _—— — 4 -
fo 16| ”! 2 165
B '442 14° 64
T2 165 ‘”[ 5
_ [160-64)_9
_"[ 5 ]_ 5
Sdlido

gerado




Método das cascas cilindricas &)

Definicao: Método das cascas cilindricas
Quando o eixo de revolucao é o eixo y se integraem x

b
V=f 2nxf(x)dx

a

Quando o eixo de revolugao é o eixo x se integraem y

b
v = [ 2nyfay

Vi y
y = f(z) l[ y = f(x)
/ o
|
|
{ 3
0 b Su.___ olnnuae,
= |
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Metodo das cascas cilindricas &)

% Apoio em‘”d‘

Exemplo: Encontre o volume do solido obtido pela rotacao da regiao limitada
porx = y?—2, x = 6 — y% emtorno do eixo x.

Solugao:

2
= Zﬂf y[8 — 2y*]dy
0

2
=2m f (8y — 2y°)dy
0

-]
=21 —
0

Sélido gerado

2 4

= 27 [4(2)2 — 2(2)4}

4
= 2m[16 — 8] = 16 u. v.







Exercicios %@%g

% Apoio em w

1) Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regidao limitada pelas
curvas em torno dos eixos dados.

(a)y =e*,y=0,x=0,x =In3,aoredor doeixo x
b)y=+vx+2, y=2Vvx—1, y=0,emtornodo eixo x

c)y=2x—1, y=-2x+3, x = 2,emtornodoeixoy.

d)y =3x — x3, eixox, x =1 emtorno do eixo Y.



Respostas )

Exercicio 1:
(a)y =e*,y=0,x=0,x =1In3,aoredor doeixo x
Método dos discos

In 3 In 3
V= f [e*])?dx = nf e’ dx = 4mu.v
0 0

Solido gerado



Respostas o

Exercicio 1:

b)y=+vx+2, y=2Vx—1, y=0,emtornodo eixo x

Método dos discos y
L 2 é 2 2 40 R
sz n[\/x+2] dx+f n[(\/x+2) —(ZVx—l)]dx | i ; i ; :
? ! 3 y = 2\/x_—i
Or 3m A " :
=t =6ruv. o T

2 2

Método das cascas cilindricas

2
V=f 27tyK£+ 1)— (y2—2)]dy= 6T U. v
0

4

Solido gerado

e



Respostas

Exercicio 1:
c)y=2x—1, y=-2x+3, x = 2,emtornodoeixoy.

Método das arruelas

1 3 —y\? 3 +1)\°
V=f n[(z)Z—(—y) dy+f 7 (2)2—<y—> dy
_ 107 N 107 _ 20m
=3 3 — 3 u. v.
Método das cascas cilindricas
2 207
V= f 2nx[(2x — 1) — (—2x + 3)]dx = = wv
1

y=-—-2x+3




Respostas am&ﬁg
B
Exercicio 1:
d)y=3x— x3, eixox, x = 1 emtorno do eixo y.

Método das cascas cilindricas

1 8m
V= J 2mx(3x — x3)dx = = uv.
0

Sélido gerado
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[ ° s ~ ° Y 4 ° H:
Integrais por substitui¢ao trigonométrica &),

% Apoio em W

As substituicdes trigonométricas podem servir para transformar integrais
gue envolvam

Va?+ x? a? — x2 x2 — q?

em integrais que podem ser calculadas diretamente.

As substituicdes mais comuns sao:

x=atg0 X =asenb X =asecb

Podemos visualizar geometricamente como podem ser feitas essas
substituicdes basicas, a partir de triangulos retangulos. Vejamos os casos a
seguir,



oPMy

[ ° s ~ ° Y 4 ° H:
Integrais por substituicao trigonométrica ),

4

poio em M

Casol. Va? — x2

a
b
0
a2 _ x2
Para as variaveis apresentadas, Para x = a sen 0, temos:
sabemos que
9 a’> — x?> = a?* —a’sen? 6

send = a = a?(1 — sen? )

logo,
= a? cos? 6
X =asenb
Entdo, Va2 — x%2 = a|cos8|.




oPMq
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Integrais por substituicao trigonomeétrica %@@)&;

poio em M

Caso2. Va? + x2

Para as variaveis apresentadas, Parax = a tg 0, temos:
sabemos que

a’ + x? = a® + a’tg? o

= a*(1+tg? o)

tg 0 =

logo,
2sec? 6

a

x=atg0 Entdo, Va® + x? = a |sec .
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[ ° s ~ ° Y 4 ° %
Integrais por substituicdo trigonométrica @

%

"= L
Apoio em M

Caso3. Vx2 —a?

X
x2 _aZ
i
a
Para as variaveis apresentadas, Para x = a sec 0, temos:
sabemos que
x? —a? = a? sec?® 0 — a?
sec O =—
a = a’(sec? 0 —1)
logo, = a’tg* o
X = asecB Entdo, Vx? — a® = a |tgb|.




Substituicao trigonomeétrica

Exemplo 1: Calcule

j dx
x2V4 — x?

Solugao: para eliminar o radical, fazemos a
substituicao

] dx _ j 2 cos 6 .dO
x2\V4 — x2 (2 sen 8)2V4 — 4 sen? 0

- (2 sen 0)%(2 cos0) T4

2 cos 6 do 1[ dé
senz6

1 1
= Zf cossec?0df = _ZCOt‘q 0+ C

x =2senf

dx = 2 cos 6 dO

Devemos expressar cotg 8 em termos de x. Para isso substituimos x = 2 sen 6

como sen 8 =%/,



Substituicao trigonomeétrica

Representando esses valores geometricamente

X x =2senb

V4 — x?
obtemos:
4 — x?

X

cotg 6 =

e, fazendo as devidas substituicoes

f dx 1 B E = 1vV4 —x?
xNE—xz2 4 Y 4 x

+C
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Substituicdo trigonométrica )
Exemplo 2: Encontre a area da elipse

xZ y2
2 !
Solucao: a elipse é simétrica em Assim, a area é dada por:
torno dos eixos, logo sua area é 4 ap,
vezes a area do primeiro quadrante. A= 4] —Ja? — x2 dx
y 0o @

b 4p (4
=—f a? — x2 dx
aJo

Fazendo a substituicao

X =asen@

Resolvendo a equacdo da elipse em
termos de x: dx = a cosf db

y=i§ /az_xz




Substituicao trigonomeétrica &)

Convertendo os limites de integracdao em x para os limites de integracdaoem 6:
x=0 —) 6O=arcsen(0)=0
T
x=a = 8=arcsen(1)=§

Obtemos:

4p (¢ 4b (2
A=?j Va2 —x?dx =— acosO -acosf do
0 0

7
= 4abf cos?0 do
0

A
21
= 4ab] 5(1 + cos20) d6
0
12

1 2
= 2ab [6 + - S€Tl29]
2 0

= 2ab [g— 0] = mab



Substituicao trigonomeétrica

Vx?% —25

Exemplo 3: Calculef dx, supondoquex = 5.

X

Solugao: fazendo a substituicao

x = 5secH, 059<g dx = 5sec@ tgf do
Assim,
T _fx/zs sec2f — 25
j " dx = S sech (5secf tgO) do
= [21900 o ch tg6) dn
B SSeCH( SECLY G0
= 5[ tg?0 do

=5f(secze—1) dd =5tgh—560+C
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Substituigao trigonomeétrica )
Para expressar a solucao em termos de x, vamos representar geometricamente

x = 5secd
Z 2
x% —25 X
g 6 = arcsec (g)
5
O gue nos da
x% — 25
tg 0 =

Disso, obtemos:

2 —-25
fx dx =\/x2—25—5arcsec(§)+C

5
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Integrais envolvendo ax? + bx + ¢ )

% Pt;ioemw

Integrais envolvendo polindmios também podem ser calculadas a partir
deste método, primeiro completando os quadrados e, depois, fazendo uma
substituicao apropriada. Veja o exemplo:

Exemplo 4 : Calcule

| s
x2—4x+8x

Solugcao: completando os quadrados, temos
x> —4x+8 =(x*?—-4x+8)+4—4
= (x—2)*+4

A substituiciou = x — 2, du = dx, fornece

J X _f by ] _j u+2 g
x2—4x+8 ) (x—2)2+4 T ey e ™




Integrais envolvendo ax? + bx + c

Solugao:

_J u d"'ZJ du _1f 2Uu d+2j du
)t a ™ w2+ 4 2Juz+a” u? + 4

—11(2+®+2 . tg =+ C
—znu zarcg2

1 X — 2
= Eln[(x— 2)> + 4] + arctg > +C
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Tabela Resumo )

% Apoio em W

Em resumo, as trés substituicdes basicas estao apresentadas na tabela
abaixo, bem como os valores de @ que satisfazem a reversibilidade das funcdes.

EXPRESSAO NO ~ ~
INTEGRANDO SUBSTITUICAO SIMPLIFICACAO
2 _ 2 = 0 g 2 _ 32 — 42 cos? @
a“—x X =asen S, SUs5 a“—x a“ cos
I I
Ja? + x2 x=atg —5<0<3 a* + x* = a*sec* 6

/[
0S9<§ (sex =a)

x2 — a? x=asecl A= x?2—a?=a’*tg?o
E<9£7t(sexs—a)






Exercicios

1) Calcule as seguintes integrais fazendo as devidas substituicdes

(@) f NoFe=
(b) j\/1 " ax? dx

(c)j p—

(d)f _d
V9 — x2

dx
(e) J\/5—4x—2x2
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Respostas %@%j
Exercicio 1: °

1 ,
(a) ln(g\fc + Va2 +9))+C
(b) %[arc sen (2x) + 2x+/1 — 4x2] +C
T
() 7
(@ =

© — 21
ﬁarcsen 7(x )

+ C
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