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Integral definida )

v

Simbologia e nomenclatura

|—> limite superior

» integrando

b |

Sinal de

integracao J f(X) dx
a |—> variavel de integragao

|—> limite inferior

Interpretagao geométrica

\ 4

- jb ) d

Vv




Propriedades da integral definida

1) Se a existir no dominio da f, entdo:
a
f f(x)dx =0
a
2) Se f for integravel em [a, b], entdo:
b a
J f(x)dx = —j f(x)dx
a b
3) Se ¢ for uma constante, entao:

b
j cdx = c(b — a)



Propriedades da integral definida X 1)

4) Se f forintegravel em [a, b] e ¢ for uma constante, entdo:

chf(x)dx = cjbf(x)dx

5) Se f e g forem integraveis em [a, b], entdao a integral da soma/diferenca é
igual a soma/diferenca das integrais:

b b b
[ 170 £ gGatdx = [ f@axx [ gGodx

6) Se f for integravel em um intervalo fechado contendo os trés pontos a, b e c,
entao

fbf(x)dx = ch(x)dx + jbf(x)dx
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Antiderivada ),

% Apoio em W

Definicao: Seja f uma fungdo definida num intervalo [a, b]. Uma antiderivada
de f em [a, b] é uma funcdo F definida em [a, b], tal que F'(x) = f(x) para
todo x € [a, b].

Exemplo: Determine uma antiderivada para a funcdo f(x) = 12x2 + 2x.

Solugao: Uma antiderivada para a fungdo f dada é:

F(x) = 4x3 + x?
Pois
F'(x) = (4x3 + x2)" = 12x% + 2x.

Note que outras antiderivadas para a fun¢ao f sdao dadas por:
Fi(x) =4x34+x2+4+5 Fy(x) =4x3+x?—-100 F3(x) =4x*+x*+m—e
Mais precisamente, f possui infinitas antiderivadas, todas da forma:
F(x) =4x3+x*+C

onde C é uma constante.
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Antiderivada de algumas fungdes elementares

Funcao
fx) =k
flx) =x"

(n+-1)

1
flx) = "
f(x) =cosx
f(x) =sinx
flx) =e*

Antiderivada

F(x)=kx+C

n+1

F(x) = + C

n+1

F(x)=In|x|+C

F(x) =sinx+C

F(x) = —cosx+ C

F(x)=e*+C

Justificativa

(kx+C) =k

X1 !
( +C>=x"
n+1

1
(In|x|+C) ==
X

(sinx + C)' = cosx

(—cosx+ C)' =sinx

(e*+C) =e*
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Teorema Fundamental do Calculo )/

Teorema Fundamental do Calculo — Parte 1 : Se f for continua em [a, b], entao
f tem uma antiderivada em [a, b]. Entdo a fungao F definida por

X
F(x) = j f(t)dt
a
é uma antiderivada de f em[a, b]; isto é, F'(x) = f(x) paracada x € [a, b].

Alem disso, F é continua em [a, b] e diferenciavel em (a, b).

Na notacado de Leibniz, o Teorema acima afirma que

i . — “A derivada é a operagao inversa
—|| fodt| =@
a

da integral, e vice-versa”.
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Teorema Fundamental do Calculo ) ;
Exemplo: Calcule a derivada das seguintes funcdes:
(a) F(x) = j costdt (b) G(y) = jy(52+25 — 1)ds

0 0

Solugdo: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 01, temos:

(a) F'(x) = U costdt] = COS X
0

y !/
(b) G'(y) = U (s?+2s — 1)ds] =y +2y—1
0

Exemplo: Calcule a seguinte derivada:

d X
EUl tanwdw]

Solucao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 01, temos:

d X
—U tanwdw] = tan x
dx |/,



Teorema Fundamental do Calculo ) ;

Exemplo: Calcule a seguinte derivada:

ix l jl xgx/fdt‘

Solugao: Note que, neste caso, o limite superior ndo é x, mas x°.

Portanto, utiliza-se a regra da cadeia no calculo da derivada, da
seguinte forma:

x3
=f JVidt e u=x3
1
Portanto, utilizando a regra da cadeia, temos:

dy dy du
dx du dx

= \/F (3x2) = 3x2\/g = 3x3/x.

Al -



Teorema Fundamental do Calculo ) ;

Teorema Fundamental do Calculo — Parte 2
Se f é continua em [a, b] e se F é uma antiderivada de f em (a, b), entdo:

b
| e =) - F

Ou seja, Antiderivada de f calculada

| no limite superior

b
[ rax =) - F@

| Antiderivada de f calculada

no limite inferior

Notacdo: E comum se escrever o Teorema acima de uma forma mais resumida:

onde

b b
f fdx =F (x)\a F)| = Fb) ~ F(a)
a a



Teorema Fundamental do Calculo X 1)

Exemplo: Calcule as seguintes integrais definidas:

5 T V7 1
(a)j xdx (b)jn cosy dy (c)f (2s + 3)ds (d)J (t3 —+/t)dt
2 -1 0

-2
Solucao: Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo — Parte 2, temos:

2 5

5
(a) j xdx=x7 _(5)? (=2 25 4 _21
—2

2 2 2 2 2

-2

T
T T
(b) Jn cosy dy =Siny‘n :sinn—sin(z)=0—1=—1.
2 2
V7
(C) V7 V7 V7 2 77
j(25+3)d5=2J SdS+3J ds =22 +35‘7
-1 -1 -1 2 -1

-1

=z<(\/27)2—(_;)2>+3(\/7+1) =7-1+3v7+3 =3(3++7).




Teorema Fundamental do Calculo

(d)

fl(t3 —t)dt = fltSdt—flx/fdt =
0 0 0

2

(@t @ (w2 o) 1 2
IR I

t4
4







I =
Exercicios ),
1) Aplicando o TFC-1, encontre as seguintes derivadas:

d X tan x
a)—[J tgdt] Resp.: x3 f ,/t+\/_ t dt
dx |/,
Resp.:y' = tanx+ tan x sec? x
d[(* — s
b)aj\/‘H't dt f)y=j arctant dt
0
Resp.: \/4 + x© ? , arctan(l/x)
Resp.:y’ = — 22
d x33 1 U3
—|| Vt2+1dt = f du
X Ul 8) 1—3y 1+ u?
; 3(1 — 3x)3
Resp.: 3x2yx® +1 Resp.:y' = n -I-((l —J;zc)z
d tan x 1 X 1
d) — U dt] h) y = j dt
dx 2 1+ t2 Resp.: 1 )y —x3+t2 2

Resp.:y' = 3T 22
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Exercicios ﬁﬁff) i,

2) Calcule as seguintes integrais definidas aplicando o TFC — 2:

> 19 3 ? 49
a)f x2dx Y f)f eXdx Ried—c k)j (1 +2y)2dy » 2
2 1 1
? 5 °1 25
b)J [xldx &: 5 g)j —dx R:In2 f |12x — 1|dx R:—
~1 3 X
T
2 2T 2
C)J (6x — 2)dx R:7 h)j cos @ df r:o m)f 3sec’xdx R:3
1 T 0
9
d)] Jxdx g 22 j (5 — 2t — 3t?)dt
1 3 R: —63

3
e)J (3x% — 4)dx L3 7
L J)jl t—4dt R: 5

R:18 8
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Monitorias!! =)
M

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem ser encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/

O GAMA possui monitorias de:
d Pré-cdlculo e Matematica Elementar (e disciplinas equivalentes)
0 ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)

O Calculo 1, Calculo 1A e Célculo | (e disciplinas equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo.
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Meétodo da substituicao )

Seja F uma antiderivada de f (ou seja, F' = f) e suponha que a
funcao composta F(g(x)) seja derivavel. Entao, pela regra da cadeia, tem-se:

(F(90)) =F'(90))g' ) = F(g()g' @)
Na forma integral
[ Fla@)g'Grax = gt + ¢

Fazendo a seguinte mudanca de variavel

u (x) t3 du !
= N _— =
g entdo  ——= g (x)

Podemos reescrever da seguinte forma
jf(@)g’(x)dx = Jf(u)du =F(u)+C =F(@) + C
u du u

método da substituicao para integral indefinida
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Meétodo da substituigcao )
Exemplo: Calcule as seguintes integrais usando o método da substituicdo:

( )f 22 g (b)j 05916 (c)j L _at

e X
i sen®0 V1 + 2t2
SO|U§Z50: Substituicao du 9 = D

U= 2x du=2dx<:’>dx=7 I_f
2x
| du 1( I e e
_ _ = — C =—+C =—+C
(a)jezxdx—je“7—2Je du =5e" + >t > T
cos6 du 1 1
( )fsenze " —+C ——+C csch + C
Substituica
t ldu 1 _1 1+ 2t?
@ | ar= [ =5 =7 [wra =Jyusc=? ;
V1 + 2t2 Vu 4 4 2
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Método da substitui¢ao ﬁ?’?

U 0
2 ) i g
T OMT j
% Apoio em ¥

Exemplo: Calcule a integral
f sin® x cos? x dx

Solucao: cos?x + sin?x =1 & sin*x =1—cos*x

—

f sin® x cos? x dx = f sin x (sin? x)? cos? x dx

J sinx(1 — cos? x)? cos? x dx = J sin x cos? x (1 — 2 cos? x + cos* x)dx

= fsinx (cos?x — 2 cos*x + cos®x) dx = — f(u2 —2u* +u®) du
| | I_E Substituicao du = —sinx dx
U =CoSX {

—du = sinx dx

1 2 1
—fuzdu+2fu4 du—ju6 du=—=ud+C +=u>+C,—=u’ + (5

3 5 7
1 ? 1 onde
=——cos3x+—c055x—7cos7x+C CL+Cy+Cy=C

3 5
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Método da substituicao — Integral definida ﬁ%f

Lembre gue um método muito Util para resolver algumas integrais é o
método da substituicdo.

Para utilizar o método da substituicdo em integrais definidas €

necessario realizar algumas adequacdes nos limites de integracao
Adequacao no limite superior

|—>x=b  u=g(b)

b g(b)
j flg)g' (x)dx = f( )f(u)du
a |_+ g(a
ub= g(x) |_>
Substituicao

Adequacao no limite inferior
x=a = u=g(a)

Ou seja, se F é uma primitiva da funcdo f, entao:

fbf(g(x))g’(x)dx = j

a g(a)

9(b) g(b)
fadu=F@| =Flg®) - Fg(@)

Estamos supondo que g’ é continua em [a, b] e que f é continua na imagem de u = g(x)



Método da substituicao — Integral definida ﬁﬁn ;

Exemplo: Calcule a seguinte integral definida

2
j (x + 2)°dx
1

fazendo uma substituicao conveniente e ajustando os limites de integracao.

Solugdo: Neste caso, teremos:

Adequacdo no limite superior
|—>x=2 & u=gR)=2+2=4

4 6
jZ(X + 2)5dx — f u5du — lu_ [(4)6 _ ( ) ] 3367
3 6

A 6
Adequagéo no limite inferior

Substituicdo »rx=1 & u=9g(1)=1+2=3
u=gx)=x+2 du=dx

Observacao: Uma forma de resolver uma integral definida utilizando o método
da substituicao, sem modificar limites de integracao, é a seguinte:

1) Resolva a integral indefinida utilizando o método da substituicao.

2) Volte na variavel original e substitua os limites da integral inicial.
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Método da substituicao — Integral definida ﬁﬁ% g

Exemplo: Calcule a seguinte integral definida

2
j x(x? + 1)3dx
0

Solucao 1: Fazendo uma substituicdo conveniente e ajustando os limites de
integracdo, teremos:

2 5 du 1¢(° 1[ut]” 1
2 3d = — = — 3d = — 54 14=
Jox(x + 1)°dx flu > Zjlu u 24]1 =[(5)* = (D]

‘ Substituicdo du Novos limites:
du=2xdx<:>xdx=7 x=0= u=1

u=x%2+1
XxX=2=> u=>5
Solugao 2: Primeiro resolvemos a integral indefinida:

;du 1 1[u*] 1 1
2-|—13d =-[ —_—j 3d = |—|==—y%* == 2 4
Jx(x )°dx w— =g [udu=-1- U 8(x + 1)

Substituindo os limites de integracao:

2 2
1 1 624

j x(x% 4+ 1)3dx = [— (x? + 1)4] =—-[625—-1] = — =178

0 8 o 8 8






Exercicios 0,

1) Calcule as seguintes integrais:

T
4 X T
(a)J gdx Resp.: 2.(e? —1) (d) f (1 + tan t)B.SeCZ t dt Resp.: 175
0 Vx 0
2 dx 3
(b) f (3 — 5X)2 Resp.: 1_14 (e)f X. |x2 - 4‘|dx Resp.: %
1 0

1 ) 1
© [ sinGrode ez 0 [ 7024 D%y e
0 0



Exercicios &b

2) Calcule as seguintes integrais utilizando o método da substituicao:

1
(a) ﬂdv Resp.: (Inv)*
v

+ C

r 5s
(b) e>Sds Resp.:e?+C

[ dx 1
——— Resp.:———+C
x (In x)2 Inx

Jr 2x 1+ x?dx Resp.: %(x2+1)3/2+C

[ 2rdr 5 1
(e)J m Resp.:—g(l—r)_s+§(1—r)_6+C

r 2 sin y?\’/l + cosydy Resp.:—;(l +cosy) /3 +C



(a)

Exercicios
3) Encontre as integrais indefinidas:
cos 3u p 1
V1—2sin3u u Resp.:—§\/1 —2sin3u+C

(b)j\/?COS\/;dt Resp.:%sin\/;+C

r(z cot? 0 — 3 tan? 0)d0 Resp.:—2cotf —3tanb +6 +C

fx3—1 X3 x2
dx Resp.:—+—+x+C

x—1 3 2

(1 + cot?z) cotz
dz  Resp.:—cscz+C

CSCZ

(3tanf — 4 cos® 6

Resp.:3sec —4sinf + C

cos 6



Exercicios &b

4) Calcule a integral

szmdx
por dois métodos:
(a) u=2x—1 b)u=vx—-1
Resp.: ;(x — 1) +§(x 1) +§(x ~ 12 4c

5) Calcule as integrais por meio da substituicdo indefinida:

(a)J x(x? + 1)\/4‘ — 2x% — x*dx Resp.: —%(4—29(2 —xH’yc

1+ +/x)3
(b)f( \/_;/z) dx Resp.:%(1+\/§)4+6



Exercicios

%@m

%Apm mw

6) Calcule as integrais por meio da substituicao indefinida

1
(a)Jr cos3x dx Resp.: sinx —§Sin3x +C
a5 2 1 2 1

(b) | sin>x cos” x dx Resp.: —=cos3x + =cos®x —=cos’x + C

J 3 5 7

r 6 5 1 7 2 1 .11
(c) J sin®6l cos>0 db Resp.: —sm 0 —§Sm °0 +Hsm 0+C
1 1

(d) jr tg®x sec*x dx Resp.: ;tg7x + gtggx +C
(e) [ tg59 sec’0 dO Resp.: i5661119 — z580949 + 1Sec7t9 +C

) 11 9 7

#
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Integracao por partes )

% Apote oW

Estudaremos a seguir uma importante ferramenta no calculo de
algumas integrais, chamada de método da integracao por partes.

Lembre que, a regra da derivada do produto nos diz que se f e g sao
duas funcdes derivaveis em relacao a variavel x, e digamos que

u=f(x) e v=g(x)
entao

Derivada

I __ I. . !/
(u U) =u-vtu-v do produto

Lembrando que a integral e a derivada sao operacdes inversas uma da
outra, e que a integral da soma é igual a soma das integrais, obtemos:

u-v=fv-du+ju-dv

Portanto, chegamos na formula de integracao por partes:

Judv=uv—jvdu



Integracdo por partes )

Observacdes Importantes:
1) Note que, durante este processo, se obtém uma nova integral.

fudv=uv—fvdu

Integral dada Integral obtida

O método de integracao por partes se torna eficiente quando a
integral obtida € mais simples do que a integral dada.

2) Em termos das fungdes f e g, o método de integragao por partes fica escrito
da seguinte forma:

f(x)-g' (dx = f(x) - g(x) glx) - f(x)dx
v du

\_V_J_,—/\_V_J

3) O método de integracao por partes para integrais definidas é dado por:

b L b
[ 760 gedx =10 9@ - [ 9@ '
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Integracao por partes ﬁﬁ% ;
Exemplo: Calcule as integrais
(@) | x - d (b) [ t?Intdt

jx cos x dx Jl n
Solucao:

(a)

fx-cosxdx=x-sinx—Jsinxdx = x-sinx +cosx + C.

u=x — du=dx dv=cosxdx:>v=fcosxdx —> vV =Ssinx

e e

€ t3 et3 1 3, e
(b) ftzlntdt =Int— —f — . —dt = t”-Int _lj 24t
1 3 1 3t 3 3J;
1 1
1 £3
u=lnt:>du:?dt dv=t2dt:>17=ft2dt:>v:?

e3-lne 13- In1 ¢3
3 3 9

@3 ed3 13 _Ze3+1
~ 3 \9 9/ 9

1
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Regra do LIATE &,

% Apoto mﬂ”

Na regra de integracdo por partes, precisamos escolher u e dv de
maneira conveniente.

Uma boa sugestao para a escolha de u é conhecida como regra do

LIATE

gue funciona da seguinte forma:

Logarftmica (u=1Inx, u =log,x, etc...)

| nversa Trigongmétrica (u = arcsinx, u = arccos x, arctan x, etc...)
Algébrica (u = x™, u = +/x, funcdes polinomiais, funcdes racionais, etc...)

Trigonométrica (u=sinx,u =cosx,u = tanx, etc...)

Exponencial (u=e* u=2%etc.)

Observacdo: A regra do LIATE fornece apenas uma SUGESTAO.
N3o é garantia de que esta escolha de u sera a mais eficiente!!
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Integracao por partes )

§' &)
rE b1
% Apoio em W

Exemplo: Calcule a seguinte integral:

jx-e3xdx

j x - e3% dx
I—» Funcao exponencial

Funcdo algébrica

Solucao: Note que

De acordo com a regra do LIATE, temos:

e3x
Uu=x = du=dx dv=e3xdx:>v=je3xalx:>v:T
Portanto
e3x eBx eSx 1
jx'BBx dx:xT— ?dx =XT—§f€3x dx
1 1e3% 1 e3%
— 3x — 3x
= = — = = ——+C.
g¥eT T3z Tl =gxeT m g
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Integracao por partes ﬁ?’?

U 0
= ) i g
T OMT j
% Apoio em ¥

Exemplo: Calcule a seguinte integral:
j(t2 + 1) - costdt

Solucgao: Note que
f(t2 +1)-cost dt
I—» Funcgdo trigonométrica
Funcdo algébrica
De acordo com a regra do LIATE, temos:
u=t*+1= du=2tdt dv = cost dt = v = sint

Portanto
j(t2+1)-cost dt=(t2+1)-sint—2jtsintdt (1)

Note que, podemos novamente utilizar o método da integracao por
partes para resolver a integral

tsintdt
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~ =
Integracao por partes ﬁﬁ% ;
Continuacao... J
tsintdt

‘ |—> Fungao trigonométrica
Funcdo algébrica

De acordo com a regra do LIATE, temos:
u=t = du=dt dv =sint dt = v = —cost

Portanto

ftsintdt = t-(—cost)—f(—cost)dt

=—t-cost+fcostdt —t-cost +sint (2)
De (1) e (2) obtemos
f(t2 +1)-cost dt = (t?+ 1) -sint —2(—t-cost +sint) + C

= (t*+ 1) -sint+ 2t-cost —2sint + C



Integracao por partes )

A

% Apoio em

Observacao: Do exemplo anterior, obtivemos:
f(t2 +1)-costdt = (t?+ 1) -sint+ 2t-cost — 2sint + C.

Depois de resolver uma integral indefinida, pode ser importante “tirar
a prova real” para saber se seus calculos estao corretos!

Lembre que a derivada da resposta deve ser igual ao integrando!!

No exemplo acima, como

[((t? + 1) -sint + 2t - cost — 2sint + C ]’
= [(t? + 1) -sint]’ +2[t - cost]’ — 2[sint]’ + C’
=2t-sint+ (t?+ 1) -cost + 2(cost — t -sint) — 2 cost
=2t-sint+ (t?+1)-cost+2cost —2t-sint—2cost = (t?+ 1) - cost

temos entdo a certeza de que a resposta encontrada esta corretal






Exercicios &

1) Calcule as seguintes integrais:

(a)Jr In(2x + 1) dx Resp.: %(Zx +DInx+1)—x+C

1 2 2
(b) x2cos3x dx Resp.:=x%sin3x +=xcos3x ——=sin3x + C
) 3 9 27

1
(C)J e29sin30 do Resp.: 1—3629(25in39—3cos 30) + C

2) Calcule as seguintes integrais:

2 2
(a)j xzex dx ReSp.! 2(62 — 1) (d) lrl_ztdt Regp_:%—%]nz
0 1
1 i
y . 1 3 _ /3 9
(b)fo eTydy Resp.: 2 7¢ 2 (e) J[) sin3ycosy dy Resp.:E

7'[/4 2
(c) j e3*sin4x dx Resp.: 24—5(83ﬂ/4 — 1) (f) Jr xe**dx Resp.:%(Se‘* +1)
0 0



7 e ﬁ
Exercicios @)
3) Calcule as seguintes integrais:

7'[/8 ) 37T/4 ”
(a) f sin®2x cos 2x dx Resp.: 5= (f) j sinSx cos®x dx Resp.: —o
0 /2

1
(b)J x2(1 + 2x3)°dx Resp.: %
0
? 2 1 1
(C)’[O xe X dx Resp.:z—@
1
285
(d) —de Resp.: e —+Je
1 x
/3
(e)f tg°x sec*x dx Resp.: %
0

/g
(8) j sin 3x cos 5x dx Resp.: %(\/E —1)
0

2 X3 dX 128

(h) Resp.: — — 244/3
0o V16 — x2 3
(i) M dx Resp.: — (3~ 3)
esp.: — (3 —
V3 x2V9 + x? 27
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Area entre curvas )

Definicdo: A drea A da regido limitada pelas curvas y = f(x) e y=g(x) e
pelasretas x = a e x = b, onde f e g sdo continuas e f(x) = g(x), para todo
x € [a, b] é:

b
4= j [F () — g(x)]dx

Observacao: Antes de calcular a drea, pode ser
importante esbogar os graficos das fungdes f e
g para identificar qual funcao delimita a area
superiormente (funcdo de cima) e qual delimita
a area inferiormente (funcdo de baixo):

b
A= [ 7o) - g@olax
l“_T T_l
Funcao Funcao
de cima de baixo




oPMq

c T
Area entre curvas )
Exemplo: Calcule a drea compreendida pelas curvas f(x) = —x?+2x+ 1 e

g(x) = x?epelasretasx = 0ex = 1.

Graficos

Solugao: Neste caso, temos:

b
4= j [F () — g(x)]dx

1
=J [—x? + 2x + 1 — x?]dx
0

1
= j [—2x2% + 2x + 1]dx
0

3 2

e o 1
= [—2—+2—+x]
0

f(x) =—x%?+2x+1 Funcdodecima
=—z+1+1=_z+2=é g(x) = x? Funcio de baixo
3 3

3 u.a.

Limites de integracao: a=0 b=1



/ lég‘
Area entre curvas )

% Apoio em ¥

Observagao: Quando for necessario calcular a y
area entre os graficos das funcdes f e g, pode
ser necessario encontrar os extremos a e b
resolvendo o sistema formado pelas equacdes
que definem f e g:

Yy = f(X) Sistema para encontrar
y = g(x) os limites de integracao!

/

l
!
l
|
a

X
Exemplo: Calcule a dreaentreascurvasy = x2ey = x + 2.
Solugdo: Neste caso, precisaremos encontrar primeiramente os limites de
integracao atraves da resolucao do seguinte sistema:
. x=-1
y=x 2 2
— x“=x+2 = x“—x—-2=0 = Ou
y=x+2 x =2

Portanto,a = —1e b = 2.



Area entre curvas ﬁi)

Continuacao...

y = xZ Graficos

N\

2
A =j [(x + 2) — x?%]dx

-1

2
= J (—x? + x + 2)dx
~1

x3  x2 2
=|-——4+—=—+2
[3+2+x]1

(et

_ [_16+12+24]_[2+3_12] y = x + 2 Fungdo de cima
- 6 y = x? Fungdo de baixo
20 7 27 Limites de integracdo: a=—1 b =2
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Exercicios gy
M

1) Calcule a drea entre as curvas dadas:

A—j42 Y g = 10
—0 X 4 x—3u.a.




Exercicios ),

poic em M

1) Calcule a drea entre as curvas dadas:

b)y=e*—1e y=—x ex=1

N

Y y=e*—-1




Exercicios

1) Calcule a drea entre as curvas dadas:

(c) y*

=X e y=x-—2

Podemos calcular a area de duas maneiras:

1) Integrando na variavel x

1 4
A= .[ [Vx — (—/x)]dx +.[ [Vx — (x —2)]dx = ; u.a.
0 1

2) Integrando na varidvel y

2 9
— — a2 - —
A= f_l[(y+2) y=ldy 5 U-a




oPMq

Exercicios gy
M

1) Calcule a drea entre as curvas dadas:
(d) y?=—x+2 e 4y =x+3

20

1
A=f [(—y2+2)—(4y2—3)]dy=?u.a.
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Exercicios gy
M

1) Calcule a drea entre as curvas dadas:

(e) y =3x—x?2 eixox, x=—1e x=2

0 2
A= —f (3x — x%)dx + f (3x — x?)dx
~1 0

_11 10 _31
—6 3—6u.a.
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Comprimento de arco &)

Definicdo: Se f' for continua em [a,b], entdo o comprimento da curva
y=f(x),a<x<hbh,é:

b
L =f 1+ (0)]? dx

Observacao: Em resumo, para calcular o
comprimento de arco de uma curva, y
vocé devera seguir 0s passos abaixo:

12 passo: derivar a funcao
22 passo: calcular 1 + (f')?

392 passo: calcular a integral

b
sz J1+[f(0))? dx



Comprimento de arco )

Exemplo: Encontre o comprimento da seguinte curva.

1
y=§\/(x2+2)3 0<x<4

Solucao:
12 passo: 1
y=§\/(x2+2)3 — y' ' =xyx?+2
22 passo:
2
1+ @) =1+ (x\/x2 + 2) =1+ x%(x?% +2)
=x*+2x2+1=(x%+ 1)
32 passo:

4

4 4 3
L= jo\/(x2+1)2dx:J0(x2+1)dx=[%+x]0

(4)° 64+12 76

= Y S aEe







Exercicios

1) Encontre os comprimentos das seguintes curvas:

x® 1 1 31
(a)y—z-l-g, ng§1 Resp.:E
: 37
b) y = In(sinx), |[* 2" . (‘/EJF 1)
( ) ) Resp.: In N
1 — 1
(c) y = E (e*+e™), [0,2] Resp.:§<e2 - —

(d) y = x/3 [1,8] - 80V10 —13V13

27

Resp.
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Volumes %j

Definicdo: Seja S um solido que esta entre x = a e x = b. Se a area da seccao
transversal de S no plano P,, passando por x e perpendicular ao eixo x, € A(x),
onde A é uma funcdo continua, entao o volume de S é

n

b
V = lim A(x])Ax =J A(x)dx
n—>0o
i=1 a

YA

Y




Método dos discos

Definicao: Método dos discos é dado por

b
V= j [f (x)]? dx




aAJLQ

Método dos discos ﬁﬁ) ;
Exemplo: Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido limitada
pory =v3—xex = —1, aoredor do eixo x.
Solugao:
¢ 3 . 3y_
V= J n[\/3—x dx =
1 _ --‘-hh‘h‘-‘z;

3 i xz 3 :\/3___
-1 I 4

_ Kg@_%)_( i} <—21)2>] 2 [ 123 47
A3
SELR

=—m=8ruv
2 T mTu.v

Solido
gerado
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Método do anel circular ou das arruelas U

Definicao: Método do anel ou arruelas é dado por

b
V= f 2RI — [r(O]?) dx
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Método do anel circular ou das arruelas &),

Exemplo: Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido limitada
pelas curvas y = 24/x e 4y = x% em torno do eixo x.

Solucao:

4 x22

V:jn[(z\/})Z—(—”dx
0 4

4T x4- 4X2 1x5
—nJO _4x—1—6dx—7T > " 16®
3 '442 1 4° 64
-~ "1"2 165 _”[ "5

B 160 — 64 —%nuv

o) s

Sélido
gerado




Método das cascas cilindricas ) ;

&

% Apote oW

Definicao: Método das cascas cilindricas
Quando o eixo de revolugao € o eixo y se integraem x

b
V=j 2rexf (x)dx

a

Quando o eixo de revolugao € o eixo x se integraem y

b
V= j 2y )y

5
\\.

-l.
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Metodo das cascas cilindricas )/

Exemplo: Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido limitada
porx =y?—2, x =6 — y? emtorno do eixo x.

Solugao: %1_ x=y%—2
2 \
v = [ 26~y - 02 - 2)lay 2 o
’ 2 1-
— an y[8 — 2y?]dy / \
0 —2 -1 ) 1 2 3 4 5 6%

2
= an (8y — 2y°)dy
0

8y2  2y*°
=2n[y_y]
0

Sélido gerado

2 4

= 27 [4(2)2 — 2(2)4]

4
= 21[16 — 8] = 167 w.v.
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Exercicios @,

&

% Apote oW

1) Encontre o volume do solido obtido pela rotacao da regido limitada pelas
curvas em torno dos eixos dados.

(a)y =e*,y=0,x=0,x =1In3,aoredor do eixo x

Método dos discos

In 3 In3
V= j [e*]?dx = nf e dx = 4mu.v
0 0

Solido gerado
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Exercicios %@%f

% Apote oW

1) Encontre o volume do solido obtido pela rotacao da regido limitada pelas
curvas em torno dos eixos dados.

b)y=+vx+2, y=2vx—1, y =0,emtorno do eixo x

Método dos discos y
1 2
V= f n[Va+2] dx + j n [(m)z - (zm)z] dx T e TSR
—2 1 : : !
9 3m ‘ it COTTEEE AR 52 R S S
= + > = TU. v.

Método das cascas cilindricas

2 )2
V=f Zﬂy[<z+1>—(y2—2) dy = 6mu.v
0

ido gerado ‘

—————————————————————————————————————

Sol




Exercicios

o”Mq

‘g&&”

¥
7

" Art

1) Encontre o volume do sdlido obtido pela rotacdo da regido limitada pelas

curvas em torno dos eixos dados.

c)y=2x—1, y=—-2x+ 3, x = 2,em torno do eixo y.

Método das arruelas

1 3 _ 2 3
V:j T (2)2—<—y> dy+f | (2)?
-1 2 1
_107‘[+10T[_20T[
=3 3 =3 u. v.

Método das cascas cilindricas

2
V= j 2nx[(2x — 1) — (—2x + 3)]dx =
1

Sélido gerado

(y+1

2

201

Tu. V.

)2

dy

y=2x-—1

y=-2x+3



Exercicios n@m

%Am mw

1) Encontre o volume do solido obtido pela rotacao da regido limitada pelas
curvas em torno dos eixos dados.

d)y =3x — x3, eixox, x = 1 em torno do eixo y.

Método das cascas cilindricas

1 8m
V= f 2mx(3x — x3)dx = = .
0

Sélido gerado
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Integrais por substitui¢do trigonométrica &),

% Apoig em W

As substituicOes trigonomeétricas podem servir para transformar
integrais que envolvam

va? + x? a? — x2 x2 — q?

em integrais que podem ser calculadas diretamente.

As substituicdes mais comuns sao:

x=atg?0 x =asenf x =asecb

Podemos visualizar geometricamente como podem ser feitas essas
substituicdes basicas, a partir de triangulos retangulos. Vejamos o0s casos a
seguir.
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Integrais por substituicao trigonométrica &),

% Apote oW

Casol. Va? —x?2

a
X
6
aZ - x2
Para as variaveis apresentadas, Parax = a sen 0, temos:
sabemos que
. a’? —x? = a®* —a®sen’ 0
sen = — _ 2 2
a = a“(1 — sen“ 0)

logo,
= a? cos? 6

Entdo, Va? — x%2 = a |cos 9|.

X =asen@
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Integrais por substituicdo trigonométrica @),

poio em M

Caso 2. Va? + x?

Para as varidveis apresentadas, Parax = a tg 0, temos:
sabemos que

a’ + x%? = a?+ a’tg? o

X
tg 0 =—
a = a’(1+tg?0)

logo,
= a’sec?0

x=atg0 Entdo, Va? + x2 = a |sec8)|.
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Integrais por substituicao trigonométrica &),

% Apote oW

Caso 3. Vx2 —a?

X
0
a
Para as varidaveis apresentadas, Parax = a sec 0, temos:
sabemos que
x x? —a® = a® sec? 6 — a?
sec O = —
a = a?(sec? 0 —1)
logo, = a’tg? o
x = a sec 0 Entdo, Vx? —a? = a |tg9|.




Substituicao trigonomeétrica

Exemplo 1: Calcule

J dx
x%V4 — x2

Solugdo: para eliminar o radical, fazemos a substituicdo

j dx _ j 2 cos 0 db
x2V4 — x2 (2 sen 0)2V4 — 4 sen? 6

- (2 sen 0)?%(2 cosh) T4

2 cos 6 do 1[ do
sen?0

1 1
= ZJcosseCZH do = — 7 cotg 0+ C

x=2senb
dx = 2 cos 0 dO

Devemos expressar cotg 8 em termos de x. Para isso substituimos x = 2 sen 6

como sen 8 =*/,



Substituicao trigonométrica

Representando esses valores geometricamente

X x=2senf

V4 — x?
obtemos:
4 — x?

X

cotg 0 =

e, fazendo as devidas substituicoes

= —_cotgh+C =-—-
x2v4 — x2 4cog 4 x

f dx 1 1V4 — x2

+ C



=
° ° ~ ° 4 °
Substituicdo trigonométrica ﬁﬁ% ;
Exemplo 2: Encontre a area da elipse

x2 y2

- + ﬁ =1
Solugdo: a elipse é simétrica em Assim, a area é dada por:
torno dos eixos, logo sua area é 4 ap
vezes a area do primeiro quadrante. A= 4J —va2 —x2dx

y

b

4ph (2
=—f a? — x2 dx
a Jo

Fazendo a substituicao

X =asené

Resolvendo a equacado da elipse em
termos de x: dx = a cosO df

2 _ 42

QI@‘



Substituicao trigonométrica )

Convertendo os limites de integracao em x para os limites de integracao em 6:
x=0 =) @O=arcsen(0)=0
T
x=a = 0=arcsen(1) =3

Obtemos:

T
4p (¢ 4b (2
Azzf va?—x?dx :7 acosB -acosf db
0 0

2
— 4abj cos?6 do
0

T

21
= 4abj 5(1 + cos20) do
0

1 7
= 2ab [9 + — Sen29]
2 0

= 2ab [%— O] = mab



Substituicao trigonomeétrica

A y2 —
Exemplo 3: Calculef X725 dx, supondo que x = 5.

X

Solucao: fazendo a substituicao

x = 5sech, ogg<% dx = 5secf tg0 do
Assim,
Vx2 — 25 3 j\/ZS sec?0 — 25
J " dx = = sech (5secf tgh) db
(21890 g oo tg0) o
) 5secH (5sect tg0)
= jr tg?0 do

=5Jr(sec29—1) dd =5tgf—-560+C
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° ° ~ ° s ° / ﬁ
Substituicdo trigonomeétrica ) ;
Para expressar a solucao em termos de x, vamos representar geometricamente

x = 5secl
X
2-25 X
* 6 = arc sec (—)
9 5
5
O gue nos da
x% — 25
tg 0 =

Disso, obtemos:

2 - 25
j * dx =\/x2—25—5arcsec(§)+6

5
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Integrais envolvendo ax* + bx + ¢ )

% Apoio em W

Integrais envolvendo polinbmios também podem ser calculadas a
partir deste método, primeiro completando os quadrados e, depois, fazendo

uma substituicao apropriada. Veja o exemplo:

Exemplo 4 : Calcule

| i
x2—4x+8x

Solugdo: completando os quadrados, temos
x2—4x+8 =(x*—4x+8)+4—4
= (x—2)*+4

A substituicdou = x — 2, du = dx, fornece
u+ 2

X X
Jx2—4x+8 _j(x—2)2+4dx _ju2+ 4du
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Integrais envolvendo ax? + bx + ¢ )

poio em M

Solucao:

—f - d+zf au —1j d+zf u
~ )z 2 2+ 4 2wzt a W2+ 4

—11 (u? +4) +2 L ) = C
—Znu > arcg2

1 X — 2
=Eln[(x—2)2+4]+ arctg( > >+C
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Tabela Resumo )

% Apote oW

Em resumo, as trés substituicOes basicas estao apresentadas na tabela
abaixo, bem como os valores de 8 que satisfazem a reversibilidade das funcdes.

EXPRESSAO NO - . 7
INTEGRANDO SUBSTITUICAO  RESTRICAO SOBRE O 6 SIMPLIFICACAO
I I
02 — x2 x =asen@ =S E0=3 a? —x* = a®cos* 0
m T
[a2 + x2 x=atg0 —5<0<3 a’+ x* = a*sec* 6

/[
OS9<§ (sex = a)

x2 — q? x=asecl An x?—a’*=a’tg? o
E<9STC (sex < —a)







Exercicios % @%

1) Calcule as seguintes integrais fazendo as devidas substituicdes

ln|\/9+x2—|—x|+c

(“)fvﬁ

1
(b) f 1 —4x2 dx 7 [arc sen (2x) + I/ 1 — 4x2] +C

<>f4+z

(d)f
_ x2
dx
() J\/5—4x—2x2 . larcsen \/%(x+1)

NI

oS

NG +C
V2
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