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Lembre que a férmula para o y
coeficiente angular ou inclinagao da
reta que contém os pontos A(x4, V4) Vg
e B(xg, yg) é dada por:

m = tan a
Ou ainda: Y
Y —Ya Ay
m =tana = o —x.  Ax
B 1A / x X
A B
/
A equacao da reta que possui
coeficiente m e que contém o ponto
A(x4,v,) é dada por: VB — V4
Y —Ya=m(x—xy) a .




Equacao da reta

Exemplo: Encontre a equagao da reta que contém os pontos A(2,1) e B(5,3).

Solugao: Determinando o coeficiente angular (inclinacao) da reta, temos:

3—1 2

5—-2 3

YB — Ya
m:
XB — X4

Determinando a equacao da reta:

Yy —Ya=m(x—Xxy)

1—2 2
y —3(x )

Portanto:
2x—3y—1=0
Equacao geral
2 1
Yy=3%73

Equacao reduzida

—————————————————————————————————————

——————————————————————————————

—————————————————————————————————————
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Reta tangente )
Considere uma reta secante a
curvay = f(x) nos pontos A(a, f(a)) e y reta
P(x,y), isto é, a reta intercepta a curva secante

nos pontos A e P.

Ao aproximarmos os pontos
Ae P, isto é, fazendo

P- A
ou, equivalentemente,

X —4a

teremos, na situacao limite, uma reta
tangente a curvay = f(x) no ponto
fixado A(a, f(a)).

Isto €, uma reta que apenas
tangencia a curva dada no ponto
fixado A.

retaé
tangente

/ a x



Inclinagao da reta tangente ) ;

Pergunta: Qual o valor do coeficiente angular (inclinacao) da reta tangente ao
grafico da fungao f passando pelo ponto A(a, f(a))?

Note que a inclinacdo m da reta tangente é obtida fazendo o limite,
para x — a, dainclinacao mp, da reta secante.

f(x) - f(a) . [ —fa)
Mpa = X—a e }Cl—rg X—a
Inclinacdo da Inclinacao da

reta secante reta tangente

Resposta: A inclinacdo da reta tangente € dada por

. ) = f(a)
m = lim

x—a X —a

desde que este limite exista.
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Inclinacdo da reta tangente ),

% Apoig em W

Definicdo: A reta tangente a uma curva y = f(x) em um ponto A(a, f(a)) é a
reta que contém o ponto A e tem inclinacao

 f-f@
m = lim

xX—a X —a

(desde que este limite exista).

Observacao: Fazendo a substituicdo
h=x—a
no limite acima, temos que x = a + h e como x — a temos h — 0.

Podemos entdo reescrever m como:

.. fla+h)—f(a)
m = lim
h—0 h




Equacgao reta tangente ) ;
Exemplo: (a) Encontre a equacado da reta tangente ao grafico da funcao
fx)=x%+1

no ponto A(1,2).
(b) Esboce, no mesmo plano cartesiano, os graficos de f e da reta tangente.

Solugao: Calculando a inclinacdo desta reta, teremos:
fa+n-f@ . [A+R*+1]-[(1D* +1]
m = lim

m = }lll—>0 h P h =
- [A+2h+h?*+1]-2  h*+2h
lim = lim =
h—0 h h-0 h
i P D im+2) = 2.
h—0 h—0
Portanto, a equacao da reta tangente Yy —ya=m(x —x4)
sera dada por: y—2=2(x—1)
y—2x =10

y = 2x



Equacao reta tangente W),
Exemplo: (a) Encontre a equacado da reta tangente ao grafico da funcao
fx)=x%+1

no ponto A(1,2).
(b) Esboce, no mesmo plano cartesiano, os graficos de f e da reta tangente.

Solugao: Esbocando, no mesmo plano
cartesiano, os graficos da funcao

f(x)=x%+1
e da equacao da reta tangente
y = 2x

ao grafico de f no ponto A(1,2),
obtém-se os graficos ao lado.
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Definigdo de derivada @)
Definicdo: A derivada de uma funcdo y = f(x) em um numero a denotada por
f'(a), é dada por

@) = 1im [ =@

x->a X—a
(desde que este limite exista).

Se o limite acima existe, se diz que a f € derivavel no niumero a.
Do contrario, se diz que f é nao derivavel em a.

Uma forma equivalente de denotar a derivada seria:

O U GRLOR (C

Portanto, a equagdo da reta tangente a curva y = f(x) no ponto

A(a,f(a)) pode ser escrita como

y=f@=f'(a)x-a)
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Defini¢cao de derivada ),

;”

Exemplo: Dada a funcdo
1

fx) = *
calcule f'(1).
Solucao: Calculando a derivada pela definicdo temos
1 1-1—h
- f+h) - f@ T+h_*
f1Q@) R0 h }zl—r}(l) h ;lll_r,rcl, n =
—h 1 —1
lim ——-— = — =1

Portanto,
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% Apoig em W

Observagao: Uma funcdo f nao possui derivada nos pontos onde nao existe o
limite (bilateral):

i f@th) - @)
im

h—0 h
Isto ocorre geralmente quando uma das situacdes a seguir ocorrem:
(a) Afungdo f ndo esta definidaem x = q, isto é, f(a) ndo existe;
(b) O limite acima é infinito.
Neste caso, teriamos uma “reta tangente vertical” em x = a.

(c) Os limites laterais

o fleth-f@ fla+h) —f(a)

h—>0" h h—0* h

nao existem ou sao diferentes entre si.



Definicao de derivada
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Defini¢do: A derivada de uma fungdo y = f(x), denotada por f', é a funcdo
que associa a cada x € D(f) o nimero

106y = i L+ P T

(desde que este limite exista).

Notacdes: Outras notacBes para a derivada de uma fungdo y = f(x) em um

ndmero x sao:
, , dy af
f y Dx(f) E a
Notagao: A notacao
dy
dx
xX=a

também pode ser utilizada para denotar f'(a).

) 4

fea






Exercicios &

1) Calcule as derivadas pela definicao:

f'Gx) = lim

fx+h)— f(x)
h

1 , 2
(a) f(x)=x_2 f(x):_F

(b) f(x) =3x2—8x+5 f()=6x-8

) fO) =V fe=57
2) Encontre a equacao da reta tangente ao grafico da funcao
f(x) =x*—-8x+9
no ponto P(2,—3). Obs.: Utilize o limite para encontrar a inclinacio da reta!!

y=-—4x+5

e
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Exercicios &,

3) Esboce o grafico da funcao
Obs.: Utilize o limite para encontrar

f(X) = \/E a inclinacdo da reta tangente!!

e a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,1).

_1 +1 5 ; 5 | | | : :
SR Y U SR SR, 1 NS SO S SR S

reta tangente ao grafico
de f no ponto (1,1).
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4) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico da funcao

f(x) =2x3 —=3x% 42 y=12x+9
no ponto x = —1. Obs.: Utilize o limite para encontrar a inclinacao da reta!!

5) Calcule a derivada da funcao

x—1 ey ’
f(x):x+1 f(x)_x2+2x+1

utilizado a definicdo de derivada (pelo limite).



Exercicios ﬁm

%Am mw

6) Esboce o grafico da funcao
Obs.: Utilize o limite para encontrar

f(x) =x%—4x+ 4 a inclinagdo da reta tangente!!
e a reta tangente ao grafico de f no ponto (3,1).
y y=2x—05

____________________________________ reta tangente ao grafico
' ' de f no ponto (3,1).

"""""""""""""""""""""""""

————————————————————————————————

——————————————————————————————

————————————————————————————————————

________________________________
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Monitorias!! =)
M

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/

O GAMA possui monitorias de:
d Pré-cdlculo e Matematica Elementar (e disciplinas equivalentes)
0 ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)

O Calculo 1, Calculo 1A e Célculo | (e disciplinas equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo.
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Regras de derivagao X 1)

Nesta aula, estudaremos algumas regras de derivacao.

Derivada da constante: A derivada de uma func¢do constante f(x) = ¢, onde c é
qualquer numero real, € igual a zero, ou seja,

[c]"=0

De fato, sendo f uma fungao constante, digamos f(x) = ¢, teremos:

, . flx+h)—fx) . CTC_
f'(x) = 1111_% h = }ll_r)r(l) = 0.
Exemplo: Calcule a derivada das funcgdes:
e
(@) f(x) =5 (b) f(x) =V2+m (c) flx) == —

Soluc¢do: Como todas as funcdes sdo constantes, tem-se
3 !/
! = 5 4 — O P \/E — €
(a) f'(x) = (5) (C)f(x):<]nn):0
(b)f'(x)Z(\/2+T[) =0




Regras de derivagao X 1)

Derivada da poténcia: A derivada da fungdo f(x) = x™ é dada por

/ — n—1
para todo n real. f'(x) =nx

Exemplo: Calcule a derivada das funcgdes:
(@) F) = x° b) () == € F@) = 4=
Solugdo: (a) Como n = 8, temos:

f'(x) = (x®)' = 8x® = 8x7

(b) Como podemos reescrever a funcdo como f(x) = x~°, temos:

/ _ 1 , — —6\/ (-6—-1) -7 6
f (x) — F - (x ) = —6Xx = —6x — _ﬁ
(c) Reescrevendo a funcdo como f(x) = x1/4, temos:

F0 =D = () = 1,67 - gx7r = s
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Derivada do Multiplo Constante: Se k é uma constante e u for uma funcao
derivavel, entdo

[ku]" = k[u]’
Isto €, a derivada do produto de uma constante por uma funcao é
igual ao produto da constante pela derivada da funcao.

Exemplo: Calcule a derivada das funcdes:

a) f(x) = 6x° () f() = 25 (€) f(0) = ~43%

Solucao: (a)
f'(x) = (6x®) = 6(x®)" =6(8)x” = 48x7

5\ '
b) f'(x) = (;) = 5<x16> = 5(x%)' = 5(=6)x~7 = — >

4
c) f'(x) = (—43/x)' = —4(x3) = —4 <;> 1_1 = —gx_% = — 33/x2



Regras de derivagao X 1)

Derivada da Soma/diferenca: Sejam u e v funcdes derivaveis, entdo
lutv]' =u" +v’

Isto é, a derivada da soma/diferenca é igual a soma/diferenca das
derivadas.

Exemplo: Calcule a derivada das funcgdes:
a) f(x) = 6x8 + 9x*? (b)f(x)=%—9W—20x+5

Solucao:
(@) f'(x) = (6x%+9x2)" = (6x8)" + (9x%)' = 48x” + 18x.

(b)
f(x) = <— —93/x* — 20x + 5 —6)" (9x3) — (20x)" + (5)"

1 1
=5(-6)x"" — (3) x3 —20 =-30x"7 — 12x3 — 20.
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Derivada do produto: Sejam u e v funcdes derivaveis, entao
[lu-vl'=u"-v+u-v

Isto é, a derivada do produto de duas funcdes é igual a derivada da
primeira vezes a segunda mais a primeira vezes a derivada da segunda.

Exemplo: Calcule a derivada das funcgdes:

@) f(x) = (x2 —2)(2x° + 4) (b) f(x) = (x* — 3x)(W — 100)
Solucgao: (a)

Fro0) =[(x2=2)2x5+4)] =(x*—2)'(2x> +4) + (x* —2)(2x> + 4)'

= 2x(2x° + 4) + (x? — 2)(10x*) =14x6 — 20x% + 8x

b)  f'x) =t =30 (Va7 —100) + (x* - 32) (Va7 - 100)' _

7 2 27 22 36 7
(4x3 — 3) (i/x7 — 100) +(r* = 3x) £x5 = xS — x5 — 400x® + 300
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Derivada do quociente: Sejam u e v fungdes derivaveis, entdo

B[ ey

Isto é, a derivada do quociente de duas funcdes € igual a derivada da
de cima vezes a funcao de baixo, menos a funcao de cima vezes a derivada da
funcdo de baixo, tudo dividido pelo quadrado da funcao de baixo.

Exemplo: Calcule a derivada das fungdes:

a) f(a) = 222 (b) f(0) = 25
Solucao:
(a)

[xz + z]’ _ (2 +2)(x=3) - (x* +2)(x = 3)'

x—3 (x — 3)>2

CO)E-3)-@*+2)(1)  x*—6x—2
a (x — 3)2 - x2—6x+9
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Regras de derivagao )
RN [ Jx ] WD @+ D - (D@D
FO=l0+1| = (2x + 1)2 -
1 2x + 1 2x +1— 4x

E@ DGO S N
(2x + 1)%  4x24+4x+1 0 4x24+4x+1
—2x+1

T 2x(4x% + 4x + 1)
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Fungdes trigonométricas Fungdes exponenciais
(a>0,a+1)
sinx]’ = cosx [cosx]’ = —sinx
[sinx] [a*]" =a*lna
tanx]’ = sec?x cotx]’ = —csc?x
[tan x] [cot x] or] = o7
/ — r
besel S eesrEul: [escx]" = —escx cotax Fung¢des logaritmicas
(a>0a+1)
Funcdes trigonométricas inversas 1
1 1 [logq x]" = xlna
[arcsinx] = ——— l[arccos x| = — ——
V1 — x? V1 — x?
[Inx]" =—
farctan x] = —— farccotx]’ = —— *
arctan x|’ = arccotx|" = —
x%+1 x%+1
1 1
[arcsecx]’ = larccscx]’ = —

xVx? —1 sellB — 1)






Exercicios B

1) Calcule a derivada das seguintes funcdes, utilizando a regra da poténcia.

(@) () =x%  f'0) =2x (e) f(x) = VxZ [ = 3;;
b )=~  fo= -5 Hf@=Vez - ro- 5573
) f(x)=+vx = % (g) p(m) = ms P = 35%

@A) =VT  fw=-—= M@=z  w@-=



Exercicios

2) Calcule a derivada das funcdes dadas:

@) f(r) =nr? f'&x)=2nr

(b) f() = 2273~ 14 F'0) = —55

2x%

() f(x) = (7x — 1)(x% + 4) f'(x) =21x? — 2x + 28

2 2_1
x“+1 , X
flx) =—
X X

(d) f(x) =

3) Encontre uma equacdo da reta tangente a curva

flx) =x*+2x% —x

no ponto (1,2). y=7x—-5



Exercicios

4) Calcule a derivada das funcdes dadas:

2
(a) f(x) = senx + % cotx f'(x)= Cosx—CSCZ X
(b) f(x) = —4x2cosy ['(x)=4x?sinx—8xcosx

5(sinx —cosx)+ 1

5— ' _
070 =S 1=

(d) h(y) = yeY+10 W) =+ De”

(e) m(x) == M) =—3

5) Encontre uma equacao da reta tangente a curva no ponto dado.

(a)y = e*cosx (0,1) y=x+1

(b) y = secx (g,Z) y=2\/§x+2—2—\?{§n



Exercicios

6) Calcule a derivada das funcdes dadas:
@) f(x) =x3+5x—2 [D=3x"+5

5 4 1,
(b) f(x) = Vx* + 2x3 —éxa f'(x)=5%+6xz_§¢ﬁ

(€) f(x) = (x2 + 1D)(x%2 = 1) f'() =43

4_ 4 3
(d) flx) == _zx fr(p) = o Z B e

X (x — 2)2
7) Encontre uma equacdo da reta tangente a curva
NOERE:

1 3
nopontox = 1. y=2x+7



Exercicios &,
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8) Calcule a derivada das funcdes dadas:

(@) f(x) = x3 +sinx + 2cosx f'(x) =3x*+cosx — 2sinx

(b) g(t) = t3cost 9'()=3t*cost—t*sint

(c) f(6) = sec £1(0) = secOtan@

1+secd (1 + sec 0)°
(d) f(x) =2xlogx f'(x)= 210gx+ﬁ
9) Encontre uma equacao da reta tangente a curva no ponto dado.
(a)yzlenx (1,0) y=x-1
_ T
(b) y =1+ 2sinx (5,3) y =3
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Derivadas de ordem superior )/

Definicdo: Seja f uma funcdo derivavel. Se f' também for uma funcdo
derivavel, entdo sua derivada (f')’é chamada derivada segunda de f.

Notacao:

=" ou ainda

d’y d [dy
dx?2  dx|dx

Exemplo: Dada a funcdo
f(x) = 2x3 — 9x,
calcule f" (x).

Solucao: Como
fl(x) =(2x3-9x) =6x2 -9

teremos

") = (f)'(x) = (6x% —9)’ =12x.
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Derivadas de ordem superior )/

Definicdo: Seja f uma funcdo derivavel. Se f" também for uma funcado
derivavel, entdo sua derivada (f'")’é chamada derivada terceira de f.

Notacao: ; ,
d’y d |d*y

nro_ IAY (3) — A ; - = | —=
f ") ou f (f"")" ouainda 73— e |22

Exemplo: Dada a funcdo
f(x) =x3 —cosx + e”,

calcule £F®)(x).

Solugdo: Como
f'(x) = (x3 —cosx + e¥) =3x% +senx + e*

teremos
f"(x) = (3x%? + senx + e*)’ = 6x + cosx + e*

e portanto
F®(x) = (6x + cosx +eX) = 6 —senx + e*.
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Derivadas de ordem superior )/

Definicao: Seja f uma fungao derivavel. Se f("‘l) também for uma funcao

/
derivavel, entdo sua derivada (f("‘l)) é chamada derivada enésima de f.

Notacao:

F = (f("_l))’ ou ainda

dny: d dn—ly
dx™ dx|dxn1

Exemplo: Dada a funcdo
f(x) = 2%,
calcule £F®)(x).
Solugdo: Como
f'(x) =02%)' =2%In2

teremos

f@A(x)=(2*In2) = In2(2%) = 2*(n 2)?

e portanto :
f®(x) = 2*(In 2)°
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Regra da cadeia %@%f

% Apote oW

Teorema (Regra da Cadeia): Se a funcdo g for derivavel em x e a fungao f for
derivavel em g(x), entdao a fungao composta h = f o0 g sera derivavel em x e a
derivada da funcdo composta sera dada por

h'(x) = f'(g(x) - g" ().

Ou seja, a derivada da fungdao composta é igual a derivada da funcao de
fora calculada na fungao de dentro vezes a derivada da funcao de dentro.

Observacao: Costuma-se denotar a funcdo de dentro por uma variavel auxiliar,
geralmente u, para utilizacao da Regra da Cadeia.

Assim, sey = f(g(x)), denota-se
u=gx) e y=fu

Desta forma, escreve-se Derivada da funcdo
de dentro.
.Y /
o y'=f'(w-u
Derivada da fungao | | Derivada da funcdo de fora
composta. >

calculada na fungao de dentro.



Regra da cadeia &

Exemplo: Calcule a derivada da funcao
h(x) =sin(2x + 1).
Solucao: Neste caso a funcao de dentro é
u=gx)=2x+1
e a funcao de fora é

f(u) = sinu.
Portanto,

f'(u)=cosu e u =g'kx)=2
e temos:

h'(x) = (fog)' (x) = f'(u) - u'= cos(u) - 2 = 2cos(2x + 1).



Regra da cadeia

=
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Exemplo: Calcule a derivada da fungao
h(x) =/ x?% + 2x.

Solugdo: Neste caso, tem-se:

u=g(x)=x%+2x fw) =+u
(funcdo de dentro) (funcdo de fora)
Como, 1
!/ U — / — !/ —
f'(uw) —2\/& e u =gkx)=2x+2
temos:
u’ 2x + 2 x+1

h@) = (fog) () = f'(w) u'= =

2Vu 2VxZ+2x  vxZ +2x



Regra da cadeia
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Observacao: Regra da cadeia na notacdo de Leibniz:

Sey = f(u) eu = g(x) forem derivaveis, entao

dy dy du
dx  dudx’
Ou seja:
dy dy y du
dx B du dx
Derivada da Derivada da funcdo Derivada da
funcdo de fora calculada funcdo de
composta. na funcao de dentro.

dentro.



Regra da cadeia
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Exemplo: Calcule a derivada da funcdo
y=e

Solucao: Neste caso, podemos escrever a funcao dada como:

sin x

Yy = et (funcdo de fora)

U = SinX. (funcdo de dentro)

Portanto:
dy | funcdo de fora calculad
- = (eu)l — el Derivada da uncdo de fora calculada
du na funcao de dentro.
e
du
a = (sin x)’ = (COSX Derivada da funcdo de dentro.

e utilizando a Regra da Cadeia temos:
dy dydu
dx dudx

e%(cosx) = eS"¥ cos x.
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% Apoio em ¥

Exemplo: Calcule a derivada da fungdo
w = In(t* + 2).

Solugdo: Neste caso, podemos escrever a funcdo dada como:

w=Ilnu (funcdo de fora)

u=t? + 2 (funcdo de dentro)

Portanto:
w
— = (]n u)’ — — Derivada da fun¢do de fora calculada
du u na funcdo de dentro.
e
u
E = (t4 + 2)’ —4t3 Derivada da funcio de dentro.
e utilizando a Regra da Cadeia temos:
dw _dwdu 1 . _ 4¢3
dt dudt u th + 2
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Regra da cadeia ﬁ%
Fungdes trigonométricas Fungdes exponenciais

(a>0,a+1)
sinu]’ = cosu-u’ [cosu]’ = —sinu - u'
[sinu] [a¥]" = u'a¥Ina

2

[tanu]’ = sec®u - u' [cotu]’ = —csc?u-u'

[e¥]" = u'e"
! - ° ! I'—= — S ! ’ o
[secu]” = secutanu-u’ [cscu]’ = —cscucotu - u Funcdes logaritmicas
(a>0a+1)
Funcdes trigonométricas inversas 0
u’ u’ [logq ul’ = ulna
l[arcsinu] = ——  [arccosu] = ———=
1/1_u2 '\/1_x2 ul
[Inu]’ = —
, u’ , u' u
arctanu|’ = arccotul = —
[ | x% 41 [ | x?+1
u' u'
larcsecu]’ = l[arccscu]’ = —

xVx? —1 sl — 1)






Exercicios

1) Calcule a segunda derivada das funcdes dadas :

a) f(x) = XCOSX Resp.: f"(x) = —2sinx — x cos x
F(x) =V3(e¥+x3)  Resp.: f'(x) = /3(e* + 6)
c) f(x) = sinx cosx Resp.: f"(x) = —4sinxcosx

2) Calcule a terceira derivada da funcdo:

f(x) =6x°>+4x+5

Resp.: f®(x) = 360x2



Exercicios

3) Calcule a derivada das funcdes usando a regra de cadeia:

(a) f(X) = sin(2x) Resp.: f'(x) = 2 cos 2x

(b) f(x) = tan(xz + 1) Resp.: f'(x) = 2x sec?(x*+ 1)

3x% — cscx cotx

(c) f(x) = /x3 + csc(x)  Respif () = — e

x+1\3 , 9(x + 1)?
(d) f(x) = (—) Resp.:f'(¥) = =~

xX—2

(e) f(.X') = Zex2—4x Resp.: f'(x) = 4(x — z)ex2—4x

(f) f(x) = COSZ(JC2 + 1) Resp.:f'(x) = —4xsin(x? + 1) cos(x? + 1)

4) Encontre a equacdo da reta tangente a curva
y=x-1)°
no ponto (2,1). Resp.: y=5x—9



Exercicios &b

5) Calcule a segunda derivada das funcdes dadas :

1

() f() =2x7° +1Inx  Resp: f7() = 60x7 ——

(b) f(x) =

2

xX“+2 6
Resp.: f""(x) =

x—1 p-i f1( (x—1)3

6) Calcule a derivada das funcdes usando a regra de cadeia:

3 4x3 + 4x — 3
x)=Vx*+2x2—-3x+1 () =
(@) f( ) Resp.: f(x) 33/(x* + 2x2 — 3x + 1)?

(b) f(x) = In(sin(x))  Resp.: f'(x) = cotx

8(5x* cot x — x° csc? x)
(x> cotx + 1)°

(c) f(x) =(1+ x°cotx)™®  Resp.: f'(x) = -
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Derivacao implicita )

% Apoio em W

Note que todas as funcdes dadas até agora, a variavel dependente
pode ser escrita explicitamente em funcao da variavel independente

Por exemplo:
y = 2x?%—3 y=+vx+1 y =cosx +e*tanx

Nestes casos, se diz que a variavel y foi dada explicitamente em
funcao da variavel x.

Existem casos em que é bastante trabalhoso ou até inviavel expressar
a variavel dependente de forma explicita, em funcao da variavel independente.

Por exemplo, como poderiamos expressar y em fun¢ao de x nas
equacoes abaixo?

x3 +y3 = 6xy xy + xsiny =1 e =x+y

Nestes casos, se diz que a variavel y foi dada implicitamente em
funcdo da variavel x.
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Derivacao implicita )

% Apoio em W

Note que, até agora, calculamos a derivada somente de funcdes dadas
explicitamente!

Pergunta: E possivel calcular a derivada de uma funcdo na forma implicita?

A resposta para a pergunta acima é SIM!

Para calcular a derivada de uma funcao na forma implicita, vamos
seguir 0s seguintes passos:

1) Derive os dois lados da equacdo considerando y = y(x), ou seja,
considerando y como funcdo de x (utilize a regra da cadeia se necessario).

. d . .
2) Tente |solard—3: na equacao resultante da derivacao.



GAM“

Derivacao implicita ﬁﬁ% ;
Exemplo: Se
x?+y?=09,
calculed—y.
dx
Solucao:
d d (1) dx dy (2) dy .

—[x* +y%] =—[9] ==

dx dx 2x dx+2ydx_0 2x+2ydx

(1) Derivando em relacdo a x e usando a Regra da Cadeia

(2) 1 (3) Isolando% (4) Simplificacao

dx X



o ~N [ V4 o ﬁ
Derivacao implicita )
Exemplo: Encontre a equacdo da reta tangente a curva

7y% = 4 + xy3,
no ponto (3, 2).
Solugdo: Primeiramente vamos calcular a derivada de y em relagdo a x:
d d dy dx d[y°]
—[7y?] = —[4 + xy3] — 14y—= =0+ —1y3 —
dx[y] dx[ V'] ydx +dxy X dx
dy dy dy dy y*
14y —=y% +3xy*— —= (14y — 3xy?)—==y3 — = =
dx X (14y y)dx Y dx 14 —3xy
Calculando a derivada no ponto (3, 2) temos:
dy B 22 4
dx|x=3 14—-3(3)(2) 14-18
y=2

Portanto:
y—yp=mx—x,) = y—-2=(-1)(x—-3) — y=-x+5.
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Apoio em M

Teorema (Regra de L'Hospital):

Se
Cf® 0 )
xoag(x) 0 roag(x) o
Entao
f&x) . f&x)

lim = lim
roag()  xoag(x)
O mesmo vale se x — a for substituido por
x —atoux —a oux — —oooux — +oo.

Observacao: A regra de L'HOspital vale para indeterminacdes do tipo

0 + oo + oo —00 —00

0 +00 —oo +o0 —00

Portanto, antes de aplicar a regra de L'HOspital, faca uma “verificacdo”

para ter certeza que a regra pode ser aplicadal!
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Regra de L’Hdspital %

W
Mo’

\
Exemplo: Calcule o limite:
- x%-9
9}@3 x—3
Solucao:
VerificacGo: Como
0
ImS=3 )

. . .0 . oA
temos uma indeterminacao do tipo 5 podemos aplicar a regra de L'Hospital.

Portanto:

- x%—-9 - (x%2=-9) - 2x
lim = =

x—3 X — 3 T x—3 (x—3)’ T x—3 1




Regra de L'Hbspital

Exemplo: Calcule o limite:

lim
X—>+00 ex
Solucao:
Verificagdo: Como Los
y x3 =5
im
X—+00 &
+ oo
(0.0)
temos uma indeterminacao do tipo — podemos aplicar a regra de L'HOspital.
0.0)

Portanto, aplicando a Regra de L'HOspital trés vezes (faca a verificacdo
a cada vez!) temos

o ox3+2x2+x—5 = 3x%+4x+1
lim = lim
X—+00 ex X—+00 ex
> 6x+4 - 6
= lim = lim — =0.

x—+o0o eX x—+oo eX
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% Apoio em ™

)
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1) Obtenha Z—z, a partir das equac0Oes dadas por derivacao implicita:

dy 3 — 2xy
(a) x%y + 2y3 = 3x + 2y Resp-: = T 697 —2

dy  12Jxy+y
(b) 6x +/xy —3y =4 Respﬁa:——x_@/@

2) Verifique se o ponto P(—2, 8) pertence a curva
Xy = —16 Resp.: y =4x + 16

encontre a equacao da reta tangente a curva neste ponto.



Exercicios
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% Apoig em W

3) Calcule os seguintes limites:

(a) lim —= 1
x—->0 X
: in 2 2
(b) lim sin 2x
x->0 X
2Xx
(c) lim = ™
X—>+o0o X

(e)

(g)

(h)

: 27%
lim = e,
x——00 X“+5x+6

lim ( ! !
x2 x2cosx

. sin(4x)
lim —
x—0 sin(3x)

. eX+e X=2
lim
x—0 1—cos(2x)

)

W

N =
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% Apoio em

4) Obtenha Z—z, a partir das equacdes dadas por derivacao implicita:

(a) cos(x +y) =x =

(b) e**+¥* =2x+y @ W_

dy  1+sin(x+y)

sin(x + y)

2
ex+y _ 2

dx 2yeX+yt — 1
5) Verifique se o ponto P(2, —3) pertence a curva

2x3 —x?y4+y3—1=0 Y=-53.% 53

dada e encontre a equacao da reta tangente neste ponto.

6) Calcule os seguintes limites:

xX—3 \/E—\/§ 23

(b)lim cosa
xX—a X—a
. xS
c) lim = 0
X—>+co €

2

(d) )}1—{{)10 2xe* 0
1
(e) lim 2x x 2
X— 00
. XCoSx—sinx 1
(f) }Clir(l) x3 _§
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Teste da Primeira Derivada )

%Am;i; em‘”

Seja f uma fungao continua e derivavel num intervalo I.

Sabemos que a primeira derivada é a inclinacao da reta tangente a
essa funcao em cada ponto do intervalo I. f

Com a primeira derivada podemos obter informacdes sobre:

Intervalos onde a fungao é crescente ou decrescente

Maximos e Minimos Locais

Veremos nesta aula como obter cada uma dessas informacoes!



Teste da Primeira Derivada ) ;

% Apote oW

Teorema: Sendo f uma funcdo derivavel, f' sua primeira derivada.
Onde f” é positiva, a funcdo f é crescente.

Onde f’ é negativa, a funcdo f é decrescente.

Graficamente, a interpretacao do Teorema acima € a seguinte:

derivada positiva

derivada positiva derivada negativa

P » ! a »
< » € »

|

|
a fungdo crescente b fungdo decrescente C fungdo crescente (] X
no intervalo (a, b) no intervalo (b, ¢) no intervalo (c, d)
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Teste da Primeira Derivada )

A

“ Apoio em

Exemplo: Dada a funcdo
flx) = x? —2x,
determine os intervalos onde a funcdo é crescente e decrescente.

Solugdo: Como f(x) = x? — 2x, temos:
f'(x) =2x— 2.

Vamos descobrir os intervalos de crescimento e decrescimento de f
analisando o sinal de f".

Quando a funcdo 2x — 2 > 0? Paratodo x > 1.

Consequentemente, f é crescente no intervalo (1, +00).
Quando a funcdo 2x — 2 < 0? Paratodox < 1.

Consequentemente, f é decrescente no intervalo (—oo, 1).
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Teste da Primeira Derivada )/

Observe a relacao “derivada positiva resulta em funcao crescente” e
“derivada negativa resulta em fungao decrescente” no grafico da funcdo f do
exemplo anterior.

<

N W

—————————————————————————————

—————————————————————————————

- e — —

_________________

H-I- ~ —

___________________________________________

i 24 e :
| |
(e | :
x <1 I x>1 r<1 I xr>1
funcdo | fungao derivada | derivada
decrescente crescente negativa ! positiva
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Pontos criticos )

% Apoio em W

Definicdo: Um numero ¢ pertencente ao dominio de uma funcdo é chamado de
ponto critico da fungdo f se uma das condigdes é satisfeita:

f'c)=0 ou f'(c) ndo existe.

Portanto, para verificar se um nimero ¢ € um ponto critico de uma
fungao f, precisamos seguir os seguintes passos:

19 Passo: Derive a funcdo f, ou seja, calcule f'(x).

2° Passo: Iguale a derivada a zero, ou seja, verifique se existem valores de ¢
para os quais
f'(c) =0.

39 Passo: Verifique se existem valores de ¢ para os quais f'(c) ndo existe.

Se estes valores de ¢ encontrados estiverem no dominio de f, eles
serao os pontos criticos de f.
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Pontos criticos )

% Apoio em W

Exemplo: Verifique se a funcdo
f(x) = x?+2x — 4.
possui pontos criticos.

Solucao:
1° Passo: Como f(x) = x? + 2x — 4 entdo

f'(x) =2x + 2.

29 Passo: lgualando a derivada a zero, temos:

A derivada se

!/ — — —_
f(x)—0—>2x+2—0—>x— L. anulaemx = —1.
39 Passo: Como f € uma func¢do polinomial, entdo ndo existem pontos onde a
derivada nao existe!

Como ¢ = —1 pertence ao dominio de f e f'(—1) = 0, entdo ele é
um ponto critico de f.

Note que a fungdo f ndo possui outros pontos criticos.
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Pontos criticos )
Exemplo: Verifique se a funcdo
fx) =+x
possui pontos criticos.
Solucao:
1° Passo: Como f(x) = +/x entdo
1
"x) = ——=.
() e
2° Passo: Igualando a derivada a zero, temos:
/ 1 Ndo existem pontos onde a
f (X) =0- Zﬁ =0- ﬂ derivada se anula

39 Passo: Dada a expressdo que define f', percebe-se que ¢ =0 é o Unico
ponto onde a derivada nao existe.

Como ¢ = 0 pertence ao dominio de f e f'(0) ndo existe, entdo ele é
um ponto critico de f.

Note que a fungao f ndo possui outros pontos criticos.
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Maximos e minimos locais )

% Apoio em ¥

Teorema: Seja f uma fungdao derivavel em um intervalo I e ¢ € I um ponto
critico de f.

Se o sinal de f'(x) muda de positivo para negativo em ¢, entdo temos
um maximo local em c.

Se o sinal de f'(x) muda de negativo para positivo em ¢, entdo temos
um minimo local em c.

Se ndo ha mudanca no sinal de f'(x) em ¢, entdo ndo temos um
ponto de maximo nem de minimo local.

y /(&) =0 y

Nem maximo
nem minimo

I\/Iéxin{o local

C X C X c X
Observacao: O Teorema se aplica no caso em que ndo existe a derivada da fungdo f em x = c.
Exemplo: f(x) = |x| ndo é derivavel em x = 0, embora este seja um ponto de minimo.



Maximos e minimos locais

Exemplo: Dada a funcdo
f(x) = x?+2x — 4.
determine o ponto critico e se ele € de maximo ou de minimo.
Solugdo: Calculando f':
f'(x) =2x + 2.

lgualando a derivada a zero:

2x+2=0
2x = —2

x = —1 (ponto critico)

Sinal da derivada:

)y — — — + + +
f :
—1
Como f'(x) muda de negativo para |
positivo, logo x = —1 € um minimo local. T
Grafico de

f






Exercicios

1) Em cada caso, determine os pontos criticos da funcao dada.

(@) f(x) = 2x> + 5x* —10x3 — 15 x=-3,x=0ex=1

(b) () = x5 =0



Exercicios &,

2) Considere a funcdo f(x) = 3x* — 4x3 — 12x% + 5.

Encontre onde a funcao é crescente, decrescente e seus pontos de
maximos e minimos.

Pontos criticos: x = =1, x =0ex = 2 Crescenteem (—1,0) e (2, +x)
Decrescente em (—oo,—1) e (0, 2) Maximo: x =0 Minimos:x = —-1ex =2

Graficode f Grafico de f'
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3) Seja a funcdo f(x) = 3x* — 16x3 + 18x?% definida em R. Encontre os

intervalos onde a funcao seja crescente e decrescente e seus valores de
maximos e minimos.

Exercicios

Pontos criticos: x = 0; x =1ex =3 Crescenteem (0,1) e (3,+2) Decrescenteem (—o0,0) e (1,3)
Maximo local: x = 1 Minimos locais:x = 0ex = 3

f(x) = 3x* — 16x3 + 18x?

f'(x) = 12x3 — 48x? + 36x



oPMq

Exercicios ﬁ%

% Apoig em W

4) Um fabricante de caixas de papelao pretende fazer caixas sem tampas a
partir de folhas quadradas de cartdo com d&rea igual a 576cm?, cortando
guadrados iguais nos quatro cantos e dobrando os lados para cima. Determinar
o lado do quadrado que deve ser cortado para se obter uma caixa com 0 maior
volume possivel.

Resp.:x = 4 cm com 1024 cm?3

24 — 2x
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Exercicios

1) Encontre os valores de maximo e minimos, onde a funcao é crescente e decrescente
dafuncdo g(x) = x + 2sinxem 0 < x < 2.

- 2T 41
Pontos criticos: x = ?,' X =—

3

4
Crescente em [O , %n[ e ?n , 27‘[]

21T 4T
Decrescente em (— ?)

3 ’

;. 4 - 2T
Minimo: x = —&  Maximo: x = 5
3
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% Apote oW

2) Utilize o teste da primeira derivada para determinar onde a funcao dada por
h(x) = x2/3(6 — x)1/3
é crescente, decrescente e seus valores de maximos e minimos.

Pontos criticos: x = 0,x =4ex =6 Crescente em (0, 4) Decrescente em (—o0,0) U (4, +00)
Maximos: x = 4 Minimos: x = 0
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Teste da Segunda Derivada ﬁ%f

% Apote oW

Seja f uma fungao continua e duas vezes derivavel num intervalo I.

Com a segunda derivada de f podemos obter informagdes sobre:

Maximos e minimos locais Concavidade do grafico Pontos de inflexao

y Ponto de inflexao do grafico da
funcdo f, isto é, ponto onde muda a
concavidade do grafico!

10| S A

A
v

a grafico com concavidade voltada b  grafico com concavidade voltada ¢ X
para baixo no intervalo (a, b) para cima no intervalo (b, ¢)

Veremos agora como obter cada uma dessas informacoes:
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Concavidade )

% Apoio em W

Teorema: Sendo f uma funcdo duas vezes derivavel, f'e f'' sua primeira e
segunda derivadas, respectivamente. Entao:

Onde f" for positiva, a concavidade da fungdo é voltada para cima.

Onde f" for negativa, a concavidade é voltada para baixo.

Portanto, para estudar a concavidade do grafico de uma fungao f,
podemos seguir 0s seguintes passos:

1° Passo: Derive a funcdo f, ou seja, calcule f'(x).
2° Passo: Derive a fungdo f', ou seja, calcule f''(x).

39 Passo: Faca o estudo de sinal def "' (x).

Nos intervalos ondef " (x) > 0 a concavidade é voltada para cima e
onde f"'(x) < 0 a concavidade é voltada para baixo.



Concavidade &

Exemplo: Dada a funcdo
flx) = x3,
determine onde a concavidade € para cima e onde € para baixo.
Solugao:
1° Passo: Como f(x) = x3 ento:
f'(x) = 3x2.
2° Passo: Calculando f", temos:

f"(x) = 6x.
39 Passo: Estudando o sinal de f'' temos:
Quando f"'(x) é positiva?
Paratodo x > 0.
Entdo, f € concava para cima em (0, +0).

Quando f"'(x) é negativa?
Para todo x < 0.
Entdo, f é cOncava para baixo em (—o0, 0).

Grafico de f
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Teste da Segunda Derivada )

Apoio em M

Teorema: Seja f uma funcdo tal que f"' seja continua na proximidade de x = c.
Se f'(c) =0ef"(c) <0,entdo f tem um ponto de maximo local em c.
Se f'(c) =0ef"(c) >0, entdo f tem um ponto de minimo local em c.

Portanto, para verivicar se a fungdo f possui maximos ou minimos
locais, fazemos:

19 Passo: Encontre f'(x).
2° Passo: Verifique se existe algum ponto critico de f tal que f'(c) = 0.
39 Passo: Encontre f"'(x).

4° Passo: Analise o sinal de f"'(c).

Se f""(c) < 0 entdox = ¢ é um maximo local.

Se f"(c) > 0 entdox = ¢ é um minimo local.



Teste da Segunda Derivada )

Exemplo: Dada a funcdo

f(x) = x2+2x — 4.
determine seu ponto critico e se ele € de maximo ou de minimo.

Solucao:
19 Passo: Como f(x) = x* + 2x — 4 entdo

f'(x) =2x+ 2.
2° Passo: Como f'(x) = 2x + 2 entdo

ffx)=0-2x+2=0- x=—1.

ponto critico!

39 Passo: Como f'(x) = 2x + 2 entdo

f"(x) = 2.
4.° Passo: Como
f'"(-1)=2>0

Portanto, x = —1 é um minimo local. Grafico de f
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. . =
Pontos de inflexao )/

% Apoio em W

Definicdo: Um ponto P da curva y = f(x) é chamado de ponto de inflexdo se f
é continua no ponto e a curva mudar de cOncava para cima para concava para
baixo ou vice-versa em P.

Portanto, para determinar se o grafico de uma funcdo f possui pontos
de inflexao, fazemos:

1° Passo: Encontre f''(x).
2° Passo: Verifique se f'' troca de sinal em algum nimero x = d.
39 Passo: Verifique se f é continuaem x = d.

4° Passo: Determine as coordenadas (d, f(d)) do ponto de inflexdo.

Se f" troca do sinal positivo para negativo, entdo o grafico de f
esta trocando de cOncavo para cima para concavo para baixo.

Sef"" troca do sinal negativo para positivo, entdo o grafico de f
esta trocando de cdncavo para baixo para concavo para cima.



Pontos de inflexao )

Exemplo: Dada a fungdo
f(x) = x3—6x%+9x — 3.
determine se f possui pontos de inflexao.

Solucao:

(0] .
1% Passo: £ () = 6x — 12.

2° Passo: Sinal de f"":
fro— = = o+ + +

2
39 Passo: Como fé uma funcdo polinomial,
segue que f é continuaemd = 2.
Dos trés passos acima, temos que a
funcdo f possui um ponto de inflexdo d = 2.

49 Passo: As coordenadas do ponto de
inflexao sao dadas por:

P=(2,f(2)=(2-1).

Grafico de f






Exercicios iy

1) Para as funcdes abaixo, determine:
i) osintervalos nos quais f é crescente;
ii) osintervalos nos quais f é decrescente;
iii) os intervalos nos quais f é céncava para cima;
iv) os intervalos nos quais f é céncava para baixo;
v) as coordenadas dos pontos de inflexdo (se existirem);
vi) as coordenadas dos pontos de maximo ou minimo (se existirem);
vii) o esbogo do grdfico da funcdo f utilizando as informacdes obtidas nos

itens anteriores.

(@) f(x) = x* — 4x® Of () = g : 3 (€) F(x) = x* — 4x?
2
O =6-1 @@ =xi—dx (O = g

(x?—=1)



Exercicios

oPMy

&,

LAYLE
e
% Apoio em M

(a) f(x) = x* — 4x3

.
1.

iv.

V.

Vi.

(3, +o)

(—,3)

(—0,0) U (2, +)
0,2)

(0,0) e (2,—16)
(3,—27) (minimo local)

Graficode f



Exercicios

%@i)ég

LAYLE
e

(b) f(x) = (x — 1)°

R

A

(1, +o)
(=, 1)
(1,0)

Graficode f



Exercicios &,
_(x+2)
(c) f(x) = x+ 1)
| A
i. R-—{-1}
iii. (—1,+x)
iv. (—o0,—1)
v. A
vi. A

Graficode f



Exercicios

%@i) y

LAYLE
e
% Apoio em M

(d) f(x) = x? — 4x

\V2

V.

Vi.

(2, +0)
(—00,2)
R
A
A

(2,—4) (minimo local).

Grafico de f



Exercicios

e) f(x) = x* — 4x?

—

Vi.

ii.

(—V2, 0) U (2, +x)
(—oo, —\/E) U (O, \/i)

(=)o)
£8
(~E-5) e (B-3)

(—V2, —4) e (V2, —4) (minimos locais) e

(0,0) (maximo local).

Graficode f



Exercicios

poic em M

(x2+1)

(f) f(x) = (xZ_l)

Vi.

(—=0,-1) U (=1,0)
(0,1) U (1, +0)
(=00, =1) U (1, +o0)
(=1,1)

i

(0,—1) (maximo local)

Graficode f
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Monitorias!! =)
M

Nao esqueca de procurar os monitores do
GAMA para melhor esclarecer suas duvidas!!

Os horarios e locais de monitorias podem se encontrados na pagina do Projeto:

http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/

O GAMA possui monitorias de:
d Pré-cdlculo e Matematica Elementar (e disciplinas equivalentes)
0 ALGA - Algebra Linear e Geometria Analitica (e disciplinas equivalentes)

O Calculo 1, Calculo 1A e Célculo | (e disciplinas equivalentes)

Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo.



