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Importante
I

01 Aconselha-se utilizar a versdo paga do programa
Mathematica ™ ou a versdo de teste por 15 dias.

0 Evite a pirataria.

01 A versdo de teste estd disponivel em
https: / /www.wolfram.com /mathematica /trial /

00 Os pregos das versdes pagas estdo disponiveis em
https: / /www.wolfram.com /mathematica /pricing /
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Derivadas e integrais

4
o Abaixo, a descricdo da integral I(SXZ —X3) :

1 O resultado ndo possui uma constante de integragdo.

0 > Integrate[(3x"2-x"3),x]
3 X'
X = —
4

1 Diferenciando o resultado anterior temos:

[

0 >D[%,x]

—2+4x+2x3



Derivadas e integrais
N

01 Este Ultimo resultado comprova que o cdlculo estd
correto.

0 E também possivel usar o Simplify para retornar ao
integrando original.

0 >Simplify[%]

0 — (=3 +x) x°



Derivadas e integrais
N

0 O comando Integrate também funciona para
integrais definidas, assim como para integrais
multiplas.

1 O NlIntegrate descobre aproximagdes numéricas.

0 Abaixo, uma integral definida:

0 > Nintegrate[Sqrt[2-x*2-x"6],{x,0,1}]
0 1.20566



Equacgdes diferenciais
N

0 Abaixo, hd uma solucdo simbdlica para uma equacdo
diferencial simples com uma condigdo inicial.

0 > DSolve[{y'[x]==a y[x]+1,y[0]==0},y[x],x]

” (o 22




Equacgdes diferenciais
N

1 Abaixo hd uma solugdio numérica para uma equacdo
diferencial ndo-linear.

1 O resultado é uma regra para a fungdo .

0 InterpolatingFunction representa uma funcdo
numérica que contém dados também numéricos
indicados por <>,

0 > result=NDSolve[{y"[t]+0.1 y'[t]==-
Sin[y[t]],y[0]==1,y'[0]==0},y,{t,0,50}]
0 {{y—InterpolatingFunction[{{0.,50.}},<>1}}



Equacgdes diferenciais

0 Vocé pode usar /. para aplicar a regra para a
funcdo Y. Isto cria um grdfico a partir da avaliacdo
de y[x] para um intervalo de valores de x.

0 > Plot[y[x]/.result,{x,0,30}]
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Equacgdes diferenciais
N

0 O cédigo seguinte define uma fungdo f. Repare a
sublinha (underscore) em x_ e o sinal :=.

0 > f[x_]:=Expand[(1+x)*2]

0 E possivel atribuir também varidveis, nimeros ou
expressoes simbdlicas a funcdo f.

0 >{f[x],f[1.1],f[a+b]}

D{ 1 2x: x°, 4.41, 1 2a+ a°: 2b: 2ab: b’



Equacgdes diferenciais
N

1 Se vocé usar x em vez de x_ na definicdo de uma
funcdo g, a definicdo se aplicard somente ¢
expressdo literal g[x] e ndo a todas as expressoes
da forma g[_].

0 > g[x]:=Expand[(1+x)*2]; {g[x],g[1.1],g[a+b]}}

(1+2x+x°, g[1.1], gla+b]}



Equacgdes diferenciais
N

0 Se vocé usar = em vez de :=, o lado direito da sua

definicdo serd calculado imediatamente, em vez de

ser calculado um lado de cada vez que da fungdo.

0 > h[x

]=Expand[(1+x)*2];{h[x],h[1.1],h[a+b]}

0 {1+2x+%x°, 4.41, 1+2 (a+b) + (a+b)?)



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 A andlise marginal é a técnica fundamental da
economia neocldssica e a ferramenta principal para
implementd-la é o Cadlculo Diferencial.

01 A discussdo sobre o Cdlculo inicia-se com a nocdo de
limite.
0 Muitos comandos embutidos no Mathematica ajudam

a calcular numericamente e explorar graficamente
os limites



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 O comando Limit segue a forma Limit[expr, x—a]
que fornece o valor do limite da expressdo expr,
medida em que x se aproxima do valor a.

0 Matematicamente, este comando pode ser descrito
como lIm f(X) .

X—>a
11 Considere os dois exemplos seguintes.

0 Dado y=(3-b~3)/(2-b) calcular lim y (limite de y
b—3
quando b tende a 3):



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N
5 >Limit[(3-b*3)/(2-b),b—> 3]
0 24

0 Ha muitas maneiras de efetuar operacdes envolvendo
técnicas de cdlculo diferencial.

0 A seguir, apresentaremos apenas algumas, no intuito
de ilustrar as aplicacoes mais utilizadas na
Microeconomia.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 Por exemplo, seja f uma funcdo descrita da seguinte
forma: f(y,z)=yz’/(2y+2)

0 >f=y*zA3/(2*y+z)

0 3

2y +z




Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

1 O comando para efetuar uma diferenciacdo é

0 >DIf,x]

1 onde f é a fungdo a ser diferenciada em relagdo a x.
Para diferenciar f em relagcdo a z, o comando deve
ser escrito tal como segue:

o >DIf,z]

O v z° 3y z°
- +

(2y+2z)2 2y +7Z




Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 E possivel também utilizar a notagéo sintética de
derivadas, que utiliza o sobrescrito ‘ para
representar a primeira derivada da funcdo, tal como
segue:

0 > f[z]

3
0O Y Z

[2]

2V +Z



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 Derivadas de ordens mais altas assumem a seguinte
forma

0 DIf, xn]

1 Onde n representa a ordem da diferenciacdo. Assim
sendo, a segunda derivada da funcdo f em relacdo a
z — normalmente chamada de f,_ - é

o >DI[f,z,z]

- 2yz3

(2y+z)3 (2y+z)?2 2y+z



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 De modo andlogo, f,, é dada por:

o >D[f,z,y]
] 4y z> oy z° z> 3 z°

— — +

(2y+2z)3 (2y+2z)? (2y+2z)2 2y+z

0 Também é utilizado a notagdo sintética de derivadas
para funcdo definidas corretamente

0 >yl

77

] 3
1y

2y +z



Cdlculo aplicado a Microeconomia

N
0 >f"[z]

r7

] y23

[2]

2y +z

0o >f"[y,z]

[

r7

3
yz
Ly, z]

2y +zZ



Cdlculo aplicado a Microeconomia

0 Partindo de uma funcdo de custo total, onde Q
representa a quantidade produzida, temos

0 >CT=Q"2-11Q+18
0 18-110+0°

1 Pela equagdo acima, percebe-se que o Mathematica
ordena os polindmios sempre do monémio de menor
para o de maior grau.

0 O custo médio (CME) pode ser obtido dividindo o
custo total (CT) pela quantidade (Q).

0 >CME=CT/Q



Cdlculo aplicado a Microeconomia

0 O custo médio (CME) pode ser obtido dividindo o
custo total (CT) pela quantidade (Q).

0 >CME=CT/Q
0 18-110Q +0Q?
Q

0 O custo marginal é obtido a partir da primeira
derivada do custo total em relagdo Q.

0 >CMG=D[CT,Q]
0 -11+2 Q



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

1 Se considerarmos uma fungdo de producdo com dois
insumos (trabalho e capital), temos:

0 > P=200*K*LA(1/2)
0 200KV L

0 Onde Q representa o produto, K é o capital e L
representa o trabalho. O produto médio é

0 >PME=P/L
O 200K

VL




Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 A produtividade marginal do trabalho é dada pela
derivada parcial da funcdo de produgdo em relagdo
ao trabalho.

5 >PMG=D[PL]
O 100 K

VL




Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

1 A derivada segunda da fungdo de producdo em
relagdo ao trabalho fornece um valor negativo

5 >D[P,L,L]
O 50 K
- 1,3/2

01 Este valor negativo da segunda derivada indica que
a fungdo de produgdo apresenta retornos
decrescentes de escala (retornos marginais
decrescentes, ou seja, cada unidade adicional de
trabalho empregada diminui o produto marginal).



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 Se supusermos que K >0 e L > 0, o resultado
indica que existem retornos decrescentes do fator
trabalho.

0 Para fungdes de produgdo mais complicadas a
andlise grdafica é mais adequada para determinar os
retornos dos insumos.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 Até este ponto nds assumimos que ds varidveis ndo
estdo em fungcdo uma(s) das outra(s).

0 Isto €, em termos matematicos, o comando DI[f, x]
calcula uma derivada parcial da fungdo da fungdo f
com relagdo a x.

1 Se P for, contudo, uma funcdo de L nés teriamos que
tomar a derivada total da fungdo acima com relagdo
a L.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

1 O comando de derivada total tem a mesma forma
do comando da derivada parcial, mas usa Dt, Dt[f,x].

o >Dt[P,L]
1 100K

ey

1200+ L Dt[K, L]




Cdlculo aplicado a Microeconomia

0 No resultado acima, Dt[PL]=dP/dL. Observe que se P
e L sdo independentes um do outro, Dt[PL] = O, a
derivada total é equivalente a derivada parcial e o
resultado é

1 100K

VL




Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 Muitos tipos de integrais podem ser calculadas
usando o comando Integrate.

0 O comando para integrais indefinidas é Integrate
[expr, x] onde expr se refere a expressdo que estd
sendo integrada em relagdo a x.

0 Aintegral K = j80t1/4dt pode ser assim definida:
0 >K = Integrate[80*t*(1/4),1]

0 g4 t>"



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

1 As integrais definidas sdo calculadas de uma das
duas formas seguintes:

0 (a) exata (que utiliza o Teorema Fundamental do
Calculo) ou

0 (b) aproximada (que utiliza métodos numéricos).

0 O comando Integrate [expr, {x,a,b}] calcula o valor
exato, quando for possivel, da integral definida ao
longo do intervalo entre a e b.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 O comando Nintegrate[expr, {x,a,b}] calcula uma
aproximagdo para o valor da integral definida ao
longo do intervalo compreendido entre a e b usando
somente métodos numéricos.

0 Um algoritmo adaptativo é usado para avaliar a
integral, subdividindo o intervalo de integragdo até o
grau desejado de precisdo ser atingido.

11 Considere a seguinte integral

j‘143x4 dx



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 O comando Nintegrate[expr, {x,a,b}] calcula uma
aproximagdo para o valor da integral definida ao
longo do intervalo compreendido entre a e b usando
somente métodos numéricos.

0 Um algoritmo adaptativo é usado para avaliar a
integral, subdividindo o intervalo de integragdo até o
grau desejado de precisdo ser atingido.

11 Considere a seguinte integral

j‘143x4 dx



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 Vamos usar o primeiro método para integrar o
fungdo

0 > Integrate[2*x”4,{x,1,2}]

O 62

D

0 Observe que o Mathematica ndo fornece uma
constante de integracdo.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

1 Considere o nosso primeiro problema de integral
resolvido acima.

1 Se uma condic¢do inicial for conhecida, tal como K =
100 emt = 1, nés poderemos fixart = 1 para
resolver para o termo constante.

0 Para substituir t = 1 em K, o Mathematica possui
muitas fungdes diferentes.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

1 Uma forma simples de substituicdo é usar o comando
de “replacement”, /., que toma a forma
expr/.x—>value, onde x representa o valor a ser
substituido na expressdo , expr.

0 Use o atalho para subscrito [CTRL] + [-] para K.
0 >K;=10-K/.t->1
0 -54

[



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

1 Para completar a solugcdo, vocé pode colocar K mais
a constante de integragdo K;.

0 >K=K+K,
0 _54 + 64 £>/°

1 Um problema econémico comum envolvendo integrais
é derivar a curva de custo total de uma curva de
CMg e uma condigdo inicial conhecida, que é o custo
fixo.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 Seja uma curva de custo marginal dada por
0 > CMG=4*Q”2-32*Q+80
0 80-32Q+4Q°

0 Vamos integrar esta fungdo para obter a fungdo de
custo total:

0 >Integrate[CMG,Q]

[] 4Q3
800-160° +

3



Cdlculo aplicado a Microeconomia
N

0 Observe que nenhuma constante de integragdo foi
fornecida.

0 Em termos econdmicos, a constante de integracdo
representa o custo fixo, que ndo aparece neste caso.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
B

1 Outro exemplo: Vamos resolver a seguinte equagdo
para y: 6xy+30=5y

0 >Solve[6*x*y+30==>5%y,y]

Rl

0 Como vimos, como o Mathematica retorna as

solucoes das equacdoes como uma lista agrupada
ordenadamente, elas ndo podem ser usadas
diretamente como input de outras estruturas
matematicas.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
B

0 Embora uma solucdo seja dada, y = 30/-5+6x ndo é
atribuida (assigned): digitar y gera “y” como
resultado.

0 >y

0 Y

0 Hé& duas técnicas que podem ser usadas para atribuir
valores de solucdo sem digitar ou colar
desnecessariamente.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
B

0 Nés podemos atribuir a solu¢do usando o sinal /.
Recolocando o operador antecedido pelo comando%

1 Dado que as solugdes sdo listas, nds podemos usar
Part ou [[ ]] para “extrair” a solugdo da lista.

0 Vejamos a segunda técnica usando o comando Solve
para resolver um sistema de equacgoes.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
B

0 Inclua a equagdo y + x = 5 com a equagdo anterior
para criar um sistema determinante com duas
equacodes (linearmente dependentes) e duas
incognitas, x e Y.

1 Nés nomeamos o resultado “sols” e aumentamos o
comando Solve com dois colchetes { } para denotar
listas ou equacoes e varidveis.

0 Tal como foi anteriormente atribuido, y, deve ser
apagado antes de resolver o novo sistema.



Cdlculo aplicado a Microeconomia

4|
0 2>y=.
0 >sols=Solve[{x*y+20==y,y+x==20},{x,y}]
0 {{x—>0,y—>20}, {x—>21,y—>-1}}

0 O resultado é composto por duas solugoes
apresentadas em duas listas.

1 Se nds procurarmos uma solucdo ndo-negativa para
y, nés podemos atribuir y a partir da primeira parte
digitando



Cdlculo aplicado a Microeconomia

|
0 >y*=y/.Part[sols,1]
0 y*=20
0 O valor atribuido agora para y é 20.

0 Como atalho, o Mathematica tem um comando First e
um Last que diz para o software para procurar o
primeiro ou o Ultimo grupo na lista de solugdo.

0 >y*=y/.First[sols]

0 y*=20>y*=20



Cdlculo aplicado a Microeconomia
B

0 Estas técnicas também podem ser usadas para
atribuir tanto x e y a partir do primeiro grupo. Nés
podemos usar o operador [[ ]] para atribuir tanto x
como Y.

0 >{x*y*}={x,y/.sols[[1]]

11 Ou ndés podemos usar o operador [ [ ]] para atribuir
somente y pela extragdo do segundo elemento da
primeira lista.

0 >y*=y/.sols[[2]]



Cdlculo aplicado a Microeconomia

1 Como default, o Mathematica procura tanto por
solucdes complexas como reais.

0 Devido ao fato de muitos problemas economicos
requererem solugdes ndo-complexas, nds examinamos
vdrios procedimentos de selecdo ao longo do texto
para eliminar solugoes complexas.



Cdlculo aplicado a Microeconomia
B

01 Considere uma empresa que quer aumentar o
investimento de $2 milhdes por ano para $ 10
milhdes dentro de cinco anos.

0 Qual a porcentagem anual de aumento no
investimento é necessdrio para cada ano?

0 Suponha que exista composicdo anual.

0 Assim, a férmula bdsica para este problema e
resolver a seguinte equagdo para r:

010 =2 (1+r)~.



Cdlculo aplicado a Microeconomia

N N
0 >Solve[20==2%(14+r)"4,r]

f{r--1-10"%, (r--1-110"", {r--1+1i10"%, {r- -1+ 10"%,
0 Antes de atribuir valores, o usudrio pode desejar
eliminar a estrutura de lista que os envolve.

1 Flatten desfaz ou “achata’” listas deletando as chaves
internas (inner braces).

0 O nivel de achatamento (flattening) pode ser
definido com uma opcdo.

0 O comando assume a seguinte forma:



Cdlculo aplicado a Microeconomia

N N
0 >Solve[20==2%(14+r)"4,r]

{r=-1-10"%, (rs-1-110"%, (rs-1+120"%, (r- -1+20"%)

0 Antes de atribuir valores, o usudrio pode desejar
eliminar a estrutura de lista que os envolve.

0 Flatten desfaz ou “achata” listas deletando as chaves
internas (inner braces). O nivel de achatamento
(flattening) pode ser definido com uma opcdo.



Cdlculo aplicado a Microeconomia

0 O comando assume a seguinte forma:

0 Flatten[list, n]

1 onde n representa o nivel de flattening. Para ilustrar,
nés usamos Flatten para eliminar a estrutura do
resultado acima.

o >Flatten[%]

rs-1-10"Y roc1-i10M, rs 1120, rs a1 2 10YY



Cdlculo aplicado a Microeconomia

0 A primeira e a Oltima solugdes sdo as Unicas que ndo
sdo complexas.

11 As outras duas possuem o numero imagindrio i .

01 Esperamos que o resultado seja um nimero real e
portanto somente a primeira escolhas fazem sentido
do ponto de vista econdémico.

0 Para atribuir o valor apropriado a r, os comandos
First ou Last podem ser usados.

o >r=r/.Last[%]
0 -1+ 10
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