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RESUMO

SILVA, Fernanda Batista da. Previsao por Conjuntos Agrupados por K-Means
através do Sistema de Lorenz. Orientador: Fabricio Pereira Harter. 2026. 101 f.
Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Matematica) — Instituto de Fisica e Matema-
tica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2026.

A previsdo por conjuntos (ensemble forecasting) é uma abordagem amplamente
empregada para representar incertezas em sistemas dinamicos sensiveis as con-
dicdes iniciais. Neste trabalho, investiga-se o uso do algoritmo K-means, com
inicializacdo K-means++, no processamento de previsdes por conjuntos geradas
com o modelo de Lorenz, adotado como referéncia para o estudo do comportamento
caotico. O objetivo consiste em verificar se 0 agrupamento, aplicado de forma
independente a cada variavel de estado do sistema, pode identificar trajetorias
representativas com menor erro do que a média aritmética simples do ensemble.
Para isso, foram gerados conjuntos com diferentes numeros de membros e diferentes
magnitudes de perturbagcdo nas condi¢cbes iniciais, permitindo analisar como o
tamanho do ensemble e o nivel de dispersao influenciam o desempenho do método.
O numero de grupos foi definido com base no Coeficiente de Silhueta, e a avaliacdo
dos resultados foi realizada por meio da Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE),
calculada em relacéo a trajetéria de referéncia. Os experimentos foram organizados
em horizontes temporais de curto, médio e longo prazo, com o objetivo de examinar
o comportamento do agrupamento em diferentes estagios da evolucdao do sistema.
Os resultados mostram que o desempenho do método depende da configuracdo do
ensemble e do horizonte de previsdo, apresentando resultados mais favoraveis em
cenarios de dispersao intermediaria, nos quais a média aritmética simples deixa de
representar adequadamente a estrutura do conjunto sem que as trajetérias tenham
se tornado excessivamente dispersas. Os dados obtidos indicam que, nos cenarios
analisados, o K-means pode representar uma alternativa util para a organizacao
e a analise estrutural de previsbes por conjuntos em sistemas caoticos de baixa
dimenséo.

Palavras-chave: previsdo por conjuntos; k-means; modelo de Lorenz; sistemas cadti-
cos.



ABSTRACT

SILVA, Fernanda Batista da. Ensemble Forecasting Clustered by K-Means through
the Lorenz System. Advisor: Fabricio Pereira Harter. 2026. 101 f. Dissertation
(Masters in Mathematical Modeling) — Institute of Physics and Mathematics, Federal
University of Pelotas, Pelotas, 2026.

Ensemble forecasting is a widely used approach for representing uncertainties
in dynamical systems that are sensitive to initial conditions. This study investigates
the use of the K-means algorithm, with K-means++ initialization, in the processing
of ensemble forecasts generated with the Lorenz model, adopted as a reference
for the study of chaotic behavior. The objective is to examine whether clustering,
applied independently to each individual system variable, can identify representative
trajectories with lower error than the arithmetic mean of the ensemble. To this end, en-
sembles were generated with different numbers of members and different magnitudes
of perturbation in the initial conditions, making it possible to analyze how ensemble
size and dispersion level influence the performance of the method. The number of
clusters was defined on the basis of the Silhouette Coefficient, and the results were
evaluated using the Root Mean Square Error (RMSE), computed with respect to
the reference trajectory. The experiments were organized into short-, medium-, and
long-range forecast horizons in order to examine the behavior of clustering at different
stages of system evolution. The results show that the performance of the method
depends on the configuration of the ensemble and on the forecast horizon, with more
favorable results in scenarios of intermediate dispersion, in which the arithmetic mean
no longer adequately represents the structure of the ensemble without the trajectories
having yet become excessively dispersed. The data obtained indicate that, in the
scenarios analyzed, K-means may represent a useful alternative for the organization
and structural analysis of ensemble forecasts in low-dimensional chaotic systems.

Keywords: ensemble forecasting; k-means; Lorenz model; chaotic systems.
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1 INTRODUCAO

A melhoria da precisdo da previsdo do tempo constitui um desafio continuo. As
equacdes que descrevem os fenbmenos da atmosfera sdo néo lineares e apresen-
tam sensibilidade extrema as condi¢cdes iniciais, de modo que pequenas variacdes
podem levar a trajetérias significativamente divergentes ao longo do tempo de integra-
¢éo dos modelos de previsdo (LORENZ, 1963). Essas incertezas, associadas também
a limitagdes como a resolucao finita dos modelos numéricos, as parametrizacées de
processos fisicos e as imprecisdes nas medicdes iniciais, reduzem a confiabilidade
das previsdes, sobretudo em horizontes temporais mais longos (KALNAY, 2003).

A previsdo por conjuntos busca enfrentar essas limitagbes por meio da geragéo
de multiplas simulacées com condi¢des iniciais ou parametros perturbados (LEUT-
BECHER; PALMER, 2008). A variabilidade entre os membros do conjunto reflete o
grau de incerteza associado a previsdo: menor variabilidade indica maior previsibili-
dade, enquanto a média do conjunto tende a ser mais confiavel do que uma previsao
deterministica isolada (KALNAY, 2003). Adicionalmente, estudos contemporaneos re-
afirmam que o mapeamento dessas dispersées em sistemas nao lineares continua
sendo a base para o aprimoramento dos modelos preditivos modernos (BAUER et al.,
2015).

Inspirada na previsdo de Monte Carlo, que utiliza perturbacdes aleatérias para re-
presentar incertezas (LEITH, 1974), esta dissertacdo aplica a previsao por conjuntos
ao modelo de Lorenz, um sistema dindmico de baixa dimenséo capaz de reproduzir
comportamento caético analogo, em termos conceituais, ao da atmosfera (LORENZ,
1963). Reconhecido como um toy model, 0 modelo de Lorenz € particularmente ade-
quado para o estudo de incertezas em sistemas sensiveis as condi¢des iniciais, pois
permite investigar essas questdes em um ambiente matematico controlado e de menor
complexidade (KALNAY, 2003).

Para lidar com a divergéncia e o espalhamento das trajetérias geradas, esta pes-
quisa emprega uma técnica de agrupamento ndo supervisionado via K-means com
inicializacdo K-means++. O método é utilizado para organizar os membros do con-
junto em grupos, empregando o Coeficiente de Silhueta para a definicao dinamica do
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nuamero de grupos (K). O algoritmo busca identificar padroes dinamicos e regimes
de comportamento que a média aritmética simples pode nao representar adequada-
mente, permitindo analisar a previsibilidade em diferentes estagios do regime dindmico
(ARTHUR; VASSILVITSKII, 2007). Nessa perspectiva, investiga-se de que maneira o
nuamero de membros do ensemble influencia a reducéo dos erros e a obtencao de tra-
jetorias representativas em um sistema dinamico caético de baixa dimensao (WILKS,
2011).

Esta dissertacdo esta estruturada em cinco capitulos. No Capitulo 2, apresenta-se
o referencial teérico, abordando os fundamentos da previsao por conjuntos, o modelo
de Lorenz e o algoritmo K-means. No Capitulo 3, descreve-se a metodologia, inclu-
indo a discretizacdo do modelo, a geracédo do conjunto sob diferentes magnitudes de
perturbacédo nas condigdes iniciais (ruido) e as etapas do agrupamento segmentado
por horizontes temporais. No Capitulo 4, sdo analisados os resultados, com énfase na
qualidade dos grupos via silhueta e na reducao relativa do RMSE em relagéo a traje-
toria de referéncia. Por fim, no Capitulo 5, apresentam-se as conclusdes do trabalho
e discutem-se suas limitagoes.

1.1 Objetivo Geral

Avaliar a previsao por conjuntos por meio de aprendizado de maquina nao super-
visionado, com base no algoritmo K-means.

1.2 Objetivos Especificos

» Implementar o modelo caédtico de Lorenz para gerar previsdées por conjuntos,
considerando distintas configuragdes de tamanho de ensemble e magnitudes de
perturbacéo inicial;

* Aplicar o algoritmo K-means++ a cada uma das variaveis dindmicas de forma
isolada, para identificar e agrupar trajetérias com evolu¢des semelhantes no es-
paco de fases;

» Determinar o numero ideal de agrupamentos em cada cendrio operacional a
partir do critério estatistico do Coeficiente de Silhueta;

« Comparar o desempenho preditivo dos centroides gerados pelo agrupamento em
relacdo a média aritmética simples do ensemble, utilizando a métrica do RMSE;

 Avaliar o comportamento e a estabilidade das estruturas agrupadas ao longo de
horizontes temporais de curto, médio e longo prazo.
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1.3 Justificativa

A compreensao do escoamento atmosférico € fundamental para diversas ativida-
des humanas, o que justifica a busca por diferentes estratégias de previsdo. Entre
essas estratégias, destacam-se os modelos numéricos de previsdo de tempo, com-
postos por sistemas de equacgdes diferenciais altamente dependentes das condicdes
iniciais. Nesse contexto, torna-se relevante investigar abordagens que permitam com-
preender e representar, de forma mais informativa, a incerteza associada as solug¢des
desses sistemas, como ocorre na previsao por conjuntos (PALMER, 2006).

Os chamados toy models sao particularmente Uteis para testar novas metodolo-
gias, pois reproduzem caracteristicas dindmicas de sistemas mais complexos com
baixo custo computacional e maior facilidade de interpretagédo (LORENZ, 1963; KAL-
NAY, 2003). Nesse sentido, o0 modelo de Lorenz constitui um ambiente matematico
controlado e conceitualmente adequado para uma investigacao exploratéria, permi-
tindo analisar, em baixa dimensdo, o comportamento de trajetérias sensiveis as condi-
coes iniciais sem a complexidade adicional presente em modelos atmosféricos opera-
cionais. A utilizacao de aprendizado de maquina nao supervisionado, especificamente
do algoritmo K-means++, fundamenta-se em sua capacidade de organizar dados em
grupos com base na proximidade estatistica, identificando padrées que a média sim-
ples do conjunto pode nao representar de forma satisfatéria (ARTHUR; VASSILVITS-
Kll, 2007).

A presente investigacao utiliza a técnica de agrupamento de forma univariada nas
componentes do sistema. Partindo da abordagem de agrupamento de previsdes ja
discutida na literatura (ALHAMED et al., 2002), este estudo analisa como essa técnica
se comporta ao tratar as variaveis de forma independente sob diferentes niveis de ru-
ido e diferentes dimensdes de conjunto. Essa escolha se justifica pela necessidade
de verificar se o algoritmo mantém sua capacidade de identificar trajetorias represen-
tativas quando aplicado individualmente as variaveis X, Y e Z, evitando que a maior
amplitude de oscilagdo de uma componente mascare padrées dinamicos relevantes
das demais (WILKS, 2011).

Dessa forma, a pesquisa busca contribuir para a representagéo e interpretacao da
incerteza inerente a previsao de tempo por conjuntos, propondo um método alternativo
de agrupamento estatistico para organizar suas trajetérias. Além de explorar a viabi-
lidade dessa abordagem em um sistema cadtico simplificado, o estudo também pode
servir de referéncia metodoldgica para investigagdes futuras em modelos atmosféricos
mais complexos, com potencial de ampliar a interpretabilidade dos dados e contribuir
para o aprimoramento da qualidade das previsbes numéricas.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Previsao por Conjuntos

A previsdo numérica do tempo (PNT) utiliza modelos computacionais para simular
a evolugao da atmosfera por meio da resolugcéo de equagdes diferencias que descre-
vem processos fisicos e quimicos, tais como temperatura, pressao e vento (KALNAY,
2003). Entretanto, a atmosfera se comporta como um sistema dindmico néao linear e
altamente sensivel as condi¢des iniciais, de modo que pequenas incertezas no estado
inicial podem ser amplificadas ao longo do tempo, o que limita a precisdo das previ-
sbes deterministicas. Nesse contexto, a previsao por conjuntos busca representar
essa limitagdo de forma probabilistica por meio da geracdo de mdultiplas simulacdes
com variagcdes controladas nas condicdes iniciais e, em alguns casos, nas parame-
trizagbes fisicas, permitindo descrever a evolugao futura em termos probabilisticos, e
nao por uma unica trajetéria deterministica (LEUTBECHER; PALMER, 2008).

Epstein (1969) lancou as bases da previsdo por conjuntos ao formalizar a abor-
dagem estocastico-dinamica. Nesse contexto, as variaveis atmosféricas passam
a ser tratadas ndo como valores fixos, mas como distribuicbes de probabilidade,
reconhecendo-se a existéncia de incerteza inerente ao estado inicial da atmosfera.
Para tornar essa ideia aplicavel, o autor desenvolveu uma formulagdo baseada na re-
presentacdo estocastica de multiplos estados possiveis do sistema, estabelecendo a
nocao de que a previsdao atmosférica pode ser tratada em termos probabilisticos, e
nao apenas deterministicos.

Inspirado por esses avancos, Leith (1974) investigou a habilidade te6rica de previ-
sbes de Monte Carlo como aproximacgao da técnica de previsdo estocastico-dindmica
proposta por Epstein. O procedimento consiste em introduzir perturbacdes aleatérias
nas condicoes iniciais, simulando incertezas associadas a observacao e a analise.
Para testar a eficiéncia estatistica dessa metodologia, Leith utilizou um modelo sim-
plificado de turbuléncia bidimensional. Seus resultados mostraram que ensembles
compostos por poucos membros ja eram capazes de representar parte da incerteza
associada a previsao, indicando a viabilidade pratica da abordagem no contexto das
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limitagcbes computacionais entao existentes.

Toth e Kalnay (1993) representaram um avanco importante ao implementarem o
método de breeding of growing modes no National Meteorological Center (NMC). Essa
metodologia baseia-se em um ciclo iterativo que busca isolar e amplificar os erros de
analise que apresentam maior crescimento dentro do proprio modelo de previsao, si-
mulando a forma como pequenas incertezas evoluem naturalmente na dindmica at-
mosférica. Os autores mostraram que esse procedimento melhora a representacéao
da variabilidade dos estados futuros e constitui uma estratégia dinamica para a gera-
céo de perturbacdes iniciais. Paralelamente, Buizza e Palmer (1995) introduziram o
uso de vetores singulares no European Centre for Medium-Range Weather Forecasts
(ECMWEF) para gerar perturbagdes otimizadas. Diferentemente do método anterior,
os vetores singulares procuram identificar, no espaco de fase, as diregdes associadas
ao maior crescimento do erro em um intervalo de tempo especifico, consolidando o
uso de aproximacgdes lineares locais para a quantificacao de incertezas em sistemas
atmosféricos nao lineares. Esses estudos indicam que a geracao de perturbacgdes ini-
ciais evoluiu de abordagens empiricas para métodos dinamicamente orientados, capa-
zes de representar de forma mais consistente o crescimento do erro (TOTH; KALNAY,
1993; BUIZZA; PALMER, 1995).

Kalnay et al. (1996) lideraram o projeto de Reandlise entre o National Cen-
ters for Environmental Prediction e o National Center for Atmospheric Research
(NCEP/NCAR), utilizando um sistema de assimilagdo de dados mantido fixo ao longo
do periodo de reanalise para criar um banco historico consistente. A assimilacao de
dados consiste no processo matematico de combinar observacdes reais com os re-
sultados do modelo numérico, a fim de obter a melhor estimativa possivel do estado
da atmosfera. Esse trabalho foi fundamental para definir uma base observacional coe-
rente, amplamente utilizada na avaliacdo da qualidade e da dispersao de sistemas de
previsdo. Em continuidade a essa evolugao, Krishnamurti et al. (1999) investigaram o
superensemble multimodelo, uma abordagem que combina diferentes modelos globais
por meio de regressao estatistica ponderada. Os resultados evidenciaram que essa
combinagcao demonstrou capacidade de mitigar vieses sistematicos individuais atra-
vés da atribuicdo de pesos diferenciados a cada componente, reforcando a premissa
de que a diversidade estrutural entre formulagdes dinamicas distintas pode contribuir
para o ajuste estatistico e o estreitamento dos intervalos de erro do conjunto.

No inicio dos anos 2000, Stensrud, Bao e Warner (2000) investigaram como o
namero de membros e a representacdo de processos fisicos afetam a previsdao em
mesoescala, que compreende fendmenos regionais de menor duracdo e maior inten-
sidade. Para isso, utilizaram o Modelo de Mesoescala de 52 Geracao (MM5), sistema
numeérico regional desenvolvido pela Pennsylvania State University em conjunto com
o NCAR para simular eventos atmosféricos de alta resolugdo. Os autores testaram
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variacdes nas condigdes iniciais e nas parametrizacdes fisicas, que sao formulacdes
matematicas utilizadas para representar processos que ocorrem em escalas menores
do que a resolucédo da grade do modelo. Entre essas parametrizacdes, destacam-se
a microfisica, relacionada a formacgéao de nuvens e precipitagdo, e a convecgao, as-
sociada aos movimentos verticais de calor e umidade. Os resultados evidenciaram
gue a incerteza associada a fisica do modelo desempenha papel central na qualidade
da previsao, mostrando que a confiabilidade do sistema depende do equilibrio entre a
guantidade de membros e a fidelidade fisica dos cenarios simulados.

Com o aumento do volume de dados gerados pelos sistemas de previsdo, Alha-
med, Lakshmivarahan e Stensrud (2002) aplicaram analise de agrupamento (cluster
analysis) em dados de ensembles multimodelo. Essa técnica consiste em organizar
um conjunto de dados em grupos (clusters), de forma que elementos pertencentes
ao mesmo grupo sejam mais semelhantes entre si do que em relagédo aos elemen-
tos de outros grupos. Para isso, os autores utilizaram o algoritmo K-means, método
iterativo que particiona as simulagdes em K grupos distintos ao minimizar a distancia
entre cada membro e o centrdide de seu respectivo grupo. A investigagédo revelou
que os membros tendiam a se agrupar prioritariamente de acordo com o modelo de
origem, e nao apenas em fungao das variagdes nas condi¢des iniciais. Esse resultado
indicou que diferengcas nas parametrizagées fisicas dos modelos podem exercer im-
pacto superior ao das incertezas iniciais na estrutura final dos cenarios, evidenciando
a utilidade do agrupamento para diagnosticar a organizacao interna de sistemas de
previséo.

Kalnay (2003) consolidou esses avangos em sua obra, destacando como a inte-
gracao entre técnicas de assimilagdo de dados e métodos probabilisticos elevou a
capacidade de representar a incerteza associada as previsdes atmosféricas. Nesse
contexto, o Filtro de Kalman por Conjuntos (Ensemble Kalman Filter — EnKF) é apre-
sentado como um método estatistico que utiliza o préprio conjunto de previsdes para
estimar a incerteza do estado atual da atmosfera, permitindo um ajuste mais consis-
tente entre 0 modelo e as observagdes. O autor reforga que sistemas de dinamica
nao linear, nos quais pequenas variagdes iniciais podem gerar mudancas significati-
vas no estado futuro, exigem abordagens probabilisticas. Essa perspectiva consolidou
a necessidade de representar as incertezas inerentes ao caos por meio de multiplas
simulagdes, em vez de restringir a previsdo a uma unica trajetéria deterministica. Em
conjunto, esses trabalhos mostram que o avango da previsao por conjuntos depende
tanto do refinamento das condi¢des iniciais quanto da capacidade de interpretar esta-
tisticamente a dispersédo gerada pelo sistema.

Complementando os estudos anteriores, Yussouf, Stensrud e Lakshmivarahan
(2004) realizaram uma analise de agrupamento em dados de previsdao sobre a re-
gido da Nova Inglaterra. O estudo utilizou essa técnica para interpretar a estrutura
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da dispersao (spread) do conjunto, isto €, o grau de incerteza associado a separa-
céo entre as diferentes previsées dos membros. A conclusdo da pesquisa foi que a
diversidade na configuracao fisica dos modelos desempenha papel dominante na cria-
cao dessa dispersdo. Isso sugere que o agrupamento constitui uma ferramenta eficaz
para identificar a sensibilidade do sistema a diferentes processos fisicos, auxiliando
na organizagdo de cenarios que, de outra forma, poderiam parecer excessivamente
dispersos e de dificil interpretacao.

Em 2005, Wilks (2005) aprofundou o rigor estatistico ao detalhar métodos de ve-
rificacdo, como o Indice de Brier, métrica que avalia a conformidade de previsdes
probabilisticas por meio da diferengca média quadratica entre a probabilidade prevista
e o resultado observado. A decomposicao desse indice permite separar a precisdo do
sistema de sua confiabilidade, evidenciando que uma previsao pode apresentar baixo
erro e, ainda assim, carecer de calibracédo estatistica, processo que consiste no ajuste
corretivo das probabilidades previstas para que correspondam de forma fidedigna as
frequéncias reais de ocorréncia observadas historicamente. No mesmo ano, Buizza
et al. (2005) realizaram um estudo comparativo entre os systems do ECMWF, MSC
e NCEP, avaliando a capacidade de cada centro em manter uma dispersao suficiente
para abranger os erros reais da atmosfera. Os resultados indicaram que, embora cada
sistema apresentasse pontos fortes em diferentes horizontes de previséo, todos ainda
enfrentavam o desafio de subestimar a incerteza em determinadas situa¢oes de tran-
sicao atmosférica, resultando em conjuntos subdispersivos, nos quais a dispersao €
inferior ao erro observado (WILKS, 2005; BUIZZA et al., 2005).

Em 2008, Leutbecher e Palmer (2008) discutiram a introducédo de parametrizacoes
estocasticas no modelo global do ECMWEF. Essa metodologia consiste em incorpo-
rar variagdes aleatérias nas parametrizagdes ou tendéncias associadas a processos
fisicos de pequena escala, denominados processos de subgrade, em vez de utilizar
valores fixos. Os autores mostraram que essa abordagem pode elevar a dispersao do
conjunto de forma mais realista e melhorar a confiabilidade das previsdes probabilisti-
cas. Em 2009, Johnson e Bowler (2009) investigaram a necessidade de calibracdo es-
tatistica para corrigir desvios estruturais e sistematicos dos modelos, assegurando que
o intervalo probabilistico estimado guarde correspondéncia matematica direta com a
variabilidade observada. Para isso, utilizaram diagramas de confiabilidade, ferramenta
grafica que relaciona a probabilidade prevista com a frequéncia observada dos even-
tos. O estudo demonstrou que a aplicagdo de técnicas de calibragdo aproxima as
previsdes das frequéncias observadas, reduzindo vieses que poderiam induzir o to-
mador de decisédo ao erro (LEUTBECHER; PALMER, 2008; JOHNSON; SWINBANK,
2009).

No cenario nacional, Calvetti (2011) aplicou o sistema de previsdo por conjuntos
em escala regional, utilizando o modelo Weather Research and Forecasting (WRF)
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para prever eventos extremos de cheia na Bacia do Alto Iguacu. A metodologia em-
pregada envolveu a execucado de multiplas simulagdes que integraram variacdes nas
condicodes iniciais e diferentes configuragdes de fisica do modelo. Os resultados de-
monstraram que a média do conjunto apresentou desempenho superior ao das previ-
sbes deterministicas tradicionais na detec¢ao de picos de inundagéo, evidenciando o
potencial da técnica para o aprimoramento de sistemas de alerta hidrolégico no Brasil
(CALVETTI; SILVA DIAS, 2011).

Em estudo recente, Lamberson et al. (2023) descreveram como o Weather Pre-
diction Center (WPC) passou a organizar grandes volumes de dados em previsdes
de médio prazo. O estudo detalha como a aplicacdo do algoritmo K-means permite
processar e sintetizar conjuntos de aproximadamente 100 simulagdes em um ndmero
reduzido de nucleos representativos. Esse processo viabiliza uma interpretacao mais
agil das trajetérias mais provaveis e das alternativas plausiveis para os dias subse-
quentes. Os resultados evidenciaram que essa organizacao otimiza a comunicacao
da incerteza, permitindo que meteorologistas identifiguem tanto o cenario de maior
consenso quanto cendrios alternativos plausiveis que poderiam ser negligenciados
em uma analise baseada apenas na média simples.

Em outra aplicacéao, Kiel e Colle (2024) compararam diferentes algoritmos de agru-
pamento aplicados ao estudo de ciclones extratropicais. Os autores demonstraram
que a eficacia do agrupamento é fortemente determinada pelos critérios de seme-
lhanca adotados, e ndo apenas pelo algoritmo em si. O estudo concluiu que métricas
que consideram o deslocamento e a morfologia das trajetdrias produzem grupos mais
coerentes e fisicamente interpretaveis. Essa abordagem permite uma caracterizacéao
mais robusta dos diferentes cenarios de evolugédo desses sistemas, reduzindo o risco
de que variagdes naturais de posicionamento prejudiqguem a organizacdo dos mem-
bros e conduzam a interpretacdes equivocadas sobre a intensidade do fenémeno.

Também em 2024, Jennrich et al. (2024) aplicaram o K-means para categorizar
padrdes de circulagao de larga escala, denominados regimes de circulagao. A investi-
gacao demonstrou que a previsibilidade atmosférica esta relacionada a geometria do
conjunto, tornando-se mais favoravel quando as simulacées convergem para grupos
espaciais bem definidos. Para a presente pesquisa, essa observagao € relevante, pois
reforca a premissa de que a organizacao estrutural dos membros pode fornecer um
diagnéstico mais informativo da dinamica do sistema do que uma analise baseada
exclusivamente na média simples.

Ao longo dessa trajetéria, observa-se que a previsdo por conjuntos evoluiu de uma
formulagdo estocéastico-dinamica para um conjunto de técnicas voltadas ndao apenas
a quantificacdo da incerteza, mas também a interpretacao da estrutura interna dos
cenarios simulados. Essa perspectiva € particularmente importante no presente tra-
balho, no qual o interesse recai sobre a organizagao estrutural de trajetérias em um
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sistema dinamico caébtico.

2.2 O Modelo de Lorenz

Entre os sistemas dindmicos néo lineares mais estudados na literatura, destaca-
se o sistema de Lorenz, formado por trés equacdes diferenciais ordinarias que se
tornaram um marco na teoria do caos e no estudo da previsibilidade. Formulado na
década de 1960 no contexto da modelagem simplificada da convecc¢ao atmosférica,
esse sistema evidenciou que mesmo modelos deterministicos de baixa dimenséo po-
dem exibir comportamento aperiédico e sensibilidade extrema as condi¢gdes iniciais
Lorenz (1963). Pela relevancia conceitual e pela riqueza de sua dindmica, esse sis-
tema passou a ocupar papel central na andlise de regimes cadticos e dissipativos
(GHIL; CHILDRESS, 1987).

A relevancia desse modelo decorre do contraste entre a simplicidade de sua for-
mulacao matematica e a complexidade de sua dinamica. Segundo Boyce, DiPrima e
Meade (2024), o sistema serve como protétipo para o estudo de sistemas dissipativos
gue exibem comportamento cadtico, refletindo propriedades essenciais de sistemas
fisicos reais nos quais a néo linearidade impede a obtencao de solucbes analiticas de
longo prazo (GHIL; CHILDRESS, 1987).

Uma caracteristica central do sistema é a sensibilidade extrema as condigdes ini-
ciais. Lorenz (1963) observou que variagdes infinitesimais nos valores iniciais resulta-
vam em trajetérias que divergiam exponencialmente ap6s um curto intervalo de tempo.
Essa descoberta estabeleceu que, em sistemas caobticos, a incerteza intrinseca a ob-
servacao inicial imp6ée uma limitagdo pratica a previsibilidade, uma vez que duas tra-
jetérias que partem de estados arbitrariamente préximos podem divergir significativa-
mente no espaco de fases.

2.2.1 Formulacao Matematica e Parametros Fisicos

As equagdes que governam a dindmica do sistema estabelecem a relagao entre
as taxas de variagao das varidveis de estado no tempo adimensional 7:

dX

Cél—};:rX—Y—XZ 2)
%:XY—ﬂZ (3)

Nessa formulag&o, as variaveis de estado descrevem propriedades associadas a
dindmica de uma célula de conveccéo fluida: X é proporcional a intensidade da cir-
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culacéo convectiva, Y quantifica a diferenca de temperatura entre as correntes ascen-
dentes e descendentes, e Z representa o desvio do perfil vertical de temperatura em
relacdo a um gradiente linear de conducéao (LORENZ, 1963). O comportamento dina-
mico desse sistema é governado por trés parametros adimensionais fundamentais, o,
r e 3, que controlam a transicao entre regimes estaveis e cadticos.

O parametro o representa o numero de Prandtl, definido pela raz&o entre a difu-
sividade momento e a difusividade térmica do fluido. Fisicamente, ele determina a
velocidade relativa com que o momento e o calor se difundem através do fluido; no
modelo classico, utiliza-se ¢ = 10 (LORENZ, 1963; GHIL; CHILDRESS, 1987).

O parametro r corresponde ao numero de Rayleigh reduzido (r = R/R.), no qual
R. representa o numero de Rayleigh critico necessario para o inicio da conveccgao tér-
mica. Este termo atua como o principal parametro de controle do sistema. O numero
de Rayleigh (R) quantifica a instabilidade de uma camada de fluido devido a diferenca
de temperatura entre a base aquecida e o topo resfriado. Quando r € pequeno, o calor
¢ transferido apenas por conducao; contudo, a medida que » aumenta e ultrapassa a
unidade, a flutuabilidade supera a resisténcia viscosa, iniciando 0 movimento convec-
tivo. Para valores elevados, como r = 28 ou r = 32, 0 sistema entra em regime cadtico,
no qual a dissipacao de energia ja nao € suficiente para estabilizar o escoamento em
um estado estacionario (GHIL; CHILDRESS, 1987).

Por fim, 5 € um pardmetro geométrico associado a razéo de aspecto da célula de
conveccao, comumente fixado em 8/3 para representar a estrutura fisica simplificada
proposta originalmente por Lorenz (1963).

2.2.2 Estabilidade e Analise dos Pontos Criticos

A andlise da estabilidade dos pontos criticos serve para mapear os estados de
equilibrio do sistema e entender sob quais condi¢des e limiares de parametros a dina-
mica deixa de ser estavel e transiciona para o comportamento oscilatério ou cadtico.
Esta abordagem constitui etapa fundamental para compreender o comportamento glo-
bal das solugdes. Esses pontos sdo obtidos ao igualar as Equagdes (1), (2) e (3) a
zero. ldentifica-se, inicialmente, o ponto critico na origem, P, = (0,0,0). Por meio da
linearizacdo do sistema e da analise dos autovalores da matriz Jacobiana associada,
demonstra-se que P, € um atrator estavel para r < 1 (GHIL; CHILDRESS, 1987).

Quando o numero de Rayleigh reduzido excede a unidade (r > 1), ocorre uma
bifurcacao na qual I se torna um ponto de sela instavel. Nesse estagio, surgem dois
novos pontos criticos simétricos, denominados P € P:

Pry= (i\/ﬂ(r—l),i B(r—l),r—l) (4)

Esses pontos representam estados de conveccéo estacionaria. Para os valores
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classicos de ¢ = 10 e § = 8/3, os pontos P, e P, permanecem estaveis apenas
enquanto r for menor que o valor critico r. =~ 24,74. Para r > r., esses pontos perdem
a estabilidade por meio de uma bifurcacao de Hopf. Esse fendbmeno caracteriza a
transicdo na qual um ponto de equilibrio estavel se torna instavel e o sistema passa
a exibir comportamento oscilatério persistente. No contexto do presente modelo, esse
limiar marca a passagem de um regime dominado pela convergéncia para pontos fixos
para um regime de comportamento muito mais complexo, no qual as trajetérias deixam
de se estabilizar em estados estacionarios (GHIL; CHILDRESS, 1987).

2.2.3 Divergéncia de Trajetorias e Regimes Dinamicos

A investigacao da previsibilidade no sistema é apresentada por Huang e Yang
(1996) por meio da anélise comparativa de trajetérias em dois regimes dindmicos dis-
tintos. As autoras utilizam simulagdes numéricas para detalhar como a topologia do
espaco de fases condiciona a evolugao temporal do erro. O protocolo experimental
fundamenta-se na integracado das equacoes de estado a partir de uma condicao inicial
de referéncia (X = 1,0; Y = 3,0; Z = 5,0), comparando a evolu¢ao dessa trajetoria de
controle com uma trajetéria submetida a uma perturbacao inicial.

No regime nao linear estavel (r = 10), as solugcbes do sistema encontram-se sob
a forte influéncia atratora dos pontos criticos estaveis P, e P,, definidos na Equacéo
(4). Conforme descrito pelas autoras, ao introduzir uma perturbagcéo nas condicoes
iniciais de magnitude 10!, a divergéncia entre as trajetérias cresce de forma lenta e
previsivel (Figura 2b). Nesse estado, a dindmica permanece confinada a uma regiao
do espaco de fases na qual a linearizagdo do modelo ainda constitui uma aproximacao
vélida por intervalos relativamente longos de integragdo. Esse comportamento indica
que a estabilidade estrutural do sistema atenua a propagacao das incertezas iniciais.

Por outro lado, no regime caético (r = 32), o sistema evolui sobre um atrator es-
tranho, descrito por Boyce, DiPrima e Meade (2024) como uma estrutura geométrica
de natureza aperiddica e alta complexidade. Huang e Yang (1996) descrevem que,
partindo de condi¢des iniciais idénticas as do regime estavel, a mesma perturbacao
inicial desencadeia uma separacao exponencial e abrupta das trajetérias (Figura 2a).
Esse fenbmeno ocorre em razdo da instabilidade intrinseca do atrator: ao orbitar um
dos l6bulos, a trajetoria atinge regides de sela nas quais pequenas diferencas na po-
sicao atual podem determinar se o sistema permanecera no I6bulo vigente ou se sera
repelido em direcao ao Iébulo oposto.

Essa alternancia aperiédica entre os |6bulos caracteriza a perda de previsibilidade
deterministica. Huang e Yang (1996) ressaltam que, no regime cadtico, a distancia
entre trajetérias vizinhas no espaco de fases € governada pelo maior expoente de Lya-
punov (\;). Isso implica que qualquer incerteza na andlise inicial, independentemente
de sua magnitude, tende a dominar a solugdo ap6s um tempo finito, cuja ordem de
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grandeza é frequentemente associada a t ~ 1/, (HUANG; YANG, 1996). A estrutura
bimodal do atrator, conhecida como “asas da borboleta”, impde que, em horizontes
temporais superiores a esse limite, o sistema apresente estados estatisticamente di-
vergentes.

Figura 1 — Representacéao tridimensional do atrator estranho de Lorenz no espaco de fases
(X,Y, Z) para o regime cadtico (r = 32), evidenciando a estrutura bimodal conhecida como
asas da borboleta.

20 -10 -10 0 10 10 20 20

Fonte: Autoria propria.

De acordo com Wilks (2011), essa bimodalidade cria um cenario critico para a
estatistica da previsdo. Como as trajetorias tendem a se concentrar preferencialmente
nas regioes que circundam os pontos de equilibrio instaveis P, e P,, a média aritmética
das trajetérias, ou do ensemble, pode se posicionar na regido central entre os dois
I6bulos. Esse posicionamento resulta em um estado médio localizado em uma regido
de baixa densidade probabilistica, pouco representativa da estrutura dinamica mais
provavel do sistema. Essa caracteristica reforca que a estabilidade e a confiabilidade
das previsdes dependem intrinsecamente do parametro de forcante térmica r.
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Figura 2 — Divergéncia de trajetérias no modelo de Lorenz nos regimes (a) cadtico (r = 32) e
(b) ndo linear estavel (r = 10). A simulagéo apresenta a evolugdo temporal das variaveis de
estado (X, Y, Z) a partir da condicao inicial de controle (linha sélida) e da condicao perturbada
em 10! (linha tracejada).

(a) Regime cadtico (r=32)
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Fonte: Autoria prépria a partir da metodologia descrita por Huang e Yang (1996).

A analise desse sistema € particularmente relevante para a presente pesquisa por-
que oferece um ambiente matematico controlado no qual a sensibilidade as condi¢des
iniciais, a multimodalidade das trajetdrias e a limitacdo da média simples podem ser
investigadas de forma explicita. Vale destacar que a aparente similaridade visual ob-
servada na evolucao temporal das varidveis Y e Z no regime caético (Figura 2a) ndo
constitui mera coincidéncia, mas reflete o forte acoplamento dindmico nao linear do
sistema; a variagao temporal de Z depende diretamente do produto das amplitudes
de X e Y, fazendo com que as orbitas alternadas em torno dos lébulos do atrator
manifestem comportamentos oscilatérios sincronizados e correspondentes no tempo.
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Assim, o modelo fornece uma base conceitual apropriada para avaliar estratégias de
representacao de ensembles em regimes dinamicos distintos.

2.3 Aprendizado de Maquina Nao Supervisionado

O Aprendizado de Maquina (Machine Learning) consiste no desenvolvimento de
métodos estatisticos e computacionais capazes de identificar relagées, regularida-
des e estruturas a partir de amostras, permitindo realizar inferéncia ou previsdao sem
a necessidade de uma modelagem explicita baseada exclusivamente em principios
deterministicos (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009). Dentro desse campo, 0
aprendizado n&o supervisionado caracteriza-se por lidar com conjuntos de dados nos
quais nao ha variaveis de saida previamente definidas, tendo como objetivo principal
descobrir propriedades intrinsecas a distribuicao dos dados (BISHOP, 2006).

Diferentemente do aprendizado supervisionado, no qual o modelo € ajustado a
partir de pares entrada—saida conhecidos, o aprendizado ndo supervisionado busca
descrever a estrutura interna do conjunto de observacdes, podendo ser interpretado
como um problema de modelagem de distribuicdes de probabilidade, reducao de di-
mensionalidade ou identificagdo de agrupamentos naturais.

Uma das tarefas mais comuns dentro desse paradigma € o agrupamento de dados,
ou clustering. O objetivo do agrupamento consiste em particionar um conjunto de ob-
servagdes em subconjuntos, de modo que elementos pertencentes ao mesmo grupo
apresentem alta similaridade entre si, enquanto elementos de grupos distintos sejam
tao diferentes quanto possivel. Essa similaridade é normalmente definida por meio
de métricas de distancia no espaco de atributos, sendo a distancia Euclidiana uma
escolha frequente em problemas continuos, embora outras métricas também possam
ser utilizadas, dependendo da geometria do espaco de dados (HASTIE; TIBSHIRANI;
FRIEDMAN, 2009).

Sob uma perspectiva probabilistica, muitos métodos de aprendizado de maquina
nao supervisionado podem ser interpretados como técnicas de estimacao de densi-
dade, nas quais o objetivo consiste em identificar regides do espaco de estados em
gue as observacdes se concentram com maior probabilidade. No contexto de algorit-
mos de agrupamento baseados em centrdides, essa concentracdo de pontos pode ser
representada por um numero finito de centros ou representantes, permitindo uma re-
presentacdo sintética de conjuntos de dados de alta dimensionalidade (BISHOP, 2006;
JAIN, 2010).

A capacidade de organizar informag¢des com base exclusivamente na estrutura
geométrica dos dados torna o aprendizado ndo supervisionado particularmente ade-
quado a analise de sistemas dinamicos complexos e multidimensionais. Nesses ca-
s0s, a identificagao de padrdes recorrentes ou de regimes dindmicos distintos pode ser
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realizada sem a necessidade de rétulos prévios, o que favorece a aplicacdo de méto-
dos de particionamento voltados a identificagéo de regimes e padrées recorrentes. No
presente trabalho, esse interesse recai sobre a identificacdo de estruturas recorrentes
nas trajetérias produzidas por ensembles em um sistema dinadmico cadtico.

Entre os métodos de agrupamento mais utilizados nesse contexto, destaca-se o
algoritmo K-means, amplamente empregado em problemas de particionamento de
dados continuos em razao de sua simplicidade computacional e de sua interpreta-
bilidade. Em virtude de sua relevancia para a presente pesquisa, esse método é
detalhado na subsec¢éao a seguir.

2.3.1 Algoritmo K-means e Critérios de Agrupamento

O algoritmo K-means é um dos métodos mais utilizados para a realizacédo de agru-
pamentos (clustering) em problemas de aprendizado de maquina nao supervisionado.
Seu objetivo consiste em particionar uma amostra de observacées em K grupos dis-
tintos, de modo que os elementos pertencentes ao mesmo grupo apresentem alta
similaridade entre si, enquanto elementos de grupos diferentes sejam tao distintos
qguanto possivel. Esse processo é realizado por meio da minimizagao da variabilidade
interna de cada grupo, representada por uma funcao de erro baseada na distancia en-
tre as observagdes e seus respectivos centréides (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN,
2009; BISHOP, 2006).

Historicamente, o desenvolvimento do algoritmo decorreu de contribuicées suces-
sivas ao longo da década de 1960. Um dos primeiros métodos relacionados foi apre-
sentado por Forgy (1965), seguido pela formulacdo proposta por MacQueen (1967),
que introduziu o termo K-means e descreveu uma abordagem baseada na atualiza-
cao sequencial dos centrdides a medida que novas observagdes eram processadas.
Nesse método, cada nova observacgao era atribuida ao centroide mais préximo e, em
seguida, o centrdide correspondente era atualizado com base na média das observa-
¢Oes pertencentes ao grupo.

Posteriormente, Lloyd (1982) apresentaram uma formulagéo alternativa baseada
em processamento em lote (batch), que se tornou a versdo mais difundida do algo-
ritmo. Nessa abordagem, todas as observacdes sao inicialmente atribuidas ao cen-
tréide mais préximo e, somente apds essa etapa, os centrdides sdo recalculados com
base na média dos pontos pertencentes a cada grupo. Esse processo iterativo pode
ser interpretado como um problema de quantizagcédo vetorial que busca minimizar a
soma dos erros quadraticos dentro dos grupos.

Formalmente, o objetivo do algoritmo consiste em minimizar a fungcdo conhecida
como Soma dos Quadrados Intra-Grupos (Within-Cluster Sum of Squares — WCSS):
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K
wess =33 lla — (5)

j=1 z;,€C;

onde C; representa o conjunto de pontos pertencentes ao cluster j, z; representa
uma observagdo do conjunto de dados e y; corresponde ao centréide do cluster j,
definido pela média aritmética das observacdes atribuidas a esse grupo.

Do ponto de vista geométrico, o K-means realiza uma particdo do espaco de atribu-
tos conhecida como Tesselacdo de Voronoi. Cada centroide atua como o gerador de
uma célula poligonal (ou hiperbdlica em dimensdes superiores), delimitando regides
em que qualquer ponto contido em seu interior esta matematicamente mais préximo
daquele centro do que de qualquer outro centro concorrente. Como o algoritmo realiza
uma busca gulosa local através de descida de coordenadas, o formato das fronteiras
de decisdo é estritamente linear, 0 que implica que o método assume implicitamente
gue 0s agrupamentos naturais dos dados possuem uma simetria esférica e distribui-
cao aproximadamente isotrépica no espaco amostral (BISHOP, 2006).

A minimizagdo dessa fungdo ocorre por meio de um procedimento iterativo com-
posto por duas etapas principais: atribuicdo e atualizagdo. Inicialmente, cada obser-
vacao é atribuida ao centréide mais préximo, de acordo com uma métrica de distan-
cia, geralmente a distancia Euclidiana. Em seguida, os centroides sédo recalculados
como a média das observagdes pertencentes a cada grupo. Esse processo é repetido
até que os centroides se estabilizem ou até que um critério de parada seja atingido
(BISHOP, 2006; HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009).

De forma geral, o funcionamento do algoritmo pode ser descrito por meio do se-
guinte ciclo operacional:

1. Inicializacao: definicdo de K centroides iniciais no espago de dados;

2. Atribuicado: cada observacdo x; € associada ao cluster cujo centroide ;; mini-
miza a distancia ||z; — u;l|;

3. Atualizacao: os centroides sao recalculados como a média dos pontos perten-
centes a cada cluster;

4. Convergéncia: as etapas anteriores sao repetidas até que as atribuicdes dos
pontos ndo se alterem ou até que a reducao da fungao de erro se torne insignifi-
cante.

Apesar de sua simplicidade computacional e eficiéncia, o algoritmo apresenta limi-
tacdes importantes. Uma delas esta relacionada a necessidade de definir previamente
o numero de clusters K. A escolha inadequada desse parametro pode levar a agru-
pamentos pouco representativos da estrutura dos dados. Para auxiliar nessa deciséo,
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diferentes critérios de avaliacdo podem ser utilizados (JAIN, 2010; HASTIE; TIBSHI-
RANI; FRIEDMAN, 2009).

Um dos métodos mais conhecidos € o Método do Cotovelo (Elbow Method), cuja
fundamentacao conceitual de classificacao baseada em quebras de variancia remete
ao trabalho pioneiro de Thorndike (1953), e que consiste em analisar a variacao do
WCSS em funcdo do numero de clusters. Nesse método, adaptado posteriormente
para a validagao do algoritmo geométrico de agrupamento, o valor ideal de K é fre-
quentemente associado ao ponto de inflexao da curva, a partir do qual a redugéao da
funcéo de erro interna passa a ocorrer de forma menos acentuada.

Outra métrica amplamente utilizada para avaliar a coesao e a separagéo das parti-
cOes geradas é o Coeficiente de Silhueta (Silhouette Score), proposto por Rousseeuw
(1987). Esse indice mede simultaneamente a proximidade interna e a distancia entre
clusters, permitindo avaliar quao adequadamente cada observacéao foi alocada. Para
cada ponto i, 0 coeficiente de silhueta é definido como

b(z) — a(i
s() = mai{)a(i),(b()i)}
onde a(i) representa a distdncia média entre o ponto i e todos os outros pontos
pertencentes ao mesmo cluster, enquanto b(i) representa a menor distancia média
entre o ponto i e 0s pontos pertencentes aos demais clusters. O valor de s(i) varia
no intervalo [—1, 1], sendo que valores préximos de 1 indicam boa separagéo entre
clusters, ao passo que valores proximos de 0 sugerem sobreposicao entre grupos.

(6)

2.3.1.1 Otimizag&o da Inicializagdo: o método K-means++

Uma limitagdo conhecida do algoritmo K-means esta associada a escolha dos cen-
troides iniciais, pois diferentes inicializagdes podem conduzir a solugbes distintas em
raz&o da presenga de multiplos minimos locais na fun¢ao objetivo. Para reduzir essa
sensibilidade, Arthur e Vassilvitskii (2007) propuseram o algoritmo K-means++, que
introduz um procedimento probabilistico para selecionar centroides iniciais mais bem
distribuidos no espaco de dados.

Nesse método, o primeiro centroide € escolhido aleatoriamente entre as observa-
cbes. A selecado dos centroides subsequentes ocorre de forma probabilistica, onde
a chance de qualquer ponto candidato ser escolhido é diretamente proporcional ao
qguadrado da distancia até o centroide mais préximo que ja tenha sido estabelecido.
Formalmente, a probabilidade P(z) de selegdo de um ponto x pertencente ao conjunto
total de observagdes X é dada por

D(x)
Zx’EX D(‘T/)2
onde D(x) representa a distancia entre o ponto em anélise = e o centroide mais

P(x) = (7)
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proximo ja selecionado, enquanto o termo z’ no denominador atua como uma variavel
de indexagéo para realizar o somatério de todas as distancias quadraticas de cada
elemento contido no conjunto X. Esse procedimento favorece a escolha de centros
iniciais mais espacados, o que tende a melhorar a adequacao do ajuste estrutural e a
acelerar a convergéncia do algoritmo.

2.3.1.2 Exemplo de Aplicacdo em Sistemas Meteorologicos

Para ilustrar a viabilidade operacional deste método no processamento de dados
geofisicos, cita-se o cenario classico de previsdo de trajetorias de ciclones extratropi-
cais ou frentes frias a partir de modelos de grande escala de circulacao geral. Quando
um modelo operacional estendido gera um macro-ensemble de 50 ou 100 membros
simulados para os préximos 10 dias, a dispersao fisica das coordenadas espaciais
dos centros de baixa pressao tende a aumentar exponencialmente devido a nio line-
aridade dos fluidos geofisicos.

Ao aplicar o algoritmo K-means++ tomando como vetor de atributos as matrizes
temporais de latitude e longitude dos centros de tempestade em cada instante de in-
tegracao, o algoritmo é capaz de segregar as simulagcbées em cenarios mutuamente
exclusivos. Se o Coeficiente de Silhueta apontar de forma estavel para K = 2, o me-
teorologista obtém um diagnaostico binario: o Cluster 1 pode concentrar membros que
indicam um deslocamento rapido do sistema meteoroldgico em direcao ao oceano,
enquanto o Cluster 2 pode agrupar trajetérias lentas continentais, associadas a blo-
gueios atmosféricos regionais. Em vez de calcular uma média aritmética simples entre
essas duas tendéncias opostas, o que resultaria em uma trajetéria média artificial lo-
calizada sobre o litoral, onde nenhum membro de fato simulou, a analise baseada em
centroides preserva as duas estruturas dindmicas alternativas perfeitamente plausi-
veis (ALHAMED; LAKSHMIVARAHAN; STENSRUD, 2002).

2.3.1.3 Dinamica de Ensembles e Representacao por Centroides

No contexto da previsdo por conjuntos aplicada a sistemas cadticos, diferentes
simulacdes sao realizadas a partir de condigdes iniciais levemente perturbadas com o
objetivo de amostrar o crescimento das incertezas e mapear a dispersao probabilistica
das trajetorias no espaco de fases. Tradicionalmente, uma forma usual de sintese
da previsdo consiste em utilizar a média simples das trajetérias do ensemble. Essa
abordagem baseia-se na premissa de que erros individuais tendem a se compensar
qguando considerados de forma agregada, embora isso nao assegure, em todos os
casos, a representacao mais aderente a trajetoria de referéncia.

Entretanto, estudos na area de previsao numérica do tempo mostram que a média
do ensemble pode produzir estados suavizados e, em algumas situacoes, fisicamente
pouco plausiveis, especialmente quando os membros divergem para diferentes re-
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gides do espaco de fases (TOTH; KALNAY, 1993; LEUTBECHER; PALMER, 2008).
Nesses casos, a média aritmética pode resultar em um estado localizado em regides
de baixa densidade de probabilidade (WILKS, 2011).

Uma alternativa consiste em empregar técnicas de agrupamento para identificar
subconjuntos de membros do ensemble que compartilham evolugcées dindmicas se-
melhantes. Nesse contexto, os centroides dos clusters podem ser utilizados como
representantes de trajetérias predominantes do sistema, preservando caracteristicas
dindmicas que podem ser atenuadas pela média simples. Ainda assim, essa repre-
sentacao deve ser compreendida como uma forma de sintese estrutural do conjunto,
e ndo como garantia a priori de reducdo do RMSE em relacdo a média aritmética
(ALHAMED; LAKSHMIVARAHAN; STENSRUD, 2002; JAIN, 2010).

Para avaliar quantitativamente o desempenho dessas previsbes em relacéo a tra-
jetoria de referéncia, utiliza-se com frequéncia a métrica da Raiz do Erro Quadratico
Médio (Root Mean Square Error — RMSE), definida como

M
RMSE — J % S (prens — Treps)? (8)
=1

onde z,,..,, representa o valor previsto pelo modelo, z,.;; corresponde ao valor
observado ou de referéncia e M representa o numero total de observacdes conside-
radas. O RMSE penaliza erros de maior magnitude e constitui uma das métricas mais
utilizadas na avaliagdo de modelos de previsdo em meteorologia e ciéncias atmosféri-
cas (WILKS, 2011).

Dessa forma, o aprendizado n&do supervisionado fornece os fundamentos matema-
ticos necessarios para investigar a organizagdo geométrica das trajetorias de um en-
semble. No contexto desta dissertacao, o algoritmo K-means++ é aplicado para iden-
tificar a assinatura topolégica e a distribuicao estrutural dos membros gerados pelas
integracbes numéricas, permitindo comparar a representacao fornecida por centroi-
des com aquela obtida pela média simples do conjunto, com base no comportamento
das trajetérias e na avaliagdo do RMSE em relacao a solucao de referéncia (BISHOP,
2006; HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009; JAIN, 2010).



3 METODOLOGIA

Este capitulo descreve os procedimentos numéricos e estatisticos adotados para
analisar, no sistema de Lorenz, diferentes formas de representacao de previsdes por
conjuntos e comparar, em distintos cenarios experimentais, a média aritmética do en-
semble com trajetorias representativas obtidas por agrupamento via K-means++. A
metodologia foi organizada em etapas sucessivas, que incluem a integragdo nume-
rica da trajetoria de referéncia, a geracao dos membros perturbados, a segmentacéao
temporal das trajetérias, o agrupamento segregado por variavel em cada horizonte e
a avaliagdo quantitativa dos estimadores por meio de métricas de erro.

A Figura 3 apresenta, de forma sintética, o fluxograma das etapas metodologicas
empregadas neste estudo.



36

Figura 3 — Fluxograma das etapas metodoldgicas adotadas neste estudo.

ETAPAS METODOLOGICAS DO ESTUDO

Y
1. INTEGRACAO
Trajetdria de referéncia
2001 pontos

Configuracao:

LSODA, At = 0,01, t € [0, 20]
[Xo, Yo, Zo] = [1,3, 5]

c=10, 3=8/3, r =28

Y

Y , Configuracao:

2. GERAGAO DO ENSEMBLE Perturbagao inicial V'(0,07)

Perturbacdes de Monte Carlo N € {15,50,100}
o, € {1074,1073,1072}

Y

Y

Horizontes:

3. SEGMENTACAO TEMPORAL Curto: [0, 6)
Separagao em 3 janelas Médio: [6,13)
Longo: [13, 20]

\4
4. K-MEANS++ POR VARIAVEL
Para cada variavel X,Y e Z
K € {2,3,4,5} via silhueta

Y
5. AVALIACAO
RMSE da média e do centroide de menor RMSE
Calculo da reducao relativa do RMSE

Fonte: Autoria propria.

3.1 Integracao Numérica do Modelo de Lorenz

A dinamica temporal do sistema de Lorenz foi obtida por integracdo numérica do
sistema de equacoes diferenciais ordinarias definido por Lorenz (1963). Para esse pro-
pdsito, utilizou-se a funcdo odeint da biblioteca SciPy, a qual emprega internamente
o integrador LSODA, amplamente utilizado na resolucao de sistemas nao lineares e
capaz de alternar automaticamente entre métodos adequados a regimes rigidos e nao
rigidos (HINDMARSH, 1983; PETZOLD, 1983).

As integracdes foram realizadas no intervalo temporal adimensional ¢ € [0, 20], com
armazenamento das solugdes em 2001 instantes igualmente espacgados, correspon-
dendo a uma resolucao temporal de saida de At = 0,01. Ressalta-se, entretanto, que
esse valor representa o espagamento entre os pontos armazenados da solu¢do, e ndo
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necessariamente o passo interno efetivo do integrador, uma vez que o LSODA utiliza
controle adaptativo de passo durante o processo de integracao.
A condicao inicial de referéncia adotada foi

Xo = (X07}/E)720) = (17375)a (9)
enquanto os parametros do sistema foram fixados nos valores classicos
8
o =10, ,825, r =28, (10)

0s quais caracterizam um regime caético amplamente utilizado na literatura (SPAR-
ROW, 1982).

A trajetdria obtida a partir dessa configuragéo foi considerada como trajetéria de
referéncia, isto €, a solucao produzida a partir da condicao inicial nao perturbada. Essa
trajetdria foi utilizada como base para a avaliacao do erro dos estimadores construidos
a partir do ensemble (WILKS, 2011).

3.2 Geracao do Ensemble

A representacao da incerteza nas condic¢des iniciais foi realizada por meio da cons-
trucdo de um ensemble de trajetérias perturbadas. Cada membro do conjunto foi ge-
rado a partir da adicdo de uma perturbacao aleatoria gaussiana a condigao inicial de
referéncia. Neste trabalho, essa perturbagéo inicial sera, doravante, referida também
como ruido, sem mudanca no significado adotado no estudo. Assim, a condi¢ao inicial
do membro m foi definida por

x{™ = xq +n™, (11)

(m

em que x, ) representa a condigao inicial do membro m do ensemble e n™ é um
vetor aleatério com distribuigao

n"™ ~ N(0,0715), (12)

sendo I3 a matriz identidade de ordem 3 e o,, 0 desvio-padrdo da perturbagao inicial
aplicada as componentes X, Y e Z. Essa formulagdo segue a légica classica da
previsao por conjuntos, na qual perturbacées nas condi¢des iniciais sdo utilizadas
para representar incertezas de analise e observacédo (LEITH, 1974; TOTH; KALNAY,
1993; KALNAY, 2003).

A escolha de uma perturbacdo gaussiana com meédia nula implica que, em mé-
dia, ndo se introduz deslocamento sistematico da condicdo inicial de referéncia em
nenhuma direcao especifica do espaco de estados. Em vez disso, a perturbacao atua
como mecanismo de dispersao inicial controlada em torno da trajetéria de referéncia,
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permitindo avaliar como pequenas diferencas impostas ao estado inicial evoluem sob
a dindmica do sistema.
Foram considerados trés niveis de perturbacéao:

o, € {107%,107%, 1072}, (13)

permitindo avaliar a sensibilidade do agrupamento e dos estimadores comparados a
diferentes magnitudes de incerteza inicial. Além disso, o tamanho do ensemble foi
variado segundo as configuracdes

N € {15, 50, 100}, (14)

de modo a investigar o efeito do tamanho do conjunto na identificagdo de padrdes di-
namicos e na estabilidade dos agrupamentos (STENSRUD et al., 2000; WILKS, 2011).

Cada membro do conjunto foi integrado individualmente no mesmo intervalo tem-
poral da trajetéria de referéncia, preservando os mesmos parametros do sistema e a
mesma malha temporal de saida. Dessa forma, as diferencas entre as trajetérias do
ensemble decorrem, do ponto de vista do experimento, exclusivamente das perturba-
¢Oes introduzidas na condigdo inicial.

Com o objetivo de assegurar reprodutibilidade numérica e comparabilidade direta
entre 0s cenarios experimentais, foi adotada uma semente pseudoaleatoéria fixa (seed
= 42). Para cada combinacdo entre tamanho do ensemble e magnitude de pertur-
bacao inicial, o ensemble foi gerado uma unica vez a partir dessa mesma semente,
sendo posteriormente analisado nos trés horizontes temporais definidos no estudo.
Dessa forma, curto, médio e longo prazo correspondem a recortes temporais distintos
de uma mesma realizagdo do ensemble in cada cenario experimental. Essa escolha
permite que a comparagao entre horizontes, magnitudes de perturbagédo e tamanhos
de conjunto seja conduzida sobre uma base numérica estavel e explicitamente re-
produzivel. Ressalta-se, contudo, que os resultados correspondem a uma realizacao
especifica do processo de perturbagao aleatéria, o que limita a generalizacao estatis-
tica dos resultados e deve ser considerado na interpretacao do alcance metodolégico
do estudo.

3.3 Definicao dos Horizontes Temporais

A analise foi segmentada em trés horizontes temporais, definidos operacional-
mente a partir dos intervalos de tempo utilizados no processamento numerico:

e Curto Prazo: 0 <t < 6;

» Médio Prazo: 6 <t < 13;
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* Longo Prazo: 13 <t < 20.

Esses intervalos foram escolhidos com o objetivo de distinguir fases com diferen-
tes padroes de dispersdo e organizacao das trajetorias: uma fase inicial de menor
separacao entre os membros, um estagio intermedidrio em que a divergéncia entre
trajetérias se torna mais evidente e um estagio tardio em que a evolugdo do conjunto
passa a refletir de forma mais intensa a geometria global do atrator (SPARROW, 1982;
WILKS, 2011). Trata-se, portanto, de janelas operacionais definidas para contrastar
regimes progressivos de disperséo, adotadas para fins de comparacdo metodoldgica.

No processamento computacional, esses horizontes foram implementados a par-
tir de recortes sobre a malha temporal total. Considerando a discretizagdo ado-
tada, os intervalos corresponderam aos subconjuntos de indices [0,600), [600, 1300)
e [1300, 2000), respectivamente. Dessa forma, a analise quantitativa e o agrupamento
foram realizados separadamente em cada uma dessas janelas, permitindo compa-
rar o desempenho dos estimadores em diferentes estdgios da evolugao dindmica do
sistema.

3.4 Estrutura dos Dados para Agrupamento

O agrupamento foi realizado de maneira independente e segregada para cada uma
das variaveis de estado do sistema de Lorenz, isto é, X, Y e Z. Para cada cenario
experimental definido por tamanho do ensemble, nivel de perturbacao inicial, horizonte
temporal e variavel do sistema, cada membro foi representado por um vetor temporal
contendo os valores simulados naquele intervalo. Assim, para um dado horizonte h, 0
conjunto de dados submetido ao agrupamento assumiu a forma matricial

EM e RNXTh (15)

em que N representa o numero de membros do ensemble e T), 0 numero de instantes
pertencentes ao horizonte temporal analisado.

Desse modo, o agrupamento n&o foi realizado sobre estados instantaneos isola-
dos, mas sobre a forma temporal das trajetérias em cada janela de tempo. Essa
escolha preserva a evolugao temporal de cada simulacdo dentro do horizonte con-
siderado, permitindo que a comparagcao entre os membros seja feita com base no
comportamento da trajetéria ao longo da janela, e ndo apenas em um unico instante.
Essa escolha é consistente com o uso do agrupamento como ferramenta para identifi-
car trajetérias com comportamento dindmico semelhante em conjuntos de simulac¢des
(ALHAMED; LAKSHMIVARAHAN; STENSRUD, 2002; JAIN, 2010).

Ao mesmo tempo, a opgéo pelo particionamento segregado implica que a cor-
relacdo multivariada simultanea entre as componentes X, Y e Z nao é explorada
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de forma combinada no algoritmo principal. Essa estratégia metodoldgica justifica-se
pelo objetivo central de investigar, sob a perspectiva individual de cada coordenada,
o comportamento dos centroides em relagdo a média aritmética simples do conjunto.
Adicionalmente, o tratamento isolado de cada componente elimina a necessidade de
transformacdes prévias de padronizacao, impedindo que disparidades nas ordens de
magnitude e nas escalas de variabilidade das variaveis de estado mascarem a identi-
ficacdo de padroes geométricos relevantes durante a convergéncia dos grupos.

3.5 Selecao do Numero de Grupos

A determinagéao do numero de grupos K foi realizada de forma automéatica por meio
do Coeficiente de Silhueta (Silhouette Score), calculado para valores de

K € {2, 3, 4, 5}. (16)

Para cada valor testado, ajustou-se um modelo K-means++ e calculou-se o indice
médio de silhueta. O numero de grupos selecionado foi aquele que maximizou esse
indice:

K*=arg max S(K), (17)

Ke{2,34,5)

em que S(K) denota o valor médio do coeficiente de silhueta para uma partigdo com
K grupos Rousseeuw (1987).

O Coeficiente de Silhueta foi adotado por fornecer uma medida simultdnea da co-
esdo interna e da separacao entre grupos. Para cada associacdo ou observacao i,
calcula-se inicialmente a(7), que corresponde a distancia média entre essa observa-
¢ao e as demais pertencentes ao mesmo grupo. Em seguida, calcula-se b(i), definido
como a menor distdncia média entre a observacao i e os pontos pertencentes aos
outros grupos. Com base nessas duas quantidades, obtém-se

b(z) —a(i
o0 = e T 19
O valor de s(i) pertence ao intervalo [—1,1]. Valores préximos de 1 indicam que a
observacao esta bem alocada em seu grupo e distante dos grupos vizinhos; valores
proximos de 0 indicam que a observacao se encontra em regido intermediaria entre
grupos; e valores negativos sugerem possivel alocacao inadequada. O valor médio
de silhueta para uma dada particdo resume, portanto, o equilibrio entre compactacao
intragrupo e separacao intergrupos.
A restricao inferior K = 2 foi adotada por razées metodoldgicas e pela propria na-
tureza do Coeficiente de Silhueta, o qual ndo é definido para solugées com K = 1,
uma vez que sua formulagdo depende da comparacao entre distancias intra e inter-
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grupos. Ja o limite superior K = 5 foi escolhido para evitar fragmentacao excessiva
em conjuntos de baixa cardinalidade e, a0 mesmo tempo, permitir a detec¢do de pos-
siveis subestruturas em cenarios de maior heterogeneidade. Como o menor ensemble
considerado neste estudo possui N = 15 membros, a ampliacao do intervalo de busca
para valores muito superiores de K poderia conduzir a particdes excessivamente frag-
mentadas, com grupos muito pequenos e menor interpretabilidade dinamica. Dessa
forma, o intervalo K € {2,3,4,5} foi adotado como compromisso entre flexibilidade
para detectar multiplos padrdes de trajetoria e preservacao de grupos com significado
analitico.

3.6 Aplicacao do Algoritmo K-means++

Uma vez definido o nimero 6timo de grupos K*, aplicou-se o algoritmo K-means++
a matriz de dados correspondente a varidvel e ao horizonte temporal em andlise. O
K-means++ constitui uma variante do K-means classico que busca melhorar a etapa
de inicializacdo dos centroides, reduzindo a probabilidade de escolha de centros ini-
ciais excessivamente préximos entre si e favorecendo centroides iniciais mais bem
distribuidos no espaco de atributos (ARTHUR; VASSILVITSKII, 2007).

O procedimento inicia-se com a escolha aleatéria de uma observacéo do conjunto
de dados para compor o primeiro centroide. Em seguida, para cada observacao sub-
sequente, calcula-se a distancia até o centroide ja selecionado mais préximo. Essas
distancias sao utilizadas para construir uma distribuicdo de probabilidade em que ob-
servacdes mais afastadas dos centros ja definidos possuem maior chance de serem
escolhidas como novos centroides iniciais. Formalmente, a probabilidade de selecao
de um ponto x pertencente ao conjunto total de observagbes X' é dada por

D(x)*
Zx/eX D(a')?’

em que D(x) representa a distancia entre o ponto em analise x e o centroide ja es-
colhido mais proximo, enquanto o termo z’ no denominador atua como uma variavel
de indexagao para realizar o somatério de todas as distancias quadraticas de cada
elemento contido no conjunto X. O uso do quadrado da distancia faz com que re-
gibes ainda pouco representadas do espaco de dados tenham maior probabilidade de
contribuir para a inicializagao dos grupos.

Apoés a selecao dos K* centroides iniciais, o algoritmo passa a seguir o ciclo ite-
rativo caracteristico do K-means. Na primeira etapa, cada observacao é atribuida ao
centroide mais préximo segundo a distancia Euclidiana. Em seguida, cada centroide
€ recalculado como a média aritmética das observacdes pertencentes ao respectivo
grupo. A partir dessa atualizagdo, uma nova etapa de atribuicdo € realizada, associ-

P(z) = (19)
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ando novamente cada observagao ao centroide mais proximo. Esse processo iterativo
de atribuicao e atualizagdo prossegue até que as alocacdes se estabilizem ou até que
seja satisfeito o critério interno de convergéncia do algoritmo.

No presente estudo, cada observacao corresponde a uma trajetoria temporal es-
truturada por meio de uma analise individualizada por componente de estado de um
membro do ensemble em uma janela especifica. Assim, o processo de particiona-
mento ndo é realizado sobre estados instantaneos isolados, mas sobre trajetorias
continuas completas, mapeadas independentemente para cada coordenada do sis-
tema e representadas como vetores no espacgo de atributos. Nessa formulagao, os
centroides obtidos pelo K-means++ podem ser interpretados como trajetérias repre-
sentativas associadas aos padrdes mais recorrentes identificados em cada cenario
experimental.

Em cada ajuste, utilizaram-se 10 inicializagcbes independentes (n_init=10),
preservando-se a semente fixa para assegurar reprodutibilidade e comparabilidade
entre os experimentos. O emprego de mdltiplas inicializacbées visa reduzir a sensibi-
lidade do método a escolha inicial dos centroides e favorecer maior estabilidade da
particao final, uma vez que o K-means podera convergir para diferentes minimos lo-
cais em funcao das condigdes iniciais do processo iterativo (HASTIE; TIBSHIRANI;
FRIEDMAN, 2009).

3.7 Definicao do Centroide de Menor RMSE

Apoés a particao do conjunto em K* grupos, obteve-se um conjunto de centroides,
cada qual representando uma trajetoria dentro do horizonte temporal analisado. Para
fins de avaliagdo metodoldgica, cada centroide foi comparado a trajetoria de referéncia
correspondente ao mesmo intervalo de tempo por meio da métrica RMSE.

O centroide selecionado para comparacao foi entdo definido como aquele que
apresentou 0 menor erro quadratico médio em relagao a referéncia:

¢ = argmin RMSE(ck, Xyef), (20)
Ck

em que ¢ representa o k-ésimo centroide e x,.; a trajetoria de referéncia no horizonte
considerado.

Essa estratégia permite verificar se a estrutura de agrupamento produzida pelo
método contém trajetdrias representativas mais aderentes a referéncia do que a média
simples do conjunto, permitindo analisar o potencial representativo dos centroides no
contexto controlado do experimento (ALHAMED; LAKSHMIVARAHAN; STENSRUD,
2002; WILKS, 2011). Como a selecao é feita a posteriori com base no RMSE, ela deve
ser interpretada como parte do procedimento de avaliacao adotado neste estudo.
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3.8 Estimadores Comparados

Dois estimadores principais foram comparados ao longo deste estudo:

1. Média aritmética do ensemble, obtida pela média ponto a ponto entre os mem-
bros do conjunto;

2. Centroide de menor RMSE, definido como o centroide que apresentou o menor
erro em relacao a trajetoria de referéncia no horizonte correspondente.

A média aritmética do ensemble foi calculada por

1 e~
Z(t) = Nﬂ;:& )(t), (21)
em que x(™)(t) representa o valor da variavel de interesse para o membro m no ins-
tante t. Esse estimador corresponde a abordagem classica de sintese de previsdes
por conjuntos (LEUTBECHER; PALMER, 2008; WILKS, 2011).

A comparagao entre esses dois estimadores foi adotada por permitir o contraste di-
reto entre uma forma tradicional de representacédo do ensemble, amplamente utilizada
na literatura, e uma representacao baseada em trajetérias representativas extraidas
da estrutura interna do conjunto por meio de agrupamento.

3.9 Métricas de Avaliacao

O desempenho dos estimadores foi avaliado por meio da Raiz do Erro Quadratico
Médio (Root Mean Square Error — RMSE), definida por

M

1
RMSE = M Z (xest,i - Iref,i)27 (22)

i=1

em que z.; representa o valor estimado pelo método avaliado, z,.;; corresponde ao
valor da trajetéria de referéncia e M € o numero de pontos temporais considerados no
horizonte em andlise (WILKS, 2011).

O RMSE foi adotado por fornecer uma medida direta do afastamento entre a traje-
téria estimada e a trajetéria de referéncia, penalizando com maior intensidade discre-
pancias de maior magnitude. Como o objetivo desta pesquisa consiste em comparar
a aderéncia relativa entre diferentes representagdes do ensemble e a solugéo de re-
feréncia, essa métrica oferece uma base objetiva e de interpretagdo direta para o
contraste entre os estimadores.

Com base nessa métrica, calculou-se também a reducao relativa do RMSE do
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centroide de menor RMSE em relagdo a média aritmética do ensemble, segundo

2
RM S Emgdia (23)

A% _ (RMSEmédia - RMSEcentroide> % 100.

Valores positivos de A% indicam desempenho relativo favoravel ao centroide em
relacdo a média do ensemble, enquanto valores negativos indicam desempenho rela-
tivo desfavoravel. Essa medida foi utilizada para quantificar, em termos percentuais, a
diferenca entre os dois estimadores em cada cenério experimental.

Cabe observar que, em cenarios operacionais nos quais o valor de RM S Emedia S€
aproxima de zero, padrao caracteristico de horizontes de curtissimo prazo, o indica-
dor A% torna-se matematicamente suscetivel a instabilidades numéricas decorrentes
do efeito de escala no denominador. Nessas condig¢des, oscilagdes infinitesimais na
diferenga absoluta entre os estimadores séo artificialmente amplificadas em termos
percentuais, demandando que a analise da variacao relativa seja estritamente vincu-
lada aos valores absolutos correspondentes para evitar distorgdes na interpretacao da

real magnitude do ganho preditivo.

3.10 Analise Geométrica Complementar da Dispersao

Além do agrupamento segregado por componente e horizonte temporal, foi reali-
zada uma analise geométrica complementar da configuracao espacial do ensemble
no instante final de cada horizonte. Essa etapa teve como objetivo oferecer uma visu-
alizacao adicional da dispersdao dos membros, permitindo representar, em projecoes
bidimensionais nos planos XY, XZ e Y Z, a configuracao final do ensemble em cada
cenario experimental.

Para cada horizonte temporal, os estados tridimensionais finais dos membros fo-
ram considerados no espaco (X, Y, Z), sendo também representados, nesse mesmo
instante, a média aritmética do ensemble, a trajetéria de referéncia e os centroides
associados a analise principal para a variavel em consideracédo. Dessa forma, as pro-
jecdes bidimensionais foram utilizadas como recurso complementar de visualizacao
da dispersao final do conjunto, preservando a correspondéncia com 0s cenarios ana-
lisados nos graficos temporais.

Nessa etapa, a média aritmética do ensemble, a trajetéria de referéncia e os cen-
troides finais foram representados graficamente, mantendo-se a mesma convencao
de identificacao utilizada ao longo da analise. Essa anélise teve carater complementar
e ilustrativo, contribuindo para a visualizagdo da dispersdo espacial do ensemble ao
final de cada horizonte (SPARROW, 1982; WILKS, 2011).



4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, analisa-se o desempenho do algoritmo de agrupamento K-
means++, aplicado por meio de uma analise individualizada por componente de es-
tado as componentes do sistema, em contraste com a média aritmética simples do
ensemble. A técnica é avaliada sob diferentes configuracdes de dimensao do ensem-
ble (N = 15,50 e 100), onde cada membro representa uma amostragem estocastica
das trajetorias possiveis no espago de fase.

As simulacbes foram segmentadas nos horizontes temporais de curto, médio e
longo prazo, considerando trés niveis de intensidade de perturbacdo nas condigbes
iniciais, definidos pelos desvios padrdo ¢ = 107,102 e 10~2. Os horizontes temporais
adotados foram: curto prazo, no intervalo 0 < ¢ < 6; médio prazo, no intervalo 6 < ¢ <
13; e longo prazo, no intervalo 13 < ¢t < 20.

4.1 Analise do Ensemble referente a Média Aritmética Simples

A analise do comportamento dindmico do ensemble revela as limitagdes intrinse-
cas da média aritmética simples a medida que a dispersédo entre os membros evolui.
Este diagnéstico fundamenta o referencial de desempenho necessario para validar os
resultados obtidos via agrupamento por K-means++, evidenciando cenarios em que a
média simples perde a capacidade de acompanhar, com a mesma precisao, a distri-
buicdo do conjunto em relagao a trajetéria de referéncia.

4.1.1 Convergéncia e Sobreposicao no Curto Prazo

Um padréo identificado nas simulagdes € a convergéncia das trajetérias no hori-
zonte de curto prazo, no intervalo 0 < ¢ < 6. Nesta fase inicial, as perturbagbes nas
condicdes iniciais ainda nao sofreram a amplificacdo caracteristica da natureza caé-
tica do sistema. Como os membros apresentam evolucao dindmica analoga, a média
simples e a trajetdria de referéncia mantém alta proximidade. Consequentemente, as
métricas de tendéncia central mostram-se suficientes para representar o estado do
sistema neste estagio.
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No cenério com 100 membros e perturbacao inicial de 102, observa-se elevada
sobreposicao entre as trajetérias das variaveis X, Y e Z, evidenciando a estabilidade
inicial do sistema de Lorenz. Neste estagio, a dispersao do ensemble é minima, o que
justifica a boa aderéncia da média aritmética simples antes do aumento da divergéncia
entre os membros.

COMPORTAMENTO DO ENSEMBLE E MEDIA - CURTO PRAZO
Ensemble: 100 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-2
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Figura 4 — Comportamento das variaveis X, Y e Z no curto prazo (0 < ¢ < 6) para o cenario
de 100 membros e ruido de 10~2. As trajetérias dos membros apresentam alta convergéncia
em relacao a referéncia, evidenciando a baixa dispersdo do ensemble nesse intervalo.

Fonte: Autoria propria.

4.1.2 Divergéncia e a limitacao da Média no Médio Prazo

A andlise do intervalo de médio prazo, entre 6 < ¢t < 13, mostra que o crescimento
da dispersdao compromete a capacidade da média aritmética simples de representar,
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com a mesma precisao, a estrutura do ensemble. O desvio crescente em relagao
a trajetéria de referéncia ocorre no momento em que 0s membros passam a ocupar
regides distintas do espaco de fase. Neste estagio, a transicdo para métodos de agru-
pamento passa a ser relevante, pois 0 conjunto ja nao se encontra tdo concentrado
quanto no curto prazo.

No cenério com 100 membros e perturbacéo inicial de 1072, observa-se que a
média simples deixa de acompanhar com a mesma proximidade a distribuicao das
trajetérias. Sob o efeito da dinamica caética, o ensemble sofre um processo de cisdo
espacial em suas componentes X e Y, forcando os membros a se organizarem em
regides distintas e bimodais do espaco de fase (as asas do atrator). Ao computar o
centro geométrico global desse sistema bifurcado, a média simples gera uma trajetéria
linear artificialmente suavizada que transita por zonas de baixa densidade probabilis-
tica, representando estados fisicos irreais e evidenciando a limitacao da média simples
em resumir, sozinha, a estrutura do ensemble nesse intervalo.
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COMPORTAMENTO DO ENSEMBLE E MEDIA - MEDIO PRAZO
Ensemble: 100 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-2

Variavel X

w— Referencia
== Media Simples

Amplitude
o

Variavel Y

= Referencia
== Media Simples

Amplitude
o

Variavel Z

40 5

w
(=]
L

= Referencia
== Media Simples

Amplitude
b
=4

104

6 7 8 9 10 11 12 13
Tempo Adimensional

Figura 5 — Comportamento das variaveis X, Y e Z no médio prazo (6 < t < 13) para o cenario
de 100 membros e ruido de 1072. O aumento da dispers&o evidencia a limitagdo da média
aritmética simples em representar a estrutura do ensemble nesse intervalo.

Fonte: Autoria propria.

4.1.3 Saturacao da Dispersao no Longo Prazo

No horizonte de longo prazo, entre 13 < ¢ < 20, as simulagbes demonstram que o
ensemble atinge um estado de saturacao generalizada do erro. Independentemente
da configuracdo da perturbacao inicial, os membros distribuem-se de forma assin-
crona, expandindo-se até preencher a escala de magnitude do proprio atrator de Lo-
renz. A informacdo associada a fase inicial dissipa-se completamente sob a acéo do
regime puramente caotico, de modo que os membros se distribuem de maneira alea-
toria sobre a geometria assintética do sistema. Nesse estagio avancado, observa-se
que o caos impera em todos 0s cenarios experimentais avaliados. Diante disso, o de-
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talhamento analitico minucioso dessa janela temporal torna-se secundario, uma vez
gue a perda total de previsibilidade deterministica degrada de forma homogénea a ca-
pacidade de representacao de estados instantdneos do modelo por qualquer operador
preditivo.

No cenério com 100 membros e perturbacdo inicial de 107, as trajetérias de X, Y
e Z apresentam dispersao acentuada, evidenciando a saturagéo estatistica do regime
ja estabelecido nesse intervalo.

COMPORTAMENTO DO ENSEMBLE E MEDIA - LONGO PRAZO
Ensemble: 100 Membros | Perturbacao Inicial: 10"-4
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Figura 6 — Comportamento das variaveis X, Y e Z no longo prazo (13 < ¢ < 20) para o cenario
de 100 membros e ruido de 10~%. A maior dispersao entre as trajetorias templates evidencia
a limitagcao da média aritmética simples em representar o comportamento do ensemble nesse

intervalo.

Fonte: Autoria propria.
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4.2 Analise pelos Horizontes Temporais utilizando K-means++

Nesta secado, apresentam-se os resultados da integracdo temporal segmentados
em trés horizontes distintos: curto, médio e longo prazo. A comparagao entre a mé-
dia aritmética simples e o centrdide de menor RMSE obtido pelo K-means++ permite
avaliar em quais situacdes o agrupamento identificou trajetérias mais proximas da re-
feréncia para as variaveis X, Y e Z.

Antes da analise por subsecédo, os resultados gerais por horizonte temporal mos-
tram que o centréide de menor RMSE superou a média aritmética simples em 18 dos
27 casos no curto prazo (66,67%), em 24 dos 27 casos no médio prazo (88,89%)
e em 13 dos 27 casos no longo prazo (48,15%), totalizando 55 casos em que o cen-
tréide de menor RMSE apresentou valor inferior ao da média aritmética simples, em 81
experimentos (67,90%). Esses valores indicam que o desempenho do agrupamento
depende intrinsecamente do horizonte temporal considerado e do nivel de disperséao
geométrica das trajetdrias.

Nas tabelas a seguir, 0s percentuais positivos indicam que o centréide de menor
RMSE apresentou valor menor que o da média aritmética simples em relacao a traje-
toria de referéncia. Os percentuais negativos indicam que a média aritmética simples
apresentou valor menor. Esses percentuais foram calculados a partir da diferenca re-
lativa entre 0 RMSE da média aritmética simples e o0 RMSE do centréide de menor
RMSE, tomando como referéncia o valor do RMSE da média aritmética simples.

Tabela 1 — Distribuigao geral dos casos em que o centréide de menor RMSE apresentou valor
inferior ao da média aritmética simples, por horizonte temporal.

Horizonte Casos | Percentual

Curtoprazo (0<t<6) | 18de27 | 66,67%
Médio prazo (6 <t < 13) |24de27 | 88,89%

Longo prazo (13 <t < 20) | 13 de 27 48,15%

Total 55 de 81 67,90%
Fonte: Autoria propria.

4.2.1 Curto Prazo (0 <t < 6)

No estagio inicial da integracao, as trajetorias de todos os membros apresentam
elevada convergéncia e reduzida dispersdo em relacao a trajetéria de referéncia. As
perturbacdes introduzidas nas condi¢des iniciais ainda ndo foram amplificadas de
forma suficiente para produzir uma separagao mais nitida entre os membros, de modo
que as trajetérias permanecem pouco dispersas nesse intervalo. Neste cenario, a
meédia simples continua sendo uma estimativa estavel do conjunto.

No entanto, os resultados atuais mostram que o comportamento do agrupamento
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no curto prazo nao foi o mesmo para todos os tamanhos de ensemble. Para os experi-
mentos com 15 membros, 0s percentuais permaneceram positivos em todos os niveis
de perturbacao para as trés variaveis, com valores proximos de 61%. Para 50 mem-
bros, os resultados também permaneceram positivos, com valores proximos de 76%
a 78%. Ja nos experimentos com 100 membros, os percentuais passaram a ser ne-
gativos em todos os niveis de perturbacao e nas trés variaveis, com valores bastante
elevados em moddulo, como —309,03% para X, —307,88% para Y e —307,10% para Z
no cendario com perturbacdo inicial de 102.

Esses valores devem ser interpretados estritamente em conjunto com a pequena
magnitude dos RMSE absolutos nesse horizonte, uma vez que o indicador A% torna-
se altamente suscetivel a flutuagbes numéricas severas (efeito de escala) quando o
denominador se aproxima de zero. Pequenas diferengas infinitesimais em termos ab-
solutos entre os estimadores acabam sofrendo uma amplificagao artificial em termos
percentuais, sem que isso represente uma perda real de qualidade fisica no ajuste
estrutural.

Assim, nesta fase, ndo se pode afirmar que o agrupamento seja sempre desfavo-
ravel nem que seja sempre vantajoso. O que os resultados indicam é que, enquanto
conjuntos com 15 e 50 membros apresentaram redugdes positivas, 0 conjunto com
100 membros mostrou essa sensibilidade em relagdo a média simples. Nesse inter-
valo, a elevada convergéncia do ensemble ainda favorece uma representagcdo mais
estavel pela média aritmética simples em varias configuracoes.
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ANALISE DOS CENTROIDES - CURTO PRAZO
Ensemble: 100 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-2
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Figura 7 — Comportamento das variaveis X, Y e Z no curto prazo (0 < ¢ < 6) para o cenario de
100 membros e perturbacéo de 10~2, com aplicacdo do K-means++. As trajetérias apresentam
alta convergéncia espacial, condicdo em que a média aritmética simples permanece estavel e
0 agrupamento nao apresenta vantagem nessa configuragao especifica.

Fonte: Autoria propria.

Tabela 2 — Diferenca relativa percentual entre o RMSE da média aritmética simples e o RMSE
do centroide de menor RMSE no curto prazo (0 < t < 6), no cenario com ruido de 10~2.

Numero de membros | Variavel X | Variavel Y | Variavel Z
15 61,91% 61,36% 61,43%
50 76,75% 78,34% 78,49%
100 -309,03% | -307,88% | -307,10%

Fonte: Autoria propria.

4.2.2 Médio Prazo (6 <t < 13)

O horizonte de médio prazo configurou-se como o intervalo em que o agrupamento
apresentou melhor desempenho. Os resultados indicam que, neste intervalo, o en-
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semble atinge uma janela de dispersao intermediaria em que as trajetérias ja se en-
contram suficientemente separadas para que o K-means++ identifique a assinatura
estrutural das ramificacdes, enquanto a dispersédo ainda ndo alcancou o nivel de satu-
racao observado no longo prazo. Nesse contexto, a média simples perde capacidade
de resumir adequadamente a distribuicdo do conjunto ao criar estados fisicamente
inconsistentes com a dinamica do modelo, e 0 agrupamento passa a fornecer cen-
tréides que preservam a integridade e a amplitude das trajetérias reais, gerando um
expressivo ganho de previsibilidade em maior nimero de casos.

Esse comportamento aparece de forma clara em cendrios com maior separacao
entre as trajetérias. No caso de 100 membros e perturbagédo de 10-2, por exemplo,
a variavel X apresentou reducao de 80,51% em relacdo a média simples, enquanto
Y apresentou 56,55% e Z apresentou 62,24%. Esses valores mostram que, no médio
prazo, o agrupamento foi capaz de identificar representantes mais préoximos da refe-
réncia em cenarios nos quais a média simples ja ndo descrevia com a mesma precisao
a estrutura do ensemble.

Ainda assim, esse comportamento n&o ocorreu da mesma forma em todas as con-
figuracbes. Em cenarios com perturbacao inicial muito pequena, especialmente com
100 membros e perturbacéo de 10~%, os percentuais tornaram-se negativos: —60,01%
em X, —50,47% em Y e —52,18% em Z. Isso mostra que, mesmo no horizonte mais
favoravel ao agrupamento, a vantagem do método depende do grau de separacgao efe-
tiva entre as trajetérias. Quando essa separacao ainda € insuficiente, a média simples
pode continuar sendo mais estavel.
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Figura 8 — Comportamento das variaveis X, Y e Z no médio prazo (6 < ¢t < 13) para o
cenario de 100 membros e ruido de 1072, com aplicacdo do K-means++. O grafico mostra
uma situacdo em que o agrupamento identifica uma trajetéria mais préxima da referéncia do
que a média aritmética simples.

Fonte: Autoria propria.

Tabela 3 — Diferenca relativa percentual entre o RMSE da média aritmética simples e 0 RMSE
do centroide de menor RMSE no médio prazo (6 < ¢ < 13), para 100 membros.

Ruido | Variavel X | Variavel Y | Variavel Z
1074 -60,01% -50,47% -52,18%
1073 61,41% 46,00% 11,01%
1072 80,51% 56,55% 62,24%

Fonte: Autoria propria.

4.2.3 Longo Prazo (13 <t < 20)

Nos experimentos de longo prazo, os resultados indicam um comportamento me-
nos regular para o agrupamento, condicionado pelo efeito de saturacao da dispersao
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discutido na Secao 4.1.3. Nessa fase, o sistema atinge um regime puramente caético
em que as trajetdrias povoam o atrator de forma dispersa e homogénea. Como con-
sequéncia, as diferencas métricas finas entre os estimadores se atenuam, tornando o
comportamento estatistico flutuante e de menor relevancia analitica para fins de prog-
néstico deterministico, uma vez que a variabilidade acumulada restringe a capacidade
de ambos os estimadores em sustentar aderéncia a referéncia apds a perda completa
da memodria das condigdes iniciais.

ANALISE DOS CENTROIDES - LONGO PRAZO
Ensemble: 100 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-2
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Figura 9 — Comportamento das variaveis X, Y e Z no longo prazo (13 < ¢ < 20) para o cenario
de 100 membros e perturbacdo de 10~2, com aplicagdo do K-means++. O gréfico ilustra a
saturacao da dispersao em que a distribuicdo das trajetérias ocupa de forma homogénea os
I6bulos do atrator estranho.

Fonte: Autoria propria.

4.3 Selecao do Numero de Agrupamentos (K)

Nesta secdo, analisam-se os valores de K determinados pelo Coeficiente de Silhu-
eta. No algoritmo K-means++, 0 valor de K representa o nimero de grupos em que
os dados sao divididos, enquanto o centroide corresponde ao ponto representativo de
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cada grupo formado. Para cada experimento, foram considerados os valores K = 2,
3, 4 e 5, e a escolha final correspondeu ao valor que apresentou o maior coeficiente
médio de silhueta. Esse critério foi adotado porque permite identificar, entre as opcdes
testadas, a particdo em que 0s grupos se mostram mais bem definidos, com maior pro-
ximidade entre os elementos de um mesmo grupo e maior separa¢ao em relagao aos
demais grupos (ROUSSEEUW, 1987). A Tabela 4 apresenta a distribuicdo da escolha
de K para cada prazo analisado, servindo como base para as analises geométricas
subsequentes.

Tabela 4 — Frequéncia de selegao de K por horizonte temporal.

Prazo | Valor de K mais frequente | Ocorréncia | Comportamento dos Dados

Curto K=3 59,26% Conjunto ainda coeso, com separagdes pouco profundas

Médio K=2 37,04% Transigao entre dois ndcleos principais e partigdes mais refinadas
Longo K=2 55,56% Dispersao acentuada, com maior heterogeneidade entre os casos

Fonte: Autoria propria.

No curto prazo, o valor mais frequente foi K = 3, presente em 16 dos 27 casos
analisados, o que corresponde a 59,26% do total. Os demais 11 casos, equivalen-
tes a 40,74%, apresentaram K = 2. Esse resultado mostra que, embora o ensemble
ainda se encontre em um regime de baixa dispersao, o critério da Silhueta ja identifica,
com maior frequéncia, uma separagao em trés grupos. Ainda assim, a proximidade
entre 0s membros permanece elevada, de modo que essa divisao reflete diferencas
ainda sutis no interior do conjunto. Em outras palavras, a escolha de K = 3 nao sig-
nifica, necessariamente, uma fragmentacdo bem marcada do ensemble, mas apenas
que, entre os valores testados, essa foi a opcdo que apresentou melhor separacéo
estatistica dos grupos nesse horizonte (WILKS, 2011).

No médio prazo, o valor mais frequente foi K = 2, com 10 ocorréncias, correspon-
dendo a 37,04% dos casos. Em seguida, observou-se K = 5 em 9 casos (33,33%),
K = 3 em 6 casos (22,22%) e K = 4 em 2 casos (7,41%). Essa distribuicdo mostra
que, neste horizonte, a escolha de K se torna mais variavel. Em parte dos experimen-
tos, a Silhueta identifica uma organizagdo em dois grupos mais evidentes; em outros,
aponta para particdes mais refinadas. Isso indica que, nesta fase de transicao, o en-
semble pode assumir tanto uma configuragédo mais proxima de dois nucleos principais
quanto uma estrutura mais fragmentada, dependendo da combinacao entre nimero
de membros, variavel e intensidade de perturbacédo inicial (KALNAY, 2003; HASTIE et
al., 2009).

Ja no longo prazo, o valor mais frequente voltou a ser K = 2, com 15 ocorréncias,
0 que corresponde a 55,56% dos casos. Os demais resultados distribuiram-se entre
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K = 5, com 5 ocorréncias (18,52%), K = 3, com 4 ocorréncias (14,81%), e K = 4,
com 3 ocorréncias (11,11%). Isso mostra que, mesmo sob maior dispersdo, a escolha
de dois grupos ainda foi a mais recorrente. No entanto, a presenca dos demais valores
de K indica que a configuragdo do ensemble se torna mais dependente das caracte-
risticas especificas de cada experimento. Em alguns casos, a dispersao acumulada
ainda permite uma organiza¢cao em dois grupos mais amplos; em outros, o algoritmo
seleciona particbes mais refinadas para descrever a distribuigdo dos membros. Desse
modo, a escolha de K nessa escala temporal passa a refletir a maior variabilidade
geométrica do conjunto (JAIN, 2010; YUSSOUF et al., 2004).

4.4 Analise da Distribuicao Espacial dos Agrupamentos

A investigacao da distribuicdo espacial dos membros no espacgo de fases permite
compreender com maior clareza os resultados obtidos com a técnica de agrupamento.
Enquanto os graficos temporais mostram a evolugéo das trajetérias ao longo de cada
horizonte, as projecdes bidimensionais permitem observar, no instante final do cada
intervalo, como os membros se distribuem no espacgo de fases. Essa visualizagao
torna mais evidente o grau de dispersao do conjunto, a formacao de regides de maior
concentragcao e a posigcao relativa da média aritmética simples, dos centréides e da
trajetéria de referéncia.

Essa leitura é particularmente importante para interpretar, de forma mais clara, por
que a média aritmética simples ou o centrdide selecionado permanecem mais proxi-
mos da trajetéria de referéncia em determinados cenarios. Quando os membros do
ensemble se distribuem de forma mais concentrada, a média tende a representar ade-
guadamente o conjunto. Quando passam a ocupar regiées espacialmente distintas,
o agrupamento pode identificar centrdéides mais representativos da organizagcao do
ensemble naquele instante.

4.4.1 Distribuicao Espacial no Curto Prazo

No curto prazo, a visualizagao bidimensional mostra que os membros do ensemble
ainda permanecem fortemente concentrados no espaco de fases. No instante final
desse horizonte, a nuvem de pontos apresenta pequena dispersao, e a trajetéria de
referéncia permanece proxima da regiao central ocupada pelo conjunto. Nessas con-
dicdes, a média aritmética simples continua sendo uma representacao estavel, pois a
concentracdo dos membros ainda ndo produz separacdes espaciais suficientemente
marcadas.

No cenario com 100 membros e perturbagdo de 1072, essa configuracdo ajuda a
compreender por que 0 agrupamento nao apresentou vantagem. Como a distribuicdo
espacial do ensemble ainda se mantém bastante compacta, os centréides calculados
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passam a representar subdivisdes internas de uma nuvem pouco dispersa. Nesse
caso, a media simples permanece mais proxima da regiao central do conjunto e, con-

sequentemente, mais préxima da trajetéria de referéncia.

DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (CURTO PRAZO)
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Figura 10 — Distribuicao espacial das variaveis X, Y e Z no curto prazo (0 < ¢t < 6) para o
cenario com 100 membros e ruido de 10~2. A concentragdo dos membros no instante final
do intervalo evidencia a baixa dispersao do conjunto e a proximidade entre a média aritmética
simples e a trajetdria de referéncia.

Fonte: Autoria propria.

4.4.2 Distribuicao Espacial no Médio Prazo

No médio prazo, a representagdo bidimensional mostra com maior clareza o au-
mento da dispersao do ensemble e a formagao de regides espacialmente mais dife-
renciadas. No instante final desse horizonte, os membros ja ndo permanecem con-
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centrados em uma Unica regiao, e a distribuicdo do conjunto passa a revelar estruturas
mais separadas no espaco de fases.

Nessa situacdo, a média aritmética simples tende a ocupar uma posicao interme-
diaria em relacdo a nuvem de pontos. Quando a trajetéria de referéncia se encontra
proxima de uma dessas regides mais concentradas, o centréide associado a esse
agrupamento pode permanecer mais préximo da referéncia do que a média simples.
Assim, a visualizagdo espacial no instante final do médio prazo evidencia de forma
mais direta por que o agrupamento passa a ser vantajoso: a referéncia deixa de estar
associada ao centro geométrico do conjunto e passa a se localizar mais proxima de
uma regiao especifica da distribuicdo, melhor representada pelo centréide correspon-
dente, mitigando o viés de suavizagao linear da média convencional.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
Ensemble: 100 Membros | Perturbacao Inicial: 10°-2
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Figura 11 — Distribuicao espacial das variaveis X, Y e Z no médio prazo (6 < t < 13) para
0 cenério com 100 membros e ruido de 10~2. A configuragéo no instante final mostra maior
separagao entre regides do conjunto, favorecendo a proximidade entre o centrdide selecionado
e a trajetoria de referéncia.

Fonte: Autoria propria.

4.4.3 Distribuicao Espacial no Longo Prazo

No longo prazo, a representacédo bidimensional atesta a consolidagdo da satura-
cao espacial do *ensemble*. Os membros dispersam-se amplamente sobre a area
total das estruturas atratoras, tornando o conjunto altamente heterogéneo. Conforme
postulado na subsecao 4.2.3, as assinaturas geométricas tornam-se difusas nesta es-
cala temporal, 0 que atenua as diferencas praticas entre os centroides e o operador
de média linear frente a solucéo de referéncia do modelo de Lorenz.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (LONGO PRAZO)
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Fonte: Autoria propria.

4.5 Analise Comparativa das Variaveis X, Ye Z

Nesta secado, analisa-se o comportamento das variaveis X, Y e Z em relagao a
técnica de agrupamento, considerando o conjunto completo dos cenérios avaliados.
O objetivo é identificar em que medida o agrupamento superou a meédia aritmética
simples em cada componente do sistema e como essas diferengas podem ser inter-
pretadas a luz do comportamento observado ao longo dos horizontes temporais.
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Para cada variavel, foram considerados 27 casos, correspondentes as combina-
cbes entre numero de membros do ensemble, intensidade de perturbagédo nas condi-
cbes iniciais e horizonte temporal. Na Tabela 5, apresenta-se a frequéncia de casos
em que o centroide de menor RMSE apresentou valor inferior ao da média aritmética
simples.

Tabela 5 — Distribuicdo dos casos em que o centroide de menor RMSE apresentou valor inferior
ao da média aritmética simples, por variavel.

Variavel | Casos | Percentual | Sintese

X 19 de 27 70,37% Maior frequéncia de casos em que o0 agrupamento superou a média simples

Y 19 de 27 70,37% Comportamento semelhante ao observado em X

Z 17 de 27 62,96% Menor frequéncia relativa de casos em que o agrupamento superou a média simples

Fonte: Autoria propria.

Os resultados mostram que o agrupamento apresentou comportamento competi-
tivo nas trés variaveis analisadas, embora com diferencas na frequéncia de casos em
qgue superou a média simples. As variaveis X e Y concentraram 19 casos em 27 nos
quais o centréide de menor RMSE apresentou valor inferior ao da média aritmética
simples, correspondendo a 70,37% do total em cada uma. A variavel Z, por sua vez,
apresentou 17 casos em 27, 0 que corresponde a 62,96%. Esses valores indicam que
0 agrupamento superou a média simples com maior frequéncia em X e Y, embora
também tenha apresentado esse comportamento em parte significativa dos casos en-
volvendo Z.

4.5.1 Analise das Variaveis X eY

As variaveis X e Y apresentaram o maior niumero de casos em que o centrdide
de menor RMSE superou a média aritmética simples. Esse resultado sugere que,
nas componentes em que a separagcao entre trajetorias se torna mais evidente, o
agrupamento tende a oferecer maior vantagem em relacéao a média simples.

No médio prazo, essa diferenga torna-se mais clara. Nessa fase, o ensemble deixa
de permanecer concentrado em uma Unica regiao, e a distribuicado dos membros passa
a apresentar separacdes mais visiveis. Nas componentes de estado X e Y, o com-
portamento cadtico bimodal impera sobre a evolugdo dindmica, forcando os membros
a se dividirem entre os polos simétricos e opostos do atrator estranho. Nessa situacao
de severa divergéncia espacial, a média aritmética simples tende a ocupar uma posi-
céo intermediaria e vazia em relacao ao conjunto, enquanto o agrupamento consegue
identificar com fidelidade a trajetéria fisica de um dos subgrupos funcionais. Isso ajuda
a explicar por que X e Y apresentaram maior frequéncia de casos em que o centrdide
de menor RMSE ficou mais proximo da referéncia do que a média simples.

Entre as duas variaveis, X e Y mostraram comportamento bastante préximo em
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termos de frequéncia total. Ainda assim, os resultados anteriores indicam que X
tende a apresentar, em alguns cenarios, diferencas mais acentuadas no médio prazo.
Isso sugere que a organizacao do ensemble nessa componente favorece, com maior
nitidez, a identificacdo de grupos representativos em situacées de maior separagao
entre trajetorias.

4.5.2 Analise da Variavel Z

A variavel Z também apresentou casos em que 0 agrupamento superou a média
simples, mas com frequéncia menor do que X e Y. O total de 17 casos em 27 mostra
que o centroide de menor RMSE apresentou valor inferior ao da média aritmética
simples em parte dos cendrios, embora isso tenha ocorrido com menor intensidade
do que nas outras duas variaveis.

Esse comportamento diferenciado € explicado diretamente pelas propriedades ge-
omeétricas e fisicas intrinsecas da equagao que governa a coordenada Z. Enquanto X
e Y controlam a alternancia e a inversao polar entre as duas asas do atrator de Lorenz,
a variavel Z quantifica o desvio do perfil vertical de temperatura e permanece estrita-
mente positiva (Z > 0) durante todo o regime de integracéao fluida. Por ndo experimen-
tar inversdes de sinal, o comportamento caédtico bimodal ndo impera sobre a variavel
Z; em vez disso, suas trajetérias estruturam-se em 6rbitas concéntricas ao redor de
um eixo fixo, preservando uma geometria de dispersao intrinsecamente unimodal. De-
vido a essa distribuicao espacial compacta, a média aritmética simples consegue reter
uma robusta aderéncia ao centro de massa das trajetérias por intervalos mais longos,
tornando o agrupamento estatisticamente menos vantajoso ou redundante para essa
coordenada especifica em varios cenarios.

Ainda assim, no médio prazo, a variavel Z também apresentou casos em que o
agrupamento se mostrou superior a média simples, sobretudo quando a magnitude
da dispersao do ensemble expandiu o didmetro das 6rbitas o suficiente para distorcer
a linearidade central da média. Isso mostra que a variavel Z néo € incompativel com
a técnica de agrupamento, mas responde a ela de forma menos intensa do que X e
Y no conjunto dos cenarios analisados.

4.5.3 Comparacao entre as Variaveis ao Longo do Tempo

A andlise conjunta das trés variaveis mostra que a vantagem do agrupamento nao
se distribui de forma idéntica entre as componentes do sistema. No curto prazo,
quando o ensemble ainda se encontra mais concentrado, a diferenga entre média
simples e agrupamento tende a ser menos marcada. No médio prazo, com o aumento
da dispersao e a separacao entre trajetérias, o agrupamento passa a superar a média
simples com maior frequéncia, sobretudo em X e Y. No longo prazo, sob o advento da
saturagdo cadtica generalizada, essa vantagem torna-se irregular e secundaria para



64

todas as variaveis, dada a homogeneizacao da dispersao no atrator.

Desse modo, a comparagéo por variavel reforca a interpretagédo ja observada nas
secoes anteriores: o desempenho do agrupamento depende da forma assumida pelo
ensemble em cada horizonte temporal. As variaveis X e Y mostraram-se mais sensi-
veis as situagdes em que a separacao bimodal entre trajetérias favorece a identificacao
de grupos mais representativos. A variavel Z, devido a sua dinamica concéntrica e uni-
modal, mostrou comportamento relativamente mais préximo ao da média no conjunto
dos experimentos.

De modo geral, os resultados indicam que o0 agrupamento superou a meédia simples
com maior frequéncia nas variaveis X e Y, sem deixar de ser relevante para Z. Essa
diferenca entre as componentes contribui para compreender de forma mais completa
em quais situagdes 0 K-means++ pode oferecer uma representagdo mais adequada
do ensemble do que a média aritmética simples.

4.6 Analise Comparativa dos Niveis de Ruido

A magnitude da perturbagéo inicial influencia diretamente a velocidade com que as
trajetérias do ensemble se separam ao longo do tempo. Quando a incerteza inicial €
menor, 0s membros tendem a permanecer mais préximos entre si por mais tempo. A
medida que a perturbacéo nas condi¢des iniciais aumenta, a dispersao entre as traje-
torias se torna mais evidente, alterando a relagéo entre a média aritmética simples, os
centréides e a trajetéria de referéncia.

No cenario com perturbacao de 10—, a separacao entre as trajetérias ainda € limi-
tada no medio prazo. Nessa condi¢do, a média aritmética simples permanece proxima
da estrutura principal do conjunto, o que ajuda a explicar os resultados negativos ob-
servados nesse horizonte para 100 membros. A distribuicdo bidimensional mostra
qgue, nesse caso, 0 ensemble ainda ndo apresenta separacao suficientemente mar-
cada para que a andlise geométrica por agrupamento produza uma representacao
mais proxima da referéncia.

Quando a perturbacgéo inicial é elevada para 1073, observa-se uma mudanga mais
nitida na configuracdo do ensemble no médio prazo. A dispersdo passa a revelar
regides mais separadas no espaco de fases, favorecendo a identificacdo de agrupa-
mentos mais consistentes. Nesse cenario, o centréide selecionado passa a represen-
tar melhor uma dessas regides do que a média simples, 0 que explica a mudanca
observada nos resultados.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
Ensemble: 100 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-3
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Figura 13 — Distribui¢cdo espacial no médio prazo (6 < t < 13) para o cenario com 100 membros
e ruido de 10~3. A maior separagéo entre os membros favorece a identificacdo de grupos mais

definidos.

Fonte: Autoria propria.

Sob perturbagédo de 1072, a separagdo entre as trajetérias ocorre de forma mais
célere. Nesse caso, a organizacdo espacial do ensemble favorece de maneira mais
clara a identificagdo de regides distintas, permitindo que o agrupamento selecione
centrdides mais proximos da trajetéria de referéncia, especialmente no médio prazo.
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Tabela 6 — Diferenca relativa percentual entre o RMSE da média aritmética simples e 0 RMSE
do centroide de menor RMSE por nivel de ruido, para a variavel X com 100 membros.

Nivel de Ruido | Curto Prazo | Médio Prazo | Longo Prazo
1074 -317,77% -60,01% 24,02%
1073 -327,34% 61,41% 8,43%
1072 -309,03% 80,51% 4,94%

Fonte: Autoria propria.

A Tabela 6 mostra que o efeito da incerteza inicial varia conforme o horizonte tem-
poral. No curto prazo, os percentuais permanecem negativos nos trés niveis de per-
turbacao para o cenario com 100 membros, indicando que a média simples ainda se
manteve mais préxima da trajetéria de referéncia em virtude da baixa disperséo ini-
cial. No médio prazo, janela de dispersao intermediaria, os resultados passam a ser
positivos para 10~ e 1072, o que atesta que o aumento da perturbacdo nas condi-
cbes iniciais acelerou a separacédo bimodal e expandiu a utilidade metodolégica do
agrupamento. No longo prazo, sob saturacéo, os valores aproximam-se do limiar de
atenuacao métrica.

4.6.1 Sensibilidade a Densidade do Ensemble

A resposta do agrupamento também depende do niumero de membros utilizados
em cada experimento. A medida que o tamanho do ensemble aumenta, a distribuicio
das trajetérias no espacgo de fases pode ser observada com maior detalhe. No en-
tanto, os resultados mostram que esse efeito ndo é uniforme em todos os horizontes
temporais.

Com 15 membros, 0 agrupamento ja apresentou desempenho positivo no médio
prazo. Isso mostra que, mesmo em conjuntos menores, a técnica pode identificar uma
regiao representativa do ensemble quando a separacao entre as trajetorias ja esta
suficientemente definida. Ainda assim, a menor quantidade de pontos torna a posicao
dos centrdides mais sensivel a distribuicdo especifica dos membros.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
Ensemble: 15 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-2
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Figura 14 — Distribuicao espacial no médio prazo (6 < ¢t < 13) para o cendrio com 15 membros

e ruido de 10~2.

conjunto.

Fonte: Autoria propria.

A menor quantidade de pontos reduz o detalhamento da distribuicdo do

Com 50 membros, a distribuicdo espacial do ensemble passa a ser visualizada
de forma mais estavel. Nesse caso, a organizagdo dos membros nas regides mais
concentradas do espaco de fases torna-se mais nitida, favorecendo a identificagéo de
grupos representativos e contribuindo para a melhora dos resultados observados no

médio prazo.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
Ensemble: 50 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-2
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Figura 15 — Distribuicao espacial no médio prazo (6 < ¢t < 13) para o cendrio com 50 membros
e ruido de 10~2. O aumento do nimero de membros permite visualizar com maior clareza a
organizagao do conjunto.

Fonte: Autoria propria.

No caso de 100 membros, a distribuicdo do ensemble é ainda mais detalhada. En-
tretanto, os resultados mostram que o aumento no numero de membros ndo implica
melhora automatica em todos os horizontes. No curto prazo, por exemplo, os percen-
tuais sofreram a instabilidade de escala discutida na secao 4.2.1, enquanto no médio
prazo observou-se 0 maior valor positivo e de maior previsibilidade real entre os ce-
narios analisados. Isso indica que o efeito da densidade do ensemble depende do
cruzamento entre o numero total de membros e o estagio de maturacao da dispersao
espacial.
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Tabela 7 — Diferenca relativa percentual entre o RMSE da média aritmética simples e 0 RMSE
do centroide de menor RMSE por niimero de membros, para a variavel X com ruido de 10~2.

Numero de Membros | Curto Prazo | Médio Prazo | Longo Prazo
15 membros 61,91% 60,87% -13,23%
50 membros 76,75% 66,85% 16,26%
100 membros -309,03% 80,51% 4,94%

Fonte: Autoria propria.

A Tabela 7 resume que a eficiéncia pratica da abordagem reside primariamente na
aplicabilidade do diagnéstico de subgrupos em horizontes de médio prazo. A iden-
tificacao de partiges estruturadas fornece uma ferramenta matematica robusta para
subsidiar sistemas de tomada de decisdo, mapeando cenarios alternativos divergentes
que seriam suprimidos pela suavizacao linear da média.

Cabe ressaltar que, devido a grande quantidade e extensao dos cenarios simu-
lados combinando diferentes tamanhos de conjunto, horizontes temporais e intensi-
dades de perturbacdo nas condicdes iniciais, todos os graficos estruturais e tabe-
las estatisticas remanescentes que complementam e ratificam as analises discutidas
encontram-se catalogados para consulta nos Apéndices deste trabalho.



5 CONCLUSOES

A andlise estatistica dos experimentos realizados demonstrou que o algoritmo K-
means++ cumpre uma importante funcdo metodoldgica na organizagao e sintese de
previsdes por conjuntos em sistemas caédticos de baixa dimensao. No panorama glo-
bal dos cenarios avaliados, o centroide de menor RMSE apresentou erro inferior ao
da média aritmética simples em 67,90% dos casos, confirmando que a identificacdo
de trajetorias representativas extraidas da estrutura geométrica do conjunto € uma
alternativa viavel aos métodos tradicionais de agregacao.

Os resultados revelaram que a eficacia do agrupamento € estritamente condici-
onada pelo horizonte temporal e pelo nivel de dispersdao do ensemble. O método
encontrou sua janela 6tima de aplicagdo no médio prazo, horizonte no qual superou
a média simples em 88,89% dos casos. Nessa fase intermediaria, a separacéo in-
duzida pelas perturbagdes iniciais (especialmente nas magnitudes de 1072 e 1072) é
suficiente para que o algoritmo separe trajetérias com evolugdes dinamicas distintas,
capturando regimes de comportamento que a média simples, por ser propensa a es-
tados suavizados em regides de baixa probabilidade, ndo consegue representar.

Em contrapartida, nos extremos temporais do sistema, a vantagem comparativa do
agrupamento se atenua devido a restricdes dinamicas intrinsecas. No curto prazo, a
forte aproximacao inicial das trajetérias mantém os valores absolutos de erro reduzi-
dos, o que valida a suficiéncia da média simples para a maioria das configuracdes. No
longo prazo, o efeito de saturacao da dispersédo faz com que os membros ocupem o
atrator estranho de forma homogénea; a perda completa da meméria das condi¢des
iniciais resulta em um comportamento estatistico flutuante, limitando a capacidade de
ambos os estimadores em sustentar aderéncia a solugcao de referéncia.

Dessa forma, conclui-se que a principal contribuicdo desta dissertagdo nao re-
side na substituicdo sistematica da média simples, mas na demonstragdo de que o
agrupamento individualizado por variavel identifica representantes mais aderentes a
referéncia sob condigdes especificas de espalhamento do conjunto. Como limitacao,
ressalta-se o carater exploratério em um modelo de baixa dimensao a partir de uma
simulagao aleatéria controlada. Como desdobramentos e trabalhos futuros, sugere-se
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a expansao desta metodologia para analises multivariadas integradas e a aplicacao
do método em modelos numéricos operacionais de previsdao do tempo com maior re-
alismo fisico.
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APENDICES



APENDICE A — Analise grafica e tabelas complementares do
horizonte temporal de curto prazo
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ANALISE DOS CENTROIDES - CURTO PRAZO
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Figura 16 — Curto prazo (0 <t < 6), N =15e g, = 107,
Fonte: Autoria prépria.
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== Media Simples (RMSE: 0.0003)
= Centroide 1 (RMSE: 0.0001) [MELHOR]
= Centroide 2 {RMSE: 0.0008}
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ANALISE DOS CENTROIDES - CURTO PRAZO
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Figura 17 — Curto prazo (0 <t < 6), N =50 e o, = 1072

Fonte: Autoria propria.
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ANALISE DOS CENTROIDES - CURTO PRAZO
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Figura 18 — Curto prazo (0 < ¢ < 6), N = 100 e o, = 10~

Fonte: Autoria propria.
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=== Centroide 1 {RMSE: 0.0004)
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= Centrolde 2 (RMSE: 0.0006)
—— Centroide 3 {(RMSE: 0.0002) [MELHOR]
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (CURTO PRAZO)
Ensemble: 15 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-4
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Figura 19 — Disperséo no curto prazo (0 <t < 6), N =15 e o, = 107,

Fonte: Autoria propria.

Tabela complementar de resultados do horizonte temporal de curto prazo



Tabela 8 — Resultados do horizonte temporal de curto prazo (0 < ¢ < 6).

N | 0, |Var.| K| Silh. | RMSE M| RMSE C | Red. (%)
15 [107*| X | 2/0,6351| 0,0001 | 0,0001 61,28
15 |107*| Y | 2(0,6324| 0,0002 | 0,0001 60,92
15 [107*| Z | 2|0,6406| 0,0003 | 0,0001 61,24
15 [1073| X |2 0,6351| 0,0014 | 0,0005 | 62,00
15103 Y |2(0,6323| 0,0021 | 0,0008 | 61,65
15 |10 Z | 2(0,6405| 0,0026 | 0,0010 | 61,96
15 [1072| X | 20,6332| 0,0136 | 0,0052 | 61,91
15 |107*| Y | 2(0,6305| 0,0208 | 0,0080 | 61,57
15 [1072| Z |2 0,6385| 0,0258 | 0,0099 | 61,80
50 |10~*| X |3/0,5079| 0,0000 | 0,0000 | 76,00
50 |107*| Y |3(0,5034| 0,0000 | 0,0000 | 76,17
50 |10-*| Z |3/0,5123| 0,0001 | 0,0000 | 77,51
50 |107*| X |31]0,5079| 0,0003 | 0,0001 76,71
50 |107*| Y |3(0,5034| 0,0005 | 0,0001 76,91
50 |107*| Z |3]0,5123| 0,0006 | 0,0001 78,14
50 1072 X |30,5074| 0,0029 | 0,0007 | 76,75
50 |107%| Y |3/0,5030| 0,0045 | 0,0010 | 77,05
50 |10~*| Z |3]0,5118| 0,0055 | 0,0012 | 78,06
100(10~*| X |3 /0,4715| 0,0000 | 0,0001 | -317,77
100|107*| Y |2 |0,4649| 0,0000 | 0,0003 | -708,36
100/10~*| Z | 30,4741 | 0,0001 | 0,0002 | -317,85
100(107%| X |3 /0,4713| 0,0003 | 0,0011 | -327,34
100(107%| Y |2 /0,4649| 0,0004 | 0,0034 | -737,52
100/107*| Z | 30,4739| 0,0005 | 0,0022 | -327,41
100({107%| X |3 /0,4713| 0,0028 | 0,0114 | -309,03
100(107%| Y |3 |0,4661| 0,0043 | 0,0174 | -307,88
1001072 Z | 3|0,4740| 0,0053 | 0,0216 | -307,10

Fonte: Autoria propria.
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APENDICE B - Analise grafica e tabelas complementares do
horizonte temporal de médio prazo

ANALISE DOS CENTROIDES - MEDIO PRAZO
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Figura 20 — Médio prazo (6 <t < 13), N = 100 € g, = 107*,
Fonte: Autoria propria.
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Figura 21 — Médio prazo (6 <t < 13), N =50 e o, = 10~
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
Ensemble: 50 Membros | Perturbacao Inicial: 10"-4
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Fonte: Autoria propria.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
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Projecao Horizontal (Plano X-Y)

10 4

~10

0 P
e

&

Projecao Frontal (Plano X-Z)

0 2 4 [ 8
Compenente X

20

-
o

o
B

124

-8 =6 -4 -2

Projecao Lateral (Plano Y-Z)

o 2 4 [ 8
Compenente X

204

- =
o o

-
£
@

12 4

-10 g

0 5 10
Componente Y

Figura 22 — Médio prazo (6 < t < 13), N =50 e o, = 1073.

Fonte: Autoria propria.
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ANIALISE DOS CENTROIDES MEDIO PRAZO
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Figura 23 — Médio prazo (6 <t < 13), N = 100 € 0, = 107*,
Fonte: Autoria propria.



DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
Ensemble: 15 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-4
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Figura 24 — Dispersdo no médio prazo (6 <t < 13), N =15e o, = 1072

Fonte: Autoria propria.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
Ensemble: 15 Membros | Perturbacao Inicial: 10°-3
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Figura 25 — Dispersao no médio prazo (6 <t < 13), N =15e o, = 1075.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (MEDIO PRAZO)
Ensemble: 50 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-4
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Figura 26 — Dispersdo no médio prazo (6 <t < 13), N =50 e o, = 1074
Fonte: Autoria propria.

Tabela complementar de resultados do horizonte temporal de médio prazo



Tabela 9 — Resultados do horizonte temporal de médio prazo (6 <t < 13).

N | 0, |Var.| K| Silh. | RMSE M| RMSE C | Red. (%)
15 [107*| X |2 0,7552| 0,0808 | 0,0402 | 50,20
15 |107*| Y | 2(0,7551| 0,1271 | 0,0631 50,32
15 [107*| Z | 20,7537 | 0,1471 | 0,0747 | 49,22
15 (1073 X | 30,7340| 0,7123 | 0,1191 83,28
151073 Y |3(0,7305| 1,2285 | 0,2005 | 83,68
15 |103| Z |3(0,7185| 1,2612 | 0,2327 | 81,55
15 [1072| X |5 /0,4411| 5,3145 | 2,0795 | 60,87
15 |1072| Y | 40,3983 | 6,2337 | 2,9549 | 52,60
15 |1072| Z | 2(0,4668| 4,1193 | 2,7764 | 32,60
50 |[10~*| X |31]0,5780| 0,0179 | 0,0120 | 32,75
50 [107*| Y |3]0,5778| 0,0306 | 0,0189 | 38,29
50 [107*| Z |3/0,5781| 0,0320 | 0,0224 | 29,86
50 [107*| X | 20,8097 | 0,9763 | 0,5373 | 44,97
50 [1073| Y | 20,7444 | 1,3519 | 0,9461 30,01
50 [107%| Z | 40,5399 | 1,0910 | 0,3832 | 64,88
50 1072 X |5/0,4072| 4,8940 | 1,6222 | 66,85
50 [1072| Y | 50,3497 | 5,6798 | 2,2193 | 60,93
50 |107%| Z | 20,4054 | 3,5776 | 3,1491 11,98
100({10~*| X |5 /0,5661| 0,0247 | 0,0396 | -60,01
100|10~*| Y |5]0,5659| 0,0413 | 0,0621 | -50,47
100/10~*| Z | 50,5658 | 0,0482 | 0,0733 | -52,18
100(107%| X |2 0,8024| 1,3259 | 0,5117 | 61,41
100(1073| Y |2 /0,7390| 1,6750 | 0,9045 | 46,00
1001072 Z | 2{0,5638| 1,2097 | 1,0765 11,01
100(107%| X |5 0,3933| 4,6820 | 0,9125 | 80,51
100(107%| Y |5 /0,3410| 5,4898 | 2,3850 | 56,55
100|102 Z |5|0,3706| 3,6163 | 1,3654 | 62,24

Fonte: Autoria propria.
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APENDICE C - Analise grafica e tabelas complementares do
horizonte temporal de longo prazo

ANALISE DOS CENTROIDES - LONGO PRAZO
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Figura 27 — Longo prazo (13 <t < 20), N =15e 0, = 1074
Fonte: Autoria propria.



Amplitude

Amplitude

Amplitude

104

Variavel X
o

ANALISE DOS CENTROIDES - LONGO PRAZO
hi 1

13 14 15 16 17 18 19 20

Variavel ¥

13 14 15 16 17 18 19 20

Variavel Z

T T T T T T T
13 14 15 16 17 18 19 20
Tampo Adimensicnal

Figura 28 — Longo prazo (13 <t < 20), N =15e o, = 1075.

Fonte: Autoria propria.
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ANALISE DOS CENTROIDES - LONGO PRAZO

Er bros | Perturbacao Inicial: 10™-4
Variavel X
151
104
@ 54 DEGRADACAD: 2.05%
E — Referencia
£ o == Madia Simples (RMSE: 6.4704)
E —— Centroide 1 {RMSE: 10.1652}
ek —— Contreide 2 (RMSE: 6,6030) [MELMDR]
-10
~15
=20 4 T T T T T T T T
13 14 15 16 17 18 19 20
@ DEGRADACAD: 1.35%
= m— Referencla
= == Media Simples (AMSE: 7.3062}
E === Centroide 1 {AMSE: 7.4049) [MELHOR]
~104 = Centroide 2 (RMSE: 11.3352)
204
i GANHO: 3.82%
B — Reterencla
%_ == Medla Simples (RMSE: 6.0950)
£ === Centroide 1 {RMSE: 11.0438}
. = Centroide 2 (RMSE: 5.8619) [MELHOR]
T r T T T T - r

13 14 15 16 17 18 19 20
Tampo Adimensicnal

Figura 29 — Longo prazo (13 < t < 20), N =50 e o, = 1074
Fonte: Autoria propria.
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Figura 30 — Longo prazo (13 < t < 20), N =50 e o, = 1075.
Fonte: Autoria propria.
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ANALISE DOS CENTROIDES - LONGO PRAZO
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Figura 31 — Longo prazo (13 < t < 20), N = 100 € o, = 10~*.
Fonte: Autoria propria.



ANALISE DOS CENTROIDES - LONGO PRAZO
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Figura 32 — Longo prazo (13 <t < 20), N = 100 € 0, = 1073,
Fonte: Autoria propria.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (LONGO PRAZO)
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Figura 33 — Dispersao no longo prazo (13 <t < 20), N =15e o, = 1074

Fonte: Autoria propria.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (LONGO PRAZO)
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Figura 34 — Dispersao no longo prazo (13 <t < 20), N =15e o, = 1073.

Fonte: Autoria propria.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (LONGO PRAZO)
Ensemble: 50 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-4
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Fonte: Autoria propria.
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Figura 35 — Disperséo no longo prazo (13 <t < 20), N =50 e o, = 1074
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (LONGO PRAZO)
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Figura 36 — Dispersao no longo prazo (13 <t < 20), N =50 e o, = 1073.
Fonte: Autoria propria.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (LONGO PRAZO)
Ensemble: 100 Membros | Perturbacao Inicial: 10~-4
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Figura 37 — Disperséo no longo prazo (13 < t < 20), N = 100 € ,, = 107*.
Fonte: Autoria propria.
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DISTRIBUICAO ESPACIAL DAS TRAJETORIAS - INSTANTE FINAL (LONGO PRAZO)
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Figura 38 — Disperséo no longo prazo (13 < t < 20), N = 100 € ¢,, = 1073,

Fonte: Autoria propria.

Tabela complementar de resultados do horizonte temporal de longo prazo



Tabela 10 — Resultados do horizonte temporal de longo prazo (13 < ¢ < 20).

N | 0, |Var.| K| Silh. | RMSE M| RMSE C | Red. (%)
15 [107*| X |20,3386| 6,7798 | 7,2295 -6,63
15 |107*| Y |2]0,2991| 7,6931 | 8,0605 -4,78
15 |107*| Z | 20,3954 | 6,8445 | 5,8286 14,84
15 [1073| X |50,1349| 8,5372 | 8,1363 4,70
15 1073 | Y | 5(0,1294| 9,5980 | 9,9453 -3,62
15 |1073| Z | 20,2098| 6,7576 | 7,0177 -3,85
15 [1072| X |5 0,1255| 8,1319 | 9,2079 | -13,23
15 |1072| Y |5(0,1230| 9,2252 | 9,7395 -5,58
15 |1072| Z | 2(0,2430| 7,4478 | 7,5799 -1,77
50 |[107*| X | 20,2863 | 6,4704 | 6,6030 -2,05
50 [107*] Y |2]0,2515| 7,3062 | 7,4049 -1,35
50 |10~*| Z | 20,3658 | 6,0950 | 5,8619 3,82
50 [107%| X |30,0977| 7,5263 | 7,6766 -2,00
50 [1073] Y |4]0,0905| 8,5385 | 7,9062 7,41
50 [107%| Z | 2|0,1802| 6,5893 | 6,7713 -2,76
50 1072 X |3/0,0892| 7,6248 | 6,3849 16,26
50 [1072| Y |40,0719| 8,6514 | 7,6703 11,34
50 1072 Z |2 |0,2561| 7,2919 | 7,4412 -2,05
100(10~*| X |5 |0,1744| 6,1514 | 4,6738 | 24,02
100/107*| Y |4|0,1543| 7,0073 | 4,6961 32,98
100/107*| Z | 2{0,3286| 5,9474 | 5,7880 2,68
100(1073| X |3 0,0929| 7,5243 | 6,8899 8,43
100(1073| Y |3 /0,0811| 8,5833 | 8,0662 6,03
100/107*| Z | 2{0,2308| 6,6651 | 6,8726 -3,11
100(107%| X |2 |0,0960| 7,8771 | 7,4880 4,94
100(107%| Y |2 |0,0835| 8,8955 | 8,0317 9,71
1001072 Z | 20,2129| 7,0979 | 7,3982 -4,23

Fonte: Autoria propria.
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